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) el
Nie ma brzydkiej matematyki

@ To nie jest odczyt dla zawodowych matematykéw. Rozwazane
przyktady sa zrozumiate dla $rednio zdolnej maturzystki.

@ Staramy sie zwréci¢ uwage na fakt, ze patologie petnig twdrcza role
w matematyce. Matematyka rozwija sie m.in. poprzez oswajanie
patologii. Czasem najpierw sama kreuje patologie, potem je oswaja.

o Kontekst odkrycia w matematyce: kryteria estetyczne, niezbednos¢ i
skutecznosé¢, cenzura logiki (czasem: inspiracje empiryczne).

e Matematyka dostarcza wyzwolenia z obmierztej potocznosci,
epistemologicznie otepiajacej.

Dodatkiem do tej darmowe] prezentacji jest darmowy handout dla
stuchaczy obecnych w sali, zawierajacy m.in. ilustracje dostepne w sieci.
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Wstep Standard i dobre zachowanie

Normalne a niespodziewane

Rola intuicji i praktyki matematycznej w ustalaniu standardéw.
Metoda genetyczna i metoda aksjomatyczna.
Twierdzenia o klasyfikacji i twierdzenia o reprezentacji.

Postacie normalne, kanoniczne, standardowe.

e 6 6 o o

Badanie obiektéw przez morfizmy: niezmienniki i symetrie.

~Dobre zachowanie” obiektéw matematycznych — przyktady.
Rozumienie i oswajanie sie w matematyce (dictum von Neumanna).

Matematyka a nauki empiryczne: inzynier, fizyk, matematyk.

e 6 o6 o

Porazki myslenia zyczeniowego: znikoma liczebno$¢ standardéw,
wszechobecnos¢ (w sensie liczebnosci lub miary) patologii.
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Wyjatek, kontrprzyktad, niespodzianka, patologia
Matematyczni figlarze

o Wyjatki: obiekty o szczegdlnym zestawie witasnosci, badz obiekty nie
mieszczace sie w ustalonej klasyfikacji. Np.: grupy sporadyczne,
wielokomorki foremne.

o Kontrprzyktady: obiekty pozwalajace na odréznienie zakreséw
wiasnosci lub zakreséw prawdziwosci twierdzen. Np.: obiekty
réznicujace klasy struktur algebraicznych lub przestrzeni
topologicznych.

o Niespodzianki: nieoczekiwane, acz ,nieztosliwe” obiekty/twierdzenia.
Np.: hipoteza Borsuka, hipoteza Mertensa.

o Patologie: obiekty ,niechciane” badz konstruowane specjalnie, dla
ukazania ograniczen (poje¢, metod, intuicji). Przyktady ponizej.
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Prolliierter fulafs Camior
Rozejs¢ sie, obywatele!

o Bijekcje ¢ : N x N — N okreslamy wzorem:

xX+y

o c(x,y)=y+ _Z()i=y+%(x+y)(x+y+1)-
=

o Funkcja ¢! daje wyliczenie ¢71(0), ¢7%(1), c~1(2), ... wszystkich
(nieujemnych) liczb wymiernych.

o Funkcja ¢ umozliwia ustawienie w jeden przeliczalny ciag przeliczalnie
wielu przeliczalnych ciggéw. Nie mozna jednak ustawi¢ w jeden ciag
przeliczalny wszystkich gatezi petnego drzewa dwéjkowego.

e Cantor pokazat przeliczalnos¢ zbioru liczb algebraicznych.

@ Cantor podat dwa dowody nieprzeliczalnosci zbioru liczb
rzeczywistych. Pokazat tez, ze przedziat (0,1) jest réwnoliczny z R”,
dla wszystkich n > 1. Je le vois, mais je ne le crois pas!

Jerzy Pogonowski (MEG) Cudowne obiekty patologiczne 26 marca 2014 5/ 19



Preliminaria: zbiér tréjkowy Cantora
Tak wielu, a jakby nikogo nie byto. . .

°[071]1 C1:[0,%]U[%,1], G = [79]U[979]U[979]U[ ]'
oo 37711

o C= ﬁl Cp, czyli: C = Dl kDo ([0, 32 U 3432 1)),

@ Zbiér C jest: domkniety, nieprzeliczalny, zwarty, doskonaty, nigdzie
gesty, catkowicie niespdjny. Jest zupetna przestrzenia metryczng, ma
miare Lebesgue’a réwng zero, nie zawiera zadnego niepustego
przedziatu. Jest homeomorficzny z produktem 2N, jest samopodobny,

jego wymiar Hausdorffa réwny jest {13

o Kazda zwarta przestrzei metryczna jest ciagtym obrazem zbioru C.
Kazda nieprzeliczalna osrodkowa i metryzowalna w sposéb zupetny
przestrzen topologiczna zawiera jako podprzestrzeh przestrzen
Cantora.
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Amfmite
Liczydta i ultraprodukty

o Dtugie i trudne oswajanie liczb: ujemnych, zespolonych, rzeczywistych.
Z kolei kwaterniony, oktoniony, liczby p-adyczne, itd. miaty bardziej
szczesliwe dziecinstwo (bo urodzity sie w XIX wieku).

@ Do czego stuza liczby? Jak je reprezentujemy? Wtasnosci:
arytmetyczne, algebraiczne, porzadkowe, topologiczne.

e Miedzy ciatem liczb wymiernych a ciatem liczb nadrzeczywistych —
granice naturalnosci pojecia liczby. Ktére dziafania sa naturalne?

o Aksjomat Archimedesa. Jak uporzadkowane jest ciato funkgji
wymiernych? Jak mierzy¢ katy krzywoliniowe?
@ Stopnie nieskoiczonosci: podejécia Cantora i Du Bois Reymonda.

@ Model niestandardowy Skolema: pierwsze zastosowanie ultraproduktu.
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Rtz
Regularnosci a punkty widzenia

o Jednoznacznos¢ rozktadu. W pierscieniu Z[v/—5] mamy:
2-3=(1++v-5)(1—-+v-5)=6,2++v-5)(2—-+v-5)=9=3"-3.
o Dzielniki zera. W pierscieniu macierzy 2 X 2 mamy:
10 00| (00| [O00O 10
oollon]=lool=lo1]0 0]
o Ktére wiasnosci operacji algebraicznych (tacznos¢, przemiennose,

rozdzielnosé, antyprzemiennos¢, identycznosé Jacobiego, istnienie
modutu dziatania, itd.) sa naturalne?

@ Nieskonczenie wymiarowe przestrzenie liniowe — bazy i rozktady.
Istnieje nieskonczenie wymiarowa o$rodkowa przestrzen Banacha nie
posiadajaca bazy (Enflo 1973).

o Grupy-potwory Tarskiego: grupy nieskohczone, ktérych kazda
nietrywialna podgrupa jest grupa cykliczng rzedu p (p pierwsza).
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Pl Lamme
Gdy precyzja zastepuje intuicje, rodzg sie potwory

o Figlarne sinusy: sinus topologiczny oraz okrag warszawski.
o Krzywa Weierstrassa: ciaggta, nigdzie nie rézniczkowalna.

@ Funkcje: Thomae i Dirichleta (indykatory zbioru liczb wymiernych).

o Krzywe Peana i Hilberta: ciggte, nigdzie nie rézniczkowalne,
wypetniajace swoim wykresem kwadrat jednostkowy.

o Krzywa Volterry: wszedzie rézniczkowalna, ktérej pochodna jest
ograniczona, ale nie jest catkowalna w sensie Riemanna.

Oraz cate mnéstwo réznorakich obiektéw fraktalnych, na ktérych mozna
grzecznie zarobié, publikujac prace z estetycznymi rysunkami. Paprocie,
kalafiory, chmury, ptatki sniegu, pejzaze, itd.
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Proctimiloe, calite, s
Wizje Eulera, Riemanna, Cauchy’ego, Lebesgue'a. ..

@ Przepisy BHP dla szeregéw nieskoficzonych: rodzaje i kryteria
zbieznosci. Jak uzasadniano, ze co < —17

o Rég Gabriela: nieskoriczona powierzchnia ograniczajaca skonczong
oo

objeto$¢. Szereg harmoniczny. Szereg > nl—z
n=1

@ Zadanie dla Lakoffa i Nafieza: przy uzyciu Basic Metaphor of Infinity
(czyli metoda: méwisz-masz) skonstruowac szereg najwolniej
rozbiezny.

o Catkowanie na diabelskich schodach — funkcje: Lebesgue’a-Cantora
(ciagta, o pochodnej prawie wszedzie réwnej zero) oraz Minkowskiego
(scisle rosnaca oraz ciagta o pochodnej réwnej zero dla kazdego
argumentu wymiernego).

@ Funkcja rézniczkowalna o nieprzeliczalnym zbiorze punktéw
krytycznych.
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Geometria i Topologia Geometria

Prosta, ptaszczyzna, przestrzen

o Konstrukcje Sierpinskiego (znane): tréjkat, choinka, dywan, itd.
Krzywa uniwersalna. Wazewski: dendryt uniwersalny.

@ Sierpinski: istnieje zbiér na ptaszczyznie, ktéry ma z kazda prosta
doktadnie dwa punkty wspdlne.

@ Sztuczka: potaczenie przeciwlegtych wierzchotkéw kwadratu
roztacznymi spéjnymi obrazami tukéw.

@ Miotetka Cantora i miotetka harmoniczna.

e Czworoscian nie jest rownowazny przez rozktad z szescianem (np.
naroze szescianu jednostkowego nie jest réwnowazne przez rozktad z

s 1
szeécianem o boku +=), ale. ..
%)

@ Koto jest réwnowazne przez rozktad z kwadratem (Laczkovich).

@ Twierdzenie Banacha-Tarskiego o paradoksalnym rozktadzie kuli.
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fceclosia
Ksztatty widzialne i niewidzialne

@ Dziki tuk Artina-Foxa: szatanskie zapetlenie.

@ Naszyjnik Antoine’a: torus, w ktérym s3 zapetlone torusy, w ktérych
sg zapetlone torusy, w ktorych sa zapetlone torusy, w ktérych. ..

@ Jeziora Wady: krzywa, bedaca wspélnym brzegiem trzech obszaréw na
ptaszczyznie.

e Hawajski kolczyk i topologiczna Wo-réza: jak odréznic¢ blizniaczki?
o Sfera rogata Alexandera: homeomorficzna z S2, o grzecznym wnetrzu
i dzikim zewnetrzu.

o Twierdzenie Smale’a: sfere dwuwymiarowa mozna przenicowaé (bez

rozrywania) w R3.
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Geometria i Topologia Swiat rozmaitosci

Tajemnica tkwi w fakcie, ze 2 +2 =4

o Porzadny swiat powierzchni: petna klasyfikacja. Orientowalnos¢ i
charakterystyka Eulera. Podstawowe ,cegietki”: sfera, torus,
ptaszczyzna rzutowa.

o Kazda jednospdjna przestrzen Riemanna ma jeden z trzech typow
geometrii: Euklidesowa, sferyczna lub hiperboliczna.

@ Rozmaitosci w 3D: program geometryzacji Thurstone’a. 8 geometrii.

@ Trudnosci w 4D: problem ustalenia czy dwie triangulowalne
4-rozmaitosci s3 homeomorficzne jest nierozstrzygalny.

o Sfery egzotyczne: np. w 7 wymiarach jest ich 28.

e Egzotyczna R*: jedyna egzotyczna R" (ale za to posiadajaca
kontinuum wzajem niedyfeomorficznych struktur).
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Teoria Miary i Prawdopodobiefistwo Teoria Miary

Trzeba zna¢ miare. ..

o Zbiér Vitalego: kazdy selektor rodziny R/ =, gdzie
x~y=x—y € Q. Nie jest mierzalny w sensie Lebesgue'a.

@ B jest zbiorem Bernsteina, gdy BN X # () oraz (X — B)N X # () dla
kazdego zbioru Borelowskiego X (w nieprzeliczalnej przestrzeni
polskiej X). Nie jest mierzalny w sensie Lebesgue’a.

@ Mierzenie dtugosci: uciekamy przed zboczenica po spirali Besicovitcha.

@ Mierzenie powierzchni i objetosci: sfera Besicovitcha (dowolnie mata
powierzchnia ograniczajaca dowolnie duza objetos¢).

@ Obracanie igly: drzewo Perrona i zbiér Kakeyi.

@ Kula jednostkowa o nieskoriczonej mierze. W nieskonczenie
wymiarowej przestrzeni Hilberta nie moze istnieC nietrywialna miara
Borelowska niezmiennicza na przesuniecia.
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Pralepedsdiisme
Ztudzenia i przesady probabilistyczne

o Ciagi catkowicie losowe. Nieistniejace ciagi von Misesa. lle losowosci
potrafimy uzyskac?

@ Liczby normalne, a przy okazji: liczby Liouville’a i miara
niewymiernosci.

o Niezaleznos¢ zdarzen nie jest cechg samych zdarzen, ale zalezy od
miary. Patrz: handout.

@ Skonczony zbiér liczb spetnia prawo Benforda, jesli czestos¢
wystepowania pierwszych cyfr tych liczb (zapisanych w bazie b)
wyraza sie wzorem: P(k) = log,(1 + %) Wiekszos¢ danych
statystycznych spetnia prawo Benforda, co utatwia np. wykrycie
oszustw podatkowych.
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Lerfle
Niespodzianki logiczne

@ Logiki modalne czy teorie modalnosci? Matematyczne modele
modalnosci.

@ Modele niestandardowe: arytmetyka i analiza. Czy istnieja prawdziwe
liczby rzeczywiste?

e Patologie (?) klas spetniania: czy aksjomatyczna teoria prawdy daje
wyniki zaskakujace?

o Ezoteryczne konstrukcje w teorii rekursji. Jaka wiedze o obliczalnosci
uzyskujemy, badajac skomplikowane twory nieobliczalne?

@ Pytanie Harveya Friedmana: czy patologie odpowiedzialne sg za
niezupetnosé teorii?
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et Mimzgtat
Swiaty zbioréw

e Szukanie ,ztotego srodka” dla zbioru potegowego: pomiedzy ger(x) a
©(x). Jakiej czesci p(x) potrzebuje matematyka?

e Wezmy dowolny przeliczalny przechodni model (wystarczajaco duzego
fragmentu) teorii mnogosci. .. A dalej metoda sifowa.

@ Mnogos¢ zdan nierozstrzygalnych w ZF. Program Woodina dotyczacy
hipotezy kontinuum.

@ Duze liczby kardynalne. Opinie Hausdorffa, Zermela, Grothendiecka o
liczbach mocno nieosiaggalnych. Wyniki Banacha, Ulama, Solovaya o
liczbach mierzalnych.

o Aksjomat Martina. Drzewa: Suslina, Aronszajna, Kurepy. Diament
Jensena.
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Ialdeic
Tworcza rola patologii

@ Obiekty patologiczne bywaja oswajane; czesto prowadza do nowych
teorii. Matematyk nigdy nie traktuje obojetnie patologii.

o Nie zajmowalismy sie ,Slepymi uliczkami” w matematyce: pogladami
porzucanymi (np.: aksjomat ograniczenia Fraenkla). Pamietajmy o
zywotach nieskoriczenie matych (zycie—unicestwienie—wskrzeszenie).

o Pamietajmy tez, ze np. teorie mnogosci uwazano za:

raj, z ktérego nie damy sie wypedzi¢ (Hilbert)

zaraze, z ktérej matematyka sie wyleczy (Kronecker)

dziwaczng kandydatke na podstawy matematyki (Skolem)

teorie, ktéra bedzie (?7) podobna do topologii ogélnej (Mostowski)
paradygmat, ktéry zniknie, gdy wymra jego przedstawiciele (Awodey).

o Aksjomaty ekstremalne i modele zamierzone teorii: nadzieje i
rozczarowania. Optymizm poznawczy matematykéw.

.
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Bt
Znane listy kontrprzyktadéw:

o Gelbaum, B.R., Olmsted, J.M.H. 1990. Theorems and
Counterexamples in Mathematics. Springer-Verlag, New York.

@ Gelbaum, B.R., Olmsted, J.M.H. 2003. Counterexamples in Analysis.
Dover Publications, Inc., Mineola, New York.

@ Steen, L.A., Seebach, J.A., Jr. 1995. Counterexamples in Topology.
Dover Publications, Inc., New York.

o Wise, G.L., Hall, E.B. 1993. Counterexamples in Probability and Real
Analysis. Oxford University Press, New York.

Ciekawe dyskusje i materiaty dostepne w sieci:

@ http://mathoverflow.net/
@ http://math.stackexchange.com

@ http://mathforum.org/library/
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