
III. Drzewa Semantyczne dla KRP

Klasyczny rachunek predykatów (KRP) stanowi wspóªczesny elementarz logiczny. W krajach cywili-
zowanych naucza si¦ fragmentów tego elementarza na poziomie szkoªy ±redniej; w Rzeczpospolitej Polskiej
KRP wykªadany jest studentkom i studentom matematyki oraz �lozo�i, lokalnie tak»e studentkom i studen-
tom niektórych innych kierunków studiów.

Metoda drzew semantycznych w KRP polega, podobnie jak w klasycznym rachunku zda«, na eliminacji
staªych logicznych. Do omówionych poprzednio spójników prawdziwo±ciowych dochodz¡ dodatkowo kwan-
ty�katory: generalny i egzystencjalny. W±ród predykatów szczególn¡ rol¦ odgrywa predykat identyczno±ci ;
traktowany on jest w rozwa»anej metodzie wªa±ciwie tak»e jako staªa logiczna.

Podstawowa ró»nica mi¦dzy KRZ oraz KRP, je±li chodzi o rozwa»an¡ metod¦, to to, i» KRP jest
nierozstrzygalny : nie istnieje algorytm, pozwalaj¡cy rozstrzygn¡¢ o dowolnej formule j¦zyka KRP, czy jest
ona czy te» nie jest prawem tego rachunku. KRP jest jednak póªrozstrzygalny : je±li jaka± formuªa jest
prawem tego rachunku, to metoda drzew semantycznych pozwala to potwierdzi¢. Je±li formuªa nie jest
prawem KRP, to omawiana metoda mo»e nie da¢ konkluzywnej odpowiedzi na pytanie, czy tak wªa±nie
rzeczy si¦ maj¡.1

J¦zyk KRP � umowy notacyjne

Szczegóªowy opis j¦zyka KRP podano w cz¦±ci wst¦pnej niniejszych notatek. Przyjmiemy nast¦puj¡ce
umowy notacyjne:

• zmienne indywiduowe oznaczamy symbolami x, y, z (ewentualnie z indeksami);

• staªe indywiduowe oznaczamy symbolami a, b, c (ewentualnie z indeksami);

• predykaty oznaczamy symbolami P, Q,R;

• je±li t, t1, t2 s¡ termami a P predykatem jednoargumentowym, za± Q predykatem dwuargumentowym,
to formuªy atomowe zapisywa¢ b¦dziemy w postaci Pt oraz t1Qt2; formuªy atomowe z predykatami
wi¦cej ni» dwuargumentowymi w podrozdziaªach III.1.�III.5. nie wyst¡pi¡ (podobnie jak symbole
funkcyjne); w rozdziale VI skryptu, tj. w Zadaniach formuª¦ atomow¡ z n-argumentowym predykatem
R zapisywa¢ b¦dziemy R(t1, t2, . . . , tn), gdzie t1, t2, . . . tn s¡ dowolnymi termami;

• symbole ∀ oraz ∃ oznaczaj¡, odpowiednio, kwanty�kator generalny oraz egzystencjalny;

• w charakterze metazmiennych (oznaczaj¡cych formuªy j¦zyka KRP) u»ywa¢ b¦dziemy symboli A,B,C,
ewentualnie z indeksami; gdy zmiennymi wolnymi formuªy A s¡ dokªadnie zmienne indywiduowe
x1, x2, . . . xn, to b¦dziemy odwoªywa¢ si¦ do tej formuªy u»ywaj¡c symbolu A(x1, x2, . . . , xn);

• formuª¦ otrzyman¡ w wyniku podstawienia za wszystkie wolne wyst¡pienia zmiennej x w formule
A(x) staªej idywiduowej a oznacza¢ b¦dziemy przez A(a/x); a gdy b¦dzie bezdyskusyjnie jasne o jakie
podstawienie chodzi, po prostu przez A(a).

O semantyce KRP � dwie intuicyjne uwagi

De�nicje podstawowych poj¦¢ semantycznych dla KRP podano w cz¦±ci wst¦pnej niniejszych notatek.
Najistotniejsza dla omawianej metody jest podstawieniowa interpretacja kwanty�katorów. Warunki speªnia-
nia formuª j¦zyka KRP (przez warto±ciowania w strukturach relacyjnych ) wykorzystuj¡ staªe indywiduowe
nazywaj¡ce elementy uniwersum interpretacji. Tu zakªadamy, »e Czytelniczki bez protestu zgodz¡ si¦ na
nast¦puj¡ce, intuicyjnie sformuªowane, ustalenia:

1Poprawno±¢ rozwa»anej metody dla KRP pokazujemy w rozdziale IV skryptu. W podrozdziaªach III.1.�III.5. podajemy
szereg przykªadów jej zastosowania.
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• Gdy za prawdziwe (w ustalonej interpretacji) uznajemy zdanie postaci ∃xA(x), to uznamy te» za
prawdziwe zdanie postaci A(a), dla pewnej staªej indywiduowej a, oznaczaj¡cej jaki± obiekt w uniwer-
sum tej intepretacji.

• Gdy za prawdziwe (w ustalonej interpretacji) uznamy zdanie postaci ∀xA(x), to uznamy te» za
prawdziwe wszystkie zdania postaci A(a), dla ka»dej staªej indywiduowej oznaczaj¡cej jaki± obiekt
z uniwersum tej»e interpretacji.

1. O budowaniu drzew semantycznych w KRP

Mo»emy ju» przyst¡pi¢ do prezentacji metody drzew semantycznych w KRP. Podobnie jak w przypadku
rachunku zda«, ograniczymy si¦ do reguª tworzenia drzew oraz ilustracji dziaªania metody w rozwi¡zywaniu
typowych problemów formuªowanych w KRP (i jego zastosowaniach).

1.1. Reguªy budowania drzew semantycznych

Dla spójników zdaniowych obowi¡zuj¡ reguªy omówione w rozdziale II, po±wi¦conym rachunkowi zda«,
a wi¦c reguªy R(∧), R(∨), R(→), oraz R(↔), a tak»e reguªy R(¬∧), R(¬∨) R(¬ →), R(¬ ↔) oraz R(¬¬).

Dla kompletno±ci wykªadu, przypomnijmy raz jeszcze te reguªy:

• Koniunkcja (prawdziwa tylko wtedy, gdy oba jej czªony s¡ prawdziwe):

R(∧)
A ∧B

A

B

• Alternatywa (prawdziwa, gdy przynajmniej jeden z jej czªonów jest prawdziwy):

R(∨)
A ∨B

©© HH
A B

• Implikacja (prawdziwa, gdy jej poprzednik jest faªszywy lub nast¦pnik jest prawdziwy):

R(→)
A → B

©©© HHH
¬A B

• Równowa»no±¢ (prawdziwa, gdy oba jej czªony maj¡ t¦ sam¡ warto±¢ logiczn¡):

R(↔)
A ↔ B

©© HH
A

B

¬A

¬B

Reguªy dla formuª j¦zyka KRZ, w których spójnikiem gªównym jest negacja maj¡ posta¢ nast¦puj¡c¡:2

2Wydaje si¦, »e zapami¦tanie tej grupy reguª jest ªatwiejsze, gdy mówimy, kiedy poszczególne formuªy s¡ faªszywe. Zgodnie
z przyj¦t¡ konwencj¡ notacyjn¡ (jak pami¦tamy z rozdziaªu II), drzewo semantyczne danej formuªy ma w wierzchoªkach jej
podformuªy lub negacje jej podformuª.
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• Koniunkcja (faªszywa, gdy przynajmniej jeden z jej czªonów jest faªszywy):

R(¬∧) ¬(A ∧B)
©©© HHH

¬A ¬B

• Alternatywa (faªszywa, gdy oba jej czªony faªszywe):

R(¬∨) ¬(A ∨B)

¬A

¬B

• Implikacja (faªszywa tylko wtedy, gdy jej poprzednik jest prawdziwy, a nast¦pnik faªszywy):

R(¬ →) ¬(A → B)

A

¬B

• Równowa»no±¢ (faªszywa, gdy jej czªony maj¡ ró»ne warto±ci logiczne):

R(¬ ↔) ¬(A ↔ B)
©©© HHH

A

¬B

¬A

B

• Negacja (¬A faªszywa, gdy A prawdziwa):

R(¬¬) ¬¬A

A

Nowymi staªymi logicznymi s¡ kwanty�katory; nowe reguªy dotycz¡ wi¦c formuª rozpoczynaj¡cych si¦
kwanty�katorem oraz negacji takich formuª.

• R(∀). Je±li w danej gaª¦zi drzewa wyst¡piªa formuªa postaci ∀xA(x), to na tej»e gaª¦zi umieszczamy
wszystkie formuªy postaci A(a), dla ka»dej staªej indywiduowej a wyst¦puj¡cej na rozwa»anej gaª¦zi.

• R(∃). Je±li w danej gaª¦zi drzewa wyst¡piªa formuªa postaci ∃xA(x), to na tej»e gaª¦zi umieszczamy
formuª¦ postaci A(a), gdzie a jest now¡ staª¡ indywiduow¡, nie wyst¦puj¡c¡ dot¡d na rozwa»anej
gaª¦zi.

• R(¬∀). Je±li w danej gaª¦zi drzewa wyst¡piªa formuªa postaci ¬∀xA(x), to na tej»e gaª¦zi umieszczamy
formuª¦ postaci ¬A(a), gdzie a jest now¡ staª¡ indywiduow¡, nie wyst¦puj¡c¡ dot¡d na rozwa»anej
gaª¦zi.

• R(¬∃). Je±li w danej gaª¦zi drzewa wyst¡piªa formuªa postaci ¬∃xA(x), to na tej»e gaª¦zi umieszczamy
wszystkie formuªy postaci ¬A(a), dla ka»dej staªej indywiduowej a wyst¦puj¡cej na rozwa»anej gaª¦zi.
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W przypadku drugiej i trzeciej z wymienionych wy»ej reguª mówimy o wprowadzaniu nowej staªej in-
dywiduowej (i opuszczaniu kwanty�katora egzystencjalnego lub zanegowanego kwanty�katora generalnego),
w przypadku pierwszej i czwartej z wymienionych reguª mówimy o rozwijaniu formuªy generalnie skwanty-
�kowanej ze wzgl¦du na dan¡ staª¡ indywiduow¡ (oraz opuszczaniu kwanty�katora generalnego lub zane-
gowanego kwanty�katora egzystencjalnego).

Buduj¡c drzewa semantyczne w KRP najpierw rozwa»amy formuªy egzystencjalnie skwanty�kowane
i wprowadzamy nowe staªe indywiduowe, nast¦pnie dla wszystkich formuª generalnie skwanty�kowanych
umieszczamy na danej gaª¦zi odpowiednie formuªy otrzymane poprzez opuszczenie kwanty�katora gene-
ralnego (lub negacji kwanty�katora egzystencjalnego) i zast¡pienie wi¡zanej przeze« zmiennej ka»d¡ staª¡
indywiduow¡ wyst¦puj¡c¡ na tej gaª¦zi. Je±li nie mamy do dyspozycji »adnej formuªy egzystencjalnie
skwanty�kowanej, a mamy jakie± formuªy generalnie skwanty�kowane (lub negacje egzystencjalnie skwanty-
�kowanych), to wprowadzamy nowe staªe indywiduowe przez rozwini¦cie dowolnej formuªy generalnie skwan-
ty�kowanej (lub negacji egzystencjalnie skwanty�kowanej). Je±li w formule dla której zaczynamy budowa¢
drzewo wyst¦puj¡ ju» jakie± staªe indywiduowe, to oczywi±cie obowi¡zuj¡ dla nich reguªy R(∀) oraz R(¬∃).

Stosowa¢ b¦dziemy nast¦puj¡c¡ umow¦ notacyjn¡ w gra�cznych reprezentacjach drzew semantycznych:

•
√

a oznacza opuszczenie kwanty�katora egzystencjalnego (b¡d¹ negacji kwanty�katora generalnego)
i wprowadzenie w formule za tym kwanty�katorem (odpowiednio, w negacji formuªy) nowej staªej
indywiduowej a w miejsce zmiennej wi¡zanej przez ten kwanty�kator;

• ?a oznacza zast¡pienie formuªy generalnie skwanty�kowanej (lub negacji formuªy egzystencjalnie skwan-
ty�kowanej) przez formuª¦ bez kwanty�katora generalnego (odpowiednio, negacj¦ formuªy), ze staª¡
indywidouw¡ a wstawion¡ w miejsce zmiennej wi¡zanej przez ten kwanty�kator;

• numery (z kropk¡) umieszczane w górnej frakcji po prawej stronie formuª informuj¡ o kolejno±ci wykony-
wanych dziaªa«; po kropce wyst¦puje symbol spójnika (b¡d¹ negacji spójnika) do którego stosujemy
odno±n¡ reguª¦ (z reguª budowania drzew semantycznych w KRZ) lub symbole

√
albo ? wraz ze staª¡

indywiduow¡, których dotycz¡;

• numery (w nawiasach) po lewej stronie formuª informuj¡ o wynikach wykonywanych dziaªa«; formuªy
z pnia drzewa, które nie powstaªy w wyniku stosowania »adnych reguª otrzymuj¡ domy±lne (nie zapi-
sywane) numery 0.1, 0.2, 0.3,. . . (z konieczno±ci¡ u»ycia tego ostatniego typu numerów spotkamy si¦
jedynie sporadycznie).

Przypomnijmy, »e przez pie« drzewa rozumiemy cz¦±¢ wspóln¡ wszystkich jego gaª¦zi.
Tak wi¦c, symbol

√
dotyczy zastosowa« reguª R(∃) oraz R(¬∀), natomiast symbol ? zastosowa« reguª

R(∀) oraz R(¬∃).
Powy»sz¡ gadanin¦ zast¡pi¢ mo»na krótko np. tak. Poni»sze reguªy okre±laj¡, jak¡ formuª¦ nale»y

dopisa¢ do tworzonej gaª¦zi, je±li na gaª¦zi tej wyst¡piªa formuªa danej postaci. Przypominamy, »e A(a/x)
oznacza formuª¦ otrzyman¡ z formuªy o zmiennej wolnej x przez zast¡pienie wszystkich wolnych wyst¡pie«
tej zmiennej staª¡ indywiduow¡ a.

Reguªy rozkªadu formuª dotycz¡ce kwanty�katorów maj¡ posta¢ nast¦puj¡c¡:

• Reguªa dla formuª generalnie skwanty�kowanych:

R(∀) ∀x A(x)

A(a/x)

dla ka»dej staªej indywiduowej a wyst¦puj¡cej na rozwa»anej gaª¦zi.

• Reguªa dla formuª egzystencjalnie skwanty�kowanych:

R(∃) ∃x A(x)

A(a/x)
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dla nowej staªej indywiduowej a nie wyst¦puj¡cej dot¡d na rozwa»anej gaª¦zi.

• Reguªa dla negacji formuª generalnie skwanty�kowanych:

R(¬∀) ¬∀x A(x)

¬A(a/x)

dla nowej staªej indywiduowej a nie wyst¦puj¡cej dot¡d na rozwa»anej gaª¦zi.

• Reguªa dla negacji formuª egzystencjalnie skwanty�kowanych:

R(¬∃) ¬∃x A(x)

¬A(a/x)

dla ka»dej staªej indywiduowej a wyst¦puj¡cej na rozwa»anej gaª¦zi.

Reguªy R(∀) oraz R(¬∃) s¡ wzmocnione dodatkowym warunkiem: je±li na gaª¦zi, której dotyczy ich
zastosowanie nie ma jeszcze »adnej staªej indywiduowej, to posªugujemy si¦ jak¡± z góry ustalon¡ staª¡.

Zilustrujmy podane wy»ej reguªy oraz umow¦ przykªadami. We wszystkich tych przykªadach kolejne kroki
budowania drzew wyliczane s¡ przez komentarze (z prawej strony, w górnej frakcji) opatrzone numerami z
kropk¡; wyniki wykonania tych kroków s¡ numerowane z lewej strony, numery otrzymanych formuª podawane
s¡ w nawiasach. �ledzenie budowy drzewa sprowadza si¦ do obserwowania kolejno±ci wykonywanych kroków
(z prawej strony formuª) i otrzymywanych wyników (z lewej strony formuª).

Stosowanie reguª daj¡cych rozgaª¦zienia (np. R(→), R(¬∧) daje w wyniku dwie formuªy; b¦dziemy
wtedy u»ywa¢ numerów (w nawiasach) z indeksami dolnymi: l (dla lewej formuªy) oraz p (dla prawej
formuªy). W przypadku reguª bez rozgaª¦zie« daj¡cych dwie formuªy (np. R(∧), R(¬ →) otrzymane
formuªy numerowa¢ b¦dziemy numerami z indeksami dolnymi g (dla pierwszej, górnej formuªy) oraz d (dla
drugiej, dolnej formuªy). Reguªy nie powoduj¡ce rozgaª¦zie« i daj¡ce w wyniku jedn¡ formuª¦ (np. R(¬¬),
R(∀), R(¬∃)) nie wymagaj¡ sztuczek z indeksami. Wreszcie, reguªy R(↔) oraz R(¬ ↔) daj¡ w rezultacie
cztery formuªy, numerowane liczbami z indeksami dolnymi: lg, ld, pg oraz pd (odpowiednio: lewa górna,
lewa dolna, prawa górna, prawa dolna).

1.2. Przykªady

Przykªad III.1.1.: Kikut

∃x∀y(xPy) 1.
√

a

(1) ∀y(aPy) 2.?a

(2) aPa

W korzeniu drzewa jest formuªa egzystencjalna. W pierwszym kroku wprowadzamy now¡ staª¡ indy-
widuow¡ a. Otrzymujemy formuª¦ generalnie skwanty�kowan¡. W kroku drugim rozwijamy t¦ formuª¦
ze wzgl¦du na staª¡ a. Otrzymujemy formuª¦ atomow¡. �adnych reguª nie mo»na ju» do »adnej formuªy
stosowa¢. Koniec.

Niepotrzebny komentarz semantyczny.
Miaªa± zdanie �mówi¡ce�, »e istnieje obiekt pozostaj¡cy w pewnej (ustalonej) relacji ze wszystkimi obiek-

tami. Wprowadziªa± nazw¦ dla takiego obiektu. Otrzymaªa± zdanie �mówi¡ce�, »e ów nazwany obiekt po-
zostaje w rozwa»anej relacji ze wszystkimi obiektami. Zdanie to rozwin¦ªa± ze wzgl¦du na wprowadzon¡
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staª¡: skoro ów nazwany obiekt pozostaje w rozwa»anej relacji ze wszystkimi obiektami, to pozostaje w niej
tak»e z sob¡ samym. Otrzymaªa± zdanie atomowe �mówi¡ce�, »e ów nazwany obiekt jest punktem staªym
rozwa»anej relacji: zachodzi ona mi¦dzy tym obiektem a nim samym.

Deklaracja Metodologiczna.
Pisz¡cy te sªowa czuje wewn¦trzn¡ potrzeb¦ zªo»enia deklaracji. Wszelkie podawane dalej przykªady

wykorzystuj¡ce j¦zyk naturalny (polski) s¡ czcz¡ jedynie igraszk¡. Mogliby±my ograniczy¢ si¦ do rozwa»ania
jedynie formuª j¦zyka rachunku predykatów (bo tego j¦zyka dotyczy w istocie omawiana metoda!). Wierz¦,
»e formuªy j¦zyka rachunku predykatów mo»na próbowa¢ odczytywa¢ w j¦zyku naturalnym; czasami od-
czytania takie maj¡ nawet odrobin¦ sensu. Nie wierz¦, »e �przekªad� w drug¡ stron¦ jest jako± wyra¹nie
zdeterminowany, tj. nie wierz¦ w mo»liwo±¢ bezpo±redniej reprezentacji dowolnych wyra»e« j¦zyka natural-
nego w j¦zyku KRP.3 To Szema Israel logiczno-lingwistyczne jest jednak tematem na osobn¡ ksi¡»k¦ (ale
� uspokoj¦ zatrwo»one Czytelniczki � nie czuj¦ potrzeby jej napisania; mo»e jedynie ogranicz¦ si¦ do
stosownych komentarzy w rozdziale zawieraj¡cym zadania).

Przykªad III.1.2.: Drzewo ro±nie w twoich oczach

Spokojnie, nie szukamy belki pod twoj¡ powiek¡ (nie jest to tak»e re�eksja nad twoim, usytuowanym �
w dalekiej przyszªo±ci, w czaruj¡cej okolicy � grobem). Poka»emy tylko, krok po kroku, jak ro±nie drzewo
semantyczne formuªy. Wybierzmy formuª¦ pro±ciutk¡:

(∃x Px → ∃y Qy) → ∃x (Px → Qx)

cho¢ daj¡c¡ drzewo semantyczne nieco bardziej rozwini¦te od kikuta z poprzedniego przykªadu.
Umieszczamy formuª¦ w korzeniu drzewa:

(∃x Px → ∃y Qy) → ∃x (Px → Qx)

Jest to implikacja, a wi¦c stosujemy reguª¦ dotycz¡c¡ tego spójnika, daj¡c¡ w rezultacie rozgaª¦zienie.
Zastosowanie reguªy dotycz¡cej implikacji zaznaczamy z prawej strony formuªy, której to zastosowanie doty-
czy, przy numerze kroku, który tym samym wykonujemy. Formuªy otrzymane w rezultacie wykonania tego
kroku opatrujemy numerami w nawiasach z lewej strony, je±li potrzeba, to z indeksami. W rozwa»anym
przypadku z prawej strony formuªy, od której zacz¦li±my umieszczamy komentarz 1.→ , który mo»emy od-
czyta¢: w kroku pierwszym stosujemy reguª¦ dotycz¡c¡ implikacji do formuªy z lewej strony komentarza.
Otrzymujemy, zgodnie ze stosowan¡ reguª¡, zaprzeczony poprzednik implikacji (formuªa w gaª¦zi lewej, o
numerze (1l)) oraz, w gaª¦zi prawej, nast¦pnik tej implikacji (formuªa o numerze (1p)):

(∃x Px → ∃y Qy) → ∃x (Px → Qx) 1.→

©©©©©©©

HHHHHHH

(1l) ¬(∃x Px → ∃y Qy) (1p) ∃x (Px → Qx)

Zajmiemy si¦ najpierw gaª¦zi¡ lew¡. Formuªa o numerze (1l) jest zaprzeczon¡ implikacj¡, a wi¦c zas-
tosowanie odpowiedniej reguªy (co zaznaczamy pisz¡c w komentarzu z prawej strony 2.¬→) daje w wyniku
dwie formuªy: poprzednik tej implikacji (formuªa o numerze (2g)) oraz jej zaprzeczony nast¦pnik (formuªa
o numerze (2d)), umieszczone jedna pod drug¡ na rozwa»anej gaª¦zi:

3Troch¦ (zªo±liwie dobranych) przykªadów uzasadniaj¡cych ten sceptycyzm znajd¡ Czytelniczki w rozdziale VI skryptu.
Postaram si¦, aby byªy one nie tak banalne, jak np. polecenia oddania formuª¡ j¦zyka KRP struktury skªadniowej wyra»e« w
rodzaju: Jestem obcy i nic co obce nie jest mi obce. lub Uwaga »oªnierze! Zbiórka przed ko±cioªem � za ko±cioªem; po ko±ciele
� przed ko±cioªem.
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(∃x Px → ∃y Qy) → ∃x (Px → Qx) 1.→

©©©©©©©

HHHHHHH

(1l) ¬(∃x Px → ∃y Qy) 2.¬→

(2g) ∃x Px

(2d) ¬∃y Qy

(1p) ∃x (Px → Qx)

Formuªa o numerze (2g) jest formuª¡ egzystencjalnie skwanty�kowan¡, mo»emy wi¦c zastosowa¢ do niej
reguª¦ dotycz¡c¡ wprowadzania nowych staªych indywiduowych; zaznaczamy wykonanie kroku trzeciego
pisz¡c z lewej strony formuªy o numerze (2g) komentarz 3.

√
a (wprowadzenie nowej staªej indywiduowej a) i

otrzymuj¡c w rezultacie formuª¦ o numerze (3):

(∃x Px → ∃y Qy) → ∃x (Px → Qx) 1.→

©©©©©©©
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(1l) ¬(∃x Px → ∃y Qy) 2.¬→

(2g) ∃x Px 3.
√

a

(2d) ¬∃y Qy

(3) Pa

(1p) ∃x (Px → Qx)

Wzgl¦dem nowowprowadzonej staªej indywiduowej a nale»y rozwin¡¢ (tzn. zastosowa¢ reguª¦ opuszczania
kwanty�katora generalnego lub zanegowanego kwanty�katora egzystencjalnego) wszystkie formuªy general-
nie skwanty�kowane lub zaprzeczenia wszystkich formuª egzystencjalnie skwanty�kowanych znajduj¡cych si¦
na rozpatrywanej gaª¦zi. Tu mamy formuª¦ o numerze (2d), która jest zaprzeczeniem formuªy generalnie
skwanty�kowanej. Krok czwarty polega wi¦c na zastosowaniu odno±nej reguªy, tj. R(¬∀) i zapisania komen-
tarza 4.?a z prawej strony formuªy, do której reguªa jest stosowana. Otrzymujemy w ten sposób formuª¦ o
numerze (4):

(∃x Px → ∃y Qy) → ∃x (Px → Qx) 1.→

©©©©©©©
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(1l) ¬(∃x Px → ∃y Qy) 2.¬→

(2g) ∃x Px 3.
√

a

(2d) ¬∃y Qy 4.?a

(3) Pa

(4) ¬Qa

(1p) ∃x (Px → Qx)

To ko«czy budowanie lewej gaª¦zi drzewa; do znajduj¡cych si¦ na niej formuª nie mo»na ju» zastosowa¢
»adnej z reguª, które mamy do dyspozycji. Zwinnie przeskakujemy wi¦c na gaª¡¹ praw¡. Formuªa o numerze
(1p) jest egzystencjalnie skwanty�kowana, stosujemy wi¦c do niej reguª¦ R(∃) dotycz¡c¡ opuszczania kwan-
ty�katora egzystencjalnego i wprowadzania nowej staªej indywiduowej. Ten, pi¡ty krok zaznaczamy pisz¡c
komentarz 5.

√
b z prawej strony formuªy o numerze (1p) i otrzymujemy w rezultacie formuª¦ o numerze (5):
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(∃x Px → ∃y Qy) → ∃x (Px → Qx) 1.→

©©©©©©©
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(1l) ¬(∃x Px → ∃y Qy) 2.¬→

(2g) ∃x Px 3.
√

a

(2d) ¬∃y Qy 4.?a

(3) Pa

(4) ¬Qa

(1p) ∃x (Px → Qx) 5.
√

b

(5) Pb → Qb

Jedyne, co mo»na jeszcze zrobi¢ na tej gaª¦zi, to zastosowanie reguªy dotycz¡cej implikacji do formuªy o
numerze (5). Ten, szósty krok (zaznaczony komentarzem 6.→ z prawej strony formuªy o numerze (5)) daje
w rezultacie rozgaª¦zienie na formuªy o numerach (6l) oraz (6p):

(∃x Px → ∃y Qy) → ∃x (Px → Qx) 1.→

©©©©©©©
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(1l) ¬(∃x Px → ∃y Qy) 2.¬→

(2g) ∃x Px 3.
√

a

(2d) ¬∃y Qy 4.?a

(3) Pa

(4) ¬Qa

(1p) ∃x (Px → Qx) 5.
√

b

(5) Pb → Qb

©©©©
HHHH

(6l ¬Pb (6p) Qb

Budowa drzewa zostaªa zako«czona. Dodajmy jeszcze, »e w rozwa»anym przypadku kolejno±¢ stosowania
reguª byªa jednoznacznie okre±lona. Nie zawsze b¦dziemy zmuszeni do tak rozkosznej bezmy±lno±ci; cz¦sto
to, jakie reguªy stosowa¢ w jakiej kolejno±ci jest niezwykle istotne dla budowania drzew w sposób mo»liwie
najbardziej efektywny (ze wzgl¦du na rozwa»any problem), a ponadto zaspokoi¢ pozwala t¦sknoty estety-
czne, które nie s¡ zarezerwowane jedynie dla przedstawicieli wy»szej klasy ±redniej w krajach cywilizacji
judeochrze±cija«skiej i euroatlantyckiej.

Zauwa»my te», »e w gaª¦zi prawej mogli±my si¦ posªu»y¢ symbolem a dla wprowadzenia nowej staªej
indywiduowej (krok 5.). Tak samo jak w KRZ, to co �dzieje si¦� na jednej gaª¦zi nie ma »adnego wpªywu na
to, co �dzieje si¦� na pozostaªych gaª¦ziach.

Przykªad III.1.3.: Chwast

Rozwa»my nieco bardziej zªo»one drzewo semantyczne:
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¬(∀x(∃y yPx → Qx) ↔ ∀x∀y (yPx → Qx)) 1.¬↔

©©©©©©©©©©©©©
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(1lg) ∀x(∃y yPx → Qx) 3.?a †5.?b

(1ld) ¬∀x∀y(yPx → Qx) 2.
√

a

(2) ¬∀y (yPa → Qa) 4.
√

b

(3) ∃y yPa → Qa 7.→

(4) ¬(bPa → Qa) 6.¬→

(†5) ∃y yPb → Qb †10.→

(6g) bPa

(6d) ¬Qa
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(7l) ¬∃y yPa 8.?b †9.?a

(8) ¬bPa

(†9) ¬aPa

©©©©©
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(†10l) ¬∃y yPb †11.?a †12.?b

(†11) ¬aPb

(†12) ¬bPb

(†10p) Qb

(7p) Qa

©©©©©
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(†10l) ¬∃y yPb †13.?a †14.?b

(†13) ¬aPb

(†14) ¬bPb

(†10p) Qb

(1pg) ¬∀x(∃y yPx → Qx) 15.
√

a

(1pd) ∀x∀y(yPx → Qx) 16.?a †21.?b

(15) ¬(∃y yPa → Qa) 18.¬→

(16) ∀y (yPa → Qa) †17.?a 20.?b

(†17) aPa → Qa †25.→

(18g) ∃y yPa 19.
√

b

(18d) ¬Qa

(19) bPa

(20) bPa → Qa 24.→

(†21) ∀y (yPb → Qb) †22.?a †23.?b

(†22) aPb → Qb †26.→

(†23) bPb → Qb †27.→

©©©©
HHHH

(24l) ¬bPa

...

♣

(24p) Qa

...

♠

Na pierwszy rzut oka drzewo to nie wygl¡da najlepiej: zwichrowane, mnóstwo numerków z gro¹nymi
krzy»ami, jakie± zwisaj¡ce z prawej strony czarne li±cie, itp. Spokojnie.4 Wszystko zostanie skrupulatnie
obja±nione. Do ogrodów logiki droga wiedzie czasem przez chwasty.

W korzeniu drzewa znajduje si¦ zanegowana równowa»no±¢. Stosujemy R(¬ ↔) i otrzymujemy dwie
gaª¦zie: na lewej gaª¦zi mamy pierwszy czªon rozwa»anej równowa»no±ci (1lg) oraz negacj¦ drugiego czªonu
(1ld), na gaª¦zi prawej mamy negacj¦ pierwszego czªonu rozwa»anej równowa»no±ci (1pg) oraz jej drugi czªon
(1pd).

Bez »adnych uprzedze« politycznych (nie sympatyzujemy ani z Sojuszami Ma«kutów ani z Wszechna-
wiedzon¡ Prawic¡) rozpatrzmy najpierw gaª¡¹ lew¡.

W (1ld) mamy zanegowan¡ formuª¦ generaln¡, a wi¦c stosujemy R(¬∀), wprowadzaj¡c now¡ staª¡ in-
dywiduow¡ a, co zaznaczamy pisz¡c z prawej strony formuªy (1ld) komentarz: 2.

√
a; otrzymana w wyniku

formuªa otrzymuje (z lewej strony) numer (2). Zdaniem generalnym na tej gaª¦zi jest (1lg), a wi¦c stosujemy
R(∀), umieszczaj¡c z prawej strony formuªy (1lg) komentarz 3.?a i otrzymuj¡c formuª¦ o numerze (3) (umiesz-
czonym z lewej strony). Formuªa o numerze (2) jest zanegowan¡ formuª¡ generaln¡, a wi¦c stosujemy reguª¦
R(¬∀), wprowadzaj¡c now¡ staª¡ indywiduow¡ b i zaznaczaj¡c to dziaªanie komentarzem 4.

√
b umieszczonym

4To in extenso cytowana, najcz¦±ciej trafna wypowied¹ Profesora Romana Murawskiego. Warto o stosowaniu zalecenia w niej
zawartego pami¦ta¢. �wiczenie (pozalogiczne) dla Humanistek: czy w wypowiedzi tej mamy Iussivus, czy te» Hortativus? Czy
mo»na w tej wypowiedzi wskaza¢ tryb? A jaki tryb mamy w cz¦sto powtarzanych przez Gombrowicza sªowach: Opami¦tania,
Panie Kazimierzu! Oprzytomnienia! Czy potra�cie odpowiedzie¢, nie znaj¡c kontekstu wypowiedzi? Zalecenie z tego drugiego
cytatu pozwalamy sobie skierowa¢ do licznych Zwierzchno±ci, no names, of course.
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z prawej strony formuªy o numerze (2); otrzymujemy przy tym formuª¦ o numerze (4). Nast¦pny, pi¡ty krok
to zastosowanie R(∀) do formuªy generalnie skwanty�kowanej o numerze (1lg) dla wprowadzonej staªej b:
umieszczamy komentarz †5.?b z prawej strony formuªy (1lg) i otrzymujemy formuª¦ o numerze (†5).
Uwaga. Te kroki oraz otrzymane w wyniku ich wykonania formuªy, które maj¡ z lewej strony znak † s¡,
jak wkrótce wyja±nimy, zb¦dne z punktu widzenia podstawowego celu budowania drzew semantycznych, tj.
szukania na poszczególnych gaª¦ziach par formuª wzajem sprzecznych. Notacj¦ tak¡ stosujemy tylko w tym
przykªadzie, aby problem klarownie przedstawi¢ i wyja±ni¢. Stosowny komentarz znajd¡ Czytelniczki po
skonstruowaniu caªego Chwasta.

W tym momencie nie ma ju» na rozwa»anej gaª¦zi formuª, do których mo»na byªoby zastosowa¢ reguª¦
R(∃) lub reguª¦ R(¬∀), »adne nowe staªe indywiduowe nie zostan¡ wi¦c wprowadzone. Ponadto, wzgl¦dem
ka»dej z ju» nowowprowadzonych staªych (tu: a oraz b) zastosowano te» wsz¦dzie gdzie nale»aªo reguª¦ R(∀).
Do formuªy o numerze (4) stosujemy reguª¦ R(¬ →), zaznaczaj¡c to komentarzem 6.¬→ i otrzymuj¡c formuªy
o numerach (6g) i (6d) (umieszczone jedna pod drug¡ w budowanej obecnie gaª¦zi). Z kolei, do formuªy o
numerze (3) stosujemy reguª¦ R(→), umieszczaj¡c komentarz 7.→ z prawej strony formuªy o numerze (3) i
otrzymuj¡c rozgaª¦zienie drzewa: w lewej gaª¦zi tego rozgaª¦zienia mamy formuª¦ o numerze (7l), a w prawej
formuª¦ o numerze (7p).

W otrzymanej lewej gaª¦zi pojawiªa si¦ negacja formuªy egzystencjalnej, a wi¦c powinna ona zosta¢
rozwini¦ta wzgl¦dem wszystkich wyst¦puj¡cych na tej gaª¦zi (id¡c od korzenia drzewa) staªych indywid-
uowych, tj. w naszym przypadku: wzgl¦dem a oraz b. Wykonujemy te dziaªania, tzn. stosujemy do formuªy
o numerze (7l) reguª¦ R(¬∃): w kroku o opatrzonym komentarzem 8.?b otrzymujemy formuª¦ o numerze (8),
a w kroku opatrzonym komentarzem †9.?a otrzymujemy formuª¦ o numerze (†9).

Ostatnimi formuªami budowanej lewej cz¦±ci (wychodz¡cej z korzenia) dot¡d utworzonego drzewa s¡
formuªy o numerach: (†9) oraz (7p). Jedyn¡ formuª¡ na cz¦±ci wspólnej gaª¦zi ko«cz¡cych si¦ tymi li±¢mi, do
której mo»na zastosowa¢ jakiekolwiek reguªy opuszczania staªych logicznych jest formuªa o numerze (†5).5
Jest to implikacja, a wi¦c zastosowanie odno±nej reguªy, tj. R(→) daje dwa nowe rozgaª¦zienia: wykonuj¡c
krok o komentarzu †10.→ tworzymy te rozgaª¦zienia (formuªy o numerach (†10l) oraz (†10p)) zarówno w
gaª¦zi zako«czonej formuª¡ (†9), jak i w gaª¦zi zako«czonej formuª¡ o numerze (7p). W otrzymanych czterech
gaª¦ziach tej cz¦±ci budowanego drzewa tylko do formuªy o numerze (†10l) (wyst¦puj¡cej na dwóch z tych
gaª¦zi) zastosowa¢ mo»na jeszcze jakie± reguªy: jest to bowiem negacja formuªy egzystencjalnej, a wi¦c
nadaj¡ca si¦ do zastosowania do niej reguªy R(¬∃) wzgl¦dem staªych a oraz b. �wawo wykonujemy t¦
prac¦: kroki opatrzone komentarzami †11.?a oraz †12.?b daj¡ w rezultacie formuªy o numerach, odpowiednio,
(†11) i (†12), które umieszczamy pod formuª¡ o numerze (†10l) w najbardziej lewej gaª¦zi drzewa. Podobn¡
prac¦ musimy wykona¢ w przypadku formuªy o numerze (†10l), ale znajduj¡cej si¦ na trzeciej od lewej gaª¦zi
drzewa: kroki opatrzone komentarzami †13.?a oraz †14.?b daj¡ w rezultacie formuªy o numerach, odpowiednio,
(†13) i (†14), które umieszczamy pod t¡ formuª¡. Dlaczego raz umieszcza si¦ formuª¦ o danym numerze na
ró»nych gaª¦ziach drzewa, a potem wykonuj¡c na niej takie same operacje (a wi¦c i otrzymuj¡c takie same
wyniki) stosuje si¦ numeracj¦ odr¦bn¡? To powinno by¢ jasne: formuªa o numerze (†10l) musiaªa by¢
wpisana, jako (lewy) potomek formuªy o numerze (†5) zarówno pod formuª¡ o numerze (†9), jak i pod
formuª¡ o numerze (7p). Natomiast kroki †11.?a i †12.?b s¡ ju» wykonywane na innej gaª¦zi ni» kroki †13.?a

oraz †14.?b, i st¡d inna numeracja. Wykonanie jakiego± kroku na danej formule jest istotne dla wszystkich
formuª, b¦d¡cych potomkami tej formuªy. Mówi¡c metaforycznie, ka»dy krok wykonany na danej formule
jest istotny dla wszystkich formuª znajduj¡cych si¦ ni»ej w drzewie od tej formuªy. �aden z wykonywanych
kroków nie �dziaªa w gór¦� drzewa.

Teraz Czytelniczki widz¡ caª¡ lew¡ cz¦±¢ drzewa, wychodz¡c¡ z korzenia budowanego drzewa semanty-
cznego. Do »adnej z wyst¦puj¡cych tu formuª nie mo»na ju» zastosowa¢ »adnej z reguª. Tak wi¦c, ta cz¦±¢
drzewa zako«czona jest czterema li±¢mi. Nie mamy tu nic wi¦cej do roboty.

Wracamy teraz do prawej gaª¦zi wyrastaj¡cej z korzenia drzewa, tj. do formuª o numerach (1pg) oraz
(1pd). Do formuªy (1pg) stosujemy reguª¦ R(¬∀); wprowadzamy now¡ na tej gaª¦zi staª¡ � mo»emy u»y¢
jeszcze nie u»ytego symbolu, np. c, ale równie dobrze mo»emy u»y¢ symbolu a, i tak wªa±nie (z wielkopolsk¡
oszcz¦dno±ci¡) uczynimy.6 Z prawej strony formuªy o numerze (1pg) umieszczamy wi¦c komentarz 15.

√
a i

5Zajmujemy si¦ t¡ formuª¡ dopiero teraz (tj. po wykonaniu kroku 6.¬→ ) z powodów natury pragmatycznej: aby unikn¡¢
rozgaª¦zienia w drzewie, podwajaj¡cego liczb¦ gaª¦zi.

6To, co �dzieje si¦� na danej gaª¦zi drzewa jest niezale»ne od tego, co �dzieje si¦� na pozostaªych gaª¦ziach, je±li t¦ metafor¦
uzna¢ za tªumacz¡c¡ cokolwiek.
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otrzymujemy formuª¦ o numerze (15). Formuªa o numerze (1pd) jest generalnie skwanty�kowana, nale»y
zatem zastosowa¢ do niej reguª¦ R(∀) wzgl¦dem wprowadzonej przed chwil¡ nowej staªej a. Jest to krok, do
którego komentarz o postaci 16.?a umieszczamy po prawej stronie formuªy o numerze (1pd) i w wyniku którego
otrzymujemy formuª¦ o numerze (16). Jest to formuªa generalnie skwanty�kowana, stosujemy wi¦c do niej
reguª¦ R(∀) wzgl¦dem staªej a; zaznaczamy ten krok pisz¡c z prawej strony formuªy o numerze (16) komentarz
†17.?a i otrzymujemy formuª¦ o numerze (†17). Do formuªy o numerze (15) stosujemy reguª¦ R(¬ →), pisz¡c
w odpowiednim miejscu stosowny komentarz i otrzymuj¡c formuªy o numerach (18g) oraz (18d). Formuªa
o numerze (18g) jest egzystencjalnie skwanty�kowana, a wi¦c stosujemy reguª¦ R(∃) wprowadzaj¡c now¡
na tej gaª¦zi staª¡ indywiduow¡ b, umieszczamy komentarz 19.

√
b z prawej strony formuªy o numerze (18g)

i otrzymujemy formuª¦ o numerze (19). Na gaª¦zi, na której teraz pracujemy, s¡ dwa zdania generalnie
skwanty�kowane, do których zastosowa¢ nale»aªoby reguª¦ R(∀) wzgl¦dem staªej b: s¡ to formuªy o numerach
(1pd) oraz (16). Stosujemy najpierw reguª¦ R(∀) do formuªy o numerze (16) wzgl¦dem staªej b, umieszczaj¡c
z prawej strony formuªy o numerze (16) komentarz 20.?b i otrzymuj¡c formuª¦ o numerze (20).

Stosujemy jeszcze trzykrotnie reguª¦ R(∀): do formuªy o numerze (1pd) w kroku †21.?b, i dwukrotnie do
formuªy o numerze (†21),7 w krokach o numerach †22.?a oraz †23.?b, daj¡cych w rezultacie formuªy o numerach
(†22) oraz (†23), odpowiednio.

W prawej cz¦±ci drzewa, na gaª¦zi na której teraz pracujemy, nie mo»na ju» stosowa¢ »adnych reguª
dotycz¡cych kwanty�katorów.

Do formuªy o numerze (20) stosujemy R(→) otrzymuj¡c rozgaª¦zienie: formuªy o numerach (24l) oraz
(24p).

Przerywamy w tym miejscu dalsz¡ konstrukcj¦, i to nie dlatego, »e braknie miejsca na stronie. Do peªnego
narysowania prawych gaª¦zi drzewa wyrastaj¡cych z korzenia potrzeba byªoby jeszcze wykona¢ trzy kroki:
mianowicie do formuª o numerach (†17), (†22) oraz (†23) zastosowa¢ reguª¦ R(→). Kroki te maj¡ numery:
†25.→ , †26.→ oraz †27.→ , odpowiednio. W rezultacie otrzymamy ostatecznie w prawej cz¦±ci drzewa szesna±cie
gaª¦zi (rysunek za chwil¦).

Teraz wytªumaczmy, dlaczego przerwali±my konstrukcj¦ (i dlaczego wielokrotnie straszyli±my Czytelniczki
znakiem krzy»a †). Otó» drzewa semantyczne budujemy w jakim± celu, a nie po to, aby zbudowa¢ je po prostu
do ko«ca. Prosz¦ zauwa»y¢, »e na ka»dej z sze±ciu gaª¦zi powy»szego (niedoko«czonego) drzewa (a w sumie
na ka»dej z dwudziestu gaª¦zi caªego drzewa, jak za chwil¦ ujrzymy) wyst¦puje para formuª sprzecznych (tj.
takich, i» jedna jest zaprzeczeniem drugiej); s¡ to formuªy o numerach:

• (6g) oraz (8);

• (6d) oraz (7p);

• (19) oraz (24l);

• (18d) oraz (24p).

W przypadku omawianej metody drzew semantycznych sprzeczno±¢ cieszy, bo oznacza zako«czenie pracy
na danej gaª¦zi. Inaczej ni» w wojsku, reguªy budowania drzew wykorzystywa¢ nale»y z rozs¡dkiem. Otó»,
jak za chwil¦ si¦ oka»e, kompletne wypisywanie tych gaª¦zi danego drzewa semantycznego, które zawieraj¡
par¦ formuª postaci A oraz ¬A nie jest potrzebne dla celów przeprowadzanej analizy semantycznej. Mo»e
ucieszymy (?) Humanistki metafor¡, zanim podamy stosowne techniczne de�nicje: gaª¦zie zawieraj¡ce par¦
formuª sprzecznych s¡ martwe. Sprzeczno±¢ to ±mier¢ logiczna.

Aby jednak czytaj¡cy ten tekst Wojskowi nie poczuli si¦ ura»eni (nie byªo naszym zamiarem dworowanie
sobie z Siª Zbrojnych oraz ich Zwierzchnika!) podajemy ni»ej reszt¦ Chwasta, a mianowicie te jego frag-
menty, które trzeba wpisa¢ w miejsce li±ci: ♣ oraz ♠ (oczywi±cie usuwaj¡c jednocze±nie ♣ oraz ♠ z drzewa).

W miejsce li±cia ♣ nale»y wpisa¢:

7Zauwa»my, »e formuªa o numerze (†21) jest formuª¡ generalnie skwanty�kowan¡, nale»y wi¦c rozwin¡¢ j¡ ze wzgl¦du na
wszystkie wyst¦puj¡ce na rozwa»anej gaª¦zi staªe indywiduowe.
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♣
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(†25l) ¬aPa
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(†26l) ¬aPb
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(†27l) ¬bPb (†27p) Qb

(†26p) Qb
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(†27l) ¬bPb (†27p) Qb

(†25p) Qa
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(†26l) ¬aPb
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(†27l) ¬bPb (†27p) Qb

(†26p) Qb

©©©©
HHHH

(†27l) ¬bPb (†27p) Qb

Natomiast w miejsce li±cia ♠ nale»y wpisa¢:

♠

©©©©©©©©©©©©©

HHHHHHHHHHHHH

(†25l) ¬aPa

©©©©©©©

HHHHHHH

(†26l) ¬aPb

©©©©
HHHH

(†27l) ¬bPb (†27p) Qb

(†26p) Qb

©©©©
HHHH

(†27l) ¬bPb (†27p) Qb

(†25p) Qa

©©©©©©©

HHHHHHH

(†26l) ¬aPb

©©©©
HHHH

(†27l) ¬bPb (†27p) Qb

(†26p) Qb

©©©©
HHHH

(†27l) ¬bPb (†27p) Qb

Bystre Czytelniczki zauwa»¡ natychmiast, »e w miejsce li±cia ♣ wpisujemy dokªadnie to samo, co w
miejsce li±cia ♠. I te Czytelniczki maj¡ absolutn¡ racj¦! Tak wªa±nie ma by¢ � wymagaj¡ tego reguªy
budowania drzew semantycznych.

Teraz to ju» naprawd¦ nie mo»na dalej kultywowa¢ tego Chwasta. Do »adnej z formuª, w »adnej gaª¦zi
nie mo»na ju» zastosowa¢ »adnych reguª. Budowa drzewa zostaªa de�nitywnie zako«czona. Aby ujrze¢ je
w caªo±ci, wystarczy wklei¢ kopie powy»szego drzewa w miejsce li±ci ♣ oraz ♠ w poprzednio budowanym
drzewie. Zach¦camy do precyzyjnego wykonania tych czynno±ci osoby odsiaduj¡ce zasªu»one wyroki.

Pozostaje jeszcze do wyja±nienia u»ycie znaku krzy»a † w numeracji formuª i komentarzy w rozwa»anym
drzewie. Jak wspomnieli±my, ma on sygnalizowa¢, »e odno±ne kroki byªy zb¦dne dla uzyskania stosownych
efektów semantycznych. Najpierw jednak de�nicje.

Bardzo wa»ne poj¦cia zwi¡zane z rozwa»an¡ metod¡ to poj¦cia gaª¦zi zamkni¦tej oraz otwartej.

Gaª¡¹ drzewa nazywamy zamkni¦t¡, je±li wyst¦puje na niej para formuª postaci
A, ¬A. W przeciwnym przypadku gaª¡¹ nazywamy otwart¡.

Umowa notacyjna. Gaª¡¹ zamkni¦t¡ drzewa ko«czy¢ b¦dziemy li±ciem z symbolem × opatrzonym indek-
sami wskazuj¡cymi numery formuª z tej gaª¦zi, które pozwalaj¡ j¡ zamkn¡¢, tj. które s¡ wzajem sprzeczne.

W drzewie z przykªadu Chwast, po formule o numerze (8) mo»emy gaª¡¹ z t¡ formuª¡ zamkn¡¢, dodaj¡c
li±¢ postaci: ×6g,8 (i tym samym zako«czy¢ budowanie tej gaª¦zi), jako i» formuªa o numerze (6g) ma posta¢
bPa, natomiast formuªa o numerze (8) jest postaci ¬bPa. Prawd¦ mówi¡c, wszystkie gaª¦zie tego drzewa
semantycznego mo»na zamkn¡¢: po formule o numerze (7p) dodajemy li±¢ ×6d,7p (wyrzucaj¡c wszystkie
formuªy z obu gaª¦zi pod formuª¡ o numerze (7p)), po formule o numerze (24l) dodajemy li±¢ ×19,24l

(zamiast
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poddrzewa, które wklejali±my w miejsce zaznaczone przez ♣), a po formule o numerze (24p) dodajemy li±¢
×18d,24p

(zamiast poddrzewa, które wklejali±my w miejsce zaznaczone przez ♠).
Gaª¦zie otwarte drzew zaznacza¢ b¦dziemy, podobnie jak czynili±my to w przypadku KRZ, li±ciem z sym-

bolem ◦. W niektórych przypadkach u»ywa¢ te» b¦dziemy symbolu ◦ z indeksami, lub specjalnie dobranych
symboli (np. ♣, ♠, itp.) gdy b¦dzie to przydatne w odwoªywaniu si¦ do takiej gaª¦zi w tek±cie. Zauwa»my,
»e drzewa semantyczne z przykªadów III.1.1. oraz III.1.2. miaªy wszystkie gaª¦zie otwarte (pierwsze z nich
� jedn¡, drugie � trzy).

To co najwa»niejsze, je±li chodzi o metod¦ drzew semantycznych da si¦ stre±ci¢ tak oto. Masz jak¡±
formuª¦ j¦zyka KRP. Budujesz jej drzewo semantyczne. Ka»da z konstruowanych gaª¦zi jest prób¡ konstrukcji
interpretacji, w której rozwa»ana formuªa jest prawdziwa. Je±li gaª¡¹ jest zamkni¦ta (zawiera par¦ formuª
wzajem sprzecznych), to gaª¡¹ taka nie mo»e odpowiada¢ »adnej interpretacji, w której badana formuªa
jest prawdziwa. Zamykanie gaª¦zi to zatem wykluczanie zachodzenia pewnych sytuacji. Natomiast istnienie
gaª¦zi otwartych w drzewie semantycznym danej formuªy ukazuje, »e istniej¡ interpretacje, w których formuªa
ta jest prawdziwa.

Wa»na uwaga natury pragmatycznej.
Caªy czas wyra»amy si¦ nieprecyzyjnie, mówi¡c o zamykaniu gaª¦zi drzew semantycznych. Tak naprawd¦,

to buduj¡c drzewa semantyczne trzeba po prostu zastosowa¢ przewidziane reguªy do odpowiednich wszyst-
kich formuª. Dopiero wtedy, gdy do »adnej formuªy, na »adnej gaª¦zi dot¡d otrzymanego drzewa nie mo»na
ju» stosowa¢ »adnych reguª, budowa drzewa jest zako«czona. Ten brak precyzji spróbujemy usprawiedliwi¢
nast¦puj¡cym (nieco demagogicznym) apelem do Humanistek (dla wzmocnienia mocy perswazyjnej, poda-
jemy go w dwóch wersjach):8

• B¡d¹ m¡drzejsza od komputera!

• Nie b¡d¹ gªupsza od komputera!

Je±li podczas tworzenia ªa«cucha formuª w konstruowanym drzewie semantycznym uzyskamy w tym
ªa«cuchu par¦ formuª wzajem sprzecznych, to dalsza praca z tym ªa«cuchem jest niepotrzebna: mo»emy
j¡ zako«czy¢, doklejaj¡c do takiego ªa«cucha li±¢ z informacj¡ o uzyskaniu sprzeczno±ci i otrzymuj¡c w ten
sposób gaª¡¹ zamkni¦t¡ drzewa, traktowan¡ jako twór kompletny. Pami¦tasz: Sprzeczno±¢ to ±mier¢
logiczna. Nadto, z kultury masowej pami¦tasz: A kto umarª, ten nie »yje. Podstawowym celem
budowania drzew semantycznych jest uzyskiwanie ªa«cuchów zamkni¦tych, tj. zbiorów formuª w±ród których
jest para formuª wzajem sprzecznych. Je±li jaki± zbiór formuª zawiera par¦ formuª wzajem sprzecznych, to
ka»dy jego nadzbiór tak»e t¦ par¦ zawiera. Mo»na zako«czy¢ prac¦.

Mam nadziej¦, »e ten (równie» nieco nieprecyzyjny) komentarz troch¦ uªatwi zrozumienie, na czym w
istocie polega metoda drzew semantycznych.

Sens powy»szego apelu prosz¦ odbiera¢ nast¦puj¡co: nie wykonuj bezmy±lnie wszystkich reguª, staraj si¦
pami¦ta¢, jakiemu celowi sªu»y Twoja praca � masz mianowicie wyklucza¢ zachodzenie pewnych sytuacji.

Koniec uwagi pragmatycznej.

Gdy wszystkie gaª¦zie drzewa semantycznego formuªy A s¡ zamkni¦te, to nie istnieje interpretacja, w
której formuªa ta jest speªniona. Gdy która± gaª¡¹ drzewa semantycznego formuªy A jest otwarta, to gaª¡¹
taka odpowiada interpretacji, w której A jest speªniona, tj. bior¡c pod uwag¦ wszystkie formuªy (atomowe)
wyst¦puj¡ce na tej gaª¦zi mo»na poda¢ interpretacj¦, w której wszystkie formuªy tej gaª¦zi (a wi¦c tak»e
formuªa stanowi¡ca korze« drzewa) s¡ prawdziwe. W rozdziale IV pokazujemy, »e gaª¦zie otwarte drzew
semantycznych (budowanych w pewien specjalny, pedantyczny sposób) tworz¡ zbiory Hintikki, a wi¦c na
mocy lematu Hintikki maj¡ modele.9

8Wersje te nie s¡ semantycznie równowa»ne. Problematyka dotycz¡ca porównywania mo»liwo±ci intelektualnych czªowieka
z mo»liwo±ciami programu komputerowego nale»y do wa»nych zagadnie« badanych w Arti�cial Intelligence. W tym miejscu
chodzi nam jedynie o to, »e Humanistka mo»e poczu¢ wy»szo±¢ intelektualn¡ wobec programu komputerowego w rozwi¡zywaniu
niektórych problemów logicznych.

9W u»ywanej w tych notatkach metodzie budowania drzew semantycznych gaª¦zie otwarte takich drzew daj¡ si¦ rozszerzy¢
do zbiorów Hintikki.
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Formuªy, które s¡ tautologiami KRP maj¡ sko«czone drzewa semantyczne.10 Jak stosowa¢ metod¦
drzew semantycznych w badaniu, czy dana formuªa j¦zyka KRP jest tautologi¡ KRP pokazujemy w pod-
rozdziale III.2. (plik krp322.pdf). Nasze bystre Czytelniczki, lubuj¡ce si¦ nie tylko w czytaniu ze zrozumie-
niem, ale tak»e n¦kane bezustann¡ ±wiadomo±ci¡, »e stale warto czujnie zadawa¢ (±wiadcz¡ce o opuszczeniu
Beztroskiego Dzieci«stwa) pytanie Po Co? domy±laj¡ si¦ w tym miejscu, »e metoda sprawdzania przy po-
mocy drzew semantycznych, czy dana formuªa j¦zyka KRP jest tautologi¡ KRP, ma charakter apagogiczny
� wykluczenie mo»liwo±ci, »e ¬A jest prawdziwa w jakiej± interpretacji (a wi¦c zamkni¦cie wszystkich gaª¦zi
drzewa semantycznego formuªy ¬A) pozwala stwierdzi¢, »e formuªa A jest tautologi¡ KRP.

Gdy formuªa A nie jest tautologi¡ KRP, to drzewo semantyczne dla ¬A mo»e by¢ niesko«czone.11
W takim przypadku omawiana metoda uzupeªniona mo»e by¢ pewnymi reguªami heurystycznymi, które
skrótowo omówimy w dalszym rozdziale, dotycz¡cym zastosowa« rozwa»anej metody.

Drzewa semantyczne budujemy tak»e dla sko«czonych zbiorów formuª. Na przykªad pytanie, czy zbiór
formuª {A1, A2, . . . , An} jest semantycznie niesprzeczny (speªnialny) sprowadza si¦ do rozstrzygni¦cia,
czy istnieje co najmniej jedna interpretacja, w której wszystkie te formuªy s¡ jednocze±nie prawdziwe; gdy tak
jest, to zbiór ów jest semantycznie niesprzeczny, a gdy nie istnieje interpretacja, w której {A1, A2, . . . , An}
s¡ wszystkie prawdziwe, to zbiór ten jest semantycznie sprzeczny. Gdy wi¦c rozpoczniemy budow¦ drzewa
semantycznego od pnia zªo»onego z formuª A1, A2, . . . , An i wszystkie jego gaª¦zie b¦d¡ zamkni¦te, to wyk-
luczona zostanie mo»liwo±¢, aby formuªy te byªy prawdziwe w jakiej± wspólnej interpretacji, a to oznacza, i»
{A1, A2, . . . , An} jest semantycznie sprzeczny. Gdy natomiast drzewo, w którego pniu znajduj¡ si¦ formuªy
A1, A2, . . . , An ma co najmniej jedn¡ gaª¡¹ otwart¡, to zbiór {A1, A2, . . . , An} jest semantycznie niesprzeczny
� interpretacj¦, w której wszystkie formuªy A1, A2, . . . , An s¡ jednocze±nie prawdziwe odtworzy¢ mo»na z
informacji zawartych na tej»e wªa±nie otwartej gaª¦zi. Wi¦cej na ten temat � w podrozdziale III.3. (plik
krp333.pdf).

W przypadku badania metod¡ drzew semantycznych, czy ze zbioru formuª {A1, A2, . . . , An} wynika
logicznie formuªa B budujemy drzewo, w którego pniu umieszczamy wszystkie formuªy A1, A2, . . . , An oraz
formuª¦ ¬B. Je±li wszystkie gaª¦zie tego drzewa s¡ zamkni¦te, to B wynika logicznie z {A1, A2, . . . , An}, jako
i» wykluczone zostaje istnienie interpretacji, w której prawdziwe byªyby wszystkie formuªy A1, A2, . . . , An

oraz formuªa ¬B, czyli interpretacji, w której prawdziwe byªyby wszystkie formuªy A1, A2, . . . , An oraz
faªszywa byªaby formuªa B. Gdy za± drzewo takie ma co najmniej jedn¡ gaª¡¹ otwart¡, to dostarcza ona
przykªadu interpretacji, w której wszystkie formuªy A1, A2, . . . , An s¡ prawdziwe, a formuªa B jest faªszywa
(bo ¬B wtedy prawdziwa) � a to oznacza, »e B nie wynika logicznie z {A1, A2, . . . , An}. Wi¦cej na ten
temat � w podrozdziale III.4. (plik krp344.pdf).

W przykªadzie Chwast wszystkie gaª¦zie byªy zamkni¦te (niektóre zamykaªy si¦ jeszcze przed wyko-
naniem wszystkich mo»liwych operacji). Tak wi¦c, zanegowana równowa»no±¢ z tego przykªadu nie jest
prawdziwa w »adnej interpretacji. St¡d, równowa»no±¢ wyst¦puj¡ca w nawiasie jest prawdziwa we wszyst-
kich interpretacjach, a zatem jest tautologi¡ KRP. W tym przykªadzie wykonanie kroków †5.?b, †9.?a oraz
†17?a byªo niepotrzebne, w tym sensie, »e formuªy otrzymane w wyniku ich wykonania nie byªy wykorzys-
tane do zamkni¦cia gaª¦zi. To samo dotyczy tak»e kroków o numerach: †10.→ , †11.?a, †12.?b, †13.?a, †14.?b, jak
równie» kroków: †21.?b, †22.?a, †23.?b, †25.→ , †26.→ i †27.→ .

Znak krzy»a † umieszczali±my zatem wsz¦dzie tam, gdzie wykonywana praca (i w konsekwencji, jej
efekty) byªa bezcelowa dla uzyskania zamierzonych efektów semantycznych. Uprzejmie prosz¦ zauwa»y¢, »e
je±li jaka± formuªa miaªa numer oznaczony krzy»em †, to tak»e wszystkie kroki wykonane na tej formule
oraz, oczywi±cie, tak»e rezultaty wykonania takich kroków, równie» oznaczone byªy krzy»em †. Mo»na wi¦c
rzec, »e dziaªanie niepotrzebne (bezsensowne) jest dziedziczne: je±li poczniesz co± niepotrzebnie (bez sensu),
to cokolwiek zrobi wynikªe st¡d potomstwo te» b¦dzie niepotrzebne (bez sensu).

W pozostaªych przykªadach omawianych w tych notatkach nie b¦dziemy ju» u»ywa¢ znaku krzy»a †.
B¦dziemy natomiast dodawa¢ stosowne komentarze wsz¦dzie tam, gdzie które± z wykonywanych kroków
b¦d¡ zb¦dne dla zamykania gaª¦zi drzew semantycznych.

Prosz¦ na koniec zwróci¢ uwag¦, »e o krokach zb¦dnych mówili±my tylko w przypadku konstruowania
gaª¦zi zamkni¦tych. Jak rzecz si¦ ma z krokami zb¦dnymi w przypadku gaª¦zi otwartych (i co miaªoby
oznacza¢, »e jaka± formuªa jest zb¦dna w gaª¦zi otwartej) zobaczymy w niektórych dalszych przykªadach.

10To stwierdzenie wymaga oczywi±cie uzasadnienia � zob. rozdziaª IV.
11Tak»e to stwierdzenie jest uzasadniane w rozdziale IV.
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Usilnie zach¦camy Czytelniczki do wykonania nietrudnego ¢wiczenia: narysowania tego fragmentu drzewa
z przykªadu Chwast, w którym nie wyst¦puj¡ »adne zb¦dne kroki konstrukcyjne (zb¦dne w tym sensie, i»
mog¡ zosta¢ opuszczone, a w skonstruowanym drzewie wszystkie gaª¦zie b¦d¡ zamkni¦te). Otrzymane drzewo
powinno mie¢ cztery gaª¦zie, wszystkie zamkni¦te.

Na koniec tego podrozdziaªu podamy jeszcze dwa przykªady, w których wyst¡pi¡ drzewa niesko«czone.

Przykªad III.1.4.: Nie jest dobrze

Niewinnie wygl¡daj¡ca formuªa j¦zyka KRP

∃x Px ∧ ∀y∃z yQz

ma niesko«czone drzewo semantyczne:

∃x Px ∧ ∀y∃z yQz 1.∧

(1g) ∃x Px 2.
√

a

(1d) ∀y∃z yQz 3.?a 5.?b 7.?c

(2) Pa

(3) ∃z aQz 4.
√

b

(4) aQb

(5) ∃z bQz 6.
√

c

(6) bQc

(7) ∃z cQz

...

Powinno by¢ widoczne, »e budowy tego drzewa semantycznego zako«czy¢ nie mo»na. Tak, jak ka»¡
reguªy, wprowadzili±my staª¡ indywiduow¡ opuszczaj¡c kwanty�kator egzystencjalny w formule o numerze
(1g). Rozwini¦cie formuªy generalnej (1d) ze wzgl¦du na t¦ staª¡ daªo w wyniku zdanie egzystencjalne.
Wprowadzili±my now¡ staª¡, rozwin¦li±my wzgl¦dem niej formuª¦ generaln¡ (1d), znów otrzymali±my formuª¦
egzystencjaln¡, itd.

Je±li Czytelniczki pragn¡ bli»szego oswojenia si¦ z ewentualnymi interpretacjami tej formuªy, to proponu-
jemy czyta¢ Px np. jako x jest bezrobotna, za± xQy jako x jest zapo»yczona u y. Czy zdanie: Nie do±¢, »e
mamy bezrobocie, to w dodatku wszyscy maj¡ dªugi brzmi swojsko?

Przykªad III.1.5.: Sadomasochista

Zdanie:

Jest kto±, kto jest szcz¦±liwy tylko wtedy, gdy wszyscy s¡ nieszcz¦±liwi.

ma do±¢ ponury wyd¹wi¦k spoªeczny. Poka»emy, »e cho¢ istnienie takiego osobnika nie jest (niestety) logicznie
wykluczone, to nie jest te» ono (na szcz¦±cie) logicznie konieczne.

Uznajmy (zgroza!), »e by¢ szcz¦±liwym to predykat jednoargumentowy. Czytajmy Sx jako: x jest
szcz¦±liwy. Zbudujmy drzewo dla formuªy j¦zyka KRP, która odpowiada strukturze skªadniowej rozwa»anego
zdania:
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∃x∀y (Sx → ¬Sy) 1.
√

a

(1) ∀y (Sa → ¬Sy) 2.?a

(2) Sa → ¬Sa 3→

©©©©
HHHH

(3l) ¬Sa

◦

(3p) ¬Sa

◦

Na tym budow¦ drzewa musimy zako«czy¢ � na »adnej jego gaª¦zi nie ma »adnych formuª, do których
mo»na byªoby stosowa¢ jakiekolwiek reguªy opuszczania staªych logicznych.

Poniewa» drzewo to ma gaª¦zie otwarte, wi¦c rozwa»ana formuªa jest prawdziwa w jakich± interpretacjach.
Na przykªad, jest prawdziwa w uniwersum jednoelementowym, w którym dopeªnienie denotacji predykatu S
zawiera caªe to uniwersum. Wracaj¡c do interpretacji wyj±ciowej, rozpatrywane zdanie jest prawdziwe np.
w ±wiecie zªo»onym z jednego nieszcz¦±liwego osobnika. Jako ¢wiczenie polecamy namysª nad tym, w jakich
innych jeszcze ±wiatach zdanie to jest prawdziwe (czy mog¡ w nich istnie¢ ludzie szcz¦±liwi?).

Zbudujmy teraz drzewo semantyczne dla negacji rozwa»anej formuªy:

¬(∃x∀y(Sx → ¬Sy)) 1.?a 3.?b 7.?c

(1) ¬∀y (Sa → ¬Sy) 2.
√

b

(2) ¬(Sa → ¬Sb) 4.¬→

(3) ¬∀y (Sb → ¬Sy) 6.
√

c

(4g) Sa

(4d) ¬¬Sb 5.¬¬

(5) Sb

(6) ¬(Sb → ¬Sc) 8.¬→

(7) ¬∀y (Sc → ¬Sy)

(8g) Sb

(8d) ¬¬Sc 9.¬¬

(9) Sc

...

Na pocz¡tku, nie mamy tu do dyspozycji formuªy egzystencjalnie skwanty�kowanej, do której mogliby±my
bezpo±rednio zastosowa¢ reguª¦ R(∃) ani negacji formuªy generalnie skwanty�kowanej, do której mogliby±my
zastosowa¢ reguª¦ R(¬∀). W takich przypadkach wprowadzamy now¡ staª¡ indywiduow¡ korzystaj¡c z
dowolnego zdania generalnie skwanty�kowanego lub negacji zdania egzystencjalnie skwanty�kowanego, tzn.
rozwijamy takie zdanie ze wzgl¦du na dowoln¡ staª¡ indywiduow¡ z j¦zyka KRP.12 Tu mamy do czynienia z

12Logicy uprawiaj¡ semantyk¦ z zabezpieczeniem, mówi¡c po aptekarsku. Zakªada si¦, »e w j¦zyku mamy do dyspozycji
staªe indywiduowe, a wi¦c zawsze mo»na ich u»y¢, gdy jest taka potrzeba. Tu mamy do czynienia z tak¡ wªa±nie sytuacj¡.
Dodajmy jeszcze, »e mo»liwo±¢ konstruowania odniesienia przedmiotowego (interpretacji) j¦zyka KRP z wyra»e« tego j¦zyka
jest jedn¡ z podstawowych technik pokazywania peªno±ci KRP, a tak»e peªno±ci metody drzew semantycznych. Wykorzysty-
wane s¡ przy tym uniwersa Herbranda, o których wspominali±my w cz¦±ci wst¦pnej niniejszych notatek, i które umo»liwiaj¡
zbudowanie interpretacji j¦zyka KRP z wyra»e« tego j¦zyka, bez odwoªywania si¦ do jakiejkolwiek innej, zgrzebnej, siermi¦»nej,
itp. rzeczywisto±ci. Dokªadniej o tych zagadnieniach piszemy w rozdziale IV.
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drugim z takich przypadków. Wprowadzenie nowej staªej daje w wyniku negacj¦ zdania generalnie skwanty-
�kowanego, to pozwala wprowadzi¢ kolejn¡ now¡ staª¡; zastosowanie wobec tej drugiej staªej reguªy R(¬∃)
generuje nast¦pne zdanie egzystencjalne, itd.

W rezultacie otrzymujemy gaª¡¹ niesko«czon¡, a to oznacza, »e formuªa ∃x∀y(Sx → ¬Sy) nie jest
tautologi¡ KRP. A wi¦c � w szczególno±ci � istnienie kogo±, kto »ywiªby si¦ wyª¡cznie Schadenfreude
nie jest logicznie konieczne. Jako ¢wiczenie proponujemy Czytelniczkom znalezienie kilku innych jeszcze, w
miar¦ mo»no±ci wesoªych, acz przyzwoitych (lub cho¢by mieszcz¡cych si¦ w granicach prawa) interpretacji
dla predykatu S i odczytanie co �mówi� o tych interpretacjach badana formuªa.

∗ ∗ ∗

Zach¦camy do lektury dalszych podrozdziaªów. Mo»e zako«cz¡ si¦ weselej?

Jerzy Pogonowski
Zakªad Logiki Stosowanej UAM
www.logic.amu.edu.pl
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