I[II. DRZEWA SEMANTYCZNE DLA KRP

Klasyczny rachunek predykatow (KRP) stanowi wspolczesny elementarz logiczny. W krajach cywili-
zowanych naucza sie fragmentéw tego elementarza na poziomie szkoty §redniej; w Rzeczpospolitej Polskiej
KRP wykladany jest studentkom i studentom matematyki oraz filozofii, lokalnie takze studentkom i studen-
tom niektérych innych kierunkéw studiow.

Metoda drzew semantycznych w KRP polega, podobnie jak w klasycznym rachunku zdan, na eliminacji
stalych logicznych. Do oméwionych poprzednio spojnikéw prawdziwosciowych dochodzg dodatkowo kwan-
tyfikatory: generalny i egzystencjalny. Wéréd predykatéw szczegdlna role odgrywa predykat identycznosci;
traktowany on jest w rozwazanej metodzie wlasciwie takze jako stata logiczna.

Podstawowa réznica miedzy KRZ oraz KRP, jesli chodzi o rozwazana metode, to to, iz KRP jest
nierozstrzygalny: nie istnieje algorytm, pozwalajacy rozstrzygnaé o dowolnej formule jezyka KRP, czy jest
ona czy tez nie jest prawem tego rachunku. KRP jest jednak pdtrozstrzygalny: jesli jakas formula jest
prawem tego rachunku, to metoda drzew semantycznych pozwala to potwierdzié. Jegli formula nie jest
prawem KRP, to omawiana metoda moze nie da¢ konkluzywnej odpowiedzi na pytanie, czy tak wtasnie
rzeczy sie maja.!

Jezyk KRP — umowy notacyjne

Szczegdtowy opis jezyka KRP podano w czeSci wstepnej niniejszych notatek. Przyjmiemy nastepujace
umowy notacyjne:

e zmienne indywiduowe oznaczamy symbolami z,y, z (ewentualnie z indeksami);
o stale indywiduowe oznaczamy symbolami a,b, ¢ (ewentualnie z indeksami);
e predykaty oznaczamy symbolami P, Q, R;

o jesli t,t1,to sa termami a P predykatem jednoargumentowym, zas ) predykatem dwuargumentowym,
to formuly atomowe zapisywa¢ bedziemy w postaci Pt oraz t1Qta; formuly atomowe z predykatami
wiecej niz dwuargumentowymi w podrozdziatach 111.1.-II1.5. nie wystapia (podobnie jak symbole
funkcyjne); w rozdziale VI skryptu, tj. w Zadaniach formule atomowsg z n-argumentowym predykatem
R zapisywa¢ bedziemy R(t1,ta,...,t,), gdzie t1,ta,...t, sa dowolnymi termami;

e symbole V oraz 3 oznaczaja, odpowiednio, kwantyfikator generalny oraz egzystencjalny;

e w charakterze metazmiennych (oznaczajacych formuty jezyka KRP) uzywac bedziemy symboli A, B, C,
ewentualnie z indeksami; gdy zmiennymi wolnymi formuly A sg dokladnie zmienne indywiduowe
X1, T2, ... Ty, to bedziemy odwolywaé sie do tej formuly uzywajac symbolu A(z1, 2, ..., Zy);

e formule otrzymana w wyniku podstawienia za wszystkie wolne wystapienia zmiennej x w formule
A(x) statej idywiduowe]j a oznaczaé bedziemy przez A(a/x); a gdy bedzie bezdyskusyjnie jasne o jakie
podstawienie chodzi, po prostu przez A(a).

O semantyce KRP — dwie intuicyjne uwagi

Definicje podstawowych poje¢ semantycznych dla KRP podano w czesci wstepnej niniejszych notatek.
Najistotniejsza dla omawianej metody jest podstawieniowa interpretacja kwantyfikatorow. Warunki spetnia-
nia formut jezyka KRP (przez wartosciowania w strukturach relacyjnych ) wykorzystuja state indywiduowe
nazywajace elementy uniwersum interpretacji. Tu zakltadamy, ze Czytelniczki bez protestu zgodza sie na
nastepujace, intuicyjnie sformulowane, ustalenia:

1Poprawnogé¢ rozwazanej metody dla KRP pokazujemy w rozdziale TV skryptu. W podrozdziatach T11.1.-T11.5. podajemy
szereg przykladow jej zastosowania.
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e Gdy za prawdziwe (w ustalonej interpretacji) uznajemy zdanie postaci JxA(x), to uznamy tez za
prawdziwe zdanie postaci A(a), dla pewnej stalej indywiduowej a, oznaczajacej jakis obiekt w uniwer-
sum tej intepretacji.

e Gdy za prawdziwe (w ustalonej interpretacji) uznamy zdanie postaci VrA(z), to uznamy tez za
prawdziwe wszystkie zdania postaci A(a), dla kazdej stalej indywiduowej oznaczajacej jakis obiekt
7 uniwersum tejze interpretacji.

1. O budowaniu drzew semantycznych w KRP

Mozemy juz przystapi¢ do prezentacji metody drzew semantycznych w KRP. Podobnie jak w przypadku
rachunku zdan, ograniczymy sie do regut tworzenia drzew oraz ilustracji dzialania metody w rozwiazywaniu
typowych problemoéw formutowanych w KRP (i jego zastosowaniach).

1.1. Reguly budowania drzew semantycznych

Dla sp6jnikéw zdaniowych obowiazuja reguly oméwione w rozdziale I, po§wieconym rachunkowi zdan,
a wiec reguty R(A), R(V), R(—), oraz R(+), a takze reguly R(—A), R(—V) R(—~ —), R(— <) oraz R(——).
Dla kompletnosci wyktadu, przypomnijmy raz jeszcze te reguly:

o Koniunkcja (prawdziwa tylko wtedy, gdy oba jej czlony sa prawdziwe):

BN ANB

\
A

|
B

o Alternatywa (prawdziwa, gdy przynajmniej jeden z jej czlonéw jest prawdziwy):

o Implikacja (prawdziwa, gdy jej poprzednik jest falszywy lub nastepnik jest prawdziwy):
R(—
=) A— B

N

-A B
o Réwnowazno$é (prawdziwa, gdy oba jej czlony maja te sama wartosé logiczna):
R(+~
(=) A~ B
N
A -A

B -B

Reguly dla formul jezyka KRZ, w ktorych spojnikiem gtéwnym jest negacja maja postaé¢ nastepujaca:?

2 Wydagje sie, 7e zapamietanie tej grupy regul jest tatwiejsze, gdy mowimy, kiedy poszczegolne formuly sa fatszywe. Zgodnie
z przyjeta konwencja notacyjna (jak pamietamy z rozdziatu II), drzewo semantyczne danej formuty ma w wierzcholkach jej
podformuly lub negacje jej podformul.
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Koniunkcja (falszywa, gdy przynajmniej jeden z jej czlondw jest falszywy):

REN ~(AA B)

N

-A -B

Alternatywa (falszywa, gdy oba jej czlony falszywe):

RB(=V) ~(AV B)
1

\
-B

Implikacja (falszywa tylko wtedy, gdy jej poprzednik jest prawdziwy, a nastepnik fatszywy):

B(==) ~(A— B)
A

|
-B

e Réwnowaznoséé (falszywa, gdy jej cztony maja rozne wartosci logiczne):

~(A < B)
/\
A -A
| |
-B B
e Negacja (—A falszywa, gdy A prawdziwa):
R /1
-,
\
A

Nowymi stalymi logicznymi sg kwantyfikatory; nowe reguty dotycza wiec formul rozpoczynajacych sie
kwantyfikatorem oraz negacji takich formut.

e R(V). Jedli w danej galezi drzewa wystapita formula postaci VxA(x), to na tejze galezi umieszczamy
wszystkie formuly postaci A(a), dla kazdej stalej indywiduowej a wystepujgcej na rozwazanej galezi.

e R(3J). Jesli w danej galezi drzewa wystapila formula postaci 3xA(z), to na tejze galezi umieszczamy
formule postaci A(a), gdzie a jest nowy stala indywiduowsy, nie wystepujaca dotad na rozwazanej
galezi.

o R(—V). Jesli w danej gatezi drzewa wystapita formula postaci =Vz A(x), to na tejze galezi umieszczamy
formule postaci —A(a), gdzie a jest nowa stala indywiduowa, nie wystepujaca dotad na rozwazanej
gatezi.

e R(—3). Jesli w danej galezi drzewa wystapita formula postaci ~3zA(x), to na tejze galezi umieszczamy
wszystkie formuty postaci = A(a), dla kazdej stalej indywiduowej a wystepujacej na rozwazanej galezi.
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W przypadku drugiej i trzeciej z wymienionych wyzej regul méwimy o wprowadzaniu nowej statej in-
dywiduowej (i opuszczaniu kwantyfikatora egzystencjalnego lub zanegowanego kwantyfikatora generalnego),
w przypadku pierwszej i czwartej z wymienionych regul méwimy o rozwijeniu formuty generalnie skwanty-
fikowanej ze wzgledu na dana stala indywiduowa (oraz opuszczaniu kwantyfikatora generalnego lub zane-
gowanego kwantyfikatora egzystencjalnego).

Budujac drzewa semantyczne w KRP najpierw rozwazamy formuly egzystencjalnie skwantyfikowane
i wprowadzamy nowe state indywiduowe, nastepnie dla wszystkich formul generalnie skwantyfikowanych
umieszczamy na danej galezi odpowiednie formutly otrzymane poprzez opuszczenie kwantyfikatora gene-
ralnego (lub negacji kwantyfikatora egzystencjalnego) i zastapienie wiazanej przezen zmiennej kazda stala
indywiduowa wystepujaca na tej galezi. Jesli nie mamy do dyspozycji zadnej formuly egzystencjalnie
skwantyfikowanej, a mamy jakies formuly generalnie skwantyfikowane (lub negacje egzystencjalnie skwanty-
fikowanych), to wprowadzamy nowe stale indywiduowe przez rozwiniecie dowolnej formutly generalnie skwan-
tyfikowanej (lub negacji egzystencjalnie skwantyfikowanej). Jesli w formule dla ktorej zaczynamy budowac
drzewo wystepuja juz jakie§ stale indywiduowe, to oczywiscie obowiazujg dla nich reguty R(V) oraz R(—3).

Stosowa¢ bedziemy nastepujaca umowe notacyjna w graficznych reprezentacjach drzew semantycznych:

e Va oznacza opuszczenie kwantyfikatora egzystencjalnego (badz negacji kwantyfikatora generalnego)
i wprowadzenie w formule za tym kwantyfikatorem (odpowiednio, w negacji formuly) nowej statej
indywiduowej a w miejsce zmiennej wigzanej przez ten kwantyfikator;

e *a oznacza zastapienie formuly generalnie skwantyfikowanej (lub negacji formuty egzystencjalnie skwan-
tyfikowanej) przez formule bez kwantyfikatora generalnego (odpowiednio, negacje formuly), ze stala
indywidouwa a wstawiona w miejsce zmiennej wigzanej przez ten kwantyfikator;

e numery (z kropka) umieszczane w gornej frakcji po prawej stronie formut informuja o kolejnosci wykony-
wanych dzialan; po kropce wystepuje symbol spojnika (badZz negacji spojnika) do ktorego stosujemy
odnosng regule (z regut budowania drzew semantycznych w KRZ) lub symbole v albo * wraz ze stala
indywiduowa, ktérych dotycza;

e numery (w nawiasach) po lewej stronie formu! informuja o wynikach wykonywanych dziatan; formutly
z pnia drzewa, ktore nie powstaly w wyniku stosowania zadnych regut otrzymuja domyslne (nie zapi-
sywane) numery 0.1, 0.2, 0.3,... (z koniecznoscia uzycia tego ostatniego typu numeréw spotkamy sie
jedynie sporadycznie).

Przypomnijmy, ze przez pieni drzewa rozumiemy cze$¢ wspolng wszystkich jego galezi.
Tak wiec, symbol vV dotyczy zastosowan regul R(3) oraz R(—V), natomiast symbol * zastosowan regul
R(V) oraz R(—3).

Powyzszy gadanine zastagpi¢ mozna krotko np. tak. Ponizsze reguly okreslaja, jaka formule nalezy
dopisa¢ do tworzonej galezi, jesli na galezi tej wystapita formuta danej postaci. Przypominamy, ze A(a/x)
oznacza formutle otrzymana z formuly o zmiennej wolnej x przez zastapienie wszystkich wolnych wystapien
tej zmiennej staly indywiduowa a.

Reguly rozkladu formut dotyczace kwantyfikatoréw maja postaé nastepujaca:

e Reguta dla formut generalnie skwantyfikowanych:
R(Y)
Vo A(z)
\
Ala/z)
dla kazdej stalej indywiduowej a wystepujacej na rozwazanej galezi.
e Regula dla formul egzystencjalnie skwantyfikowanych:
R(3)
Jz A(x)

\
A(a/x)
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dla nowej statej indywiduowej a nie wystepujacej dotad na rozwazanej galezi.

e Regula dla negacji formul generalnie skwantyfikowanych:

B=) Vo A(z)

\
—A(a/x)

dla nowej statej indywiduowej a nie wystepujacej dotad na rozwazanej galezi.

e Regula dla negacji formul egzystencjalnie skwantyfikowanych:

R(ﬁa) —dx A(.”L’)

|
—A(a/x)

dla kazdej stalej indywiduowej a wystepujacej na rozwazanej galezi.

Reguly R(V) oraz R(—3) sa wzmocnione dodatkowym warunkiem: jesli na galezi, ktorej dotyczy ich
zastosowanie nie ma jeszcze zadnej staltej indywiduowej, to postugujemy sie jakas z gory ustalona stala.

Zilustrujmy podane wyzej reguly oraz umowe przyktadami. We wszystkich tych przyktadach kolejne kroki
budowania drzew wyliczane sa przez komentarze (z prawej strony, w gornej {rakcji) opatrzone numerami z
kropka; wyniki wykonania tych krokéw sg numerowane z lewej strony, numery otrzymanych formut podawane
sa w nawiasach. Sledzenie budowy drzewa sprowadza sie do obserwowania kolejnosci wykonywanych krokéw
(z prawej strony formutl) i otrzymywanych wynikéow (z lewej strony formut).

Stosowanie regul dajacych rozgalezienia (np. R(—), R(=A) daje w wyniku dwie formuly; bedziemy
wtedy uzywaé¢ numerow (w nawiasach) z indeksami dolnymi: [ (dla lewej formuly) oraz p (dla prawej
formuty). W przypadku regul bez rozgalezien dajacych dwie formuly (np. R(A), R(—~ —) otrzymane
formuty numerowaé bedziemy numerami z indeksami dolnymi g (dla pierwszej, gornej formuty) oraz d (dla
drugiej, dolnej formuly). Reguly nie powodujace rozgalezien i dajace w wyniku jedna formule (np. R(——),
R(Y), R(—3)) nie wymagaja sztuczek z indeksami. Wreszcie, reguty R(«<) oraz R(— <) daja w rezultacie
cztery formuly, numerowane liczbami z indeksami dolnymi: g, ld, pg oraz pd (odpowiednio: lewa gorna,
lewa dolna, prawa gorna, prawa dolna).

1.2. Przyklady

PrzykraD II1.1.1.: KIKUT

Javy(zPy) Ve
‘ *
(1) Vy(aPy) >

(2) a‘Pa

W korzeniu drzewa jest formula egzystencjalna. W pierwszym kroku wprowadzamy nowsg staly indy-
widuowa a. Otrzymujemy formule generalnie skwantyfikowang. W kroku drugim rozwijamy te formule
ze wzgledu na stala a. Otrzymujemy formule atomowa. Zadnych regut nie mozna juz do zadnej formuty
stosowaé. Koniec.

NIEPOTRZEBNY KOMENTARZ SEMANTYCZNY.

Miala$ zdanie ,méwiace”, ze istnieje obiekt pozostajacy w pewnej (ustalonej) relacji ze wszystkimi obiek-
tami. Wprowadzitag nazwe dla takiego obiektu. Otrzymalas zdanie ,moéwiace”, ze 6w nazwany obiekt po-
zostaje w rozwazanej relacji ze wszystkimi obiektami. Zdanie to rozwinelas ze wzgledu na wprowadzona
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stala: skoro 6w nazwany obiekt pozostaje w rozwazanej relacji ze wszystkimi obiektami, to pozostaje w niej
takze z sobg samym. Otrzymalas zdanie atomowe ,méwiace”; ze éw nazwany obiekt jest punktem statym
rozwazanej relacji: zachodzi ona miedzy tym obiektem a nim samym.

DEKLARACJA METODOLOGICZNA.

Piszacy te stowa czuje wewnetrzna potrzebe zlozenia deklaracji. Wszelkie podawane dalej przyktady
wykorzystujace jezyk naturalny (polski) sa czcza jedynie igraszks. Mogliby$my ograniczy¢ sie do rozwazania
jedynie formut jezyka rachunku predykatow (bo tego jezyka dotyczy w istocie omawiana metodal!). Wierze,
ze formuly jezyka rachunku predykatéw mozna probowaé odczytywaé w jezyku naturalnym; czasami od-
czytania takie maja nawet odrobine sensu. Nie wierze, ze ,przektad” w druga strone jest jako§ wyraznie
zdeterminowany, tj. nie wierze w mozliwo$¢ bezposredniej reprezentacji dowolnych wyrazen jezyka natural-
nego w jezyku KRP.?> To Szema Israel logiczno-lingwistyczne jest jednak tematem na osobng ksiazke (ale
— uspokoje zatrwozone Czytelniczki — nie czuje potrzeby jej napisania; moze jedynie ogranicze sie do
stosownych komentarzy w rozdziale zawierajacym zadania).

PRrzYKrAD II1.1.2.: DRZEWO ROSNIE W TWOICH OCZACH

Spokojnie, nie szukamy belki pod twoja powieka (nie jest to takze refleksja nad twoim, usytuowanym —
w dalekiej przysziodci, w czarujacej okolicy — grobem). Pokazemy tylko, krok po kroku, jak rosnie drzewo
semantyczne formuty. Wybierzmy formute prosciutka;

(3z Px — Jy Qy) — Tz (Px — Qux)

cho¢ dajaca drzewo semantyczne nieco bardziej rozwiniete od kikuta z poprzedniego przyktadu.
Umieszczamy formute w korzeniu drzewa:

(3x Pz — Jy Qy) — Iz (Px — Qx)

Jest to implikacja, a wiec stosujemy regute dotyczaca tego spdjnika, dajaca w rezultacie rozgalezienie.
Zastosowanie reguty dotyczacej implikacji zaznaczamy z prawej strony formuty, ktorej to zastosowanie doty-
czy, przy numerze kroku, ktory tym samym wykonujemy. Formuly otrzymane w rezultacie wykonania tego
kroku opatrujemy numerami w nawiasach z lewej strony, jesli potrzeba, to z indeksami. W rozwazanym
przypadku z prawej strony formuly, od ktérej zaczelismy umieszczamy komentarz ', ktory mozemy od-
czytaé: w kroku pierwszym stosujemy regute dotyczacg implikacji do formuty z lewej strony komentarza.
Otrzymujemy, zgodnie ze stosowana regula, zaprzeczony poprzednik implikacji (formuta w galezi lewej, o
numerze (1;)) oraz, w galezi prawej, nastepnik tej implikacji (formuta o numerze (1,)):

(3z Pz — 3y Qy) — 3o (Pz — Qx) -~

(1;) —(Fz Pz — Jy Qy) (1,) Jz (Pr— Qx)

Zajmiemy si¢ najpierw galezig lewa. Formula o numerze (1;) jest zaprzeczong implikacja, a wiec zas-
tosowanie odpowiedniej reguly (co zaznaczamy piszac w komentarzu z prawej strony 2 ) daje w wyniku
dwie formuly: poprzednik tej implikacji (formula o numerze (24)) oraz jej zaprzeczony nastepnik (formutla
o numerze (24)), umieszczone jedna pod druga na rozwazanej galezi:

3Troche (ztogliwie dobranych) przykladéw uzasadniajacych ten sceptycyzm znajda Czytelniczki w rozdziale VI skryptu.
Postaram sig, aby byly one nie tak banalne, jak np. polecenia oddania formuta jezyka KRP struktury skladniowej wyrazen w
rodzaju: Jestem obcy i nic co obce nie jest mi obce. lub Uwaga Zotnierze! Zbidrka przed kosciotem — za kosciotem; po kosciele
— przed kosciotem.
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(3z Pr — 3y Qy) — Jz (Pxr — Qx) *

(11) —\(H.T Pz — E|y Qy) 2.7 <1p) dz (Paj — QCL‘)

\
(24) 3z Pz

\
(24) =3y Qy

Formuta o numerze (2,) jest formula egzystencjalnie skwantyfikowans, mozemy wiec zastosowac do niej
regute dotyczaca wprowadzania nowych stalych indywiduowych; zaznaczamy wykonanie kroku trzeciego
piszac z lewej strony formuly o numerze (2,) komentarz 3.Va (wprowadzenie nowej stalej indywiduowej a) i
otrzymujac w rezultacie formule o numerze (3):

(1) —(Fz Pz ‘—> JyQy) > (1) 3z (Pr— Q)
(2,) Fx Pz 3o

\
(22) —Jy Qy

(3) Pa

Wzgledem nowowprowadzonej stalej indywiduowej a nalezy rozwinaé (tzn. zastosowac regute opuszczania
kwantyfikatora generalnego lub zanegowanego kwantyfikatora egzystencjalnego) wszystkie formuly general-
nie skwantyfikowane lub zaprzeczenia wszystkich formul egzystencjalnie skwantyfikowanych znajdujacych sie
na rozpatrywanej galezi. Tu mamy formule o numerze (24), ktora jest zaprzeczeniem formutly generalnie
skwantyfikowanej. Krok czwarty polega wiec na zastosowaniu odnos$nej reguly, tj. R(—V) i zapisania komen-
tarza *"% z prawej strony formuly, do ktorej regula jest stosowana. Otrzymujemy w ten sposob formule o
numerze (4):

(1) =(3z Px— Iy Qy) > (1) Ja (Pz— Q)
|
(2,) 3x Pz Ve

‘ *
(2¢) —FyQy *'*

To koniczy budowanie lewej gatezi drzewa; do znajdujacych sie na niej formut nie mozna juz zastosowac
zadnej z regul, ktére mamy do dyspozycji. Zwinnie przeskakujemy wiec na galaz prawa. Formula o numerze
(1,) jest egzystencjalnie skwantyfikowana, stosujemy wiec do niej regute R(3) dotyczaca opuszczania kwan-
tyfikatora egzystencjalnego i wprowadzania nowej stalej indywiduowej. Ten, piaty krok zaznaczamy piszac
komentarz 5 7 prawej strony formuly o numerze (1,) i otraymujemy w rezultacie formute o numerze (5):
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(3 Pz — 3y Qy) — 3z (Pr — Qz) *~

-

(1;) =3z Pz — Iy Qy) * (1,) 3z (Pz — Qu) 5.Vb
| |
(2y) 3o Pz 3YVa (5) Pb— Qb
L.
(2) -y Qy ¢

Jedyne, co mozna jeszcze zrobié¢ na tej galtezi, to zastosowanie reguly dotyczacej implikacji do formuly o
numerze (5). Ten, szosty krok (zaznaczony komentarzem ®  z prawej strony formuly o numerze (5)) daje
w rezultacie rozgalezienie na formutly o numerach (6;) oraz (6,):

(3z Pz — Iy Qy) — 3z (Pr — Qx) *~

-

(L) =3z Pr— 3y Qy) *
\

(1,) 3z (Pz— Qu) 5P

\
(29) dx Px 3.Va (5) Pb— Qb
\
- 4.%a
(2¢) —3Fy C\??J (6, ~Pb (6,) Qb

(3) Pa
|

(4) ﬁQa

Budowa drzewa zostata zakonczona. Dodajmy jeszcze, ze w rozwazanym przypadku kolejnosé stosowania
regul byta jednoznacznie okreslona. Nie zawsze bedziemy zmuszeni do tak rozkosznej bezmyélnosci; czesto
to, jakie reguly stosowaé¢ w jakiej kolejnodci jest niezwykle istotne dla budowania drzew w sposéb mozliwie
najbardziej efektywny (ze wzgledu na rozwazany problem), a ponadto zaspokoié¢ pozwala tesknoty estety-
czne, ktére nie sa zarezerwowane jedynie dla przedstawicieli wyzszej klasy éredniej w krajach cywilizacji
judeochrzescijanskiej i euroatlantyckiej.

Zauwazmy tez, ze w galezi prawej moglismy sie postuzyé¢ symbolem a dla wprowadzenia nowej stalej
indywiduowej (krok 5.). Tak samo jak w KRZ, to co ,dzieje si¢” na jednej gatezi nie ma zadnego wpltywu na
to, co ,dzieje sie” na pozostalych gateziach.

PrzykraD II1.1.3.: CHWAST

Rozwazmy nieco bardziej ztozone drzewo semantyczne:
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~(Vz(3y yPr — Q) < VaVy (yPz — Qx))

(Liy) Va(3y yPe — Qu) *' 157

\

(1ig) —~VaVy(yPz — Qx)
\

(2) —Vy (yPa ‘—> Qa)

(3) yyPa—Qa "
\

(4) ~(bPa — Qa)

2.Va

4.Vb

6.7~

1.7

(1pg) ~Vz(3y yPz — Qu) oVe

(1pa) Va¥y(yPz — Qu) 16:7a 12170

| —
(15) =(3y yPa — Qa) **

‘ * *
(16) Vy (yPa _ Qa) T17.%a 20.%b

|
(117) aPa — Qa ™~

(15) 3000 Qv (18,) Ty y]‘—"’a 19V
(6g) bPa (18) ~Qa
(6a) ~Qe (19) bPa

(20) bPa ‘_> Qa **

(121) Yy (yPb —J Qb) t22.%a 123.%b
(122) aPb — Qb 126~

—

(7)) =3y yPa 50107 (7p) Qa

(8) ﬁbl‘Da

(123) bPb — Qb 127
(19) ﬂa‘Pa (110;) =3y yPb 1137« 11470 (+10,) Qb
(113) _apb (24,) ﬁb‘P a (245) ‘Q“
\
(110;) =3y yPb 117 11270 (110,) Qb (114) —bPb : :
(1) aPb * .

(+12) -

Na pierwszy rzut oka drzewo to nie wyglada najlepiej: zwichrowane, mnéstwo numerkéw z groznymi
krzyzami, jakie$ zwisajace z prawej strony czarne lidcie, itp. Spokojnie.* Wszystko zostanie skrupulatnie
objasnione. Do ogrodéw logiki droga wiedzie czasem przez chwasty.

W korzeniu drzewa znajduje sie zanegowana réwnowazno$é. Stosujemy R(— <) i otrzymujemy dwie
galezie: na lewej galezi mamy pierwszy czlon rozwazanej réwnowaznosci (1;4) oraz negacje drugiego cztonu
(1;4), na galezi prawej mamy negacje pierwszego cztonu rozwazanej rownowaznosci (1,4) oraz jej drugi czton
(1pa)-

Bez zadnych uprzedzen politycznych (nie sympatyzujemy ani z Sojuszami Mankutoéw ani z Wszechna-
wiedzong Prawica) rozpatrzmy najpierw gataZ lewag.

W (1;4) mamy zanegowang formule generalna, a wiec stosujemy R(—V), wprowadzajac nowg stala in-
dywiduowa a, co zaznaczamy piszac z prawej strony formuly (1;4) komentarz: 2M“; otrzymana w wyniku
formula otrzymuje (z lewej strony) numer (2). Zdaniem generalnym na tej galezi jest (1;4), a wiec stosujemy
R(Y), umieszczajac z prawej strony formuty (1;,) komentarz 3¢ i otrzymujac formute o numerze (3) (umiesz-
czonym z lewej strony). Formuta o numerze (2) jest zanegowana formutg generalna, a wiec stosujemy regute

4.Vp

R(—Y), wprowadzajac nowa stala indywiduowa b i zaznaczajac to dzialanie komentarzem umieszczonym

4To in extenso cytowana, najczesciej trafna wypowiedz Profesora Romana Murawskiego. Warto o stosowaniu zalecenia, w niej
zawartego pamigtaé¢. Cwiczenie (pozalogiczne) dla Humanistek: czy w wypowiedsi tej mamy Tussivus, czy tez Hortativus? Czy
mozna w tej wypowiedzi wskazaé tryb? A jaki tryb mamy w czesto powtarzanych przez Gombrowicza stowach: Opamietania,
Panie Kazimierzu! Oprzytomnienia! Czy potraficie odpowiedzieé, nie znajac kontekstu wypowiedzi? Zalecenie z tego drugiego
cytatu pozwalamy sobie skierowa¢ do licznych Zwierzchnodci, no names, of course.
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z prawej strony formuly o numerze (2); otrzymujemy przy tym formute o numerze (4). Nastepny, piaty krok
to zastosowanie R(V) do formuly generalnie skwantyfikowanej o numerze (1;,) dla wprowadzonej stalej b:
umieszczamy komentarz "% z prawej strony formuty (1;,) i otrzymujemy formule o numerze (15).

UwaGA. Te kroki oraz otrzymane w wyniku ich wykonania formuty, ktére maja z lewej strony znak f sa,
jak wkrotce wyjasnimy, zbedne z punktu widzenia podstawowego celu budowania drzew semantycznych, tj.
szukania na poszczegblnych galeziach par formul wzajem sprzecznych. Notacje taka stosujemy tylko w tym
przyktadzie, aby problem klarownie przedstawi¢ i wyjasni¢. Stosowny komentarz znajda Czytelniczki po
skonstruowaniu catego CHWASTA.

W tym momencie nie ma juz na rozwazanej gatezi formul, do ktérych mozna bytoby zastosowaé regute
R(3) lub regulte R(—V), zadne nowe stale indywiduowe nie zostana wiec wprowadzone. Ponadto, wzgledem
kazdej z juz nowowprowadzonych statych (tu: a oraz b) zastosowano tez wszedzie gdzie nalezalo regule R(Y).
Do formuty o numerze (4) stosujemy regulte R(— —), zaznaczajac to komentarzem 5 i otrzymujac formuty
o numerach (64) i (64) (umieszczone jedna pod druga w budowanej obecnie galezi). Z kolei, do formuly o
numerze (3) stosujemy regute R(—), umieszczajac komentarz " z prawej strony formuty o numerze (3) i
otrzymujac rozgalezienie drzewa: w lewej galezi tego rozgatezienia mamy formute o numerze (7;), a w prawej
formute o numerze (7,).

W otrzymanej lewej galezi pojawila sie negacja formuly egzystencjalnej, a wiec powinna ona zostaé
rozwinieta wzgledem wszystkich wystepujacych na tej galezi (idac od korzenia drzewa) stalych indywid-
uowych, tj. w naszym przypadku: wzgledem a oraz b. Wykonujemy te dziatania, tzn. stosujemy do formuty
o numerze (7;) regute R(—3): w kroku o ~opatrzonym komentarzem 8"b otrzymujemy formule o numerze (8),
a w kroku opatrzonym komentarzem "% otrzymujemy formute o numerze (19).

Ostatnimi formulami budowanej lewej czesci (wychodzacej z korzenia) dotad utworzonego drzewa sa
formuly o numerach: (19) oraz (7,). Jedyna formula na czesci wspélnej galezi koriczacych sie tymi lisémi, do
ktoérej mozna zastosowaé jakiekolwiek reguty opuszczania stalych logicznych jest formuta o numerze (§5).5
Jest to implikacja, a wiec zastosowanie odnosnej reguly, tj. R(—) daje dwa nowe rozgalezienia: wykonujac
krok o komentarzu % tworzymy te rozgalezienia (formuly o numerach (110;) oraz (110,)) zaréwno w
galezi zakoriczonej formula (19), jak i w galezi zakonczonej formula o numerze (7,). W otrzymanych czterech
galeziach tej czesci budowanego drzewa tylko do formuly o numerze (710;) (wystepujacej na dwoch z tych
galezl) zastosowaé mozna jeszcze jakie§ reguly: jest to bowiem negacja formuly egzystencjalnej, a wiec
nadajaca sie do zastosowania do niej reguty R(—3) wzgledem statych a oraz b. Zwawo wykonujemy te
prace: kroki opatrzone komentarzami T11"¢ oraz 120 daja w rezultacie formutly o numerach, odpowiednio,
(t11) i (112), ktore umieszczamy pod formuta o numerze (110;) w najbardziej lewej gatezi drzewa. Podobna
prace musimy wykonaé¢ w przypadku formuly o numerze (110;), ale znajdujacej sie na trzeciej od lewej galezi
drzewa: kroki opatrzone komentarzami 13" oraz 11470 daja w rezultacie formuty o numerach, odpowiednio,
(113) i (114), ktore umieszczamy pod ta formula. Dlaczego raz umieszcza si¢ formute o danym numerze na
roznych galeziach drzewa, a potem wykonujac na niej takie same operacje (a wiec 1 otrzymujac takie same
wyniki) stosuje sie numeracje odrebna? To powinno by¢ jasne: formula o numerze (110;) musiata by¢
wpisana, jako (lewy) potomek formuly o numerze (5) zar6wno pod formula o numerze (19), jak i pod
formula o numerze (7,). Natomiast kroki t11.%a 3 11270 g5 juz wykonywane na innej gatezi niz kroki 3¢
oraz 470 i stad inna numeracja. Wykonanie jakiego$ kroku na danej formule jest istotne dla wszystkich
formul, bedacych potomkams tej formuty. Méwiac metaforycznie, kazdy krok wykonany na danej formule
jest istotny dla wszystkich formul znajdujacych sie nizej w drzewie od tej formuly. Zaden z wykonywanych
krokéw nze dziala w gore” drzewa.

Teraz Czytelniczki widza cala lewa czesé¢ drzewa, wychodzaca z korzenia budowanego drzewa semanty-
cznego. Do zadnej z wystepujacych tu formut nie mozna juz zastosowaé zadnej z regul. Tak wiec, ta czesé
drzewa zakoriczona jest czterema lisémi. Nie mamy tu nic wiecej do roboty.

Wracamy teraz do prawej gatezi wyrastajacej z korzenia drzewa, tj. do formut o numerach (1,,) oraz
(1,4). Do formuty (1,,) stosujemy regute R(—V); wprowadzamy nowa na tej galezi stala — mozemy uzyé
jeszcze nie uzytego symbolu, np. ¢, ale réwnie dobrze mozemy uzy¢ symbolu a, i tak wlasnie (z wielkopolska

oszczgdnodcia) uczynimy.® Z prawej strony formuty o numerze (1,,) umieszczamy wiec komentarz 57 i

5Zajmujemy sie ta formuta dopiero teraz (tj. po wykonaniu kroku G‘ﬁﬁ) z powoddw natury pragmatycznej: aby uniknaé
rozgalezienia w drzewie, podwajajacego liczbe galezi.

6To, co ,dzieje sie” na danej gatezi drzewa jest niezalezne od tego, co ,dzieje sie” na pozostatych gateziach, jesli te metafore
uznaé za tlumaczaca cokolwiek.
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otrzymujemy formule o numerze (15). Formula o numerze (1,4) jest generalnie skwantyfikowana, nalezy
zatem zastosowaé do niej reguiq R(V) wzgledem wprowadzonej przed chwila nowej statej a. Jest to krok, do
ktérego komentarz o postaci 16 @ umieszczamy po prawej stronie formuly o numerze (1,4) i w wyniku ktorego
otrzymujemy formule o numerze (16). Jest to formula generalnie skwantyfikowana, stosujemy wiec do niej
regulq R(V) wzgledem stalej a; zaznaczamy ten krok piszac z prawej strony formuty o numerze (16) komentarz
1177 i otrzymujemy formute o numerze (117). Do formuly o numerze (15) stosujemy regule R(— —), piszac
w odpowiednim miejscu stosowny komentarz i otrzymujac formuly o numerach (18;) oraz (184). Formula
o numerze (18,) jest egzystencjalnie skwantyfikowana, a wiec stosujemy regule R(3) wprowadzajac nowa

. . . . . 19.Vb .
na tej gatezi staly indywiduowa b, umieszczamy komentarz z prawej strony formuly o numerze (18,)
i otrzymujemy formule o numerze (19). Na galezi, na ktorej teraz pracujemy, sa dwa zdania generalnie
skwantyfikowane, do ktorych zastosowaé nalezaloby regute R(V) wzgledem stalej b: sa to formuly o numerach
(1,4) oraz (16). Stosujemy najpierw regule R(V) do formuly o numerze (16) wzgledem stalej b, umieszczajac
z prawej strony formuly o numerze (16) komentarz 2°-"? i otrzymujac formute o numerze (20)

Stosujemy jeszcze trzykrotnie regule R(V): do formuty o numerze (1,4) w kroku 2'° i dwukrotnie do
formuty o numerze (121),7 w krokach o numerach 22" oraz 23-"0_ dajacych w rezultacie formuly o numerach
(122) oraz (123), odpowiednio.

W prawej czeici drzewa, na galezi na ktoérej teraz pracujemy, nie mozna juz stosowaé zadnych regut
dotyczacych kwantyfikatoréw.

Do formuly o numerze (20) stosujemy R(—) otrzymujac rozgalezienie: formuly o numerach (24;) oraz
(24,).

Przerywamy w tym miejscu dalsza konstrukcje, i to nie dlatego, ze braknie miejsca na stronie. Do pelnego
narysowania prawych galezi drzewa wyrastajacych z korzenia potrzeba bytoby jeszcze wykonaé trzy kroki:
mianowicie do formutl o numerach (117), (122) oraz (723) zastosowac¢ regule R(—). Kroki te maja numery:
12577 126.7 orag 12777 odpowiednio. W rezultacie otrzymamy ostatecznie w prawej czesci drzewa szesnascie
galezi (rysunek za chwile).

Teraz wyttumaczmy, dlaczego przerwalismy konstrukeje (i dlaczego wielokrotnie straszylismy Czytelniczki
znakiem krzyza t). Ot6z drzewa semantyczne budujemy w jakims§ celu, a nie po to, aby zbudowaé je po prostu
do konica. Prosze zauwazyé, ze na kazdej z szeSciu galezi powyzszego (niedokonczonego) drzewa (a w sumie
na kazdej z dwudziestu galezi calego drzewa, jak za chwile ujrzymy) wystepuje para formut sprzecznych (tj.
takich, iz jedna jest zaprzeczeniem drugiej); sa to formuly o numerach:

e (6,4) oraz (8);

o (64) oraz (7,);

(
(

e (19) oraz (24;);
(

o (18y) oraz (24,).

W przypadku omawianej metody drzew semantycznych sprzeczno$é cieszy, bo oznacza zakoriczenie pracy
na danej galezi. Inaczej niz w wojsku, reguly budowania drzew wykorzystywa¢ nalezy z rozsadkiem. Ot6z,
jak za chwile sie okaze, kompletne wypisywanie tych galtezi danego drzewa semantycznego, ktére zawieraja
pare formutl postaci A oraz —A nie jest potrzebne dla celéw przeprowadzanej analizy semantycznej. Moze
ucieszymy (?7) Humanistki metafora, zanim podamy stosowne techniczne definicje: galezie zawierajace pare
formut sprzecznych sa martwe. SPRZECZNOSC TO SMIERC LOGICZNA.

Aby jednak czytajacy ten tekst Wojskowi nie poczuli sig urazeni (nie bylo naszym zamiarem dworowanie
sobie z Sit Zbrojuych oraz ich Zwierzchnika!) podajemy nizej reszte CHWASTA, a mianowicie te jego frag-
menty, ktore trzeba wpisa¢ w miejsce lisci: & oraz # (oczywiscie usuwajac jednoczesnie & oraz # z drzewa).

W miejsce liScia & nalezy wpisaé:

"Zauwazmy, ze formula o numerze (121) jest formula generalnie skwantyfikowang, nalezy wiec rozwinaé ja ze wzgledu na
wszystkie wystepujace na rozwazanej galezi stale indywiduowe.
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(125;) —aPa (1255) Qa

/\ /\

(1261) SaPb (126,) Qb (1261) —aPb (126,) Qb

(127)) “bPb  (127,) Qb  (27)) —bPb  ({27,) Qb (127)) =bPb  (27,) Qb (127 —bPb  (127,) Qb

Natomiast w miejsce licia # nalezy wpisac:

(125;) —aPa (125,) Qa

/\ /\

(1261) ~aPb (26,) Qb (1261) —aPb (126,) Qb

(127) =bPb  (127,) Qb (127)) —bPb  (127p) Qb (127:) —bPb  (27p) @b (127) —~bPb  (127,) Qb

Bystre Czytelniczki zauwaza natychmiast, ze w miejsce liscia & wpisujemy doktadnie to samo, co w
miejsce liscia #. I te Czytelniczki maja absolutng racje! Tak wlasnie ma by¢ — wymagaja tego reguly
budowania drzew semantycznych.

Teraz to juz naprawde nie mozna dalej kultywowaé tego CHWASTA. Do zadnej z formul, w zadnej gatezi
nie mozna juz zastosowaé zadnych regut. Budowa drzewa zostala definitywnie zakoriczona. Aby ujrzeé je
w calosci, wystarczy wklei¢ kopie powyzszego drzewa w miejsce liSci & oraz # w poprzednio budowanym
drzewie. Zachecamy do precyzyjnego wykonania tych czynnosci osoby odsiadujace zastuzone wyroki.

Pozostaje jeszcze do wyjasnienia uzycie znaku krzyza  w numeracji formul i komentarzy w rozwazanym
drzewie. Jak wspomnieliémy, ma on sygnalizowaé, ze odnos$ne kroki byty zbedne dla uzyskania stosownych
efektow semantycznych. Najpierw jednak definicje.

Bardzo wazne pojecia zwiazane z rozwazana metoda to pojecia galtezi zamknietej oraz otwarte;.

Galaz drzewa nazywamy zamknzieta, jesli wystepuje na niej para formut postaci
A, =A. W przeciwnym przypadku galtaz nazywamy otwartg.

Umowa notacyjnae. Galaz zamknieta drzewa koniczyé bedziemy lisciem z symbolem x opatrzonym indek-
sami wskazujacymi numery formutl z tej galezi, ktére pozwalaja ja zamknaé, tj. ktore sa wzajem sprzeczne.

W drzewie z przyktadu CHWAST, po formule o numerze (8) mozemy galaz z ta formuty zamknaé, dodajac
lis¢ postaci: xg, 8 (i tym samym zakonczy¢ budowanie tej galezi), jako iz formuta o numerze (6,) ma postac
bPa, natomiast formuta o numerze (8) jest postaci -bPa. Prawde moéwiac, wszystkie galezie tego drzewa
semantycznego mozna zamknaé: po formule o numerze (7,) dodajemy lis¢ x¢, 7, (Wyrzucajac wszystkie
formuty z obu galezi pod formuta o numerze (7,)), po formule o numerze (24;) dodajemy lis¢ X 19 24, (zamiast
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poddrzewa, ktore wklejaliSmy w miejsce zaznaczone przez &), a po formule o numerze (24,) dodajemy lis¢
X18,,24, (zamiast poddrzewa, ktore wklejaliSmy w miejsce zaznaczone przez #).

Galezie otwarte drzew zaznaczaé bedziemy, podobnie jak czyniliémy to w przypadku KRZ, lisciem z sym-
bolem o. W niektérych przypadkach uzywaé tez bedziemy symbolu o z indeksami, lub specjalnie dobranych
symboli (np. &, &, itp.) gdy bedzie to przydatne w odwolywaniu sie do takiej galezi w tekscie. Zauwazmy,
ze drzewa semantyczne z przykladow II1.1.1. oraz III.1.2. mialy wszystkie galezie otwarte (pierwsze z nich
— jedna, drugie — trzy).

To co najwazniejsze, jedli chodzi o metode drzew semantycznych da sie stresci¢ tak oto. Masz jakas
formute jezyka KRP. Budujesz jej drzewo semantyczne. Kazda z konstruowanych gatezi jest proba konstrukeji
interpretacji, w ktorej rozwazana formuta jest prawdziwa. Jesli galaz jest zamknieta (zawiera pare formut
wzajem sprzecznych), to galaz taka nie mozZe odpowiada¢ zadnej interpretacji, w ktorej badana formuta
jest prawdziwa. Zamykanie gatezi to zatem wykluczanie zachodzenia pewnych sytuacji. Natomiast istnienie
galezi otwartych w drzewie semantycznym danej formuty ukazuje, ze istniejg interpretacje, w ktérych formuta
ta jest prawdziwa.

WAZNA UWAGA NATURY PRAGMATYCZNEJ.

Caly czas wyrazamy sie nieprecyzyjnie, méwiac o zamykaniu gatezi drzew semantycznych. Tak naprawde,
to budujac drzewa semantyczne trzeba po prostu zastosowaé przewidziane reguly do odpowiednich wszyst-
kich formut. Dopiero wtedy, gdy do zadnej formuly, na zadnej gatezi dotgd otrzymanego drzewa nie mozna
juz stosowaé zadnych regul, budowa drzewa jest zakoniczona. Ten brak precyzji sprobujemy usprawiedliwi¢
nastepujacym (nieco demagogicznym) apelem do Humanistek (dla wzmocnienia mocy perswazyjnej, poda-
jemy go w dwdch wersjach):8

e BagdZ magdrzejsza od komputera!

e Nie badz gtupsza od komputera!

Jesli podczas tworzenia lancucha formul w konstruowanym drzewie semantycznym uzyskamy w tym
taricuchu pare formul wzajem sprzecznych, to dalsza praca z tym taricuchem jest niepotrzebna: mozemy
ja zakoriczy¢, doklejajac do takiego tancucha lisé z informacja o uzyskaniu sprzecznosci i otrzymujac w ten
sposob galaz zamknieta drzewa, traktowana jako twor kompletny. Pamietasz: SPRZECZNOSC TO SMIERC
LOGICZNA. Nadto, z kultury masowej pamietasz: A KTO UMARL, TEN NIE ZYJE. Podstawowym celem
budowania drzew semantycznych jest uzyskiwanie taicuchéw zamknietych, tj. zbioréw formutl wéréd ktérych
jest para formul wzajem sprzecznych. Jesli jaki§ zbiér formut zawiera pare formul wzajem sprzecznych, to
kazdy jego nadzbior takze te pare zawiera. Mozna zakonczyé prace.

Mam nadzieje, ze ten (rowniez nieco nieprecyzyjny) komentarz troche utatwi zrozumienie, na czym w
istocie polega metoda drzew semantycznych.

Sens powyzszego apelu prosze odbieraé nastepujaco: nie wykonuj bezmys$lnie wszystkich regul, staraj sie
pamietaé, jakiemu celowi stuzy Twoja praca — masz mianowicie wykluczac zachodzenie pewnych sytuacji.

Koniec uwagi pragmatycznej.

Gdy wszystkie gatezie drzewa semantycznego formuly A sa zamkniete, to nie istnieje interpretacja, w
ktorej formuta ta jest spelniona. Gdy ktéras galaz drzewa semantycznego formuly A jest otwarta, to galaz
taka odpowiada interpretacji, w ktorej A jest spelmiona, tj. biorac pod uwage wszystkie formuly (atomowe)
wystepujace na tej galezi mozna podaé interpretacje, w ktorej wszystkie formuly tej gatezi (a wiec takze
formuta stanowiaca korzen drzewa) sa prawdziwe. W rozdziale IV pokazujemy, ze galezie otwarte drzew
semantycznych (budowanych w pewien specjalny, pedantyczny sposéb) tworza zbiory Hintikki, a wiec na
mocy lematu Hintikki majg modele.®

8Wersje te nie sa semantycznie réwnowazne. Problematyka dotyczaca poréwnywania mozliwosci intelektualnych czlowieka
z mozliwodciami programu komputerowego nalezy do waznych zagadnienr badanych w Artificial Intelligence. W tym miejscu
chodzi nam jedynie o to, ze Humanistka moze poczué¢ wyzszos¢ intelektualna wobec programu komputerowego w rozwiazywaniu
niektorych probleméw logicznych.

9W uzywanej w tych notatkach metodzie budowania drzew semantycznych galezie otwarte takich drzew daja sie rozszerzyé
do zbioréw Hintikki.
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Formuly, ktére sa tautologiami KRP maja skoniczone drzewa semantyczne.'® Jak stosowaé metode
drzew semantycznych w badaniu, czy dana formuta jezyka KRP jest tautologia KRP pokazujemy w pod-
rozdziale 111.2. (plik krp322.pdf). Nasze bystre Czytelniczki, lubujace sie nie tylko w czytaniu ze zrozumie-
niem, ale takze nekane bezustanna $wiadomoscia, ze stale warto czujnie zadawaé ($wiadczace o opuszczeniu
Beztroskiego Dziecinistwa) pytanie Po Co? domyélaja sie w tym miejscu, ze metoda sprawdzania przy po-
mocy drzew semantycznych, czy dana formuta jezyka KRP jest tautologia KRP, ma charakter apagogiczny
— wykluczenie mozliwosci, ze —A jest prawdziwa w jakiej$ interpretacji (a wiec zamkniecie wszystkich galezi
drzewa semantycznego formuly —A) pozwala stwierdzi¢, ze formuta A jest tautologig KRP.

Gdy formula A nie jest tautologia KRP, to drzewo semantyczne dla —A moze byé nieskoriczone.!!
W takim przypadku omawiana metoda uzupelniona moze byé pewnymi regulami heurystycznymi, ktére
skrétowo oméwimy w dalszym rozdziale, dotyczacym zastosowan rozwazanej metody.

Drzewa semantyczne budujemy takze dla skoniczonych zbioréw formul. Na przyklad pytanie, czy zbidr
formut {Ay, As,..., A, } jest semantycznie niesprzeczny (spehialny) sprowadza sie do rozstrzygniecia,
czy istnieje co najmniej jedna interpretacja, w ktorej wszystkie te formuly sa jednoczesnie prawdziwe; gdy tak
jest, to zbiér 6w jest semantycznie niesprzeczny, a gdy nie istnieje interpretacja, w ktorej {A1, Aa, ..., Ap}
sg wszystkie prawdziwe, to zbior ten jest semantycznie sprzeczny. Gdy wiec rozpoczniemy budowe drzewa
semantycznego od pnia zlozonego z formult A;, Ao, ..., A, i wszystkie jego galezie beda zamkniete, to wyk-
luczona zostanie mozliwo$¢, aby formuly te byly prawdziwe w jakiejs wspoélnej interpretacji, a to oznacza, iz
{A1, Ay, ..., A, } jest semantycznie sprzeczny. Gdy natomiast drzewo, w ktorego pniu znajduja sie formuty
Ay, As, ..., A, ma co najmniej jedng galaz otwarta, to zbior {Aq, Aa, ..., A, } jest semantycznie niesprzeczny
— interpretacje, w ktorej wszystkie formuly A;, As, ..., A, sa jednoczesnie prawdziwe odtworzyé mozna z
informacji zawartych na tejze wlasnie otwartej galezi. Wiecej na ten temat — w podrozdziale 111.3. (plik
krp333.pdf).

W przypadku badania metoda drzew semantycznych, czy ze zbioru formul {41, As,..., A,} wynika
logicznie formuta B budujemy drzewo, w ktérego pniu umieszczamy wszystkie formuly A, Ao, ..., A, oraz
formute —B. Jesli wszystkie gatezie tego drzewa sa zamkniete, to B wynika logicznie z { Ay, Aa, ..., Ay}, jako
iz wykluczone zostaje istnienie interpretacji, w ktorej prawdziwe bylyby wszystkie formuty A;, As,..., A,
oraz formula —B, czyli interpretacji, w ktorej prawdziwe bylyby wszystkie formuly Ai, As,..., A, oraz
fatszywa bylaby formuta B. Gdy za$ drzewo takie ma co najmniej jedna galaZz otwarta, to dostarcza ona
przyktadu interpretacji, w ktorej wszystkie formuly Aq, Ao, ..., A, sa prawdziwe, a formuta B jest falszywa
(bo =B wtedy prawdziwa) — a to oznacza, ze B nie wynika logicznie z {A1, As, ..., A, }. Wiecej na ten
temat — w podrozdziale I11.4. (plik krp344.pdf).

W przyktadzie CHWAST wszystkie galezie byly zamkniete (niektore zamykaly sie jeszcze przed wyko-
naniem wszystkich mozliwych operacji). Tak wiec, zanegowana réwnowaznosé z tego przykladu nie jest
prawdziwa w zadnej interpretacji. Stad, rownowaznos$é¢ wystepujaca w nawiasie jest prawdziwa we wszyst-
kich interpretacjach, a zatem jest tautologia KRP. W tym przykladzie wykonanie krokéw 1570 9.7 oray
117" hylo niepotrzebne, w tym sensie, ze formuly otrzymane w wyniku ich wykonania nie byly wykorzys-
tane do zamkniecia galezi. To samo dotyczy takze krokéw o numerach: 107 f11.7a #1270 $13.%a $14.7b 5,1
rowniez krokow: 12170 1227a 12370 1257 126,77 27.7

Znak krzyza 1 umieszczaliSmy zatem wszedzie tam, gdzie wykonywana praca (i w konsekwencji, jej
efekty) byla bezcelowa dla uzyskania zamierzonych efektéw semantycznych. Uprzejmie prosze zauwazy¢, ze
jesli jakag formuta miata numer oznaczony krzyzem 7, to takze wszystkie kroki wykonane na tej formule
oraz, oczywiscie, takze rezultaty wykonania takich krokéw, réwniez oznaczone byly krzyzem §. Mozna wiec
rzec, ze dziatanie niepotrzebne (bezsensowne) jest dziedziczne: jesli poczniesz co$ niepotrzebnie (bez sensu),
to cokolwiek zrobi wynikle stad potomstwo tez bedzie niepotrzebne (bez sensu).

W pozostatych przykladach omawianych w tych notatkach nie bedziemy juz uzywaé znaku krzyza f.
Bedziemy natomiast dodawa¢ stosowne komentarze wszedzie tam, gdzie ktoéres z wykonywanych krokéw
beda zbedne dla zamykania gatezi drzew semantycznych.

Prosze na koniec zwréci¢ uwage, ze o krokach zbednych méwilismy tylko w przypadku konstruowania
galezi zamknietych. Jak rzecz sie ma z krokami zbednymi w przypadku galezi otwartych (i co miatoby
oznaczad, ze jakas formula jest zbedna w galezi otwartej) zobaczymy w niektérych dalszych przyktadach.

10Ty stwierdzenie wymaga oczywiscie uzasadnienia — zob. rozdziat IV.
HTakze to stwierdzenie jest uzasadniane w rozdziale IV.
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Usilnie zachecamy Czytelniczki do wykonania nietrudnego é¢wiczenia: narysowania tego fragmentu drzewa
z przykladu CHWAST, w ktérym nie wystepuja zadne zbedne kroki konstrukcyjne (zbedne w tym sensie, iz
moga zosta¢ opuszczone, a w skonstruowanym drzewie wszystkie gatezie beda zamkniete). Otrzymane drzewo
powinno mieé cztery galtezie, wszystkie zamkniete.

Na koniec tego podrozdzialu podamy jeszcze dwa przyklady, w ktorych wystapia drzewa nieskoriczone.
Przykeap II1.1.4.: NIE JEST DOBRZE
Niewinnie wygladajaca formuta jezyka KRP
dx Px AVy3z yQz

ma nieskoniczone drzewo semantyczne:

dx Pz AVy3z yQz 1.7
\
(1,) 3o Pz 2Ve

o
(1g) Vy3z yQz 3.%a 5.*b 7.*c

Powinno by¢ widoczne, ze budowy tego drzewa semantycznego zakonczy¢ nie mozna. Tak, jak kaza
reguly, wprowadziliSmy stala indywiduows opuszczajac kwantyfikator egzystencjalny w formule o numerze
(14). Rozwiniecie formuly generalnej (14) ze wzgledu na te stala dalo w wyniku zdanie egzystencjalne.
Wprowadziliémy nowa stata, rozwinelismy wzgledem niej formule generalng (14), znéw otrzymali§my formute
egzystencjalna, itd.

Jesli Czytelniczki pragng blizszego oswojenia sie z ewentualnymi interpretacjami tej formuty, to proponu-
jemy czytaé Px np. jako x jest bezrobotna, zas xQy jako x jest zapozyczona w y. Czy zdanie: Nie dosé, zZe
mamy bezrobocie, to w dodatku wszyscy majg diugi brzmi swojsko?

PrzyKraD III.1.5.: SADOMASOCHISTA

Zdanie:
Jest ktos, kto jest szczesliwy tylko wtedy, gdy wszyscy sg nieszczesliwi.

ma do$¢ ponury wydzwiek spoleczny. Pokazemy, ze cho¢ istnienie takiego osobnika nie jest (niestety) logicznie
wykluczone, to nie jest tez ono (na szczescie) logicznie konieczne.

Uznajmy (zgrozal!), ze byé szczeSliwym to predykat jednoargumentowy. Czytajmy Sz jako: z jest
szeze$liwy. Zbudujmy drzewo dla formuty jezyka KRP, ktéra odpowiada strukturze sktadniowej rozwazanego
zdania:
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JzVy (Sx — —Sy) 1Va
| .
(1) Yy (Sa— —8y) >

\
(2) Sa — —Sa 3

T

(3l) —u‘ga (3p) —‘\Sa

[e] @]

—

Na tym budowe drzewa musimy zakoniczyé — na zadnej jego gatezi nie ma zadnych formutl, do ktérych
mozna bytoby stosowaé jakiekolwiek reguly opuszczania statych logicznych.

Poniewaz drzewo to ma gatezie otwarte, wiec rozwazana formuta jest prawdziwa w jakichs interpretacjach.
Na przyktad, jest prawdziwa w uniwersum jednoelementowym, w ktérym dopelnienie denotacji predykatu S
zawiera cale to uniwersum. Wracajac do interpretacji wyjsciowej, rozpatrywane zdanie jest prawdziwe np.
w $wiecie ztozonym z jednego nieszczesliwego osobnika. Jako éwiczenie polecamy namyst nad tym, w jakich
innych jeszcze $wiatach zdanie to jest prawdziwe (czy moga w nich istnie¢ ludzie szczesliwi?).

Zbudujmy teraz drzewo semantyczne dla negacji rozwazanej formuty:

—(3azVy(Sxz — —Sy)) Ladb T e
|
(1) —Vy (Sa — —Sy) 20

(2) —(Sa ‘—> ~Sb) 47
\
(3) _‘\V/y (Sb—> —|Sy) 6.Ve

(49) Sa

S
(4d) —-=Sb 5

Na poczatku, nie mamy tu do dyspozycji formutly egzystencjalnie skwantyfikowanej, do ktérej mogliby$my
bezposrednio zastosowaé regute R(3) ani negacji formuly generalnie skwantyfikowanej, do ktorej moglibysmy
zastosowaé regute R(—V). W takich przypadkach wprowadzamy nowa stala indywiduowa korzystajac z
dowolnego zdania generalnie skwantyfikowanego lub negacji zdania egzystencjalnie skwantyfikowanego, tzn.
rozwijamy takie zdanie ze wzgledu na dowolng stala indywiduows z jezyka KRP.'? Tu mamy do czynienia z

121,0gicy uprawiaja semantyke z zabezpieczeniem, mowiac po aptekarsku. Zaklada sie, ze w jezyku mamy do dyspozycji
stale indywiduowe, a wiec zawsze mozna ich uzy¢, gdy jest taka potrzeba. Tu mamy do czynienia z taka wtagnie sytuacja.
Dodajmy jeszcze, ze mozliwosé konstruowania odniesienia przedmiotowego (interpretacji) jezyka KRP z wyrazen tego jezyka
jest jedna z podstawowych technik pokazywania petnoéci KRP, a takze petnoseci metody drzew semantycznych. Wykorzysty-
wane sa przy tym uniwersa Herbranda, o ktérych wspominaliSmy w czeéci wstepnej niniejszych notatek, i ktére umozliwiaja
zbudowanie interpretacji jezyka KRP z wyrazen tego jezyka, bez odwolywania sie do jakiejkolwiek innej, zgrzebnej, siermieznej,
itp. rzeczywistodci. Doktadniej o tych zagadnieniach piszemy w rozdziale IV.
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drugim z takich przypadkéw. Wprowadzenie nowej statej daje w wyniku negacje zdania generalnie skwanty-
fikowanego, to pozwala wprowadzié¢ kolejna nowg stala; zastosowanie wobec tej drugiej stalej reguty R(—3)
generuje nastepne zdanie egzystencjalne, itd.

W rezultacie otrzymujemy galaz nieskoniczona, a to oznacza, ze formula JaVy(Sz — —Sy) nie jest
tautologia KRP. A wiec — w szczegdlnodci — istnienie kogo$, kto zywiltby sie wylacznie Schadenfreude
nie jest logicznie konieczne. Jako ¢wiczenie proponujemy Czytelniczkom znalezienie kilku innych jeszcze, w
miare moznosci wesotych, acz przyzwoitych (lub choéby mieszczacych sie w granicach prawa) interpretacji
dla predykatu S i odczytanie co ,méwi” o tych interpretacjach badana formuta.

* ok *
Zachecamy do lektury dalszych podrozdziatow. Moze zakoricza, sie weselej?
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