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Na poczatek dobrego dnia

Zanim dotrzemy na
szczyty refleksji
metateoretycznej
popatrzmy na szczyt
Koscielca (7.11.2006):
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Procedury poznawcze IV: refleksja metateoretyczna

Plan:

Po co rozwazania metateoretyczne?
Teorie naukowe — definicje

Teorie — wtasnosci metalogiczne
Arytmetyzacja sktadni

Systemy przekonan

e 6 6 6 o o

Twierdzenia metalogiczne

To oczywiscie nie jest plan na caty reszte dzisiejszego dnia — jestem
pewien, ze po opuszczeniu naszego North Campus dacie sobie rade
samodzielnie (zorganizowa¢ wieczor, itd.).
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Refleksja metateoretyczna

Co poczaé ze zgromadzona juz wiedza?

Pomijamy odpowiedz banalna: Sprzedawac.

Uwaga na marginesie: jest rzecza frapujaca, jaka czes¢ uzyskanej obecnie
wiedzy jest wiedzg powszechnie dostepna.

Interesuje nas refleksja teoretyczna nad systemami wiedzy (systemami
przekonan).

Refleksja taka ma m.in. odpowiada¢ na pytania o jako$¢ zgromadzonej
wiedzy (jej niesprzecznos¢, trafnos¢, kompletnos¢, itd.), dynamike jej
zmian, uwarunkowania w jej tworzeniu, itd.
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Refleksja metateoretyczna: pojecie teori

Tak wiec, zmuszeni jesteSmy (chce, wiec musze) do opracowania systemu
wiedzy o wiedzy, tj. do budowania metateorii.

Systematyczne naukoznawstwo jest wtasnie (w zamierzeniu) tworzeniem
takiej (takich) metateorii.

Dociekliwi moga zapytaé¢: a jaka mamy gwarancje, iz nasza wiedza o
wiedzy jest trafna? Czy wiedza na poziomie metateoretycznym moze by¢
co najmniej tak samo pewna jak wiedza na poziomie przedmiotowym? Czy
nie grozi nam nieskonczony regres: dla objasnienia wiedzy o wiedzy
budujemy wiedze o wiedzy o wiedzy, itd.? Odpowiedzi na niektére tego
typu pytania udziela wtasnie metateoria.
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Teorie naukowe

Refleksja metateoretyczna: pojecie teori

Z wyktadu logiki pamietacie, ze teorig (w sensie dedukcyjnym) nazywamy
punkty state operatora konsekwencji. Elementy teorii nazywamy jej
twierdzeniami.

Inaczej méwiac, jesli Cn jest operacja konsekwencji w jezyku L, to teorig
nazywamy kazdy zbiér formut X tego jezyka, dla ktérego Cn(X) = X.

Méwigc jeszcze bardziej ,po ludzku”, teoria to zbiér formut domkniety na
konsekwencje — X jest teoria, gdy w X s3 juz wszelkie wnioski, ktére
mozna z X wyprowadzi¢ (przy uzyciu rozwazanej operacji konsekwencji).

Parafrazujac to jeszcze inaczej, zbiér formut X jest teoria, gdy nie mozna z
formut tego zbioru, traktowanych jako przestanki, wyprowadzi¢ wnioskéw,
ktére nie nalezatyby do X.
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Teorie naukowe

Refleksja metateoretyczna: pojecie teori

Takie rozumienie pojecia ,teoria” jest — z punktu widzenia nauk
empirycznych — pewng idealizacja. Jest ona konieczna, gdy chcemy
poprawnie méwi¢ o wiasnosciach catych teorii.

W naukach empirycznych termin teoria ma nieco inne znaczenie niz w
logice: za teorie uwaza sie tu pewien zesp6t przekonan odnoszacych sie do
ustalonej dziedziny przedmiotowej i w miare spéjny (pojeciowo,
dedukeyjnie, definicyjnie, itp.).

Bedziemy uzywac¢ terminu teoria w obu znaczeniach.
Wyliczymy nizej niektére whasnosci teorii naukowych, interesujace z
metodologicznego punktu widzenia.
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Teorie naukowe

Logiczna rekonstrukcja koncepcji empirycznych

Teoretyczne koncepcje empiryczne moga zosta¢ poddane procedurze
logicznej rekonstrukcji. Polega ona na wprowadzeniu tadu dedukcyjnego:

wyszczegdlnieniu wszystkich poje¢ pierwotnych;
wyraznym sformufowaniu wszystkich przyjmowanych aksjomatéw;
podaniu poprawnych definicji pozostatych (poza pierwotnymi) poje¢;

ustaleniu, ktére ze stwierdzen s3 twierdzeniami (posiadaja dowéd z
aksjomatéw), a ktére hipotezami.

Po dokonaniu logicznej rekonstrukcji rozwazana koncepcja teoretyczna ma

juz cechy teorii sformalizowanej, do ktérej mozna stosowaé procedury
logiczne.
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Teorie naukowe

Logiczna rekonstrukcja koncepcji empirycznych

O logicznych rekonstrukcjach wybranych koncepcji lingwistycznych
poczytaé mozesz np. w:

Jerzy Pogonowski .
i 2 Jerzy Pogonowski

Hierarchiczne
analizy
jezyka

Hiponimia
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Whtasnosci teorii

WHtasnosci teorii

Powiemy, ze teoria T jest NIESPRZECZNA, gdy nie zawiera ona
jednoczesnie: jakiego$ zdania oraz jego zaprzeczenia.
W przeciwnym przypadku powiemy, ze T jest SPRZECZNA.

Niesprzecznos¢ jest podstawowym wymogiem metodologicznym.

Jesli jakas teoria T nie jest niesprzeczna, tj. zawiera pare zdan postaci A
oraz —A, to wyprowadzi¢ w niej mozna dowolne zdanie B, na mocy Prawa
Dunsa Scotusa: A — (A — B). Inaczej méwiac, teoria sprzeczna zawiera
wszystkie zdania (rozwazanego jezyka), a wiec jest bezuzyteczna — nie
niesie zadnej informacji.
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Whtasnosci teorii

WHtasnosci teorii

Powiemy, ze teoria T jest w-NIESPRZECZNA, gdy, jesli (dla dowolne;
formuty A o jednej zmiennej wolnej) jej twierdzeniami sa: A(0), A(1),
A(2), ..., to jej twierdzeniem nie jest Ix —A(x).

Jesli teoria nie jest w-niesprzeczna, to méwimy, ze jest w-SPRZECZNA.

Wiasno$é w-niesprzecznosci jest mocniejsza niz wtasnos¢ niesprzecznosci:
jesli teoria jest w-niesprzeczna, to jest tez niesprzeczna, ale niekoniecznie
na odwrét.

Méwienie o whasnosci w-niesprzecznosci ma sens w przypadku teorii, w
ktérych mozna uzywaé¢ (nazw dla) liczb naturalnych.

Whasno$¢ w-niesprzecznosci zwigzana jest z w-reguta. W jednym z
oméwionych dalej metatwierdzen zobaczymy, jaka role petni wtasnos¢
w-niesprzecznosci.
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Whtasnosci teorii

WHtasnosci teorii

Teoria T jest ZUPELNA, gdy z kazdej pary wzajem sprzecznych zdan
jedno jest twierdzeniem tej teorii.

Ta wiasnos¢ wydaje sie by¢ ideatem metodologicznym. Gdy teoria jest
zupetna (i niesprzeczna), to kazdy z probleméw sformutowanych w jej
jezyku (czyli kazde pytanie rozstrzygniecia) znajduje w niej odpowiedz
(cho¢ moze nie by¢ mozliwe jej efektywne (rekurencyjne) uzyskanie).

Zupetne s3 np.: elementarna teoria nieréwnosci, elementarna arytmetyka
liczb naturalnych (bez mnozenia), elementarna dwuwymiarowa geometria
Euklidesa.

Jednak tylko niewiele bogatych, interesujacych teorii jest zupetnych, (jak
dowiemy sie pod koniec tego wyktadu).
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WHtasnosci teorii

Teoria T jest AKSJOMATYZOWALNA, gdy daje sie przedstawi¢ w postaci
zbioru wnioskéw otrzymanych za pomoca obliczalnych regut wnioskowania
z obliczalnego zbioru aksjomatéw.

Zamiast (intuicyjnego!) pojecia obliczalnosci w precyzyjnej definicji teorii
aksjomatyzowalnych uzy¢ nalezy ktérego$ z matematycznych
odpowiednikéw tego pojecia (a wiec np. pojecia zbioru rekurencyjnego).

»Ludzka mowa", aksjomatyzowalno$¢ danej teorii oznacza, ze mozna w
sposob efektywny wyliczy¢ wszystkie jej zatozenia czynione dogmatycznie
(bez dowodu) oraz iz uzywane w niej reguty wnioskowania réwniez maja
charakter efektywny.
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WHtasnosci teorii

Teoria T jest ROZSTRZYGALNA, gdy zbiér jej twierdzen jest obliczalny
(precyzyjnie méwiac: rekurencyjny). W przeciwnym przypadku T
nazywamy NIEROZSTRZYGALNA,.

Jesli T jest rozstrzygalna, to istnieje efektywna metoda pozwalajaca, dla
kazdego problemu (pytania rozstrzygniecia) sformutowanego w jej jezyku,
rozstrzygna¢, czy problem ten ma w T odpowiedz.

Uwaga: Rozstrzygalnos¢ i zupetnos¢ to dwie rézne wtasnosci. Pewien
zwigzek miedzy nimi ustala nastepujace twierdzenie:

Jesli teoria T jest niesprzeczna, zupetna i aksjomatyzowalna, to jest
rozstrzygalna.
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Whtasnosci teorii

WHtasnosci teorii

Teoria T jest KATEGORYCZNA, gdy wszystkie jej interpretacje (modele)
s izomorficzne.

To bardzo mocna wtasnos¢; niewiele teorii ja posiada. Kategorycznosé to
mozliwos¢ jednoznacznego wyznaczenia modelu zamierzonego teorii.

Teoria T jest KATEGORYCZNA W MOCY & (gdzie x jest nieskoniczona
liczba kardynalna), gdy wszystkie jej interpretacje (modele) mocy « sa
izomorficzne.

Dla przyktadu: teoria gestego liniowego porzadku bez elementu
najmniejszego oraz najwiekszego jest kategoryczna w mocy Ng. Inaczej
méwigc: istnieje jeden (z doktadnoscia do izomorfizmu) taki porzadek.
Pomysl o liczbach wymiernych i relacji <.
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Whtasnosci teorii

WHtasnosci teorii

Whasnosci teorii zaleza od jezyka, w ktérym jest formutowana oraz od
wtasnosci rozwazanej operacji konsekwencji (a wiec od branego pod uwage
systemu logiki). Standardem logicznym, takze w zastosowaniach jest
(Klasyczna) Logika Pierwszego Rzedu, w skrécie FOL (od First Order
Logic; ewentualny skrét polski zle mi si¢ kojarzy).

Z wykfadu logiki pamietacie, ze FOL ma dwie wazne wtasnosci
metalogiczne:
@ FOL jest TRAFNA (sound), tj. wszystkie tezy FOL s3 jej tautologiami;

@ FOL jest PELNA (complete), tj. wszystkie tautologie FOL s3 jej
tezami.

Jerzy Pogonowski (MEG) Naukoznawstwo (Etnolingwistyka V) 17 XI 2007 16 / 55



Whtasnosci teorii

WHtasnosci teorii

Jesli w rozwazanej teorii empirycznej wymagane jest stosowanie innego niz
FOL systemu logiki (np.: logiki epistemicznej, modalnej, deontycznej,
wielowartosciowej, itd.), to zwykle zada sie, aby rozwazana logika owe dwa
powyzsze warunki spetniata.

Pewien kfopot jest ze stosowaniem logiki drugiego rzedu — jak wiadomo,
ten system logiczny nie jest petny.

Pod koniec tego wyktadu rozwazymy problem trapigcy niektérych filozoféw:
Ktéra logika jest przydatna jako logika nauki?
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Whtasnosci teorii

WHtasnosci teorii

W ostatniej czesci wyktadu podamy pewne ustalenia dotyczace wtasnosci
teorii, o fundamentalnym znaczeniu dla epistemologii. Beda one
sformutowane bez pedanterii formalnej, w znacznym uproszczeniu.
Wykorzystamy dwie drogi przedstawienia tych ustalen:

@ metode arytmetyzacji sktadni;

@ interpretacje modalna (pojecia dowodliwosci).

Obie metody zostana tu podane w wersji popularne;. |
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Whtasnosci teorii

Wtasnosci teorii

Precyzyjne przedstawienie tej problematyki wykracza poza mozliwosci
(czasowe) tego wyktadu. Zainteresowanym polecam np. lekture bardziej
zaawansowanych pozycji:

o Hofstaedter, D.: Gédel, Escher, Bach: An Eternal Golden Braid.
o Hunter, G.: Metalogika.
o Krajewski, S.: Twierdzenie Gédla i jego interpretacje filozoficzne.

@ Murawski, R. Funkcje rekurencyjne i elementy metamatematyki.
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Whtasnosci teorii

WHtasnosci teorii

Polecam takze znakomite ksigzki z zagadkami logicznymi, w ktérych
popularyzuje sie wiedze na temat metalogiki i jej zastosowan:

e Smullyan, R.: Jaki jest tytut tej ksigzki?

e Smullyan, R.: Dama czy tygrys?

@ Smullyan, R.: Szatan, Cantor i nieskoriczonosc.
o Smullyan, R.: Przedrzeznia¢ przedrzezniacza.
e Smullyan, R.: Na zawsze nierozstrzygniete.
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Arytmetyzacja sktadni

Zaktadam, ze pamietacie (z kursu logiki) co to jest jezyk | rzedu. W
szczeg6lnosci, korzysta¢ bedziemy z nastepujacych pojeé¢ logicznych:
@ aksjomat, reguta wnioskowania, dowdd, twierdzenie, teoria;

@ interpretacja, spetnianie (formuty w interpretacji przez
wartosciowanie);

@ podstawienie termu za zmienna w formule;

@ metajezyk.

Na wyktadzie 25 listopada 2006 roku podano aksjomatyke Peany dla
arytmetyki. Dzi$ wykorzystywa¢ bedziemy (implicite) inna aksjomatyke dla
PA, w ktérej symbolami pierwotnymi s3, oprécz zera oraz nastepnika, takze
symbole funkcyjne: dodawania i mnozenia.
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Arytmetyzacja sktadni

Arytmetyzacja sktadni

W jezyku arytmetyki PA mozemy ,méwi¢” nie tylko o liczbach naturalnych
(interpretacja zamierzona), lecz takze o samej arytmetyce PA.

Mozliwos¢ te uzyskujemy poprzez kodowanie symboli, wyrazen oraz ciaggéw
wyrazen jezyka PA liczbami naturalnymi.

Kodowaé mozna na wiele sposobdw. Dla przyktadu: niech zmienna

indywiduowa x; ma numer 2 -/, a pozostate symbole jakies numery
nieparzyste:

e - — 3, e 0 — 11,
oV —5, o (— 13,
e +—17, e ) — 15,
e S—09, e = — 17, itp.
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Arytmetyzacja sktadni

Arytmetyzacja sktadni

Whtedy ciagi symboli jezyka PA mozna (jednoznacznie!) kodowa¢ przez

iloczyny kolejnych liczb pierwszych podniesionych do stosownych poteg.
Np. kodem wyrazenia:

Vxo —(x2 = 5(0))
bedzie:

25.3%.53. 713114 . 1317 . 179 . 1913 . 2111 . 2315 . o915

Céz, nie jest to mata liczba. .. Istotna jest jednak jedynie mozliwosé
jednoznacznego oraz obliczalnego kodowania ciggéw symboli.
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Arytmetyzacja sktadni

Liczbe, ktéra koduje wyrazenie jezyka PA (term, formute) nazywamy
numerem Godlowskim tego wyrazenia (w skrécie: numerem).
Liczebniki to numery terméw postaci: 0, S(0), $(5(0)), S(S(5(0))).. ..
(a wiec numery nazw kolejnych liczb naturalnych).
Umowa notacyjna. W dalszym ciagu, niech:

@ X, y, z oznaczajg zmienne indywidualne;

@ m, n, r oznaczaja liczby naturalne;

@ m, N, T oznaczaja liczebniki.

Kodowanie ciggéw wyrazen (np.: dowodéw) odbywa sie tak samo, jak
kodowanie wyrazen (iloczyny kolejnych liczb pierwszych podniesionych do
poteg bedacym numerami elementéw ciggu). Takze to kodowanie jest
jednoznaczne i obliczalne.

v
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Arytmetyzacja sktadni

Mozna pokazaé, ze formuty dow(x, y) oraz podst(x,y) = z daja sie
precyzyjnie okresli¢ w PA tak, aby:
e dow(m, n) wyrazata fakt, ze ciag formut o numerze m jest dowodem
formuty o numerze n;
e w konsekwencji, 3x dow(x, ) stwierdzata, ze formuta o numerze n
jest twierdzeniem PA;
@ podst(m,n) = T stwierdzata, ze r jest numerem formuty otrzymanej z

formuty (o jednej zmiennej wolnej) o numerze n przez podstawienie w
miejsce tej zmiennej liczebnika m.

Niewazne, jak skomplikowane s3 formuty dow(x, y) oraz podst(x,y) = z;
wazne, ze wyrazane przez nie pojecia s3 obliczalne.

Jerzy Pogonowski (MEG) Naukoznawstwo (Etnolingwistyka V) 17 XI 2007 25 / 55



Arytmetyzacja sktadni

Niech T bedzie dowolna niesprzeczna teoria zawierajaca arytmetyke PA (a
wiec umozliwiajaca wyrazenie formut dow(x, y) oraz podst(x,y) = z).
Korzystajac z wyzej (skrétowo!) oméwionego kodowania mozna pokazaé:

e Twierdzenie Godla-Rossera. T nie jest zupetna (istnieje zdanie jej
jezyka takie, ze ani ono, ani jego negacja nie jest twierdzeniem T);

o Twierdzenia Tarskiego. Prawdziwos¢ formut teorii T nie jest
definiowalna w T.

Uwaga: definicja prawdy (autorstwa Alfreda Tarskiego), ktéra poznaliscie
na kursie logiki, byta sformutowana w metajezyku — jezyku istotnie
silniejszym od jezyka przedmiotowego.
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Arytmetyzacja sktadni

Dowéd Twierdzenia Godla-Rossera. )

niech n bedzie numerem formuty god(y).

Whtedy: formuta god(7) stwierdza, ze formuta o numerze, ktéry jest

Niech god(y) bedzie skrétem dla formuty —3x dow(x, podst(y, y)) oraz J
denotacja termu podst(n, 1) nie ma dowodu. J

Ale term podst(n, n) oznacza wtasnie numer formuty god(n). ]
Wida¢ wiec, ze formuta god(n) stwierdza o sobie samej, ze nie jest
twierdzeniem.
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Arytmetyzacja sktadni

Zatem: formuta god(n) jest prawdziwa wtedy i tylko wtedy, gdy term
podst(n, n) oznacza numer formuty nie majacej dowodu, tzn. wtedy i tylko
wtedy, gdy god(7) nie ma dowodu.

Gdyby wiec god(n) miata dowdd, to bytaby nieprawdziwa, a wiec w teorii
T datoby sie udowodni¢ formute nieprawdziwg, co jest sprzeczne z
zatozeniem, ze T jest niesprzeczna.

Stad: formuta god(n) jest prawdziwa, lecz nie posiada dowodu. J
Z prawdziwosci god(n) wynika, z ~god(n) jest fatszywa. J
Stad i z niesprzecznosci T otrzymujemy, ze réwniez —god(n) nie ma
dowodu.
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Arytmetyzacja sktadni

Dowdd Twierdzenia Tarskiego. |

Przypusémy, ze jezyk teorii T zawiera formute pr(x) wyrazajaca wtasnosé
prawdziwosci formut tej teorii, tj. taka, ze:

pr(m) jest prawdziwa wtedy i tylko wtedy, gdy m jest numerem formuty
prawdziwej jezyka teorii T.

Pokazemy, ze przypuszczenie to prowadzi do sprzecznosci, a wiec musi by¢
odrzucone (w konsekwencji, dostajemy teze Twierdzenia Tarskiego).

Niech alf(x) bedzie formuta: —pr(podst(x, x)) oraz niech r bedzie
numerem formuty alf(x).
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Arytmetyzacja sktadni

Wtedy term podst(7,7) oznacza numer formuty alf (7).
Ale formuta alf(F) jest tozsama z formuta —pr(podst(7,T)).

Formuta alf (7) stwierdza, ze formuta o numerze oznaczanym przez term
podst(7,7) jest fatszywa.
Zatem alf (7) stwierdza o sobie samej, ze jest fatszywa.

Zatem formuta alf (7) jest prawdziwa wtedy i tylko wtedy, gdy formuta o
numerze oznaczanym przez term podst(7, ) jest nieprawdziwa.

Ale liczba oznaczana przez term podst(7, ) jest wtasnie numerem formuty
alf (7).

Stad: alf(F) prawdziwa wtedy i tylko wtedy, gdy alf (7) fatszywa.
SPRZECZNOSC.
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Arytmetyzacja sktadni

Uwagi.

@ Twierdzenie udowodnione w 1930 roku przez Gddla zaktadato
w-niesprzecznos¢ teorii T. Zatozenie to ostabit (do niesprzecznosci T)
Rosser.

@ Oba powyzsze dowody wykorzystywaty rozumowanie przekatniowe.

@ Mozliwe jest uprawianie metalogiki (metamatematyki) bez
arytmetyzacji skfadni. Pokazat to niedawno Pan Profesor Andrzej
Grzegorczyk, rozwijajac oryginalne pomysty Alfreda Tarskiego dot.
teorii konkatenacji.

o Ciekawostka prowincjonalna: Uniwersytet Poznanski nie byt
zainteresowany zatrudnieniem Alfreda Tarskiego, jednego z
najwiekszych logikéw wszystkich czaséw.
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Systemy przekonan

Systemy przekonan

WIEDZA jest systemem przekonan. Systemy takie opisuje sie¢ m.in. przy
uzyciu poje¢ logiki epistemiczne;.
Operatory epistemiczne to np.:

e B — zdanie Bp czytamy: (rozwazany podmiot) wierzy, ze p;

e K — zdanie Kp czytamy (rozwazany podmiot) wie, ze p.

(gdzie p jest dowolnym zdaniem jezyka logiki epistemicznej). Zwykle
zaktada sig, ze Kp = (p A Bp).

Systemy epistemiczne s3 interesujace same przez sie — w opisie systemdw
przekonan, w szczegdlnosci: racjonalnych swiadomych przekonan.
Wspominamy tu o nich, poniewaz maja one takze interesujaca i wazna
interpretacje metalogiczna:

Bp mozna interpretowac jako zdanie p jest dowodliwe w arytmetyce PA.
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Systemy przekonan

Systemy przekonan

Wiesz juz, ze wiedza to system uzasadnionych, prawdziwych przekonan.
Nadto wiesz, ze poniewaz zyjesz na wolnej planecie, to mozesz mie¢
przekonania, jakie sobie wybierzesz: nie ma zakazu, aby$ wierzyta w co
tylko zechcesz. Jako ze juz niedtugo bedziesz magistrem, a wiec bedziesz
naleze¢ do Elity Intelektualnej Rzeczpospolitej Polskiej, Unii Europejskiej i
nie wiadomo, czego jeszcze, moze czas na zadanie sobie kilku pytan, np.:

@ Czy moje przekonania s3 trafne?

e Czy moje przekonania s3 niesprzeczne?

@ Czy moje przekonania s3 zupetne?

@ Co moge sadzi¢ o moich przekonaniach?

@ Co moge wiedzie¢ o moich przekonaniach?

@ Czy moje przekonania s3 racjonalne?

o Czy jestem w petni swiadoma swoich przekonan?
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Systemy przekonan

Systemy przekonan

Przypusémy, ze jeste$ racjonalna, samoswiadoma Istota. Jak to

przypuszczenie przetozyé na jezyk logiki epistemicznej? Oto propozycja.

Nazwiemy szczesciarzem epistemicznym kazda osobe S, ktérej system
przekonan spetnia warunki:
e (la) S wierzy we wszystkie tautologie klasycznego rachunku zdan;

@ (1b) system przekonan S jest domkniety na regute modus ponens:
jesli S wierzy w p oraz wierzy w p — ¢, to wierzy takze w g;

@ (2) dla dowolnych p oraz q, S wierzy w (Bp A B(p — q)) — Bg;
e (3) dla dowolnego p, jesli S wierzy w p, to wierzy w Bp;
°

(4) dla dowolnego p, S wierzy w Bp — BBp.

Uwaga: rozwazamy tylko osoby, ktére albo zawsze méwia prawde, albo
zawsze méwig fatsz.
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Systemy przekonan

Systemy przekonan

Kazda osobe, ktéra spetnia jedynie warunki (1a) i (1b) nazwiemy
prostaczkiem logicznym. Zatem, jesli S jest prostaczkiem logicznym, to
jego/jej system przekonan zawiera klasyczna logike zdaniows, ale S moze
by¢ tego nieswiadom(a).

Powiemy, ze osoba S jest:
@ normalna, gdy jesli wierzy w p, to wierzy tez w Bp;
@ regularna, gdy jesli wierzy w p — g, to wierzy tez w Bp — Bayq;

@ sprzeczna, gdy do jej systemu przekonanh nalezy jakas para zdan
wzajem sprzecznych, lub — co na jedno wychodzi — fafsz logiczny,

ktéry oznaczamy przez |.

Uwaga: moze bardziej wtasciwe bytoby méwienie o wtasnosciach systemow
przekonan, a nie osob.
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Systemy przekonan

Mozna udowodni¢, ze: (¥ ) dowolny szczesciarz epistemiczny S wie, ze jesli
uwierzy w jakie$ zdanie p oraz w jego negacje —p, to stanie sie sprzeczny.

O szczesciarzach epistemicznych mozna udowodni¢ wiele innych ciekawych
rzeczy. Nie wszystkie z nich beda nam dalej potrzebne. Dodajmy moze
jedynie, ze:
o kazdy szczesciarz epistemiczny jest normalny, a nawet wie, ze jest
normalny;
o kazdy szczesciarz epistemiczny jest regularny i o tym takze wie;
@ wreszcie, kazdy szczesciarz epistemiczny jest przekonany o tym, ze jest
szczeSciarzem epistemicznym; a zatem to jego przekonanie jest trafne
i, w konsekwencji, kazdy szczesciarz epistemiczny wie, ze jest
szczedciarzem epistemicznym.
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Systemy przekonan

Systemy przekonan

Za chwile dowiesz sie czego$ naprawde frapujacego o swoim systemie
przekonan. Udowodnimy mianowicie:

Twierdzenie 1.
Przypus¢my, ze normalny prostaczek logiczny S wierzy w zdanie postaci
p = - Bp. Wtedy:
o (a) Jesli S kiedykolwiek uwierzy w p, to stanie sie sprzeczny.
o (b) Jesli S jest szczeSciarzem epistemicznym, to wie, iz jesli
kiedykolwiek uwierzy w p, to stanie sie sprzeczny — tj. uwierzy w
Bp— B 1.

@ (c) Jesli S jest szczesciarzem epistemicznym i wierzy, ze nie moze byé¢
sprzeczny, to stanie sie sprzeczny.
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Systemy przekonan

Dowéd Twierdzenia 1. )
(a) Przypusémy, ze S wierzy w p. J
Bedac normalnym, uwierzy w Bp. J

Nadto, poniewaz wierzy w p oraz wierzy w p = —Bp,
wiec musi uwierzy¢ w —=Bp
(bo jest prostaczkiem logicznym).

A wiec uwierzy jednoczesnie w Bp oraz w —Bp,
a stad stanie sie sprzeczny.
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Systemy przekonan

Systemy przekonan

(b) Przypusémy, ze S jest szczeSciarzem epistemicznym. Poniewaz jest
wtedy prostaczkiem logicznym i wierzy w p = —Bp, wiec musi takze
wierzy¢é w p — —Bp.

Nadto, S jest regularny, a stad uwierzy w Bp — B—Bp. Wierzy tez w
Bp — BBp (poniewaz wie, ze jest normalny).

Zatem S uwierzy w Bp — (BBp A B—Bp), ktére jest logiczna
konsekwencja ostatnich dwéch zdan.

Wierzy réwniez w (BBp A B-Bp) — B L (na mocy (%), poniewaz dla
dowolnego zdania X, S wierzy w (BX A B—=X) — B L, a wiec wierzy w
jego szczegdlny przypadek, gdzie X jest zdaniem Bp).

Gdy S juz uwierzy jednoczesnie w Bp — (BBp A B—Bp) oraz w

(BBp A B-Bp) — B L, bedzie musiat uwierzy¢ w Bp — B L (poniewaz
jest prostaczkiem logicznym).
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Systemy przekonan

(c) Poniewaz S wierzy w Bp — B L (jak wtasnie udowodnilismy),
wiec wierzy takze w =B | — —Bp.

Zatézmy teraz, ze S wierzy w =B |
(wierzy, ze nie moze by¢ sprzeczny).

Poniewaz wierzy tez w =B L — —Bp (jak wtasnie widzielismy),
wiec uwierzy w -~ Bp.

A poniewaz wierzy réwniez w p = = Bp,
wiec uwierzy w p, a stad stanie sie sprzeczny, na mocy (a).
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Systemy przekonan

Udowodnilismy przed chwilg nie byle co, bo modalna (epistemiczna) wersje
Il Twierdzenia Godla (o niedowodliwosci niesprzecznosci arytmetyki w
samej arytmetyce).

Oczywiscie byt to dowdd w postaci wielce uproszczonej — precyzyjny
dowéd wymagatby, powiedzmy, jednosemestralnego wyktadu wstepnego.

W tej prezentacji korzystalisSmy z rozdziatu 12 ttumaczenia ksiazki
Raymonda Smullyana Na zawsze nierozstrzygniete (ktére ukazato sie w
2007 roku naktadem Ksiazki i Wiedzy).

Ksigzka ta, podobnie jak inne z wymienionych uprzednio prac Smullyana,
jest przyktadem mistrzostwa w popularyzacji wiedzy (logicznej). Zachecam
do lektury.
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Systemy przekonan

Systemy przekonan

Przykfad.

Przypus¢my, ze jestes studentka teologii i ze Twéj Ulubiony Profesor
teologii méwi do Ciebie:

Bag istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy nigdy nie uwierzysz, ze Bog istnieje.

Jesli wierzysz profesorowi, to wierzysz w zdanie g = —Bg, gdzie g jest
zdaniem stwierdzajagcym, ze Bog istnieje.

Wtedy, zgodnie z Twierdzeniem 1, nie mozesz wierzy¢ w swoja wtasna
niesprzeczno$¢ bez popadniecia w sprzecznos¢.

Oczywiscie, mozesz wierzy¢ we wtasng niesprzecznos¢, bez popadniecia
przy tym w sprzeczno$¢ — wystarczy, ze przestaniesz ufa¢ Twojemu
Ulubionemu Profesorowi.

Cos za cos.
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Systemy przekonan

Systemy przekonan

Przy modalnej interpretacji dowodliwosci nie mamy jednak takie;
mozliwosci ucieczki, jak w powyzszym przyktadzie.

Widzielismy, ze formuta god(n), stwierdzajaca swoja wtasna
niedowodliwos¢ w PA, jest prawdziwa, lecz dowodu w PA nie posiada.
Mozna pokaza¢, ze twierdzeniem stosownego systemu modalnego (w
ktorym reprezentujemy dowodliwosé w PA) jest:

god(n) = ~Bgod(n).

Na koniec tych rozwazan o logice epistemicznej pokaze jeszcze, co
wystarcza, aby kazda z Was zostata — powiedzmy — Miss World 2007.
Bedzie to przykfad samospetniajacego sie przekonania.
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Samospetniajace sie przekonania

Przypusémy, ze:

@ jeste$ szczedciarg epistemiczng;

@ osoby, ktére rozwazamy albo zawsze méwia fatsz, albo zawsze méwia
prawde (i Ty wiesz, ze tak jest);

@ wierzysz swojemu chtopakowi, ktéry prawdziwie (1) méwi:
(x) Jesli uwierzysz, ze zostaniesz Miss World 2007, to zostaniesz Miss
World 2007.

o wierzysz tez mnie (JP), ktéry méwi:
(xx) Jesli kiedykolwiek uwierzysz, ze ja zawsze méwie prawde, to
zostaniesz Miss World 2007.

Wtedy zostaniesz Miss World 2007. Cieszysz sie? )
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Systemy przekonan

Samospetniajace sie przekonania

Dla skrétu, przyjmijmy oznaczenia:
@ k zastepuje zdanie stwierdzajace, iz ja (JP) zawsze méwie prawdeg;

@ « zastepuje zdanie stwierdzajace, ze zostaniesz Miss World 2007.

Dowdd sktada sie z dwoéch czesci.

1. W pierwszej pokazujemy, ze nasze zatozenia implikuja Ba. Jest to
dowdd zatozeniowy, dostepny dla kazdej szczesciary epistemicznej.
Mamy udowodni¢ formute:

(%) ((Ba— a)A(k=(Bk— «))) — Ba.

Uwaga: zdanie k stwierdza, iz JP zawsze méwi prawde; a wiec prawdj jest,
ze JP wypowiada (xx) doktadnie wtedy, gdy prawdziwe jest k = (xx), czyli
dokfadnie wtedy, gdy prawdziwe jest k = (Bk — «).
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Systemy przekonan

Samospetniajace sie przekonania

1. (Ba— a)A(k=(Bk— «a))
2. Ba—a
3. k=(Bk— )
4. k— (Bk — «a)
5. (Bk—a)—k
6.1. k
6.2. Bk — «
6.3. Bk
64 «
7. k-«

zatozenie

OK:1

OK: 1

OR: 3

OR: 3

zatozenie dodatkowe
MP: 4, 6.1.

6.1. i warunek (3)
MP: 6.2., 6.3.
6.1.—6.4.
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Systemy przekonan

Samospetniajace sie przekonania

8. B(k— «) 7iwarunek (3)

9. Bk — Ba 8iwarunki (1a) i (2)

10. Bk—a 2, 9iwarunki (1b), (1a)
(prawo sylog. hipotet.)

11. k MP: 5, 10

12. Bk 11 i warunek (3)
13. « MP: 10, 12

14. Ba 13 i warunek (3).
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Samospetniajace sie przekonania

2. Poniewaz proroctwo (*) Twojego chtopaka (tj. zdanie Ba — «) jest z
zatozenia prawdziwe, a powyzszy dowdd formuty (%) pokazuje, iz nasze

zatozenia implikuja Ba, wiec na mocy reguty odrywania otrzymujemy «,
czyli teze.

Zostaniesz Miss World 2007!!!
Cieszysz sie???

Uwaga: powyzszy dowdd byt przyktadem dowodu wprost. Aby pokaza¢, ze
zostaniesz Miss World 2007 nie musielismy odwotywac sie do absurdu.
Cieszysz sie?
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Systemy przekonan

Samospetniajace sie przekonania

Ciekawostka prowincjonalna. 16 maja 2005 roku odbyty sie
demokratyczne wybory Dyrektora Instytutu Jezykoznawstwa UAM.
Dwa tygodnie wczesniej, na Seminarium Zaktadu Logiki Stosowanej UAM,
odczyt Kto bedzie Dyrektorem Instytutu Jezykoznawstwa UAM? wygtosita
Pani Dr Alice Ann Hunter (Department of Independent Logic, King David
University, Negev Desert).
Korzystajac z twierdzen logiki epistemicznej (z Twierdzenia Léba),
Dr Hunter trafnie przewidziata wynik wyboréw. Jak sie domyslasz, dowéd
byt podobny do podanego wyzej dowodu, ze zostaniesz Miss World 2007.
Tekst odczytu dostepny na stronie:

www.logic.amu.edu.pl

W 2008 roku odbeda sie wybory nowego Dyrektora |J UAM. Postaramy sie
wczesniej zaprosi¢ dr Hunter. Moze znéw udowodni co$ ciekawego?
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Twierdzenia metalogiczne

Twierdzenia metalogiczne

Metatwierdzenia to twierdzenia o teoriach, systemach przekonan, itp.
Metatwierdzenia logiczne moéwia wiec co$ o systemie logiki klasycznej, o
innych systemach logicznych, o poszczegélnych teoriach, itd.

Na kursie logiki poznaliscie przyktady metatwierdzen:

@ Twierdzenie o petnosci FOL: zbidr tez FOL jest identyczny ze zbiorem
praw FOL.

@ Twierdzenie o istnieniu modelu: teoria T jest niesprzeczna wtedy i
tylko wtedy, gdy ma model.

o Twierdzenie o zwartosci: zbiér formut X ma model wtedy i tylko
wtedy, gdy kazdy skoniczony podzbiér X ma model.

@ Twierdzenie Churcha: Klasyczny Rachunek Predykatéw nie jest
rozstrzygalny.

o Twierdzenie Léwenheima — Skolema: jesli teoria T ma model, to ma
model przeliczalny.
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Twierdzenia metalogiczne

Niektore metatwierdzenia logiczne maja charakter limitacyjny: wskazujg na
pewne ograniczenia obiektywnej (1) natury, ktérym podlega metoda
dedukcyjna.

Omowione dzis: Twierdzenie Tarskiego, | oraz || Twierdzenie Gédla,
Twierdzenie Churcha — to przyktady twierdzen limitacyjnych.
Wskazuja one, ze petna realizacja tzw. Programu Hilberta nie jest
mozliwa. W programie tym postulowano, m.in.:

@ dokonanie aksjomatyzacji wiedzy matematycznej;

@ wykazanie, za pomoca metod efektywnych niesprzecznosci
matematyki;

o wykazanie, iz wiedza matematyczna jest zupetna.
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Twierdzenia metalogiczne
Nadzieje na realizacje tego programu wyptywaty m.in. z wiary, iz kazdy

problem matematyczny mozna rozstrzygna¢ (metodami efektywnymi).
Mamy jednak:

(]

Twierdzenie Churcha: nierozstrzygalnos¢ KRP;

Twierdzenie Tarskiego: niedefiniowalno$¢ pojecia prawdy (formut teorii
W niej samej);

o Twierdzenie Léowenheima — Skolema: FOL nie odréznia mocy
nieskonczonych;

| twierdzenie Gédla: niezupetnos¢ PA;

Il twierdzenie Godla: niedowodliwo$¢ niesprzecznosci PA w niej samej.;
o Twierdzenie o Niewspétmozliwosci: kategoryczny opis modelu
zamierzonego nie jest wspétmozliwy z petnoscia systemu logiki.
Czy zatem powinnismy postugiwa¢ sie jakas inng, mocniejsza niz FOL,
logika?
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Twierdzenia metalogiczne

Twierdzenia metalogiczne

Moc wyrazania logiki mozna zwiekszy¢ na rézne sposoby, np.:
@ uzna¢ za dopuszczalne reguty wnioskowania o nieskonczonej liczbie
przestanek (jak np. w w-regule);
@ wprowadzi¢ nowe state logiczne (np. nowe kwantyfikatory);
e dopusci¢ mozliwos¢ kwantyfikacji predykatéw (logiki wyzszych
rzedow).

Jednak wieksza moc wyrazania jest ujemnie skorelowana z ufnoscig w
aparat inferencyjny: np. w logice Il rzedu mozna opisaé modele zamierzone
w sposob kategoryczny, ale nie zachodzi w tej logice twierdzenie o petnosci.
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Twierdzenia metalogiczne

Twierdzenia metalogiczne

Przy stosownym rozumieniu pojecia logiki udowodni¢ mozna Twierdzenia
Lindstroma:
o Kazda logika, w ktérej zachodzi Twierdzenie o Petnosci oraz
Twierdzenie Léwenheima — Skolema, jest réwnowazna FOL.

o Kazda logika, w ktérej zachodzi Twierdzenie o Zwartosci oraz
Twierdzenie Léwenheima — Skolema, jest réwnowazna FOL.

Uwaza sie, ze powyzsze twierdzenia stanowig mocny argument za tzw.
Teza Pierwszego Rzedu, gloszaca, iz to wtasnie FOL jest WL ASCIWA
logika, ktérej powinnismy uzywac.

To normatywne zalecenie nie dotyczy Matematykow.
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Koniec!

W nastepnym, ostatnim juz odcinku naszego Flirtu Intelektualnego
pogwarzymy o Granicach Poznania:
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