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e W rachunku SCI mozna méwi¢ o sytuacjach (bo mamy do dyspozycji
zmienne zdaniowe, ktérych korelatami semantycznymi sa sytuacje), ale
nie mozna wyraza¢ np. zaleznosci miedzy sytuacjami a przedmiotami.

o Formalizacja ontologii w Traktacie Wittgensteina, zaproponowana
przez Suszke korzysta z o wiele bogatszego jezyka, zawierajacego:
zmienne zdaniowe i nazwowe, spéjniki prawdziwosciowe, predykat i
spojnik identycznosci, kwantyfikatory (wiazace oba rodzaje zmiennych)
oraz inne jeszcze symbole zdaniowe i nazwowe. Te bogatsze jezyki
nazywamy W-jezykami.

e W prezentacji tego materiatu korzystamy gtéwnie z monografii
Mieczystawa Omyty Zarys logiki niefregowskiej.

o W dalszym ciggu bedziemy wykorzystywali notacje stosowang w tej
monografii:
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e «, f3, 7,...formuty zdaniowe W-jezyka
e &, m, C, ... formuty nazwowe W-jezyka
e formatory (zdaniotwércze lub nazwotwdrcze) sa dwoéch rodzajow:
wigzace lub nie wigzace zmiennych
e funkcja okreslajaca indeksy syntaktyczne o(F) = (k, m, n), gdzie
k =0 (gdy F jest formatorem zdaniotwérczym) lub k =1 (gdy F jest
formatorem nazwotwdérczym), a m (liczba argumentéw zdaniowych) i
n (liczba argumentéw nazwowych) sa dowolnymi liczbami naturalnymi:
o jesli o(F) = (0,m,0), to F jest m-argumentowym spdjnikiem
o jesli o(F) = (1,0, n), to F jest n-argumentowym predykatem
@ jak poprzednio afv/¢] oznacza wynik poprawnego podstawienia
wyrazenia ¢ za zmienna v w formule «
@ generalizacja formuty a to wynik poprzedzenia oo dowolng skonczona

liczba kwantyfikatoréw; reguta generalizacji: v\?(av()v)

@ Gn(A) jest zbiorem wszystkich generalizacji formut ze zbioru A

@ zbiér X formut zdaniowych nazywamy inwariantnym, gdy Gn(X) C X.
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Sktadnia W-jezykéw

e Formatory, ktére nie wigza zmiennych to: =, A, V, —, <>, =¢ (spdjnik
identycznosci), =1 (predykat identycznosci).
o Alfabetem W-jezyka J nazywamy dowolny ciag
A(J) = (V()7 Vi, F, Q,O’) taki, ze:
@ Vo, V1, F, Q sa zbiorami roztacznymi (odpowiednio: zmiennych
zdaniowych, zmiennych nazwowych, formatoréw nie wigzacych
zmiennych, kwantyfikatoréw)

@ Vo, Vi s3 zbiorami nieskonczonymi (zwykle, cho¢ nie zawsze,
przeliczalnymi)

© F jest zbiorem skoficzonym lub przeliczalnym takim, ze =, A, V, —, <,
=0, =1 s3 elementami F

0 Q={v.3)

© o jest wspomniang wyzej funkcja okreslajaca indeksy syntaktyczne
formatoréw.
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Sktadnia W-jezykéw

@ Definiujemy indukcyjnie zbiér S(J) (formut zdaniowych jezyka J) oraz
N(J) (formut nazwowych jezyka J):
@ Vo C S(J), Vi C N(J)
@ Jezeli F € F oraz o(F) = (k, m, n) to dla dowolnych
a1,...,am € S(J)oraz 1, ..., my € N(J):

O Flog,...,amn1,...,mn) € S(J), gdy k=0
Q@ Floag,...,0mn1,...,nn) € N(J), gdy k=1

© Jeslia € S(J) oraz v € Vo U V4, to Vv o € S(J) oraz Av a € S(J).
@ Przez Jy oznaczamy cze$¢ otwarta W-jezyka J, powstata przez

pominiecie w alfabecie kwantyfikatoréw (oraz odnosnej reguty
budowania formut).

e Pare u = (F, o) nazywamy syntaksa jezyka Jp.
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Operacja konsekwencji w W-jezykach

@ Operacja konsekwencji w W-jezykach jest okreslona aksjomatycznie.
Jedyna regufa wnioskowania jest reguta odrywania MP: O‘O“%B

o Al Aksjomaty dla spéjnikéw prawdziwosciowych: to zbiér wszystkich
generalizacji formut reprezentowanych przez schematy w zbiorze TFA
(zob. aksjomaty dla SCI).

o A2 Aksjomaty dla kwantyfikatoréw: to zbiér wszystkich generalizacji
formut reprezentowanych przez nastepujace schematy:
Q Vv alv/g]
Q@ VW(a—=p)— (YWwa—Vvp)
© o — Vv a (oile v nie jest zmienna wolna w «)
Q dvae Vv —a.
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Operacja konsekwencji w W-jezykach

o A3 Aksjomaty dla spdjnika i predykatu identycznosci: to zbidr
wszystkich generalizacji formut reprezentowanych przez nastepujace
schematy:

Q 1 =, oile 1 i @y réznia sie co najwyzej zmiennymi zwigzanymi
Q (a=p8)—(a—p)
© dla kazdego F € F schemat aksjomatu inwariancji:
(pr =) A2 =12) Ao A (pm = Um) —
Fle1, 02, om) = F(P1, 902, .., thm)
Q V(a=p)— (Vva=Vvp)
Q VvV (a=p8)— (Fva=3vp).

@ Zbiorem aksjomatéw logicznych W-jezyka J jest zbior
AL = A1U A2 U A3.

@ Operacje konsekwencji Cn definiujemy w standardowy sposéb. Dla
dowolnych o € S(J) oraz X C S(J): «a € Cn(X) wtedy i tylko wtedy,
gdy a jest wyprowadzalne z AL U X w skonczonej liczbie krokéw, przy
uzyciu reguty MP.
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Operacja konsekwencji w W-jezykach

o Cn-teorie T nazywamy inwariantng ze wzgledu na regute generalizacji,
gdy Gn(T)C T.
@ Operacja Cn ma te same wtasnosci co operacja C okreslona dla SCI, a
ponadto:
@ Zbidr Cn(() twierdzen logicznych jest teorig inwariantna ze wzgledu na
regute generalizacji.
@ Jezeli a(v) € Cn({aq, ..., an}) oraz zmienna v nie wystepuje w
formutach aq, ..., a,, to Vv a(v) € Cn({aq, ..., an}.
o W W-jezyku wystepuja zdania (formuty zdaniowe bez zmiennych
wolnych) oraz nazwy (formuty nazwowe bez zmiennych wolnych).
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Operacja konsekwencji w W-jezykach

o Dla otwartego W-jezyka Jy okre$lamy aksjomatycznie operacje
konsekwencji Cng, przyjmujac jako jedyna regute regute odrywania
oraz aksjomaty:

@ aksjomaty ze zbioru TFA
@ ¢ = o dla dowolnej formuty (zdaniowej lub nazwowej) jezyka Jo
Q (v=p) = (a—p)
@ dla dowolnego formatora F jezyka Jo:
(pr =) A2 =1h2) A A (pm = Um) —
F(o1, 02,5 0m) = F(Y1,92, ..., ¥m)

e Dla dowolnego X C Sp mamy: Cno(X) = Cn(X) N Sp, a zatem

operacja Cng jest nietwdrczym rozszerzeniem operacji Cn.
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SO ETNERTATTAWVAN Otwarte W-jezyki

@ Aspekty semantyczne W-jezykéw oméwimy osobno dla otwartych
takich jezykéw, a nastepnie dla jezykéw z kwantyfikatorami.

o Niech = (F, o) bedzie syntaksa otwartego W-jezyka Jy. Nie
naktadamy Zzadnych ograniczen na moce zbioréw zmiennych.

@ Niech Ag i A1 beda dowolnymi zbiorami roztacznymi takimi, ze
|Ag| = 2 oraz A; # (). Zmienne zdaniowe beda interpretowane w
zbiorze Ag, a zmienne nazwowe w zbiorze A;.

@ Dla dowolnego formatora F takiego, ze o(F) = (k, m, n). Wtedy jego
interpretacja jest funkcja of : AJ' x A] — Ay, gdzie k =0 lub k = 1.

e Strukture (Ao, A1, {or }Feg) nazywamy bialgebra typu p.

o Jezyk Jp jest bialgebra absolutnie wolng w klasie K, wszystkich
bialgebr typu p.

@ Interpretacje spojnika identycznosci oznaczymy, jak poprzednio, przez
o, a interpretacje predykatu identycznosci przez ©.
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SO ETNERTATTAWVAN Otwarte W-jezyki

e W-modelem typu u nazywamy dowolng pare My = (M, D) taka, ze
M = (Ao, A1, {oF } Fcg) jest bialgebra typu u, D C Ag (zbidr
elementéw wyréznionych) oraz dla dowolnych a, b € Ag i ¢, d € A;:

@ —Ma c D wtedy i tylko wtedy, gdy a ¢ D

aAM b € D wtedy i tylko wtedy, gdy a € D oraz b € D
aVM b € D wtedy i tylko wtedy, gdy a € D lub b€ D
a—M b e D wtedy i tylko wtedy, gdy a ¢ D lub b € D

a &M b € D wtedy i tylko wtedy, gdy a, b € D lub a,b ¢ D
aoM b € D wtedy i tylko wtedy, gdy a = b

c @M d € D wtedy i tylko wtedy, gdy ¢ = d

00000

o Wartosciowaniem zmiennych jezyka Jy w modelu 9ty nazywamy
dowolna funkcje h: Vo U Vi — A U A; taka, ze h(Vo) C Ag i
h(V1) C A;.

e Jak zwykle, dowolne wartosciowanie zmiennych jezyka Jy mozna
rozszerzy¢ do homomorfizmu tego jezyka w algebre modelu 90.
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SO ETNERTATTAWVAN Otwarte W-jezyki

e Formute « jezyka Jy nazywamy:
© spetniong w modelu My = (M, D) dla wartosciowania h, gdy h(«) € D;
Satp(Mo) = {a € So : h(a) € D}
@ prawdziwg w modelu My = (M, D), gdy « jest spetniona przez kazde

wartos$ciowanie w tym modelu
TR(mo) = ﬂ Sath(‘)ﬁo).
h

o Formuta zdaniowa « jezyka o syntaksie u jest tautologia jezyka Jo,
gdy jest prawdziwa w kazdym modelu typu .

e Dla dowolnej teorii T w jezyku Jp relacja ~1 okreslona na zbiorze
So U Np (gdzie Np jest zbiorem formut nazwowych, a Sy zbiorem
formut zdaniowych jezyka Jy) warunkiem ¢ ~1 1 wtedy i tylko wtedy,
gdy o =1 € T jest kongruencja jezyka Jy taka, ze:
Q jesli o ~7 1, to p, b € Ny lub ¢, € Sg
Q jeslia~rBiaeT,toBeT.

e Oznaczmy strukture ilorazowa (Jo/ ~7, T/ ~71) przez M(J, T).
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SO ETNERTATTAWVAN Otwarte W-jezyki

@ Twierdzenie. Dla dowolnego W-jezyka Jy o syntaksie i oraz
dowolnych o € Sp i X C Sp: o € Cnp(X) wtedy i tylko wtedy, gdy dla
kazdego W-modelu 9%y typu p zachodzi implikacja: jezeli

X C Satp(Myp), to o € Satp(Myp). O
e Twierdzenie. T jest teorig quasi-zupetng w Jy wtedy i tylko wtedy,
gdy istnieje W-model 91 jezyka Jy taki, ze T = TR(IMN). O

e Twierdzenie. Jezeli My = (M, D) jest W-modelem typu g, to istnieje
jezyk otwarty Jy o syntaksie p i teoria T w tym jezyku taka, ze model
Lindenbauma-Tarskiego M (Jy, T) oraz model My s3 izomorficzne. O

@ Lemat. T jest teorig zupetng w Jy wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje
model 9y taki, ze dla pewnego wartosciowania h zmiennych jezyka Jy
w modelu My: Satp(Mp) = T. O

e Twierdzenie. T jest teorig quasi-zupetng w Jy wtedy i tylko wtedy,
gdy istnieje teoria zupetna To w Jp taka, ze T C Tp i T jest
najwieksza teoria domknieta na podstawianie zawarta w Ty. O
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Semantyka W-jezykéw W-jezyki z kwantyfikatorami

@ Zajmiemy sie z kolei semantyka W-jezykéw z kwantyfikatorami. Niech
Mo = (A, B,{or}rer, D) bedzie dowolnym modelem dla jezyka
otwartego Jp.

@ Trzeba rozszerzy¢ te strukture tak, aby otrzymaé interpretacje
kwantyfikatoréw (wiazacych zaréwno zmienne zdaniowe, jak i
nazwowe).

@ Niech h bedzie wartosciowaniem zmiennych w modelu 9ty. Wartos¢
formuty (zdaniowej lub nazwowej) ¢ przy wartosciowaniu h w modelu
Mo bedziemy oznaczali przez ||¢, h||on,. Indeks dolny bedziemy
pomijali, gdy model jest ustalony.

@ Przez h{ oznaczamy wartosciowanie réznigce sie od wartosciowania h
co najwyzej tym, ze zmiennej v przyporzadkowany jest element t, przy
czym oczywiscie t € A gdy v jest zmienna zdaniowa, a t € B, gdy v
jest zmienna nazwowa.
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Semantyka W-jezykéw W-jezyki z kwantyfikatorami

o Kazda formuta « jezyka Jy wyznacza, dla dowolnego wartosciowania
h, funkcje przyporzadkowujaca kazdemu elementowi t € A wartos¢
||, hY||. Funkcje te oznaczaé bedziemy przez A¢||a, hY||. Zauwazmy,
ze gdy zmienna v nie wystepuje w formule a, to funkcja ||a, hY||
przyporzadkowuje kazdemu t € A wartos¢ ||, h|| (niezalezng od v), a
wiec funkcja ta jest wtedy stata.

@ Aby uzyska¢ poprawng i trafna interpretacje semantyczng formut
skwantyfikowanych, trzeba dotaczy¢ do modelu stosowne operacje.
Powinny by¢ przy tym spetnione nastepujace warunki, dla dowolnej
formuty a, zmiennej zdaniowej p i wartosciowania h:

©Q ||Vp a, h|| € D wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego t € A:
|lev, hE]| € D
@ ||3p a, h|| € D wtedy i tylko wtedy, gdy dla pewnego t € A:
|, H|| € D.
@ Warunki te mozna sformutowa¢ takze w nastepujacej postaci:

Q ||Vp o, h|| € D wtedy i tylko wtedy, gdy {t € A: ||a, H|| € D} = A
@ ||3p o, h|| € D wtedy i tylko wtedy, gdy {t € A: ||, hY|| € D} # 0.
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Semantyka W-jezykéw W-jezyki z kwantyfikatorami

@ Natomiast w przypadku formut z kwantyfikatorami wigzacymi zmienne
nazwowe powinny by¢ spetnione nastepujace warunki, dla dowolnej
formuty «, zmiennej nazwowej x i wartosciowania h:

@ ||Vx «, h|| € D wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego t € B:
||, h¥]| € D
@ ||3x a, h|| € D wtedy i tylko wtedy, gdy dla pewnego t € B:
[, BY|| € D.
@ Warunki te mozna sformutowaé takze w nastepujacej postaci:

Q ||Vx a, h|| € D wtedy i tylko wtedy, gdy {t € B : ||a, hf|| € D} = B
@ ||3x o, h|| € D wtedy i tylko wtedy, gdy {t € B : ||, h¥|| € D} # 0.
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Semantyka W-jezykéw W-jezyki z kwantyfikatorami

o Czesciowym pseudomodelem dla W-jezyka J w alfabecie
(Vo, Vi, F, Q, o) nazywamy dowolna strukture o postaci

M= (A7 B, {OF}F€F7 /\Av VA7 /\Ba \/B)v SPleniajélCQ nastepujace
warunki:

@ struktura (A, B, {or}rer) jest bialgebrg podobna do otwartej czesci
jezyka J;

Q /\A,\/A sa funkcjami okreslonymi na dowolnym lecz ustalonym
podzbiorze A 4 zbioru A? funkcji z A do A, co oznacza, ze jesli
feNa to N'Fi\V*Ff sa elementami zbioru A;

(8] /\B, \/B sa funkcjami okreslonymi na dowolnym lecz ustalonym
podzbiorze A g zbioru AB funkcji z B do A, co oznacza, ze jesli
feAp, to A°Fi\/BF sa elementami zbioru A.

@ Funkcja h: VU Vi — AU B jest wartoSciowaniem zmiennych jezyka
J w czesciowym pseudomodelu 9, jesli h(Vp) C A oraz h(V4) C B.
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Semantyka W-jezykéw W-jezyki z kwantyfikatorami

@ Niech wartosciowanie h bedzie ustalone. Wartos¢ formut jezyka J przy
wartosciowaniu h okreslamy indukcyjnie:

Q Jezeli p € Vo U Vi, to ||g, hl| = h(v);

@ Jezeli FeFio(F)=(k,m,n), to||F(a1,...,QmN1,--.,7n), h|| =
or(lla, hlly ..oy llem, hlls ([, AlL, - - o s Hnns AL

© Dla dowolnej formuty a, jezeli (||, hY|| € A4, to

1¥p . hll = A* [, K]
[3p o, hll = V" [l K|
@ Dla dowolnej formuty «, jezeli A¢||a, hY|| € Ag, to
[1¥x . bl = A% [|a, h]|
[Bx o hll =V [l b

o Jesli wartosc ||, h|| jest okreslona dla kazdej formuty ¢ (zdaniowej
lub nazwowej) i dowolnego wartosciowania h zmiennych, to 9
nazywamy pseudomodelem dla jezyka J.
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Semantyka W-jezykéw W-jezyki z kwantyfikatorami

o Dla ustalnego pseudomodelu funkcje f € A nazywamy wyznaczona
przez formuty jezyka J, gdy istnieje formuta zdaniowa « tego jezyka i
zmienna zdaniowa p takie, ze dla kazdego t € A zachodzi:

f(t) = ||, h?||. Podobnie dla funkcji ze zbioréw AB i BB
wyznaczonych przez formuty jezyka J.

o Strukture M = (A, B, {or trers A, VA AB, VB, D) nazywamy

modelem dla W-jezyka J, gdy spetnione sa nastepujace warunki:

© (A B, {or}rer, ", V' A%, V) jest pseudomodelem jezyka J;
@ (A, B,{or}Fck, D) jest modelem dla otwartej czesci jezyka J;
© Dla dowolnej funkcji f € A* wyznaczonej przez formuty jezyka J
zachodzi:
A f € D wtedy i tylko wtedy, gdy f(t) € D dla kazdego t € A
\/A f € D wtedy i tylko wtedy, gdy f(t) € D dla pewnego t € A
@ Dla dowolnej funkcji f € AB wyznaczonej przez formuty jezyka J
zachodzi:
AP f € D wtedy i tylko wtedy, gdy f(t) € D dla kazdego t € B
\/B f € D wtedy i tylko wtedy, gdy f(t) € D dla pewnego t € B.
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Semantyka W-jezykéw W-jezyki z kwantyfikatorami

e Formute « jezyka J nazywamy:

@ spetniona w modelu 90t dla wartosciowania h (piszemy wtedy
a € Satp(9M)), gdy ||a, h|| € D;

@ prawdziwa w modelu 9 (piszemy wtedy o € TR(M)), gdy « jest
spetniona dla kazdego wartosciowania zmiennych w modelu 90;

© tautologia jezyka J (piszemy wtedy « € Taut(J)), gdy jest ona
prawdziwa w kazdym modelu jezyka J.

@ Zgodnie z powyzszymi definicjami mamy zatem:

Q Saty(M) = {o: ||, h|| € D}
@ TR(IM) = ) Satn(M)

Q Taut(J) = ﬁ TR(ON).

o Model 9 jezyka J nazywamy modelem zbioru formut X, gdy
X C TR(M).
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SR ETNWERTATTAV VAN Twierdzenie o petnosci

e Twierdzenie (Bloom 1971). Niech J bedzie dowolnym W-jezykiem
Dla kazdego zbioru X zdan tego jezyka i kazdego zdania o tego
jezyka: a € Cn(X) wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego modelu 97t
jezyka J, jezeli X C TR(9M), to o € M.

@ Szkic dowodu. Na dowdd catego twierdzenia sktada sie kilka
lematéw:

© Lemat 1. Kazde twierdzenie logiczne W-jezyka J jest tautologia tego
jezyka, czyli Cn(0) C Taut(J).

@ Lemat 2. Jezeli X jest niesprzecznym zbiorem zdan W-jezyka J, to
istnieje model M jezyka J taki, ze X C TR(MN).

© Lemat 3. Kazda tautologia W-jezyka J jest twierdzeniem logicznym
tego jezyka, czyli Taut(J) C Cn(0).

Przedstawimy jedynie gtéwne idee dowodu, szczegéty znajda stuchacze w
pracy Bloom 1971.
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SR ETNWERTATTAV VAN Twierdzenie o petnosci

o Szkic dowodu Lematu 1. Po piewrsze, nalezy sprawdzi¢, ze kazdy
schemat aksjomatu jest tautologia. Wszystkie przypadki dowodzone s3
w podobny sposéb, przez rozumowanie nie wprost.

@ Dla przyktadu, udowodnimy, ze schemat
Vp (a = B) — (Yp a — V¥p ) jest tautologia.

o Niech M = (A, B, {or}rer, A, VA, AB, VB, D)) bedzie dowolnym
W-modelem.

o Witedy dla pewnego F € F operacja of jest denotacja —, czyli
or =—"" i mamy na mocy definicji: a =™ b € D wtedy i tylko
wtedy, gdy a ¢ D lub b € D, dla dowolnych a, b € A.

e Dla dowodu, ze Vp (a — ) — (Vp a — Vp ) jest tautologia

wystarczy pokaza¢, ze nie istnieje wartosciowanie h takie, iz:
IVp . bl| € D, ||[¥p (o — B)|| € D i |[¥p B, hl| ¢ D.
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SR ETNWERTATTAV VAN Twierdzenie o petnosci

@ Przypusémy, dla dowodu nie wprost, ze dla pewnego wartosciowania h
mamy: ||Vp a, h|| € D, ||Vp (a — B), h|| € D ale ||Vp 3, h|| ¢ D.
e Skoro ||Vp «, h|| € D oraz ||Vp 3, h|| ¢ D, to na mocy definicji
operacji A\ 4, mamy:
Q ||Vp a, h|| € D wtedy i tylko wtedy, gdy ||o, h?|| € D dla kazdego t € A
Q@ ||Vp B3, h|| ¢ D wtedy i tylko wtedy, gdy ||3, h? || ¢ D dla pewnego
to € A.
o Wynika stad, ze dla pewnego to € A mamy: ||a, hf || € D oraz
18, hl| & D.
@ Oznacza to, ze dla pewnego tyg € A mamy:
(||, WE || =™ [|B, 2 ||) ¢ D, a to jest sprzeczne z zatozeniem, iz
9 (o — B), bl € D.
@ Reguta odrywania nie wyprowadza poza tautologie, co wynika z
okreslenia operacji —™. 0O
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@ Szkic dowodu Lematu 2. W dowodzie wykorzystuje sie znang
technike Henkina konstruowania modelu dla teorii niesprzecznych w
jezyku pierwszego rzedu.

o Alfabet jezyka J rozszerzamy poprzez dodanie przeliczalnego zbioru
statych zdaniowych (r;);cn oraz przeliczalnego zbioru statych
indywiduowych (¢;)ien. Wprowadzamy oznaczenia:

@ J*: jezyk J o alfabecie rozszerzonym o podane zbiory
© S: zbidr wszystkich zdan jezyka J*

© N: zbiér wszystkich nazw jezyka J*

@ S, zbiér wszystkich formut zdaniowych jezyka J*
© Njs: zbidr wszystkich formut zdaniowych jezyka J*.

@ Przeliczalny zbiér S ustawiamy w ciag: v1,72,73, - - -

o Niech ¢;, bedzie pierwszym wyrazem ciagu (c¢;)ien, ktory nie

wystepuje w zdaniu ;. Jesli okreslono juz ciag (cjy, - .., ¢j,), to niech
Ci,,, bedzie pierwszym wyrazem ciggu (¢;j)ien, ktéry nie wystepuje w
zdaniach 71, ..., Vn, Va1 Oraz ip < iny1.
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@ Niech r;, bedzie pierwszym wyrazem ciagu (r;)ien, ktory nie wystepuje

w zdaniu ~1. Jesli okreslono juz ciag (rj,, ..., r,), to niech r; ., bedzie
pierwszym wyrazem ciagu (rj)ien, ktéry nie wystepuje w zdaniach
Y1y Yny Y41 Oraz ip < iny1.

o Okreslamy ciagg zbioréw (A;);>0 nastepujaco. Ao = X; jesli A, zostat
juz okreslony, to A,+1 okreslamy nastepujaco:
@ Jesli zdanie 7, ma posta¢ Vx a, to A,11 = A, U{a[x/c;,] = Vx a}
@ Jesli zdanie 7, ma posta¢ Vp a, to A1 = A, U{a[p/r] = Vp a}
© W pozostatych przypadkach A, 1 = A,.

o0
@ Niech A= [J A;. W standardowy sposéb dowodzimy, ze A jest
i=0
niesprzeczny i rozszerzamy A do maksymalnego zbioru niesprzecznego

T. Wtedy:

Q@ XCACTCS.
Q JesliaeSia¢ T, toCn(TU{-a})=S5,.

Zbior T (sktadajacy sie ze zdan jezyka J*) ma nastepujace wiasnosci:
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@ Istnieje teoria zupetna T* w jezyku J* taka, ze T=T*NS.

o Dla kazdego zdania o postaci Vx a jezyka J* mamy: Vx o € T wtedy
i tylko wtedy, gdy a[x/a] € T dla kazdej nazwy a € N.
Jesli mianowicie Vx a € T, to na podstawie prawa Vx a — a[x/a]
mamy a[x/a] € T dla kazdej nazwy a € N. Z kolei, jesli a[x/a] € T
dla kazdej nazwy a € N, to afx/c;,] € T dla pewnego ip, a zatem
takze Vx o € T, na podstawie konstrukcji zbioréw A,. Podobnie
uzasadniamy, ze:

@ Dla kazdego zdania o postaci Vp « jezyka J* mamy: Vp a € T wtedy
i tylko wtedy, gdy a[p/v] € T dla kazdego zdania v € S.

o Dla kazdego zdania o postaci Ix a jezyka J* mamy: dx o € T wtedy
i tylko wtedy, gdy a[x/a] € T dla pewnej nazwy a € N.

o Dla kazdego zdania o postaci Ip « jezyka J* mamy: dp o € T wtedy
i tylko wtedy, gdy a[p/v] € T dla pewnego zdania v € S.
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@ Z dostepnego materiatu jezykowego budujemy teraz strukture

m*

© 0000

= (S, N, {or}rer, As; An» Vs: Vs T):

Zbiér S stanowi uniwersum dla zmiennych zdaniowych jezyka J.

Zbiér N stanowi uniwersum dla zmiennych nazwowych jezyka J.

Zbiér T jest zbiorem wartosci wyréznionych w strukturze 90t*.

Jesli FeFio(F)=(k,mn),avy,...,Ym € Sorazny,...,n, €N,
to: OF(Y1y ey Ymy My o5 M) = F(V1, o oy Yms My« 5 1)

Dziedzing funkcji Ag i \/s jest zbior wszystkich funkcji typu Ayy[p/t],
gdzie v(p) jest formuta zdaniowa jezyka J* z jedyna zmienna wolna p,
zas t € S. Wartosci funkcji Ag i \/g dla argumentu A\yy[p/t] okreslone
s nastepujaco: A\gs Aev[p/t] = Vp v(p), Vs Av[p/t] = 3p v(p).
Podobnie, jesli y[x/a] jest formuta zdaniowa jezyka J* o jedynej
zmiennej nazwowej x, zas a € N, to: A, Aay[x/a] = Vx v(x),

Vi Aavlx/al = 3x y(x).

o Jesli p,9 € SUN, to kongruencja struktury 9t* jest relacja ~1
okreslona nastepujaco: ¢ ~71 1) wtedy i tylko wtedy, gdy p = € T.

Jerzy Pogonowski (UAM) Logika algebraiczna 9 2021 27 /31



SR ETNWERTATTAV VAN Twierdzenie o petnosci

e Tworzymy strukture ilorazowg 9t = 9*/ ~1. Mamy zatem:
M= (S/~1,N/ ~71.,{0F/ ~T}rer; As/ ~1,An/ ~1: Vs / ~1
7\/N/NT7 T/ NT)'

e Dowodzi sig, ze struktura 91 jest W-modelem oraz ze X C TR(9N).
@ Zauwazmy, ze:

© Elementy zbioru X s3 zdaniami, a wiec ich wartos¢ w dowolnym
modelu nie zalezy od poszczegélnych wartosciowan w tym modelu.
Mamy mianowicie ||a, h|| = [a]~, dla kazdego zdania oo € X oraz
dowolnego wartos$ciowania zmiennych h.

Q Jesliave X, to [y € T/mr. O
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e Szkic dowodu Lematu 3. Zatézmy, ze formuta « jest tautologia
W-jezyka J. Jesli @ jest generalizacja formuty «, w ktérej nie ma juz
zmiennych wolnych, to @ tez jest W-tautologia jezyka J.

@ Przypusémy, ze @ nie jest twierdzeniem logicznym.

o Wtedy —@ jest zdaniem niesprzecznym, bo gdyby —a byto zdaniem
sprzecznym, to —a € Cn({—a}), a na mocy twierdzenia o dedukgji
mielibysmy (—a — @) € Cn(0).

e Wtedy jednak, na mocy twierdzenia (—a — @) — @ mielibysmy, ze @,
a wiec takze « jest twierdzeniem logicznym.

@ Pozostajemy zatem przy przypuszczeniu, ze - jest zdaniem
niesprzecznym.

o Wtedy na mocy Lematu 2 istnieje model 9t jezyka J taki, ze
- € TR(QJT)

o Jednak wtedy w modelu 90t bytyby prawdziwe oba zdania o i -, co
jest niemozliwe.

o Tak wiec, « jest twierdzeniem logicznym jezyka J. O
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e Szkic dowodu twierdzenia o petnosci. Zatézmy, ze oo ¢ Cn(X).
Whtedy zbiér zdan X U {—a} jest niesprzeczny.

@ Na mocy Lematu 2 istnieje wiec model 90t taki, ze
X U{=a} C TR(M), co oznacza, ze istnieje model M taki, iz
X C TR(9M) oraz a ¢ TR(IM).

o Zatézmy z kolei, ze dla pewnego modelu 9t mamy X C TR(9) oraz
a ¢ TR(IM).

o Witedy oczywiscie maw € TR(), co implikuje, ze zbiér X U {—a} jest
niesprzeczny.

@ Istnieje zatem teoria zupetna T taka, ze X U{-a} C T.

e Wynika stad, ze o ¢ Cn(X), poniewaz kazda Cn-teoria jest iloczynem
wszystkich zawierajacych ja teorii zupetnych.

o Pokazalismy zatem, ze zachodza obie implikacje ze sformutowania
twierdzenia o petnosci. O
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