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Wst¦p

Matematyka jako nauka o strukturach

Zarówno w samej matematyce, jak i w jej zastosowaniach w innych

naukach bada si¦ ró»nego rodzaju struktury. Skªadaj¡ si¦ one z

pewnego uniwersum (zbioru obiektów) oraz relacji i funkcji

okre±lonych na tym uniwersum.

Uniwersa liczb (naturalnych, caªkowitych, wymiernych, rzeczywistych)

wyposa»one byªy zarówno w struktur¦ porz¡dkow¡, jak te» w struktur¦

wyznaczon¡ przez dziaªania arytmetyczne na liczbach: dodawanie,

odejmowanie, mno»enie, dzielenie, pot¦gowanie, itd.

Tak»e w rozwa»aniach geometrycznych mowa jest o pewnych

strukturach: obiektami s¡ np. punkty, proste, pªaszczyzny, odcinki,

okr¦gi i wiele innych �gur geometrycznych, mi¦dzy którymi zachodz¡

ró»ne zale»no±ci (podobie«stwo, przystawanie, le»enie mi¦dzy, itp.) i

dla których okre±lone s¡ funkcje, wyznaczaj¡ce np. ich wªasno±ci

miarowe (dªugo±¢, pole, obj¦to±¢, odlegªo±¢, itp.).
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Wst¦p

Opisy aksjomatyczne

Obecnie obowi¡zuj¡cym standardem jest charakteryzowanie struktur

na sposób aksjomatyczny. Polega on na przyj¦ciu pewnych zaªo»e« o

badanych obiektach, relacjach, funkcjach, przy czym owe zaªo»enia

speªnia¢ musz¡ okre±lone warunki, np.: nie mog¡ by¢ wzajem

sprzeczne, powinny by¢ od siebie niezale»ne, powinny by¢ � w jakim±

sensie � oczywiste, naturalne.

Caªa reszta roboty dedukcyjnej matematyka polega na dowodzeniu

twierdze« o strukturach scharakteryzowanych wyj±ciowymi

aksjomatami.

Matematyka interesuj¡ liczby wraz z operacjami na nich, �goªe� liczby

interesuj¡ by¢ mo»e �lozofów.

Matematyk pytany o to, czym s¡ liczby danego rodzaju odpowie: s¡

obiektami, które speªniaj¡ zaªo»one o nich aksjomaty.
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Struktury relacyjne i algebry De�nicje

Przez struktur¦ relacyjn¡ rozumiemy ukªad zªo»ony ze zbioru

(uniwersum struktury) oraz okre±lonych na tym zbiorze relacji i funkcji.

Dla dowolnego zbioru A niech A∗ oznacza zbiór wszystkich

sko«czonych pot¦g kartezja«skich zbioru A, czyli

A∗ = {A,A2,A3, . . .}.

Struktur¡ relacyjn¡ nazywamy dowolny ukªad:

A = (A, {ri : i ∈ I}, {fj : j ∈ J}, {ak : k ∈ K}), gdzie:
1 A jest zbiorem (uniwersum struktury, oznaczanym dom(A));

2 {ri : i ∈ I} jest zbiorem relacji, z których ka»da jest okre±lona na

jakim± elemencie zbioru A∗;

3 {fj : j ∈ J} jest zbiorem funkcji, z których ka»da dziaªa z jakiego±

elementu zbioru A∗ w zbiór A;

4 {ak : k ∈ K} jest zbiorem elementów (wyró»nionych) zbioru A.

Struktury o postaci (A, {fj : j ∈ J}, {ak : k ∈ K}) nazywamy algebrami.
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Struktury relacyjne i algebry De�nicje

Przykªady

Zbiór N liczb naturalnych wraz z operacjami dodawania i mno»enia,

uporz¡dkowany przez relacj¦ mniejszo±ci.

Zbiór Z liczb caªkowitych wraz z operacjami dodawania, odejmowania

oraz mno»enia, uporz¡dkowany przez relacj¦ mniejszo±ci.

Zbiór Q liczb wymiernych wraz z operacjami dodawania, odejmowania,

mno»enia oraz dzielenia, uporz¡dkowany przez relacj¦ mniejszo±ci.

Zbiór R liczb rzeczywistych wraz z operacjami dodawania,

odejmowania, mno»enia oraz dzielenia, uporz¡dkowany przez relacj¦

mniejszo±ci.

Zbiór wszystkich wielomianów o wspóªczynnikach rzeczywistych wraz z

operacjami dodawania i mno»enia wielomianów.

Zbiór wszystkich permutacji sko«czonego zbioru X wraz z operacj¡

skªadania permutacji (rozumian¡ jako zªo»enie funkcji).
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Struktury relacyjne i algebry De�nicje

Przykªady

Niech A = {0, 1, 2}, a operacja ⊕3 : A× A→ A niech dla argumentów x

oraz y daje warto±¢ równ¡ reszcie z dzielenia x + y przez 3, natomiast

operacja ⊗3 : A× A→ A dla argumentów x oraz y daje warto±¢ równ¡

reszcie z dzielenia x · y przez 3. Wtedy tabelki tych operacji wygl¡daj¡

nast¦puj¡co:

⊕3 0 1 2

0 0 1 2

1 1 2 0

2 2 0 1

⊗3 0 1 2

0 0 0 0

1 0 1 2

2 0 2 1

Dla dowolnego zbioru X , ukªad (℘(X ),⊆,∪,∩,X , ∅) jest struktur¡
relacyjn¡.

Zbiór warto±ci logicznych wraz z okre±lonymi na nich funkcjami

prawdziwo±ciowymi jest struktur¡ relacyjn¡.
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Struktury relacyjne i algebry Wªasno±ci dziaªa«

Niech (A, ◦) b¦dzie algebr¡ z jednym dziaªaniem dwuargumentowym.

Powiemy, »e:

1 ◦ jest przemienne, gdy x ◦ y = y ◦ x dla wszystkich x , y ∈ A

2 ◦ jest ª¡czne, gdy x ◦ (y ◦ z) = (x ◦ y) ◦ z dla wszystkich x , y , z ∈ A

3 element e ∈ A jest neutralny dla dziaªania ◦, gdy x ◦ e = e ◦ x = x dla

wszystkich x ∈ A. Element neutralny dziaªania nazywamy te»

moduªem dziaªania.

4 Powiemy, »e y jest elementem odwrotnym dla x (wzgl¦dem ◦), gdy
x ◦ y = y ◦ x = e.

Niech (A,⊕,⊗) b¦dzie algebr¡ z dwiema operacjami dwuargumentowymi.

Powiemy, »e operacja ⊗ jest wzgl¦dem operacji ⊕: lewostronnie rozdzielna,

gdy x ⊗ (y ⊕ z) = (x ⊗ y)⊕ (y ⊗ z), dla wszystkich x , y , z ∈ A;

prawostronnie rozdzielna, gdy (y ⊕ z)⊗ x = (y ⊗ x)⊕ (z ⊗ x), dla
wszystkich x , y , z ∈ A; rozdzielna, gdy jest ona lewo- i prawostronnie

rozdzielna.
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Struktury relacyjne i algebry Wªasno±ci dziaªa«

Dodawanie i mno»enie liczb rzeczywistych s¡ dziaªaniami ª¡cznymi i

przemiennymi. Mno»enie jest rozdzielne wzgl¦dem dodawania, ale

dodawanie nie jest rozdzielne wzgl¦dem mno»enia.

Elementem neutralnym dodawania liczb rzeczywistych jest liczba 0,

elementem neutralnym mno»enia liczb rzeczywistych jest liczba 1.

Elementem odwrotnym dla liczby x wzgl¦dem dodawania liczb

rzeczywistych jest liczba −x , elementem odwrotnym dla liczby x

ró»nej od 0 wzgl¦dem mno»enia liczb rzeczywistych jest liczba 1
x
.

Operacje sumy oraz iloczynu zbiorów s¡ dziaªaniami ª¡cznymi i

przemiennymi. Suma jest rozdzielna wzgl¦dem iloczynu, iloczyn jest

rozdzielny wzgl¦dem sumy.

Operacja brania ±redniej arytmetycznej (powiedzmy dwóch liczb

rzeczywistych) jest przemienna, ale nie jest ª¡czna.

Operacja dzielenia (powiedzmy, liczb rzeczywistych) jest prawostronnie

rozdzielna wzgl¦dem dodawania, ale nie jest lewostronnie rozdzielna

wzgl¦dem dodawania.

Jerzy Pogonowski (MEG) Matematyczne podstawy kognitywistyki Struktury algebraiczne 8 / 34



Struktury relacyjne i algebry Podstruktury

Niech A1 = (A1, {r1i : i ∈ I}) oraz A2 = (A2, {r2i : i ∈ I}) b¦d¡
strukturami relacyjnymi (czystymi) tego samego typu.

Mówimy, »e A1 = (A1, {r1i : i ∈ I}) jest podstruktur¡
A2 = (A2, {r2i : i ∈ I}), gdy A1 ⊆ A2 oraz dla ka»dego i ∈ I zachodzi:

r1i = r2i ∩ Ani

1 , gdzie ni jest liczb¡ argumentów relacji r1i (a tak»e,

oczywi±cie, relacji r2i ).

Je±li A1 jest podstruktur¡ A2, to piszemy A1 ⊆ A2.

Niech A1 = (A1, {f 1j : j ∈ J}) oraz A2 = (A2, {f 2j : j ∈ J}) b¦d¡
algebrami tego samego typu.

Mówimy, »e A1 jest podalgebr¡ A2, gdy A1 ⊆ A2 oraz A1 jest

domkni¦ty na wszystkie operacje fj , czyli gdy dla wszystkich

x1, . . . , xn ∈ A1 oraz wszystkich n-argumentowych operacji fj , mamy:

fj(x1, . . . , xn) ∈ A1.
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Struktury relacyjne i algebry Podstruktury

Przykªady

Dodawanie i mno»enie liczb naturalnych daje w wyniku liczby

naturalne. Tak wi¦c, struktur¦ (N,+, ·) uwa»a¢ mo»emy za

podstruktur¦ (podalgebr¦) struktury (R,+, ·) liczb rzeczywistych z ich

dodawaniem oraz mno»eniem.

Podobnie, struktur¦ uporz¡dkowan¡ (N,6) traktowa¢ mo»emy jako

podstruktur¦ struktury (R,6).

Rozwa»my zbiór wszystkich symetrii trójk¡ta równobocznego. Ma on

sze±¢ elementów: przeksztaªcenie identyczno±ciowe (obrót o 0◦), obrót
o 120◦, obrót o 240◦ (oba wzgl¦dem ±rodka trójk¡ta) oraz trzy

symetrie wzgl¦dem prostych zawieraj¡cych wysoko±ci tego trójk¡ta.

Operacj¡ na tym zbiorze jest skªadanie przeksztaªce«. Podstruktur¡ tej

struktury jest zbiór zªo»ony z przeksztaªcenia identyczno±ciowego oraz

obu wspomnianych obrotów, z operacj¡ skªadania przeksztaªce«.
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Struktury relacyjne i algebry Mor�zmy

Niech A1 = (A1, {r1i : i ∈ I}, {f 1j : j ∈ J}) oraz
A2 = (A2, {r2i : i ∈ I}, {f 2j : j ∈ J}) b¦d¡ strukturami tego samego typu.

Mówimy, »e odwzorowanie f : A1 → A2 jest homomor�zmem A1 w A2, gdy

dla wszystkich x1, . . . , xn ∈ A1 oraz wszystkich n argumentowych relacji r1i
oraz r2i i wszystkich n-argumentowych funkcji f 1j oraz f 2j :

1 f (f 1j (x1, . . . , xn)) = f 2j (f (x1), . . . , f (xn))

2 je±li zachodzi r1i (x1, . . . , xn), to zachodzi r2i (f (x1), . . . , f (xn)).

Je±li f jest bijekcj¡, f jest homomor�zmem z A1 w A2 oraz f −1 jest

homomor�zmem z A2 w A1, to f nazywamy izomor�zmem A1 oraz

A2.

Mówimy, »e struktury A oraz B s¡ izomor�czne, gdy istnieje

izomor�zm z A na B. Je±li A oraz B s¡ izomor�czne, to piszemy

A ∼= B.
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Struktury relacyjne i algebry Mor�zmy

Przykªady

Na poprzednim wykªadzie pokazali±my, »e rodzina wszystkich

podzbiorów zbioru {1, 2, 3} uporz¡dkowana cz¦±ciowo przez inkluzj¦

jest izomor�czna ze zbiorem liczb {1, 2, 3, 5, 6, 10, 15, 30}
uporz¡dkowanym cz¦±ciowo przez relacj¦ podzielno±ci. Izomor�zm ten

to bijekcja f : ℘({1, 2, 3})→ {1, 2, 3, 5, 6, 10, 15, 30} okre±lona
warunkami: f (∅) = 1, f ({1}) = 2, f ({2}) = 3, f ({3}) = 5,

f ({1, 2}) = 6, f ({1, 3}) = 10, f ({2, 3}) = 15, f ({1, 2, 3}) = 30.

Funkcja logarytmiczna log : R+ → R jest homomor�zmem struktury

(R+, ·) w struktur¦ (R,+). Sªuchacze pami¦taj¡ ze szkoªy, »e

logarytm z iloczynu równy jest sumie logarytmów:

log(x · y) = log x + log y .

Funkcja identyczno±ciowa f (x) = x jest homomor�zmem (N, <,+, ·)
w (R, <,+, ·). Struktury (N, <,+, ·) oraz (R, <,+, ·) nie s¡ jednak

izomor�czne. Dlaczego?
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Struktury relacyjne i algebry Kongruencje

Niech A = (A, {ri : i ∈ I}, {fj : j ∈ J}) b¦dzie struktur¡, a E relacj¡

równowa»no±ci na zbiorze A. Mówimy, »e E jest kongruencj¡ w strukturze

A, gdy dla wszystkich x1, . . . , xn, wszystkich y1, . . . , yn, wszystkich
n-argumentowych relacji ri oraz wszystkich n-argumentowych funkcji fj :

1 je±li x1Ey1, . . . , xnEyn, to ri (x1, . . . , xn) zachodzi wtedy i tylko wtedy,

gdy zachodzi ri (y1, . . . , yn)

2 je±li x1Ey1, . . . , xnEyn, to fj(x1, . . . , xn)Efj(y1, . . . , yn).

Najmniejsz¡ (wzgl¦dem inkluzji) kongruencj¡ w strukturze A jest

relacja identyczno±ci na zbiorze dom(A), a najwi¦ksz¡ tak¡

kongruencj¡ jest relacja peªna w zbiorze dom(A).
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Struktury relacyjne i algebry Kongruencje

Przykªady

Na drugim wykªadzie wspomnieli±my o relacji równowa»no±ci ≡n

okre±lonej dla liczb caªkowitych w sposób nast¦puj¡cy: x ≡n y wtedy i

tylko wtedy, gdy x oraz y maj¡ takie same reszty z dzielenia przez n.

Cz¦sto u»ywa si¦ notacji: x ≡ y(mod n) i mówi, »e liczba x przystaje

do liczby y modulo n. Ta relacja jest kongruencj¡ w strukturze

(Z,+, ·) wszystkich liczb caªkowitych z dziaªaniami dodawania i

mno»enia. �atwo sprawdzi¢, »e x ≡n y wtedy i tylko wtedy, gdy x − y

jest podzielna bez reszty przez n. Szczególnie wa»ne s¡ te relacje o

postaci ≡p, gdzie p jest liczb¡ pierwsz¡.

Relacja równoliczno±ci zbiorów, okre±lona w rodzinie wszystkich

podzbiorów dowolnego zbioru X jest kongruencj¡ struktury

(℘(X ),∪,∩).
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Struktury relacyjne i algebry Struktury ilorazowe

Przypominamy, »e je±li E jest relacj¡ równowa»no±ci na zbiorze A, to:

1 [x ]E = {y ∈ A : xEy} (klasa abstrakcji elementu x wzgl¦dem relacji E )

2 A/E = {[x ]E : x ∈ A} (zbiór ilorazowy zbioru A wzgl¦dem relacji E ).

Niech A = (A, {ri : i ∈ I}, {fj : j ∈ J}) b¦dzie struktur¡, a E kongruencj¡

na zbiorze A. Struktur¦ ilorazow¡ A/E de�niujemy w sposób nast¦puj¡cy:

1 A/E = (A/E , {rEi : i ∈ I}, {f Ej : j ∈ J})
2 dla ka»dej n-argumentowej relacji ri de�niujemy relacj¦ rEi :

rEi ([x1]E , . . . , [xn]E ) wtedy i tylko wtedy, gdy ri (x1, . . . , xn)

3 dla ka»dej n-argumentowej funkcji fj de�niujemy funkcj¦ f Ej :

f Ej ([x1]E , . . . , [xn]E ) = [fj(x1, . . . , xn)]E

Poniewa» E jest kongruencj¡ na A, wi¦c powy»sza de�nicja jest poprawna

(nie zale»y od wyboru elementów z klas abstrakcji), co ªatwo sprawdzi¢

rachunkiem.
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Struktury relacyjne i algebry Struktury ilorazowe

Przykªad

W zbiorze Z/≡p wszystkich klas abstrakcji omówionej przed chwil¡

relacji równowa»no±ci ≡p, gdzie p jest liczb¡ pierwsz¡, wprowadzi¢

mo»emy dziaªania arytmetyczne, wykorzystuj¡c dziaªania arytmetyczne

w zbiorze Z.
Zauwa»my, »e Z/≡p liczy dokªadnie p elementów. Jak ju»

wspomniano, relacja ≡p jest kongruencj¡ w strukturze (Z,+, ·).
De�niujemy:

[x ]≡p ⊕p [y ]≡p = [x + y ]≡p

[x ]≡p ⊗p [y ]≡p = [x · y ]≡p

Na pocz¡tku tej prezentacji podali±my tabelki dziaªa« dla operacji ⊕3

oraz ⊗3 (czyli operacji dodawania i mno»enia modulo 3).
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Konstrukcje systemów liczbowych

Dot¡d zakªadali±my, »e sªuchacze dysponuj¡ intuicyjn¡ wiedz¡ na

temat liczb: naturalnych, caªkowitych, wymiernych, rzeczywistych.

W matematyce wprowadza si¦ te rodzaje liczb (oraz wiele innych)

b¡d¹ na drodze aksjomatycznej b¡d¹ poprzez konstrukcj¦ pewnych

rodzajów liczb, gdy inne s¡ ju» okre±lone.

Systemy liczbowe s¡ strukturami: skªadaj¡ si¦ z uniwersum obiektów,

na których wykonujemy pewne operacje.

We wspóªczesnej algebrze bada si¦ nie tylko systemy liczbowe, ale

tak»e bardzo ogólne struktury ró»nych rodzajów, np.: grupy,

pier±cienie, ciaªa, przestrzenie wektorowe, itd.

Studentów kognitywistyki UAM interesowa¢ mog¡ ró»ne problemy

dotycz¡ce np. przyswajania poj¦cia liczby naturalnej przez umysª w

jego rozwoju, uzyskiwanie w tym rozwoju zdolno±ci numerycznych, itp.

Problematyka ta wykracza jednak poza nasz usªugowy kurs

matematyki.
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Konstrukcje systemów liczbowych Arytmetyka liczb naturalnych

Przez algebr¦ Peana rozumiemy ka»d¡ algebr¦ A = (A, f , a) tak¡, »e:

1 a ∈ A (element pocz¡tkowy algebry)

2 f : A→ A (funkcja nast¦pnika)

3 a /∈ rng(f )

4 f jest funkcj¡ ró»nowarto±ciow¡

5 Dla dowolnego zbioru X ⊂ A, je±li a ∈ X oraz f (x) ∈ X , o ile x ∈ X ,

dla wszystkich x ∈ X , to X = A.

Istnieje dokªadnie jedna algebra Peana (z dokªadno±ci¡ do

izomor�zmu). Jej uniwersum N to zbiór wszystkich liczb naturalnych.

Istnieje dokªadnie jedna funkcja dwuargumentowa + : N2 → N, która
speªnia warunki: x + 0 = x , x + (y + 1) = (x + y) + 1.

Istnieje te» dokªadnie jedna funkcja dwuargumentowa · : N2 → N,
która speªnia warunki: x · 0 = 0, x · (y + 1) = (x · y) + x .
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Konstrukcje systemów liczbowych Liczby caªkowite

Okre±lamy relacj¦ ≈1⊆ (N× N)× (N× N): (x , y) ≈1 (u, v) wtedy i

tylko wtedy, gdy x + v = u + y .

Jest to relacja równowa»no±ci na zbiorze N× N, co nietrudno

sprawdzi¢, wykonuj¡c proste rachunki.

De�niujemy zbiór wszystkich liczb caªkowitych: Z = N2/ ≈1.

Odwzorowanie ϕ1 : N→ Z okre±lone wzorem ϕ1(k) = [(k , 0)]≈1 jest

iniekcj¡.

Trzeba jeszcze okre±li¢ dziaªania arytmetyczne na liczbach caªkowitych, ich

dodawanie ⊕1, ich odejmowanie 	1 oraz mno»enie �1; okre±limy te» ich

uporz¡dkowanie 61:

[(x , y)]≈1 ⊕1 [(u, v)]≈1 = [x + u, y + v ]≈1

[(x , y)]≈1 	1 [(u, v)]≈1 = [x + v , y + u]≈1

[(x , y)]≈1 �1 [(u, v)]≈1 = [x · u + y · v , u · y + x · v ]≈1

[(x , y)]≈1 61 [(u, v)]≈1 , je±li x + v 6 y + u.
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Konstrukcje systemów liczbowych Liczby caªkowite

Wreszcie, trzeba pokaza¢, »e:

1 te de�nicje s¡ poprawne (wynik dziaªania nie zale»y od wyboru

elementu z klasy abstrakcji)

2 ⊕1 i �1 �rozszerzaj¡� + i · ze zbioru N na zbiór Z:
1 ϕ1(m)⊕1 ϕ1(n) = ϕ1(m + n)
2 ϕ1(m)�1 ϕ1(n) = ϕ1(m · n)

Struktura ({[(x , 0)]≈1 : x ∈ N},61,⊕1,�1), która sama jest

podstruktur¡ struktury (Z,61,⊕1,�1) jest izomor�czna ze struktur¡

(N,6,+, ·). S¡ to nieujemne liczby caªkowite.

Fakt ten skªania do pewnych uproszcze« w notacji liczb caªkowitych:

1 zamiast [(x , 0)]≈1
piszemy po prostu x

2 zamiast [(0, x)]≈1
piszemy po prostu −x

3 przyjmuj¡c powy»sze uproszczenia, mo»emy napisa¢:

Z = N ∪ {−x : x ∈ N}, co jest bliskie praktyce szkolnej.
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Konstrukcje systemów liczbowych Liczby wymierne

Okre±lamy relacj¦ równowa»no±ci

≈2⊆ (Z× (Z− {0}))× (Z× (Z− {0})) wzorem: (x , y) ≈2 (u, v)
wtedy i tylko wtedy, gdy x �1 v = y �1 u.

De�niujemy zbiór wszystkich liczb wymiernych:

Q = (Z× (Z− {0}))/ ≈2 oraz dziaªania arytmetyczne na liczbach

wymiernych, ⊕2 (dodawanie), 	2 (odejmowanie), �2 (mno»enie), �2

(dzielenie) a tak»e porz¡dek 62:

[(x , y)]≈2 ⊕2 [(u, v)]≈2 = [((x �1 v)⊕1 (y �1 u), (y�1)v ]≈2

[(x , y)]≈2 	2 [(u, v)]≈2 = [((x �1 v)	1 (y �1 u), (y�1)v ]≈2

[(x , y)]≈2 �2 [(u, v)]≈2 = [(x ·1 u, y ·1 v)]≈2

[(x , y)]≈2 �2 [(u, v)]≈2 = [x ·1 v , y ·1 u]≈2 , o ile [(u, v)]≈2 6= [(0, 1)]≈2

[(x , y)]≈2 62 [(u, v)]≈2 , je±li x ·1 v 61 y ·1 u, gdzie 0 <1 y , 0 <1 v .

Trzeba pokaza¢, »e te de�nicje s¡ poprawne (wynik dziaªania nie zale»y od

wyboru elementu z klasy abstrakcji).
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Konstrukcje systemów liczbowych Liczby wymierne

Trzeba te» pokaza¢, »e odwzorowanie ϕ2 : Z→ Q okre±lone wzorem

ϕ2(x) = [(x , 1)]≈2 jest iniekcj¡, oraz zachowuje dziaªania i porz¡dek, czyli

»e zachodz¡ warunki:

ϕ2(x)⊕2 ϕ2(y) = ϕ2(x ⊕1 y)

ϕ2(x)�2 ϕ2(y) = ϕ2(x �1 y)

je±li x 61 y , to ϕ2(x) 62 ϕ2(y).

Dla ka»dej liczby wymiernej [(x , y)]≈2 mamy:

[(x , y)]≈2 = [(x , 1)]≈2 �2 [(y , 1)]≈2 . Liczb¦ wymiern¡ [(x , 1)]≈2 , na

mocy Tradycji (oraz faktu, »e ϕ2 jest izomor�zmem struktur

(Z,61,⊕1,�1) oraz ({[(x , 1)]≈2 : x ∈ Z},61,⊕1,�1)) zwykle
uto»samiamy z liczb¡ caªkowit¡ x .

Na mocy powy»szych ustale«, mo»emy zapisywa¢ liczb¦ wymiern¡

[(x , y)]≈2 w znany ze szkoªy sposób, jako uªamek a
b
. Przy takich

oznaczeniach mamy zatem: Q = { a
b
: a ∈ Z oraz b ∈ Z− {0}} do

którego to zapisu przyzwyczajaªa nas szkoªa.
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Konstrukcje systemów liczbowych Liczby rzeczywiste

Przekrojem Dedekinda nazywamy ka»d¡ par¦ (A,B) niepustych podzbiorów

zbioru ostro liniowo uporz¡dkowanego (X ,≺) tak¡, »e: A ∪ B = X , a ≺ b

dla wszystkich a ∈ A oraz b ∈ B . A jest klas¡ doln¡, a B klas¡ górn¡

przekroju (A,B). W przypadku dowolnego zbioru liniowo uporz¡dkowanego

przekrój Dedekinda (A,B) mo»e by¢ jednej z nast¦puj¡cych postaci:

W zbiorze A istnieje element najwi¦kszy i w zbiorze B istnieje element

najmniejszy. Mówimy wtedy, »e przekrój (A,B) wyznacza skok (w

rozwa»anym porz¡dku).

W zbiorze A istnieje element najwi¦kszy i w zbiorze B nie istnieje

element najmniejszy.

W zbiorze A nie istnieje element najwi¦kszy i w zbiorze B istnieje

element najmniejszy.

W zbiorze A nie istnieje element najwi¦kszy i w zbiorze B nie istnieje

element najmniejszy. Mówimy wtedy, »e przekrój (A,B) wyznacza luk¦

(w rozwa»anym porz¡dku).
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Konstrukcje systemów liczbowych Liczby rzeczywiste

De�nicja Dedekinda liczb rzeczywistych

Liczb¡ rzeczywist¡ (w sensie Dedekinda) nazywamy dowolny podzbiór A

zbioru Q wszystkich liczb wymiernych taki, »e:

1 A 6= ∅, A 6= Q
2 Dla wszystkich a, b ∈ Q: je±li a ∈ A oraz b < a, to b ∈ Q
3 W zbiorze A nie istnieje element najwi¦kszy (w sensie zwykªego

porz¡dku < liczb wymiernych).

Niech R b¦dzie zbiorem tak zde�niowanych liczb rzeczywistych.

De�niujemy dla A,B ∈ R: A 6D B wtedy i tylko wtedy, gdy A ⊆ B .

Wtedy oczywi±cie A <D B dokªadnie wtedy, gdy A ⊂ B .

Ka»da liczba wymierna x wyznacza liczb¦ rzeczywist¡

O(x) = {y ∈ Q : y < x}. Niech Qo = {O(x) : x ∈ Q}. Wtedy Qo jest

izomor�czn¡ (wzgl¦dem porz¡dku) kopi¡ Q, co ªatwo sprawdzi¢

rachunkiem.
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Konstrukcje systemów liczbowych Liczby rzeczywiste

Liczby niewymierne

Istniej¡ jednak liczby rzeczywiste, które nie s¡ wyznaczone przez liczby

wymierne: odpowiadaj¡ one przekrojom Dedekinda wyznaczaj¡cym

luki w rozwa»anym porz¡dku liczb wymiernych. Tak¡ liczb¡

rzeczywist¡ jest np.:

{x ∈ Q : x < 0 lub (0 6 x oraz x2 < 2)}.

Liczby rzeczywiste, które s¡ elementami zbioru R−Qo nazywamy

liczbami niewymiernymi.

Powy»sze de�nicje bazuj¡ na wªasno±ciach porz¡dkowych zbioru

wszystkich liczb wymiernych.

W jaki sposób uporz¡dkowane s¡ liczby rzeczywiste?
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Konstrukcje systemów liczbowych Liczby rzeczywiste

Twierdzenie. Zbiór R jest uporz¡dkowany w sposób ci¡gªy przez relacj¦

6D . Ponadto, zbiór Qo jest g¦sty w R, czyli dla ka»dych x , y ∈ R, je±li
x <D y, to istnieje z ∈ Qo taki, »e x <D z oraz z <D y . Szkic Dowodu:

Porz¡dek 6D jest liniowy. Ten fakt wynika z tego, »e ka»da liczba

rzeczywista to odcinek pocz¡tkowy liniowo uporz¡dkowanego zbioru Q.

Zbiór Qo jest g¦sty w R. To wynika z nietrudnego rachunku,

uwzgl¦dniaj¡cego fakt, »e liczby rzeczywiste zde�niowali±my jako odcinki

pocz¡tkowe nie maj¡ce elementu najwi¦kszego.

W R nie ma elementu najwi¦kszego i elementu najmniejszego. To wynika z

faktu, »e dla dowolnej liczby rzeczywistej A mamy O(x) <D A <D O(y),
gdzie x ∈ A oraz y ∈ Q− A (przy czym y nie jest elementem najmniejszym

w Q− A).

Porz¡dek 6D jest ci¡gªy. Dla dowodu tego faktu rozwa»y¢ trzeba dowolny

niepusty podzbiór S ⊆ R, który jest ograniczony z góry, powiedzmy przez

A0 ∈ R, czyli taki, »e A ⊆ A0 dla wszystkich A ∈ S . Niezbyt trudnym

rachunkiem sprawdzi¢ mo»na, »e wtedy
⋃

S jest kresem górnym zbioru S ,

czyli »e
⋃

S = sup S .

Jerzy Pogonowski (MEG) Matematyczne podstawy kognitywistyki Struktury algebraiczne 26 / 34



Konstrukcje systemów liczbowych Liczby rzeczywiste

W zbiorze R wprowadzamy dziaªania arytmetyczne w nast¦puj¡cy sposób:

Suma. Je±li a, b ∈ R, to niech: a ⊕D b = {x ⊕2 y : x ∈ a oraz y ∈ b}.
Liczba przeciwna. Je±li a ∈ R, to niech:

1 −Da = O(−x), o ile a = O(x)

2 −Da = {−x : x /∈ a}, o ile a /∈ Q0.

Iloczyn. Dla a, b ∈ R de�niujemy ich iloczyn a �D b nast¦puj¡co:

1 Je±li a >D O(0) oraz b >D O(0), to niech:

a �D b = {x �2 y : x > 0, y > 0, x ∈ a, y ∈ b} ∪ {x ∈ Q : x 6 0}.
2 Je±li a = O(0) lub b = O(0), to a �D b = O(0).

3 Je±li a <D O(0) oraz b <D O(0), to a �D b = (−Da)�D (−Db)

4 Je±li a <D O(0) oraz b >D O(0), to a �D b = −D((−Da)�D b)

5 Je±li a >D O(0) oraz b <D O(0), to a �D b = −D(a �D (−Db)).

Struktury: (Qo ,⊕D ,�D ,O(0),O(1)) oraz (Q,⊕2,�2, 0, 1) s¡
izomor�czne.
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Konstrukcje systemów liczbowych Liczby rzeczywiste

De�nicja Cantora

Niech SEQ b¦dzie zbiorem wszystkich ci¡gów podstawowych liczb

wymiernych, tj. zbiorem:

{f : f : N→ Q oraz dla ka»dej k ∈ N istnieje m0 ∈ N taka,
»e dla wszystkich m, n > m0 zachodzi |f (n)− f (m)| < 1

k+1
}.

Na zbiorze SEQ okre±lamy relacj¦ ≈3 wzorem:

f ≈3 g wtedy i tylko wtedy, gdy dla ka»dej k ∈ N istnieje m0 ∈ N
taka, »e dla wszystkich n > m0 zachodzi: |f (n)− f (m)| < 1

k+1
.

Wtedy ≈3 jest relacj¡ równowa»no±ci na SEQ, co nietrudno sprawdzi¢

rachunkiem. De�niujemy zbiór wszystkich liczb rzeczywistych (w

sensie Cantora): R = SEQ/ ≈3.

Funkcja ϕ3 : Q→ R zde�niowana wzorem ϕ3(q) = [cq]≈3 (gdzie cq
jest ci¡giem stale równym q) jest iniekcj¡.
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Konstrukcje systemów liczbowych Liczby rzeczywiste

De�niujemy dziaªania arytmetyczne w R:
1 [f ]≈3 ⊕3 [g ]≈3 = [f ] g ]≈3 ( dodawanie)

2 [f ]≈3 �3 [g ]≈3 = [f ⊗ g ]≈3 ( mno»enie)

gdzie dodawanie ] i mno»enie ⊗ funkcji (ze zbioru N w zbiór Q) rozumiane

jest nast¦puj¡co:

1 (f ] g)(n) = f (n)⊕2 g(n), dla n ∈ N
2 (f ⊗ g)(n) = f (n)�2 g(n), dla n ∈ N.

Mo»na udowodni¢, »e wszystkie te de�nicje s¡ poprawne i »e adekwatnie

okre±laj¡ dziaªania arytmetyczne w R.

Okre±lona wy»ej relacja równowa»no±ci mi¦dzy ci¡gami podstawowymi ka»e

uto»samia¢ ze sob¡ ci¡gi, których odpowiednie wyrazy, pocz¡wszy od

pewnego miejsca, staj¡ si¦ dowolnie bliskie sobie.

W dalszych wykªadach to wªa±nie poj¦cie: by¢ dowolnie blisko b¦dzie

odgrywaªo bardzo istotn¡ rol¦.
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Kraty i algebry Boole'a: de�nicja algebraiczna Kraty

W uj¦ciu algebraicznym, przez krat¦ rozumiemy struktur¦ (X ,t,u) tak¡,
»e X 6= ∅, za± t oraz u s¡ dwuargumentowymi operacjami w X ,

speªniaj¡cymi nast¦puj¡ce warunki dla dowolnych x , y , z ∈ X :

1 operacje t oraz u s¡ ª¡czne i przemienne;

2 t(u(x , y), y) = y

3 u(t(x , y), y) = y

Je±li (X ,t,u) jest krat¡, to dla dowolnych x , y ∈ X zachodzi

równowa»no±¢: u(x , y) = x wtedy i tylko wtedy, gdy t(x , y) = y .

Wykorzystuj¡c ten fakt, mo»na w kracie (X ,t,u) zde�niowa¢ relacj¦

porz¡dku cz¦±ciowego poprzez operacje algebraiczne: x v y wtedy i tylko

wtedy, gdy t(x , y) = y . Kresy w tym porz¡dku wyznaczone s¡ przez

operacje w kracie: inf{x , y} = u(x , y), sup{x , y} = t(x , y). Sªuchacze
domy±laj¡ si¦ ju», »e tak»e wychodz¡c od de�nicji kraty w terminach

porz¡dku cz¦±ciowego (poprzedni wykªad) mo»emy zde�niowa¢ operacje

algebraiczne t oraz u, otrzymuj¡c krat¦ w sensie algebraicznym.
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Kraty i algebry Boole'a: de�nicja algebraiczna Algebry Boole'a

Je±li ka»da z operacji t oraz u jest rozdzielna wzgl¦dem pozostaªej, to

mówimy, »e krata jest dystrybutywna.

Przez algebr¦ Boole'a rozumiemy struktur¦ (X ,t,u,	, 0, 1) tak¡, »e:
1 (X ,t,u) jest krat¡ dystrybutywn¡;

2 	 jest operacj¡ jednoargumentow¡ w X (operacj¡ uzupeªnienia), za± 0

oraz 1 s¡ elementami zbioru X (odpowiednio: zero i jedynka algebry);

3 dla dowolnego elementu x ∈ X zachodz¡ równo±ci:

t(x ,	(x)) = 1 u (x ,	(x)) = 0.

Ze wzgl¦du na pewne nawyki, zwykle stosujemy notacj¦ in�ksow¡ (symbol

funkcji mi¦dzy symbolami argumentów) dla operacji w kratach, a wi¦c

piszemy:

1 x t y zamiast t(x , y)
2 x u y zamiast u(x , y)
3 w algebrach Boole'a dodatkowo: −x (albo np. x ′) zamiast 	(x).
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Kraty i algebry Boole'a: de�nicja algebraiczna Przykªady

W zbiorze N+ mo»emy okre±li¢ struktur¦ kratow¡, de�niuj¡c dla

dowolnych x , y ∈ N+:

t(x , y) = najmniejsza wspólna wielokrotno±¢ x oraz y

u(x , y) = najwi¦kszy wspólny dzielnik x oraz y .

Zbiór pot¦gowy ℘(X ) dowolnego zbioru X jest algebr¡ Boole'a (a wi¦c

tak»e krat¡): zerem algebry jest zbiór pusty ∅, jej jedynk¡ jest zbiór X ,

a operacjami t oraz u s¡, odpowiednio, operacje sumy i iloczynu

zbiorów. Uzupeªnieniem elementu Y ⊆ X tej algebry jest dopeªnienie

Y ′ = X − Y .

W dwuelementowym zbiorze {0, 1} warto±ci logicznych okre±lamy

struktur¦ algebry Boole'a, de�niuj¡c:

t(x , y) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy x = y = 0

u(x , y) = 1 wtedy i tylko wtedy, gdy x = y = 1

	(0) = 1, 	(1) = 0.

Te operacje to funkcje prawdziwo±ciowe, odpowiadaj¡ce, kolejno:

alternatywie nierozª¡cznej, koniunkcji oraz negacji.
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Zach¦ta do re�eksji

My±l przekornie!

Wszyscy znamy ró»nego rodzaju parkieta»e: pokrycia pªaszczyzny

wielok¡tami � np. trójk¡tami równobocznymi, kwadratami,

sze±ciobokami foremnymi. Znamy te» ró»nego rodzaju mozaiki

pokrywaj¡ce pªaszczyzn¦. Mo»na zastanawia¢ si¦, jakie w ogólno±ci s¡

mo»liwo±ci pokrycia pªaszczyzny wielok¡tami, by¢ mo»e ró»nych

rodzajów. Czy mo»liwe jest nieokresowe pokrycie pªaszczyzny za

pomoc¡ wielok¡tów np. dwóch rodzajów?

Skªadanie obrotów na pªaszczy¹nie jest przemienne. Czy przemienne

jest skªadanie obrotów w przestrzeni trójwymiarowej?

Zakresy poj¦¢ s¡ zbiorami, a wi¦c mo»na na nich wykonywa¢ operacje

boolowskie. Jak¡ struktur¦ tworzy zestaw wszystkich zakresów poj¦¢

rzeczywi±cie u»ywanych w danym j¦zyku?
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Podsumowanie

Co musisz ZZZ

Struktura relacyjna, algebra, podstruktura.

Homomor�zm, izomor�zm.

Kongruencja.

Struktura ilorazowa.

System liczb rzeczywistych: de�nicja Dedekinda i de�nicja Cantora.

Kraty i algebry Boole'a.
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