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Plan na dzis: )

@ Przypomnienie: aksjomatyka teorii mnogosci ZF.

o Aksjomatyka arytmetyki Robinsona.

o Hotel Hilberta.

@ Pojecie réwnolicznosci.

@ Definicja nieskonczonosci: Frege.

@ Definicja nieskonczonosci: Dedekind.

@ Definicja nieskonczonosci: Zermelo.

@ Twierdzenie Cantora.

@ Zbiory nieprzeliczalne.

@ Definicja nieskonczonosci: von Neumann.

o Definicja nieskonczonosci: Tarski. )
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Aksjomatyka teorii mnogosci ZF

Aksjomat ekstensjonalnosci:

VxVy (Vz(zex=z€y)—x=y)

Ten aksjomat stwierdza, ze kazdy zbiér jest jednoznacznie wyznaczony
poprzez swoje elementy.

Aksjomat pary:

VxVydzVu (u e z=(u=xVu=y))

To aksjomat gwarantujacy istnienie pary nieuporzadkowane;.
Aksjomat sumy:

VxdyVz (z€ey=TFu(z€ uNuE X))

Aksjomat ten gwarantuje istnienie sumy dowolnej rodziny zbioréw.
Aksjomat zbioru potegowego:

Vx3yVz (z € y =Vu(u € z — u € x))

Na mocy tego aksjomatu, dla dowolnego zbioru istnieje zbiér ztozony
doktadnie ze wszystkich jego podzbioréw.
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Aksjomatyka teorii mnogosci ZF

Schemat wyrézniania:

Vx1Vxp ... VxVy3zVu (ue z=(u €y N p(u,x1,x2,...,%n)))

gdzie ¢ jest formuta jezyka teorii mnogosci ZF taka, ze z nie jest zmienna
wolna w ¢, zas xi, X2, . . ., X, S3 zmiennymi wolnymi formuty ¢ innymi niz
u.

Schemat wyrézniania pozwala z elementéw danego wprzédy zbioru
utworzyé¢ jego podzbidr, ztozony z tych elementéw, ktére majg jakas
wtasnos¢, wyrazalna w jezyku (pierwszego rzedu) teorii mnogosci.

Mamy tu do czynienia nie z jednym aksjomatem, ale wfasnie ze schematem
nieskonczenie wielu aksjomatéw.

Aksjomat nieskonczonosci:
Ix(Fy(yvexAn-Fz(zey)AVy(yex—Vz(VNu(uez=u=y)—
z€x))

Ten aksjomat stwierdza istnienie (co najmniej jednego) zbioru
nieskonczonego. Uwaga: to jedyny aksjomat egzystencjalny w tej teorii
mnogosci.
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Aksjomatyka teorii mnogosci ZF

Schemat zastepowania:

Vu(VxVyVz (x e u N p(x,y) Np(x,z) > y =z) = IwVv (vew =

Ix (x € uNp(x,v))))

Schemat ten gwarantuje, intuicyjnie méwiac, ze obraz dowolnego zbioru
wzgledem jakiejkolwiek funkcji (opisywalnej formuta jezyka teorii mnogosci)
takze jest zbiorem.

Tu réwniez mamy do czynienia nie z jednym aksjomatem, ale ze
schematem nieskonczenie wielu aksjomatéw.

Aksjomat ufundowania:

Vx(Ju (uex) — Jy(y e xAVz(z €y — -z € x)))

Aksjomat ufundowania wyklucza istnienie nieskonczonych €-zstepujacych
ciagéw zbioréw, tj. takich ciagéw (x1, x2, x3, xa, . . .), ze:

X2 € X1, X3 € X2, X4 € X3,...
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Aksjomatyka teorii mnogosci ZF

Gdy do tego systemu dotaczy¢ Aksjomat wyboru:

Vx(Vy (y ex— 3z (zey) A\VyWu ((y exAuex)—y=
uvV-dv(veyAveu))—Iw(Vy(yex—3z((zeynze
w)AVYv ((veEyAvew)—v=z))))

To otrzymamy system teorii mnogosci nazywany ZFC.

Uwaga. Do aksjomatyki teorii ZF naleza takze aksjomaty dla
identycznosci:

e Vx (x = x)

o VxVy (x=y —y=x)

o VXVyWz (x=yANy=2z)— x=2z)

o VXVyVz (x=yAx€z)—yc€z),

o VXVyVz (x=yANzex)—zey).

Uwaga. Uzywane tu (np. w schematach wyré6zniania i zastepowania)
terminy: nieskonczony i przeliczalny naleza do metajezyka.

v
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Aksjomatyka arytmetyki Robinsona

Dodawania i mnozenia liczb naturalnych uczysz sie w wieku kilku lat. )

Chociaz, gdy sie chwile zastanowisz, to by¢ moze dopadnie cie refleksja:
skad wiasciwie wiesz, jaki jest wynik wykonywania tych operacji (tj.
dodawania i mnozenia) na liczbach naturalnych?

Prawdopodobnie, nauczono cie tabliczek dodawania i mnozenia podobnie
jak naucza sie wierszykéw, ,,na pamie¢”.

Stosowano przy tym rézne heurystyki; np. rysunki jabtuszek, kotkéw,
monet, itp. No i teraz umiesz dodawac i mnozy¢.
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Aksjomatyka arytmetyki Robinsona

Czyzby jednak ta wiedza miata uzasadnienie wytacznie w owych
dogmatycznych rysunkach?

To temat na zajecia z filozofii matematyki lub, ogdlniej, z filozofii nauki. Te
zajecia dotycza tylko obliczalnosci, a wiec nie znajdziesz w nich
wyczerpujacej odpowiedzi na tego typu pytania metafizyczne.

Ograniczymy sie do stwierdzenia, ze arytmetyke mozna zbudowa¢ na bazie
aksjomatycznej, jako teorie pierwszego rzedu (a wiec teorie w jezyku KRP,
z predykatem identycznosci oraz symbolami funkcyjnymi).

Tabliczki dodawania i mnozenia zbudowa¢ mozna w Arytmetyce Robinsona.
Jest to system aksjomatyczny w jezyku KRP z identycznoscig oraz
nastepujacymi symbolami funkcyjnymi:
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Aksjomatyka arytmetyki Robinsona

@ o — jednoargumentowy symbol funkcyjny; wyrazenie o(t), gdzie t
jest dowolnym termem, czytamy: nastepnik t;

e @ — dwuargumentowy symbol funkcyjny; wyrazenie @(t1, t2), gdzie
t1, to s3 dowolnymi termami, czytamy: suma t1 i to;

e ® — dwuargumentowy symbol funkcyjny; wyrazenie ®(t1, t2), gdzie
t1, to s dowolnymi termami, czytamy: iloczyn t1 i to.

Nadto, w jezyku Arytmetyki Robinsona uzywamy statej indywiduowej O).
Jest to symbol, ktéry czytamy: zero.
Aksjomaty.
Aksjomaty dotyczace jedynie predykatu identycznosci:
o Vx x =x
o VxVyx=y —-y=x
o VxXVyVzx=yAy=z—>x=2z.
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Aksjomatyka arytmetyki Robinsona

Uwaga. Ta grupa aksjomatéw wystepuje we wszystkich teoriach, w
ktérych uzywamy predykatu identycznosci.

Warto pamieta¢, ze ani te aksjomaty, ani inne, w ktérych wystepuje symbol
= identycznosci nie gwarantuja, ze denotacja tego symbolu jest
»prawdziwg” réwnoscig =.

Dla petnej poprawnosci, powinnismy uzywa¢ innego symbolu dla predykatu
identycznosci w jezyku przedmiotowym (np.: =), a innego dla relacji
identycznosci =, uzywanego w metajezyku.

Nie robimy tego, ufajac, iz Stuchaczki s3 juz oswojone z réznica miedzy
jezykiem przedmiotowym i metajezykiem i ze zyczliwie, ze zrozumieniem
toleruja tego typu drobne $winstewka notacyjne.
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Aksjomatyka arytmetyki Robinsona

Aksjomaty identycznosci dla symboli (), o, ® oraz ®:

o VxVy x =y — o(x) =o(y)

o VxVyVz x =y — @&(x,z) = ®(y, 2)
o VxVyVz x =y — @&(z,x) = ®(z,y)
o VxVyVzx =y — ®(x,z) = ®(y, )
o VxVyVzx =y — ®(z,x) = ®(z,y).

Uwaga. W aksjomatach tych nie wystepuje symbol (), bo nie ma takiej
potrzeby; stosowne ,Leibnizjanskie” warunki dla () sa konsekwencja
pozostatych aksjomatéw.
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Aksjomatyka arytmetyki Robinsona

Aksjomaty specyficzne systemu Arytmetyki Robinsona:

@ Al VxXVy (x £y — a(x) # a(y))

o A Vx O # o(x)

o At Vx (x # O — Jy (x =o(y)))

o Ay Vx @ (x,Q) = x

o As: VxVy & (x,0(y)) = o(&(x,y))

e As: Vx @ (x,0)=0

o Az VxVy ® (x,0(y)) = &(®(x,y), x).
Modelem zamierzonym dla tych aksjomatéw jest struktura, ktérej
uniwersum jest zbiér wszystkich (i tylko!) liczb naturalnych, a denotacjami
poszczegblnych terminéw pozalogicznych sa:

@ symbolu () — liczba zero;

@ symbolu ¢ — operacja nastepnika;

@ symbolu & — operacja dodawania;

@ symbolu ® — operacja mnozenia.
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Aksjomatyka arytmetyki Robinsona

Jesli aksjomaty te wydaja ci sie oczywiste, to witaj we Wspdlnocie
Intelektualnej Ludzkosci!

Nie s3 chyba znani osobnicy, ktérym zdania te wydawatyby sie fatszywe,
przy podanej powyzej interpretacji zamierzone;.

Powstaje naturalnie pytanie: czy z tych aksjomatéw wynikaja (przy
interpretacji symbolu = jako relacji identycznosci) doktadnie wszystkie
prawdy arytmetyczne?

Odpowiedzi na to, wydawatoby sie proste, pytanie dostarczajg wazne
twierdzenia metalogiczne (o ktérych opowiemy na dalszych wyktadach).

Odpowiedz jest negatywna; chociaz kazde zdanie wyprowadzalne z
aksjomatéw jest prawdziwe w zamierzonej interpretacji, to jednak nie
wszystkie zdania prawdziwe w tej interpretacji sa wyprowadzalne z
aksjomatoéw.

Ma to tez zwiazek z nierozstrzygalnosciag KRP.

y
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Aksjomatyka arytmetyki Robinsona

Pierwsze trzy z powyzszych aksjomatéw maja gwarantowa¢, ze uniwersum
interpretacji zamierzonej jest poprawnie utworzona kolejka: na poczatku
jest zero, potem nastepnik zera (czyli jedynka), potem nastepnik nastepnika
zera (czyli nastepnik jedynki, a wiec dwéjka), i tak dalej. Za kazda liczba
naturalna jest doktadnie jedna liczba wieksza od niej o jeden, a od kazdej
liczby naturalnej jest tylko skoriczenie wiele ,krokéw wstecz”, do zera.
Uwaga: pojecia skonczonos$ci nie mozna wyrazi¢ w jezyku pierwszego
rzedu; ten intuicyjny komentarz czyniony jest w metajezyku.

Aksjomaty A4 oraz As charakteryzuja dodawanie, natomiast Ag oraz Az
ustalaja whasnosci mnozenia. Nie obawiaj sie: w charakterystykach tych nie
popetnia sie btednego kofa.

Pokazemy teraz, jak uzyska¢ dowéd prostej prawdy arytmetycznej w
Arytmetyce Robinsona.

Oto dowdd, iz ®(a(c(Q)),a(c(0))) = a(a(a(a(0D)))), czyli ze dwa i

dwa jest cztery:
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Aksjomatyka arytmetyki Robinsona

1. | Vx &(x,0) =x aksjomat Ay

2. | WxVy @ (x,0(y)) = a(®(x,y)) aksjomat As

3. | ~(®(e(e(0)), 0(0(0))) = o(o(o(c(O))))) z.d. n.

4. ©(0(0(0O)), O) = a(a(O)) R(V) dla
o(o(0)) w Ag

5. Wy & (0(o(0), o) = o(@(@@(O),y) | R(Y) dia
o(7(0)) w As

6. | ©(a(a(O)),0(QO)) = a(&(o(e(O)), O)) R(Y) dla O w 5.

7.| @(0(c(O)),a(a(O))) = a(&(o(c(O)), o(O))) R(((V)))dla
o w 5

8. | &(a(c(0)),a(a(0))) = o(&(a(c(O)), O)) 6.17., R(=)

9. | &(0(c(O)),0(a(O))) = a(a(a(a(O)))) 4.18, R(=)

10. | x39 Sprzecznosé: 3,9.
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Aksjomatyka arytmetyki Robinsona

Rozszerzymy teraz system arytmetyki Robinsona poprzez dodanie do jego
aksjomatéw schematu aksjomatéw, zwanego zasadg indukcji. Otrzymany
w ten sposéb system nazywa sie Arytmetyka Peana.

v

State pozalogiczne Arytmetyki Peana s3 takie same, jak w Arytmetyce
Robinsona. Réwniez pierwsze siedem aksjomatéw jest wspélnych dla obu
systeméw. Nowy w aksjomatyce Peana jest:

e Pg: A(O) AVx (A(x) — A(o(x))) — Vx A(x)

(dla dowolnej formuty A, o jednej zmiennej wolnej, jezyka Arytmetyki
Peana).

Pg nie jest jednym aksjomatem, lecz schematem (przeliczalnie wielu)
aksjomatéw. Pg nazywamy zasadg indukcji.

O Arytmetyce Peana bedziemy méwi¢ nieco pézniej. ]
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Hotel Hilberta

Hotel Hilberta

Do méwienia o 4 §

obliczalnosci potrzebna 4 %_—
nam bedzie refleksja nad % A A A A
pojeciem & LS &
nieskonczonosci é‘@: N-f
(potencjalnej i H
aktualnej). Na poczatek, N

odwiedzimy Hotel ) ﬁ{:

Hilberta, co$ w rodzaju

matematycznej Wiezy \% i

Babel (jednak udanej).
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Hotel Hilberta

Przyktad: Liczb pierwszych jest nieskonczenie wiele

Liczb pierwszych jest nieskonczenie wiele.

Przypus¢my, ze jest tylko skonczenie wiele liczb pierwszych (tj. takich liczb
n, ktére maja doktadnie dwa podzielniki: 1 oraz n): 2, 3, 5, 7, 11, 13,
17,....p

Zatem p jest (rzekomo) najwieksza liczba pierwszq

Tworzymy iloczyn: m=2-3-5-7-11-13-17- p (rzekomo) wszystkich
liczb pierwszych.

Liczba m 4 1 jest liczba pierwsza, poniewaz nie dzieli sie bez reszty przez
zadnj z liczb pierwszych 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17,...,p. Nadto, m + 1 jest
wieksza od p.

Otrzymujemy sprzecznos¢: m + 1 jest liczba pierwsza wieksza od
(rzekomo) najwiekszej liczby pierwszej p. Zatem, musimy odrzuci¢
przypuszczenie, iz liczb pierwszych jest skonczenie wiele. W konsekwencji,
liczb pierwszych jest nieskonczenie wiele. Nie istnieje najwieksza liczba
pierwsza.

Jerzy Pogonowski (MEG) Definicje nieskonczonosci Funkcje rekurencyjne 18 / 36



Hotel Hilberta

Hotel Hilberta ma nieskonczong liczbe pokoi: )

[1[2]3[4]5]... )

Jest jasne, ze nawet gdy wszystkie pokoje s3 zajete, to mozna umiesci¢ w
nim nowego goscia, w dowolnym pokoju o numerze n: wystarczy, aby kazdy
z gosci zamieszkujacych pokoje o numerach n, n+ 1, n+ 2, ... przemiescit
sie do pokoju o numerze o jeden wickszym od numeru swojego
dotychczasowego pokoju. Wtedy pokdj o numerze n staje sie wolny.

Jest tez jasne, ze nawet gdy wszystkie pokoje s3 zajete, to mozna umiesci¢
w nim dowolng skonczong liczbe nowych gosci. Pytanie: w jaki sposéb?

Jerzy Pogonowski (MEG) Definicje nieskonczonosci Funkcje rekurencyjne 19 / 36



Hotel Hilberta

Pytanie (tylko troche) trudniejsze: czy w zapetnionym juz Hotelu Hilberta
pomiesci¢ mozna nieskonczong (przeliczalng, tj. réwnoliczna ze zbiorem
wszystkich liczb naturalnych; lub, co na jedno wychodzi, réwnoliczna ze
zbiorem wszystkich pokoi w Hotelu Hilberta) liczbe nowych gosci?

Oczywiscie, TAK. Mozna np. umiesci¢ wszystkich dotychczasowych gosci w
pokojach o numerach nieparzystych, a gosci nowych w pokojach o
numerach parzystych.

Kolejne (znéw, odrobine trudniejsze) pytanie: czy w zapetnionym juz
Hotelu Hilberta mozna pomiesci¢ dodatkowo przeliczalng liczbe
przeliczalnych zbioréw nowych gosci?

| w tym przypadku odpowiedz brzmi: TAK. Widzicie, jak to zrobi¢? )
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Hotel Hilberta

Czyzby wiec w zapetnionym juz Hotelu Hilberta mozna byto pomiesci¢
dodatkowo DOWOLNA liczbe nowych gosci?

Odpowiedz brzmi: NIE. Mozna pokaza¢ (przy uzyciu metody
przekatniowej), ze zbiér R WSZYSTKICH przeliczalnych ciagéw (kolejek)
nowych gosci nie zmiesci sie w Hotelu Hilberta. Argument jest prosty. Po
pierwsze, jest jasne, ze mozemy utozsamia¢ kazdy element zbioru R z
jakims ciagiem liczb naturalnych (dodatnich). Wyliczmy wszystkie
elementy zbioru R, w dowolnej kolejnosci:

A = (a1, a2, @13, ... )
Ay = (ax, ax, a3, ... )

A3 = < d31, d32, d33, ... >
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Hotel Hilberta

Hotel Hilberta

Rozwazmy teraz ciag

A = < d11, 422, a3z, ... >
i zbudujmy ciag
A’ = ( 3?1: 332: a§3, cee)

wedle reguty:
o jesli a,, =8, to afm =7
o jesli a,, # 8, to afm = 8.

Wtedy ciag A° jest rézny od kazdego ciagu A, (dla wszystkich n), a wiec
nie mégt wystapi¢ na liscie (rzekomo) wszystkich elementéw R.

Liczba elementéw zbioru R jest oczywiscie nieskoniczona. Jest ona jednak
(w intuicyjnym sensie) ,wieksza" od liczby pokoi Hotelu Hilberta.
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Hotel Hilberta

Nie mozemy tu opowiedzie¢ o arytmetyce liczb bedacych licznosciami
(mocami) zbioréw nieskonczonych — zob. dowolny porzadny podrecznik
teorii mnogosci. Powiedzmy tylko, ze skala kolejnych nieskonczonosci jest
pozaskonczona (nie daje sie przedstawi¢ jako réwnoliczna z jakakolwiek
liczba nieskonczona).

Hotel Hilberta jest metaforg nieskoficzonosci potencjalnej: wyobrazamy
sobie sytuacje, gdy po kazdym kroku mozemy wykona¢ nastepny, bez
ograniczenia (nie ma znaku stop w Hotelu Hilberta).

Gdy bierzemy pod uwage Hotel Hilberta jako catos¢, to zaczynamy
operowa¢ nieskonczonoscia aktualna. Mamy wtedy mozliwosé
(gwarantowana stosownymi aksjomatami teorii mnogosci) tworzenia coraz
to nowych nieskoiczonosci.
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Pojecie réwnolicznosci

Dwa zbiory sa réwnoliczne, gdy istnieje wzajemnie jednoznaczna funkgcja z
jednego z nich na drugi.

Widzielismy, ze w przypadku zbioréw, ktérych liczba elementéw nie jest
skonczona (na razie: w intuicyjnym sensie) mozemy mie¢ do czynienia z
dwoma przypadkami:

@ dwa zbiory nieskoriczone moga by¢ réwnoliczne (np. zbiér wszystkich
liczb naturalnych i zbiér wszystkich liczb parzystych);

@ dwa zbiory nieskonczone moga nie by¢ réwnoliczne (np. zbidr

wszystkich liczb naturalnych i zbiér wszystkich ciagéw nieskonczonych
o wyrazach bedacych dodatnimi liczbami naturalnymi).

Tak wiec, nie jest prawda, iz wszystkie zbiory nieskonczone sa
réwnoliczne!

Uwaga. Prosze zauwazy¢, ze fakt nieréwnolicznosci dwéch zbioréw
oznacza, ze w catym uniwersum zbioréw nie istnieje funkcja (czyli zbiér par
uporzadkowanych) ustalajaca ich réwnolicznos¢.
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Definicja nieskoficzonosci: Frege

Definicja nieskonczonosci: Frege

Definicja Fregego. Zbiér jest skonczony, gdy ma n elementéw, dla

pewnej liczby naturalnej n. W przeciwnym przypadku jest nieskonczony. J
Ta definicja zaktada, ze wiemy, czym sa liczby naturalne. )
Ot6z wecale nie jest bezdyskusyjne, jaki jest status tej wiedzy.

Problematyka ta nalezy do filozofii matematyki i nie moze tu by¢ omawiana.J

Liczby naturalne stworzyt Pan Bég, cata reszta jest dzietem cztowieka —
napisat kiedys Leopold Kronecker. J
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Definicja nieskoficzonosci: Dedekind

Definicja nieskonczonosci: Dedekind

Definicja Dedekinda. Zbidr jest nieskonczony, gdy jest réwnoliczny z

jakims swoim podzbiorem wtasciwym. W przeciwnym przypadku jest
skonczony.

Na ,paradoksalna” wtasnos¢ pewnych zbioréw, polegajaca na tym, iz s3 one
réwnoliczne z jakim$ swoim podzbiorem wtasciwym, zwracano uwage juz
wczesniej (Galileusz, Bolzano).

Mozna, jak sie okazuje, przyjac¢ te wtasnos¢ jako ceche definicyjng zbioréw
nieskonczonych.

Na marginesie zauwazmy, ze wykazanie réwnowaznosci tej definicji z innymi
definicjami pojecia nieskofnczonos$ci wymaga uzycia pewnika wyboru.
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Definicja nieskonczonosci: Zermelo

Definicja Zermela. Niech X: = {X}, dla dowolnego X. Iteracje operacji ¢
okreslamy nastepujaco:

e Xp =X

o X1 =X

o Xni1 = (Xn)c.

Zbiér jest skonczony, gdy jest réwnoliczny z (), dla pewnego n; w
przeciwnym przypadku jest nieskonczony.

Uwaga. Odwotanie sie do liczb naturalnych jest w tej definicji jedynie
pozorne. W nieuproszczonej, poprawnej wersji definicji Zermela
odwotujemy sie do kumulatywnej hierarchii zbioréw, ktérej okreslenie
wymaga stosowania indukcji pozaskonczone;.
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Twierdzenie Cantora

Twierdzenie Cantora

Twierdzenie Cantora.
Zaden zbidr nie jest réwnoliczny z rodzing wszystkich swoich podzbioréw.

Dowéd. Wezmy dowolny zbiér X i przypusémy, ze X jest réwnoliczny z
rodzing wszystkich swoich podzbioréw p(X). Oznacza to, iz istnieje
wzajemnie jednoznaczna funkcja f ze zbioru X na zbiér p(X). Okreslmy
teraz nastepujacy element rodziny p(X):

Xr={xe X : -xef(x)}
Witedy dla pewnego x¢ € X musiatoby by¢: f(xr) = Xr. Stad i z definicji
zbioru Xy otrzymujemy, iz:
xr € Xf < —xr € Xf.

a to jest sprzeczno$¢. Musimy zatem odrzuci¢ przypuszczenie o istnieniu
funkgcji f. W konsekwencji, X oraz p(X) nie sa réwnoliczne.
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Zbiory nieprzeliczalne

Zbiér nieskonczony nazywamy przeliczalnym, jesli jest on réwnoliczny ze
zbiorem wszystkich liczb naturalnych.

Zbiér jest nieprzeliczalny, gdy jest nieskonczony i nie jest réwnoliczny ze
zbiorem wszystkich liczb naturalnych.

Przyktad zbioru nieprzeliczalnego poznalismy podczas wizyty w Hotelu
Hilberta: nieprzeliczalny jest np. zbiér wszystkich nieskoniczonych
(przeliczalnych) ciggéw dodatnich liczb naturalnych. Podobnie, zbiér
wszystkich nieskonczonych (przeliczalnych) ciagéw o wyrazach 0 lub 1 jest
nieprzeliczalny.

Istnienie zbioréw nieprzeliczalnych jest konsekwencja aksjomatu
nieskonczonosci, aksjomatu zbioru potegowego oraz Twierdzenia Cantora.

v
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Zbiory nieprzeliczalne

Liczby niewymierne

Istnieja liczby niewymierne. Przypomnimy szkolny dowéd, iz v/2 nie jest
liczba wymierna, tj. nie jest réwna ilorazowi § dla zadnych liczb
catkowitych a oraz b takich, ze b # 0 oraz a i b s3 wzglednie pierwsze (tzn.
nie maja wspdlnego podzielnika réznego od ktérejkolwiek z nich i > 1).
Przypus¢my, a contrario, ze istniejg takie a oraz b. Wtedy:
Vi3

2= %

2. b% =22
Poniewaz lewa strona tego réwnania jest liczbg parzysta, wiec prawa tez.
Jesli a? jest parzysta, to i a jest parzysta. Stad a =2 - ¢ dla pewnego c i
mamy:
2.-b%=(2-¢c)?
2- b2 =4.c
P> =2.c?
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Zbiory nieprzeliczalne

Liczby niewymierne

Prawa strona tego réwnania jest liczba parzysta, a wiec takze b? jest liczba
parzysta. Stad, b jest liczbg parzysta i otrzymujemy sprzecznos¢ z
przypuszczeniem, iz a oraz b s wzglednie pierwsze: wszak pokazalismy
przed chwila, ze obie sa parzyste (a wiec obie dziela sie bez reszty przez 2).
Zatem musimy odrzuci¢ uczynione przypuszczenie, ze /2 jest liczba
wymierna. Ostatecznie, /2 nie jest liczba wymierna.

Uwaga. Odkrycie liczb niewymiernych, dokonane przez Pitagorejczykéw,
byto — mozna bez przesady uzy¢ tego okreslenia — szokiem
cywilizacyjnym. To tak, jakbys ujrzata DUCHA: oto okazuje sie, ze w
Kosmosie, ktéry (wedle Pitagorejczykéw) rzadzony jest wytacznie przez
Liczby (wymierne) istnieja byty, niedostepne dotychczasowemu rozumieniu
pojecia liczby.
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Definicja nieskoficzonosci: von Neumann

Definicja nieskonczonosci: von Neumann

Definicja von Neumanna. Dla dowolnego zbioru X, niech
X* = X U{X}. Iteracje operacji * okreslamy indukcyjnie:
o X0=X
o X! =X~
o XNtl — (X”)*.

Zbiér jest skonczony, gdy jest réwnoliczny z ()", dla pewnego n, gdzie () jest
zbiorem pustym. W przeciwnym przypadku, jest nieskonczony.

Uwaga. Réwniez w definicji von Neumanna tylko z pozoru odwotujemy sie
do liczb naturalnych: w poprawnej, nieuproszczonej wersji (ktérej nie
bedziemy tu podawac) definicja ta uzywa tylko poje¢ teoriomnogosciowych;
liczby naturalne zostaja wtedy zdefiniowane (na gruncie teorii mnogosci).
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Definicja nieskoficzonosci: Tarski

Definicja nieskonczonosci: Tarski

Definicja Tarskiego. Zbiér jest skonczony, gdy kazdy C-tancuch w
rodzinie jego podzbioréw jest domkniety na kres gérny. W przeciwnym
przypadku jest nieskonczony.

Podobnie jak u Zermela i von Neumanna, definicja Tarskiego wykorzystuje
jedynie pojecia teoriomnogo$ciowe.

Prosze zauwazy¢, ze np. cigg zbioréw:

{{k : k<n} : n>0}

nie jest domkniety na kres gérny; kresem gérnym (wzgledem porzadku C)
tego ciagu jest jego teoriomnogosciowa suma, a nie jest ona jednym z
elementéw tego ciagu.

Jerzy Pogonowski (MEG) Definicje nieskonczonosci Funkcje rekurencyjne 33 /36



Opuszczamy Hotel Hilberta

Juz starczy, prawda? J

To, co najwazniejsze: mamy precyzyjne definicje nieskonczonosci, nie
odwotujace sie ani do czasu, ani do przestrzeni. Definicji tych mozemy
uzywa¢ w dalszych rozwazaniach dotyczacych pojecia obliczalnosci.

| jeszcze uwaga dotyczaca Hotelu Hilberta. Poniewaz mamy nieskonczong
liczbe gosci, wiec dochody wtasciciela s3 nieskonczone. Sa tez jednak
pewne utrudnienia. Np.: jakiej dtugosci powinien by¢ waz
przeciwpozarowy? lle ptaci¢ pokojéwce, ktéra ma posprzataé wszystkie
pokoje?
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Definicja nieskoficzonosci: Tarski

Jerzy Pogonowski

YET, IF A NEW GUEST ARRIVED,
SHE WAS ALWAYS GIVEN A RooM.

THE INFINITE HSTEL WAS ALWAYS
FILLED o CAPACITY.
hata il

. /. CoM.
THis PARAPoX ASSUMED THAT I | THE BEAN-BRUISING HoTEL
MANAGEMENT CouLD ALwAYS ll ATTRACTED A LoT of MATHE-
APP ONE OR MORE To INFINITY MATK.\ANS AND PHILOSoPHERS .

UNFORTUNATELY, THEY WERE
A BUNCH oF SLOBS.

AFTER ALL, THERE WERE AN
INFINITE NUMBER OF RoOMS.
[ auzu,wqp:.w:q:ﬁu;
‘:}5&556?6& 4

THEY LIKED To ARGUE INTo
THE WEE HOURS ABOUT THE
NATuF.E OF INFINITY.
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Koniec

Na nastepnym wyktadzie bedziemy zajmowac sie nastepujacym tematem: ]

@ Nieskonczona ztozonosé strukturalna. Fraktale. )
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