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Plan na dzis$

Udowodnimy Lemat Hintikki (dla KRZ).
Wprowadzimy pojecie wfasnosci niesprzecznosci.

Udowodnimy twierdzenie o istnieniu modelu (dla KRZ).

Udowodnimy twierdzenie o zwartosci (dla KRZ).

Poznamy ogdlne operacje konsekwencji.

@ Poznamy operacje konsekwencji wyznaczone przez reguty,
konsekwencje matrycowe oraz odrzucajace.

@ Poznamy kilka przydatnych poje¢ algebraicznych:
o Kraty
o Algebry Heytinga
o Algebry Boole'a
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Preliminaria logiczne — ciag dalszy Lemat Hintikki

Zbiory Hintikki

Zbiér H formut jezyka KRZ nazywamy zdaniowym zbiorem Hintikki, jesli:
@ Dla dowolnej zmiennej zdaniowej p, zachodzi co najmniej jedno z

dwojga: p¢ Hlub -p¢ H

1¢ Horaz =T ¢ H;

Jesdli == € H, to ¢ € H;

Jedli o € H, to a1 € H oraz ay € H;

Jesli 5 € H, to 1 € Hlub 5, € H.

©0 00

@ Zbiory Hintikki nazywa sie takze zbiorami nasyconymi w dot
(downward saturated). Moze trafniej bytoby méwi¢: nasycone w gfab?
Cantor méwit podobno, ze wyobraza sobie zbiory jako przepascie.
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Preliminaria logiczne — ciag dalszy Lemat Hintikki

Lemat Hintikki

Lemat Hintikki. Kazdy zdaniowy zbiér Hintikki jest spetnialny. ]

Dowdd. Niech H bedzie zbiorem Hintikki. Zbudujemy wartoSciowanie v,
przy ktérym kazdy element zbioru H przyjmie wartosc¢ 1.

o Jesli p € H, to niech v(p) = 1. Jesli =p € H, to niech v(p) = 0. Jesli
ani p ani —p nie naleza do H, to niech v(p) = 0. Wreszcie, niech
v(L)=v(=T)=0.

o Jak pamietamy z semantyki KRZ, wartosciowanie v mozna
jednoznacznie rozszerzy¢ do odwzorowania v* wszystkich formut
zdaniowych w zbiér {0,1}.

e Wtedy v*(¢)) =1 dla wszystkich ¢ € H, czego dowodzimy np. przez
indukcje po randze formut.
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Preliminaria logiczne — ciag dalszy Lemat Hintikki

Lemat Hintikki

@ Dla zmiennych zdaniowych mamy v*(p) = 1 wtedy i tylko wtedy, gdy
p € H. Dalej, v*(L) = v*(=T) = 0 na mocy definicji v. Tak wiec,
v*(¢)) = 1 dla wszystkich formut o randze 0 nalezacych do H.

e Zatézmy, ze dla wszystkich formut v € H rangi mniejszej od n > 0
zachodzi v*(¢)) = 1.

@ Jesli @ ma range n, to a1 oraz aip s3 elementami H oraz maja range
mniejsza od n. Z zatozenia indukcyjnego v*(a1) =1 = v*(a2).
Wtedy v*(a) = 1.

o Jedli 5 ma range n, to albo 51 € H albo 3, € H. Nadto, 3; oraz /3,
maja range mniejsza od n. Z zatozenia indukcyjnego: albo v*(f1) =1
albo v*(2) = 1. A zatem v*(5) = 1.
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Preliminaria logiczne — cigg dalszy [EAWIEELEEIELTINT o201 T

Sprzecznos¢ to Smier¢ logiczna

Niech C bedzie rodzing zbioréw formut jezyka KRZ.Méwimy, ze C zdaniowa
wiasnoscia niesprzecznosci (propositional consistency property), jesli dla
kazdego zbioru S € C:

© Dla kazdej zmiennej zdaniowej p: albo p ¢ S albo -p ¢ S

Q@ L¢Soraz-T ¢S

Q Jesli —pe S, toSU{Y}teS

Q JesliaeS to SU{a,ap} €C

Q JeslipeS toSU{p}eClubSU{B}eC.

o Tak wiec, kazda wtasnos¢ niesprzecznosci jest rodzing zbioréw,
spetniajaca pewne warunki domkniecia.

o Jesli S € C, to méwimy, ze S jest C-niesprzeczny.
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Preliminaria logiczne — cigg dalszy [EAWIEELEEIELTINT o201 T

Przyktady

@ Rodzina wszystkich zbioréw niesprzecznych jest zdaniowa wtasnoscig
niesprzecznosci.

@ Rodzina wszystkich zbioréw spetnialnych jest zdaniowa wtasnoscia
niesprzecznosci.

@ Rodzina wszystkich zbioréw, ktérych kazdy skonczony podzbiér jest
spetnialny, jest zdaniowa wtasnoscia niesprzecznosci.

e Nazwiemy zbiér formut S tablicowo niesprzecznym, gdy nie istnieje
zamknieta tablica analityczna dla S. Rodzina wszystkich zbioréw
tablicowo niesprzecznych jest zdaniowa wtasnoscig niesprzecznosci.

o Pojecie wlasnosci niesprzecznosci mozna okresli¢ takze dla logiki
pierwszego rzedu.

o Pojecie wtasnosci niesprzecznosci mozna okresli¢ dla réznych metod
dowodowych.
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Preliminaria logiczne — cigg dalszy [EAWIEELEEIELTINT o201 T

Oswajanie wtasnosci niesprzecznosci

o Witasnosé niesprzecznosci C jest domknieta na podzbiory, gdy dla
kazdego S € C oraz wszystkich T C S: T € C.
@ Witasnosé niesprzecznosci C jest charakteru skoriczonego, gdy: S € C

wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy skonczony podzbiér zbioru S nalezy do
C.

@ Kazda wtasnos¢ niesprzecznosci moze zostaé rozszerzona do wiasnosci
niesprzecznosci domknietej na podzbiory.

© Kazda wtasnos¢ niesprzecznosci charakteru skoficzonego jest
domknieta na podzbiory.

© Kazda wtasnos¢ niesprzecznosci domknieta na podzbiory moze zostaé
rozszerzona do witasnosci niesprzecznosci charakteru skoriczonego.

Cwiczenie: udowodnij powyzsze punkty 1-3 (konwersatorium).
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Preliminaria logiczne — cigg dalszy [EAWIEELEEIELTINT o201 T

Przerywnik muzyczny: Logic rap

Profesor:

Bierzemy cigg niesprzecznych zbioréw, wstepujacy scisle.
To jaka jest ich suma, niech ja tylko pomysle.

Ona tez jest niesprzeczna, moj mtody kolego.

Ty pytasz: panie psorze, ach, dlaczego, dlaczego?
Dowéd podam nie wprost, jak w kosciele na tace.
Przypusémy, drodzy goscie, ze byfoby inacze.
Gdyby byta sprzeczna, no to nie ma sity:
Sprzecznosé¢ juz na ktéryms pietrze by sie pojawifa.
Co przeczy zafozeniu oraz konczy dowdd.
Studenci:

| wszystkim nam dostarcza doskonaty powdd,

By zakoriczy¢ ten wykfad i zywo na piwo!

© Pierwsze zatozenie za mocne, ale ratuje rym.

@ Byty jeszcze dwie (obsceniczne) linijki, ktére tu opuszczamy.
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Preliminaria logiczne — cigg dalszy [EAWIEELEEIELTINT o201 T

Domknietos¢ na sumy tancuchow

@ Zatézmy, ze C jest wtasnoscig niesprzecznosci charakteru skoficzonego
oraz ze 51, Sy, Ss, ... jest tancuchem wstepujacym (ze wzgledu na
inkluzje) elementéw rodziny C. Wtedy |J S, € C.

n

Dowdd. Poniewaz C jest wtasnoscia niesprzecznosci charakteru
skonczonego, wiec wystarczy udowodnié, ze kazdy skoniczony podzbidr
zbioru |J S, nalezy do C.

n
Przypusémy, ze {¢1,..., 9k} C S, Pokazemy, ze {¢1,...,¢x} €C.

Dla kazdego 1 < i < k istnieje najmniejszy indeks n; taki, ze ¢; € Sp,..
Niech m = max{ny, ..., ng}. Wtedy ¢; € Sp, dla wszystkich 1 </ < k.
Poniewaz S, € C oraz C jest domknieta na podzbiory, wiec

{wl,...,wk} eC.
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IS TN ENERCEAS AT E- A BVl Twierdzenie o istnieniu modelu

Niesprzeczno$¢ daje szanse

Twierdzenie o Istnieniu Modelu (dla KRZ). Jesli C jest zdaniowa
wiasnoscig niesprzecznosci oraz S € C, to S jest spetnialny.

o Twierdzenie to bedzie wielokrotnie wykorzystane w dowodach petnosci
rozwazanych metod dowodowych.

o Dowdd tego twierdzenia istotnie korzysta z Lematu Hintikki.

@ Zasadniczy pomyst polega na tym, ze kazdy zbiér S z rozwazanej
wiasnosci niesprzecznosci C mozna rozszerzy¢ do pewnego zbioru
Hintikki Hg, réwniez nalezacego do C. Skoro S C Hg, a Hg jest
spetnialny (Lemat Hintikkil!), to réwniez S jest spetnialny.
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Preliminaria logiczne — ciag dalszy Dowéd

Dowdd Twierdzenia o Istnieniu Modelu

o Zatézmy, ze S € C.
@ Na mocy poprzednich ustalefi mozemy zatozy¢, ze C jest charakteru
skonczonego.
o Ustawiamy wszystkie formuty jezyka KRZ w ciag przeliczalny:
1,Y2,13, ... (w porzadku leksykograficznym).
@ Definiujemy ciag 51, S», Ss,...elementéw C w sposéb nastepujacy:
e 5 =S5

o Spr1 =S5, U{t,}, oile S, U{v,} € C, natomiast 5,11 = S, w
przeciwnym przypadku.

o Wszystkie elementy tego ciagu naleza do C i tworza fancuch
wstepujacy. Niech Hg = |J S,. Wtedy S C Hs.
n

@ Poniewaz C jest charakteru skohczonego i jest domknigta na sumy
taficuchéw, wiec Hg € C.
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Preliminaria logiczne — ciag dalszy Dowéd

Dowdd Twierdzenia o Istnieniu Modelu

Hgs jest elementem maksymalnym w C: Przypusémy, ze istnieje K € C taki,
ze: Hs C K oraz Hg # K. Wtedy istnieje ¢, € K — Hg. Oznacza to, ze
¥n & Sp+1, a zatem S, U {¢n} ¢ C.

Jednak S, U {¢,} C K, poniewaz S, C Hs C K oraz ¢, € K. Poniewaz C
jest domknieta na podzbiory, wiec S, U {¢p} € C, sprzecznosc¢.

Hs jest zbiorem Hintikki: Warunki dla zmiennych zdaniowych oraz L i =T
zachodza na mocy konstrukcji zbioru Hg oraz definicji rodziny C. Jesli
——) € Hg, to ¥ € Hg, poniewaz Hg € C. Zatézmy, ze o € Hs. Poniewaz
Hs € C, wiec Hs U {1, az} € C. Poniewaz Hg jest maksymalny, wiec
{a1,a2} C Hg. Zatézmy, ze 5 € Hs. Poniewaz Hs € C, wiec

Hs U {51} € C} lub Hs U {52} € C}. Poniewaz Hs jest maksymalny, wiec
51 € Hg lub B> € Hs.

Na mocy Lematu Hintikki S jest spetnialny, poniewaz S C Hg.

Jerzy Pogonowski (MEG) Preliminaria logiczne MDTiIAR 13 / 31



MG NN ENERCEAS AT E AL BTVl Twierdzenie o zwartosci

Zastosowanie Twierdzenia o Istnieniu Modelu

Twierdzenie o Zwartosci. Niech S bedzie zbiorem formut jezyka KRZ.
Jesli kazdy skonczony podzbiér zbioru S jest spetnialny, to S jest spetnialny.

Dowdd. Zatézmy, ze kazdy skohczony podzbidr zbioru S jest spetnialny.
Plan dowodu jest nastepujacy:

@ Definiujemy rodzine C zbioréw formut jezyka KRZ jako rodzine tych
wszystkich zbioréw formut, ktérych kazdy skoficzony podzbidr jest
spetnialny.

o Witedy oczywiscie S € C.

o Trzeba bedzie pokaza¢, ze C jest whasnoscig niesprzecznosci.

o Nastepnie wystarczy skorzystaé z Twierdzenia o Istnieniu Modelu.
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Preliminaria logiczne — ciag dalszy Dowéd

Dowdd Twierdzenia o Zwartosci

Przypus¢my, ze W € C oraz {p,—p} C W dla pewnej zmiennej zdaniowej
p. Zbior {p, —p} jest skonczony, ale nie jest spetnialny, a wiec poczatkowe
przypuszczenie musi zostaé¢ odrzucone.

Oczywiscie, jesli W € C oraz ——p € W, to WU {¢} € C.

Zatézmy, ze W € C oraz oo € W. Pokazemy, ze kazdy skonczony podzbiér
zbioru W U {aq, ap} jest spetnialny, czyli W U {aq, ap} € C. Skonczony
podzbiér zbioru W U {1, an} moze: nie zawiera¢ zadnej z formut aq, az,
zawiera¢ doktadnie jedna z nich, zawiera¢ obie. Wystarczy rozwazy¢ ostatni
przypadek, czyli W U {aa, an}, gdzie Wy jest skoficzonym podzbiorem WV.
Wtedy Wo U {a} tez jest skonczonym podzbiorem W, a wiec jest
spetnialny. Dowolne wartos$ciowanie posytajace kazdy element zbioru

Wo U {a} w 1 musi zatem posytaé w 1 zaréwno a1 jak i ap. Oznacza to,
ze Wo U {a, a1, az} jest spetnialny, z zatem Wy U {a, an} jest spetnialny.
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Preliminaria logiczne — ciag dalszy Dowéd

Dowdd Twierdzenia o Zwartosci

o Zatézmy, ze W € C oraz f € W. Pokazemy, ze: albo WU {3;} € C
albo W U {82} € C. Niech Wy bedzie skoficzonym podzbiorem W.

o Wy U{pB} takze jest skonczonym podzbiorem W, a wiec jest
spetnialny: istnieje warto$ciowanie v posytajace kazdy element zbioru
Wo U{B} w 1.

e Na mocy definicji wartosciowan: albo v(31) =1 albo v(5;) = 1.

o W konsekwencji, wartosciowanie v posyta w 1: albo wszystkie
elementy zbioru Wy U {3, 51} albo wszystkie elementy zbioru

Wo U {8, Ba}. Tak wiec: albo W U {5, 51} albo Wo U {3, B2} jest
spetnialny.

@ Poniewaz podzbiér zbioru spetnialnego jest spetnialny, wiec: albo
Wo U {B1} albo Wo U {f2} jest spetnialny.

o Ostatecznie: albo W U {p1} € C albo WU {52} €C.
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Ogédlne operacje i relacje konsekwencji Warunki Tarskiego

Operacje i relacje konsekwencji w sensie Tarskiego

Ogodlna operacja konsekwencji C w ustalonym jezyku o zbiorze formut F to
operacja C : p(F) — p(F), spetniajaca warunki:

(C1) X C C(X) (zwrotno$¢)
(C2) Jesli X C Y, to C(X) C C(Y) (monotonicznos¢)
(C3) C(C(X)) € C(X) B (idempotencja)
(C4) CX)CIHC(Y): YT XAY <R} (finitystycznosé).

Ogdlna relacja konsekwencji =C p(F) x F okreslona jest przez warunki:
(F 1) X 1 dla kazdej ¢ € X

(F2)Jesli XFyiXCY,toYFH®

(F 3) Jesli X - ¢ dla kazdej ¢ € Y oraz Y -4, to X F o

(F 4) Jesli X 9, to istnieje Y taki, ze: Y C X, Y < Ng oraz Y I 2.
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Ogédlne operacje i relacje konsekwencji Warunki Scotta

Relacje konsekwencji w sensie Scotta

Relacja konsekwencji w sensie Scotta w ustalonym jezyku nazywamy relacje
F miedzy zbiorami formut tego jezyka, ktéra spetnia nastepujace warunki:
e Zwrotnosé. {¢} F {p}
@ Monotonicznosé. Jesli X1 C X5, Y1 C Yooraz X1 F Y1, to Xo F Y5
@ Przechodniosé. Jesli X =Y U{p} oraz {p} UXF Y, to X F Y.

o Uwaga. O ogdlnych operacjach i relacjach konsekwencji jedynie
wspominamy w tym miejscu. Kazda z omawianych dalej metod
dowodowych wyznacza takie operacje i relacje.

o Celem tego wyktfadu jest jednak nie badanie (ciekawych!) wtasnosci

ogéblnych operacji i relacji konsekwencji, ale praktyczne oswojenie sie z
wybranymi metodami dowodowymi.
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Dtz
Wreszcie! Reguty.

Niech R bedzie dowolng rodzing regut wnioskowania w ustalonym jezyku o
zbiorze formut F. Przez operacje konsekwencji w tym jezyku wyznaczong
przez R rozumiemy kazda funkcje Cr : p(F) — ©(F), zdefiniowana
indukcyjnie nastepujacymi warunkami dla dowolnego zbioru formut X tego
jezyka:

C3(X)=X

CATHX) = CE(X)U{y € F: (3R € R)(3P C CK(X)) (P,v) € R}
Cr(X) = U{CR(X) : k € N}.

Wyrazenie 1) € Cr(X) czytamy: v jest wyprowadzalna z X za pomoca
regut nalezacych do R. Oczywiscie jesli n < m, to Cx(X) C CF(X).

Niech Cld(R, X) oznacza, ze zbiér formut X jest domkniety na wszystkie
reguty ze zbioru R: Cld(R, X) wtedy i tylko wtedy, gdy
(VR e R)(VP C F)(V¢ € F)((P,v) e RAP C X) — 9 € X).
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Konsekwencje wyznaczone przez reguty Niektére wtasnosci

Nie powinnas by¢ zaskoczona, ze:

Q Y € Cr(X) wtedy i tylko wtedy, gdy ¢ € Y dla kazdego zbioru Y
takiego, ze X C Y oraz Cld(R,Y).

Q Je&sli (P,) e RARETR), to ¢ € Cr(P).

Q Jedli (P,¥) e RARERAP C Cr(X)), to ¢ € Cr(X).

Q X C Cr(X) (zwrotnosé).
Q Jesli X C Y, to Cr(X) C Cr(Y) (monotonicznosé).
Q Jesli R1 C Ry, to Cr,(X) C Cr,(X) (monotonicznosé).
Q@ Cr(Cr(X)) = Cr(X) (idempotencja).
O Cr(X)=U{Cr(Y): Y CXAY < Xo} (finitystycznose).
@ Cr(X)=U{Cr/(X): RFCRATR < N} (finitystycznoée).
@ Niech X #0oraz X C Y lub Y C X dla X,Y € X. Wtedy

CRIUIX - X € X)) = U{Cr(X) : X € X).
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Konsekwencje wyznaczone przez reguty Reguty dopuszczalne i reguty wyprowadzalne

Co wolno

Zbiér Adm(R, X) wszystkich regut dopuszczalnych ze wzgledu na X i R
definiujemy nastepujaco:

R € Adm(R, X) wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego P C F oraz kazde;j
Y€ F: jesli (P,) € Ri P C Cr(X), to ¢ € Cr(X).

Zbiér Der(R, X) wszystkich regut wyprowadzalnych ze wzgledu na X i R
definiujemy nastepujaco:

R € Der(R, X) wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego P C F oraz kazde;
P € F: jesli (P,¢) € R, to ¢ € Cr(XUP).

@ Regufa R jest zatem dopuszczalna ze wzgledu na X oraz R wtedy i
tylko wtedy, gdy zbiér Cr(X) jest domkniety na te regute.

@ Der(R,X) C Adm(R, X).
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gy sl vl
Chinskie mundurki

Niech e : V — X bedzie odwzorowaniem ze zbioru V zmiennych
zdaniowych w zbidr formut X. Funkcje e mozna jednoznacznie rozszerzyé
do h¢: F — F w nastepujacy sposéb:

hé(pi) = e(pi)

he(§}(<p)) = §}(he(cp)) (dla spéjnikéw 1-argumentowych §Jl)

he(§12(cp,1/1)) = §12(he(g0), he(v)) (dla spéjnikéw 2-argumentowych §12)
Reguta podstawiania za zmienne zdaniowe: 1 powstaje z ¢ przez
podstawienie (formut ze zbioru X za zmienne zdaniowe) wtedy i tylko
wtedy, gdy istnieje funkcja e : V — X taka, ze ¢ = h¢(p).

Reguta R jest reguta strukturalng w F wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdej
pary (P,%) € R oraz kazdego e : V — F mamy (h¢[P], h¢(¢))) € R.
Reguta strukturalna to zatem, intuicyjnie méwiac, reguta zawierajgca
wszelkie pary (P, 1)) bedace podstawieniami jakiegokolwiek pary z tej
reguty.
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Drobinka semantyki

Niech 0t = (U, {fi}ies, D) bedzie matryca logiczng, gdzie (U, {fi}ic/) jest
algebra podobna do algebry jezyka J = (V,{§; : i € I},F), a D jest
podzbiorem U (zbiorem wartosci wyréznionych matrycy 90t).

Zawartoscia (zbiorem tautologii) matrycy 9 jest zbiér E(9t) wszystkich
formut ¢ jezyka J takich, ze dla dowolnego v : V — U mamy h"(¢)) € D.

Zdefiniujmy funkcje Con : p(F) — p(F) nastepujaco:

o Con(X) jest zbiorem wszystkich formut ¢ € F takich, ze dowolnego
v:V — U mamy: jesli h’[X] C D, to h¥(¢)) € D.

Whtedy funkcja Gop spetnia warunki (C 1)—=(C 4). Funkcje Gop nazywamy
konsekwencja matrycowa (wyznaczong przez matryce 9t).

W tych wyktadach zajmujemy sie syntaktycznymi metodami dowodzenia.
Zachowamy jednak czujno$¢ semantyczna.
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Co ujrzata Alicja

Niech C bedzie operacja konsekwencji. Zdefiniujmy operacje C!
konsekwencji odrzucajacej (wyznaczonej przez C) nastepujaco:
CHX)={y € F: XN C({y}) # 0}

Wtedy C~! spetnia warunki (C1)—(C4).

W mys| powyzszej definicji, 1 jest formuta odrzucona na gruncie zatozen X
wtedy i tylko wtedy, gdy co najmniej jedna formuta z X jest wyprowadzalna
2 {0},

Tak wiec, formuta ¢ nie jest odrzucona na gruncie zatozen X wtedy i tylko
wtedy, gdy zZadna formuta z X nie jest wyprowadzalna z {¢}.

Konsekwencje odrzucajace mozemy charakteryzowaé poprzez regufy
odrzucania formut. Dla przyktadu, jedna z takich regut jest regufa
odrzucania przez odrywanie: jesli uznajesz implikacje oraz odrzucasz jej
nastepnik, to odrzu¢ jej poprzednik.

v
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Dodatek: drobiazgi algebraiczne Kraty
Kraty

Definicja algebraiczna.
Uktad (A, N,U) nazywamy krata, jesli N oraz U sa dwuargumentowymi
operacjami na zbiorze A, spetniajagcymi nastepujace warunki:

xUy=yUx xXNy=yNx
xU(yUz)=(xUy)Uz xn(yNnz)=(xnNy)Uz
(xNy)Ux =x xN(xUy)=x

Definicja porzadkowa.

Czesciowy porzadek < nazywamy porzadkiem kratowym w zbiorze A, jesli
dla kazdych x,y € A w zbiorze A istnieja kresy: inf{x,y} oraz sup{x,y}.
Jesli < jest porzadkiem kratowym w A, to (A, <) nazywamy krata.

Definicje te sa réwnowazne:
inf{x,y} =xNy,sup{x,y} = xUy, x <y wttw xNy = x wttw xUy = y
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ey
Kraty dystrybutywne

o Najwiekszy element kraty (o ile istnieje), nazywamy jedynka kraty i
oznaczamy np. przez 1.

e Najmniejszy element kraty (o ile istnieje), nazywamy zerem kraty i
oznaczamy np. przez 0.

Krata (A,N,U) jest:

@ modularna, gdy dla wszystkich x,y, z: jesli x < y, to
xU((ynz)=yn(xUz)
o dystrybutywna, gdy dla wszystkich x, y, z:

xN(yUz)=(xNy)U(xnNz)

xU(ynz)=(xUy)Nn(xU z).
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by (i
Algebry Heytinga

Mdéwimy, ze krata (A, N, U) jest implikatywna, gdy dla kazdych x,y € A
istnieje u € A taki, ze dla kazdego v € A: v < u wtedy i tylko wtedy, gdy
xNv <y.

Element ten oznaczany jest np. symbolem x = y. Wprost z definicji wida¢,
ze x = y jest elementem najwiekszym w zbiorze {z € A: x Nz < y}.
Element x = y nazywany jest pseudouzupetnieniem x wzgledem y.

Krate implikatywna, w ktérej istnieje zero 0 nazywamy krata Heytinga
(albo algebra Heytinga, albo algebra pseudoboole’owska).

W kazdej kracie Heytinga zdefiniowaé mozna pseudouzupetnienie
dowolnego elementu x, oznaczane np. symbolem —x, w nastepujacy
sposob: —x = x = 0.
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by (i
Algebry Heytinga

Prosty przyktad algebry Heytinga podaja ponizsze tabelki okreslajace
warto$ci operacji N, U oraz = w tréjelementowym zbiorze liniowo
uporzadkowanym {0,a,1} (0 < a<1):

=l oD
(==} en ) en ]l en]
IR =1 )
= | O C
=L OO
ot |t |k |k
e e i

Q| = =

o O X

OO~

L L OlL

ool

-l | L
OO

Z tabelek tych widaé, ze —x = 0 dla wszystkich x # 0. Zauwazmy tez, ze
w algebrze tej nie zachodzi np.: x U —x = 1, poniewaz
aU—a=aU(a=0)=aU0=a#1. Ponadto, w algebrze tej nie
zachodzi np. prawo Peirce’a: element ((x = y) = x) = x nie musi by¢
réwny 1.
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Dodatek: drobiazgi algebraiczne Algebry Heytinga

Krata Riegera-Nishimury

Wolna algebra Heytinga o jednym generatorze (zjedzona w Krakowie).
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Aty Beelkls
Algebry Boole'a

Mowimy, ze krata (A,N,U) jest komplementarna, gdy ma ona elementy 0
oraz 1 i gdy dla dowolnego x € A istnieje y € A taki, ze: xNy = 0 oraz
x Uy = 1. W kazdej dystrybutywnej kracie komplementarnej dla kazdego
elementu x istnieje doktadnie jeden element y, spetniajacy te warunki:
nazywamy go uzupetnieniem elementu x i oznaczamy —x.

Mozna na kilka sposobéw definiowa¢ algebry Boole'a. Algebra Boole'a
nazywamy kazda implikatywng krate komplementarng. Mozna tez
zdefiniowac algebre Boole'a jako krate (A,U,N, —,0,1), gdzie:

e (A,U,N) jest krata dystrybutywna

e xUD0=x,xN1=x,xU—x=1,xN—-x=0.

W mysl tej definicji, algebra Boole'a to krata dystrybutywna z zerem i
jedynka, w ktorej kazdy element ma uzupetnienie.
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Aty Beelkls
Algebry Boole'a

Stuchacze z pewnoscig znaja co najmniej dwa przyktady algebr Boole'a:

@ Dwuelementowa algebra wartosci logicznych.

o Algebra wszystkich podzbioréw dowolnego zbioru.

e Kazda algebra Boole'a jest izomorficzna z pewnym ciatem zbioréw.

o Algebry Heytinga zwigzane s3 z logika intuicjonistyczna.

o Logiki modalne zwiagzane s3 z algebrami Boole'a z dodatkowymi
operacjami.

W trakcie wyktadéw bedziemy sporadycznie korzystaé¢ z podanych pojeé
algebraicznych (a takze dalszych, jak np.: filtr, kongruencja, algebra
ilorazowa).
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