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Wprowadzenie

Plan na dzi$
Plan na dzis: )
@ Przypomnienie: konstrukcja zdania Gédla;
@ Twierdzenie Rossera;
@ Szkic dowodu Twierdzenia Gédla o Niezupetnosci PA;
@ Informacja o Twierdzeniu o Nieudowadnialnosci Niesprzecznosci PA w

PA;

Twierdzenie Tarskiego;

@ Informacja o teoriach rozstrzygalnych i nierozstrzygalnych;

o Refleksja: umyst, intuicja, dowéd, prawda.
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Odnosniki bibliograficzne

Precyzyjne przedstawienie omawianej dzi$ problematyki wykracza poza
mozliwosci (czasowe) tego wyktadu. Zainteresowanym polecam np. lekture
bardziej zaawansowanych pozycji:

o Hofstaedter, D.: Gédel, Escher, Bach: An Eternal Golden Braid.
@ Hunter, G.: Metalogika.

e Krajewski, S.: Twierdzenie Gédla i jego interpretacje filozoficzne.

@ Murawski, R. Funkcje rekurencyjne i elementy metamatematyki.
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Odnosniki bibliograficzne

Polecam takze znakomite ksigzki z zagadkami logicznymi, w ktérych
popularyzuje sie wiedze na temat metalogiki i jej zastosowan:

e Smullyan, R.: Jaki jest tytut tej ksigzki?
e Smullyan, R.: Dama czy tygrys?
e Smullyan, R.: Szatan, Cantor i nieskoriczonos¢.

e Smullyan, R.: Przedrzezniaé przedrzezniacza.

e Smullyan, R.: Na zawsze nierozstrzygniete.
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Zdanie Godla

Przypominamy, ze mozna pokaza¢, ze formuty dow(x, y) oraz
podst(x, y) = z daja sie precyzyjnie okresli¢ w PA tak, aby:
e dow(m, n) wyrazata fakt, ze ciag formut o numerze m jest dowodem
formuty o numerze n;
e w konsekwencji, 3x dow(x, ) stwierdzata, ze formuta o numerze n
jest twierdzeniem PA;
@ podst(m,n) = F stwierdzata, ze r jest numerem formuty otrzymanej z

formuty (o jednej zmiennej wolnej) o numerze n przez podstawienie w
miejsce tej zmiennej liczebnika .

Niewazne, jak skomplikowane s3 formuty dow(x, y) oraz podst(x,y) = z;
wazne, ze wyrazane przez nie pojecia s obliczalne.
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Twierdzenie Rossera

Niech T bedzie dowolna teorig (pierwszego rzedu) o rekurencyjnym zbiorzeJ

aksjomatéw zawierajacg Arytmetyke Peana PA.

Twierdzenie Rossera. Jesli T jest niesprzeczna, to:

O Istnieje zdanie A jezyka teorii T, takie, ze:
@ A jest niedowodliwe w T.
@ —A jest niedowodliwe w T.

@ T jest nierozstrzygalna.
© T jest niezupetna.
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Twierdzenie Rossera

Dowéd Twierdzenia Rossera. J

Niech god(y) bedzie skrétem dla formuty —3x dow(x, podst(y,y)) oraz
niech n bedzie numerem formuty god(y).

Whtedy: formuta god(n) stwierdza, ze formuta o numerze podst(n,n) nie
ma dowodu.

Ale podst(n, n) oznacza wtasnie numer formuty god(n). ]
Wida¢ wiec, ze formuta god () stwierdza o sobie samej, ze nie jest
twierdzeniem.
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Twierdzenie Rossera

Zatem: formuta god () jest prawdziwa wtedy i tylko wtedy, gdy
podst(n,n) oznacza numer formuty nie majacej dowodu, tzn. wtedy i tylko
wtedy, gdy god(7) nie ma dowodu.

Gdyby wiec god(n) miata dowdd, to bytaby nieprawdziwa, a wiec w teorii
T datoby sie udowodni¢ formute nieprawdziwg, co jest sprzeczne z
zatozeniem, ze T jest niesprzeczna.

Stad: formuta god(n) jest prawdziwa, lecz nie posiada dowodu. J
Z prawdziwosci god(n) wynika, z —~god(n) jest fatszywa. ]
Stad i z niesprzecznosci T otrzymujemy, ze réwniez —god(n) nie ma

dowodu. J
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| Twierdzenie Gédla

w-niesprzecznos¢

Niech teoria T zawiera w swoim jezyku nazwy dla wszystkich liczb
naturalnych (np. liczebniki, okreslone powyzej).

Teoria T jest w-niesprzeczna, gdy dla dowolnej formuty o(x) jej jezyka:
o jesli THp(0), TH(1), TH¢(2), ...
e to T nonk dx—¢p(x).

Wtasnos$¢ w-niesprzecznosci jest silniejsza od zwyktej niesprzecznosci:
kazda w-niesprzeczna teoria jest takze niesprzeczna (ale nie na odwrét).

Teorie, ktére nie s3 w-niesprzeczne nazywamy w-sprzecznymi.
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| Twierdzenie Godla

| Twierdzenie Godla. Jesli Arytmetyka Peana PA jest w-niesprzeczna,

to: J

@ Istnieje zdanie A jezyka PA, takie, ze:
0 A jest niedowodliwe w PA.
@ —A jest niedowodliwe w PA.

@ PA jest nierozstrzygalna.
© PA jest niezupetna.

Uwaga. Zatozenie w-niesprzecznosci potrzebne jest jedynie dla dowodu
punktu 1.2.

Jerzy Pogonowski (MEQG) Funkcje rekurencyjne (11) (JiNol III) 30 maja 2007

10 / 21



Dowdd | Twierdzenia Godla

Szkic dowodu. Dowéd przebiega tak samo, jak dowéd Twierdzenia Rossera,
z wyjatkiem punktu 1.2.

Pokazalis$my juz, ze god() nie jest twierdzeniem PA.

Zatem zadna liczba naturalna m nie jest numerem dowodu formuty god(n).
Dla kazdej liczby naturalnej m zachodzi wiec:

PA + —dow(m,n).

Z w-niesprzecznosci PA mamy wtedy:

PA nonk 3x =—dow(x, ), czyli PA nonk 3x dow(x,n).

Poniewaz —god(n) jest formuta ——3x dow(x,n), wiec oznacza to, ze:

PA nonk —god(n).

Uwaga. Jest to dowéd w postaci wielce uproszczonej (podobnie jak
powyzszy dowdd Twierdzenia Rossera). M.in. implicite jest tu uzywany
fakt, ze relacja miedzy ng y formuty a ng x jej dowodu jest mocno
reprezentowalna w PA przez formute dow(x,y).
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Il Twierdzenie Godla

Przypomnijmy, ze Conpa oznacza formute: —tw("0 = 17), wyrazajaca fakt
niesprzecznosci PA.

Il Twierdzenie Gddla. Jesli PA jest niesprzeczna, to PA nont Conpa. )

Twierdzenie to méwi zatem, ze jesli Arytmetyka Peana PA jest
niesprzeczna, to faktu tego nie mozna dowies¢ w PA.

Nie mozemy w tym kursie przedstawi¢ dowodu tego twierdzenia, ze
wzgledu na jego skomplikowanie. Zainteresowanych odsytam do cytowanej
literatury przedmiotu.

Uwaga. Mozna udowodnié, ze zdanie Conps (wyrazajace niesprzecznos¢
PA) jest réwnowazne na gruncie PA ze zdaniem Gédla (wyrazajacym swoja
wtasna niedowodliwosc).
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Twierdzenie Tarskiego

e Twierdzenie Tarskiego. Prawdziwosé¢ formut teorii T nie jest
definiowalna w T.

Uwaga: definicja prawdy (autorstwa Alfreda Tarskiego), ktéra poznaliscie
na kursie logiki, byta sformutowana w metajezyku — jezyku istotnie
silniejszym od jezyka przedmiotowego.
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Twierdzenie Tarskiego

Dowdéd Twierdzenia Tarskiego. ]

Przypusémy, ze jezyk teorii T zawiera formute pr(x) wyrazajaca wtasnosé
prawdziwosci formut tej teorii, tj. taka, ze:

pr(m) jest prawdziwa wtedy i tylko wtedy, gdy m jest numerem formuty
prawdziwej teorii T.

Pokazemy, ze przypuszczenie to prowadzi do sprzecznosci, a wiec musi by¢
odrzucone (w konsekwencji, dostajemy teze Twierdzenia Tarskiego).

Niech alf(x) bedzie formuta: —pr(podst(x, x)) oraz niech r bedzie
numerem formuty alf(x).

v
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Twierdzenie Tarskiego

Wtedy podst(F,F) oznacza numer formuty alf (F). J

Ale formuta alf (7) jest tozsama z formuta —pr(podst(7,7)). ]

Formuta alf (7) stwierdza, ze formuta o numerze podst(7,7) jest fatszywa.
Zatem alf (F) stwierdza o sobie samej, ze jest fatszywa.

Zatem formuta alf (7) jest prawdziwa wtedy i tylko wtedy, gdy formuta o
numerze oznaczanym przez podst(7,T) jest nieprawdziwa.

Ale liczba oznaczana przez podst(7,7) jest wtasnie numerem formuty

alf (7).

Stad: alf (7) prawdziwa wtedy i tylko wtedy, gdy alf (7) fatszywa.
SPRZECZNOSC.
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Uwagi historyczne

Uwagi.

o Twierdzenie udowodnione w 1930 roku przez Gddla zaktadato
w-niesprzeczno$¢ teorii T. Zatozenie to ostabit (do niesprzecznosci T)
Rosser.

@ Oba powyzsze dowody wykorzystywaty rozumowanie przekatniowe.

e Mozliwe jest uprawianie metalogiki (metamatematyki) bez
arytmetyzacji skfadni. Pokazat to niedawno Pan Profesor Andrze;
Grzegorczyk, rozwijajac oryginalne pomysty Alfreda Tarskiego dot.
teorii konkatenacji.

o Ciekawostka prowincjonalna: Uniwersytet Poznanski nie byt
zainteresowany zatrudnieniem Alfreda Tarskiego, jednego z
najwiekszych logikéw wszystkich czaséw.

Jerzy Pogonowski (MEQG) Funkcje rekurencyjne (11) (JiNol III) 30 maja 2007 16 / 21



Rozstrzygalnos¢ i nierozstrzygalnoscé

Teorie rozstrzygalne.
Teoria jest rozstrzygalna, gdy zbiér ng jej twierdzen jest rekurencyjny.

Przyktady:
@ Teoria struktury (N, S, +,0) (Presburger).
@ Teoria struktury (N, S, -,0) (Skolem).
@ Teoria struktury (N,S,0) (Herbrand).
@ Teoria algebr Boole'a (Tarski).

@ Teoria liczb rzeczywistych, tj. teoria struktury (®,0,1,5,+, -, <)
(Tarski).

@ Teoria grup abelowych (Szmielew).

e Klasyczny monadyczny rachunek predykatéw (Lowenheim, Skolem,
Behmann).
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Rozstrzygalnos¢ i nierozstrzygalnoscé

Teorie nierozstrzygalne.
Teoria jest nierozstrzygalna, gdy zbidr ng jej twierdzen nie jest
rekurencyjny. Przykfady:

o Arytmetyka PA (Godel).

@ Teoria mnogosci ZF (Tarski).

o Klasyczny Rachunek Predykatéw (Church).

@ Teoria krat (Tarski).

e Teoria struktury (Q,+,-), gdzie Q jest zbiorem wszystkich liczb
wymiernych (J. Robinson).
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Jak bardzo nierozstrzygalna jest PA?

Zadajmy naiwne pytanie: czy dodanie do PA jako aksjomatu
(prawdziwego!) zdania Godla god(7) da w wyniku teorie rozstrzygalna?
Odpowiedz jest negatywna: dla tak rozszerzonej teorii mozna zbudowaé
kolejne zdanie Godlowskie, w niej nierozstrzygalne, itd.

Ogolniej, kazda (niesprzeczna) teoria, w ktérej s3 mocno reprezentowalne
wszystkie zbiory rekurencyjne jest istotnie nierozstrzygalna, tzn. jest
nierozstrzygalna i kazde jej (tzw. proste) niesprzeczne rozszerzenie réwniez
jest nierozstrzygalne. W szczegélnosci, PA jest istotnie nierozstrzygalna.

Uzyskano wiele dalszych twierdzen dotyczacych aspektéw
nierozstrzygalnosci PA. Przytoczmy jeszcze jeden wynik natury
semantycznej:

PA ma 280 modeli przeliczalnych wzajemnie elementarnie nieréwnowaznych.
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Umyst, intuicja, dowéd, prawda

Umyst, intuicja, dowdd, prawda

Oprécz tresci (meta)matematycznej, przytoczone wyzej twierdzenia (a
takze liczne inne) maja takze pewne implikacje natury filozoficznej.
Tu ograniczymy sie jedynie do kilku uwag, dotyczacych nastepujacych
spraw:

@ w-regufa.
o Dowodliwos¢ a prawdziwosé.

o Praktyka matematyczna.

@ Umyst a maszyna.
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Koniec

| to juz naprawde koniec. ]

Oczywiscie, byfa to tylko garstka propedeutycznie traktowanych informacji.
Na tyle nam pozwolono.

Wspomnijcie kiedys, ze uczono Was o matematycznych reprezentacjach
pojecia obliczalnosci oraz o Wielkich Metatwierdzeniach Logicznych.

Nastepne pokolenia studentek w Instytucie Jezykoznawstwa UAM
prawdopodobnie nie beda mogty tego o sobie powiedzie¢.
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