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Wprowadzenie

Plan na dzi±

Plan na dzi±:

Przypomnienie: konstrukcja zdania Gödla;

Twierdzenie Rossera;

Szkic dowodu Twierdzenia Gödla o Niezupeªno±ci PA;

Informacja o Twierdzeniu o Nieudowadnialno±ci Niesprzeczno±ci PA w
PA;

Twierdzenie Tarskiego;

Informacja o teoriach rozstrzygalnych i nierozstrzygalnych;

Re�eksja: umysª, intuicja, dowód, prawda.
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Wprowadzenie

Odno±niki bibliogra�czne

Precyzyjne przedstawienie omawianej dzi± problematyki wykracza poza
mo»liwo±ci (czasowe) tego wykªadu. Zainteresowanym polecam np. lektur¦
bardziej zaawansowanych pozycji:

Hofstaedter, D.: Gödel, Escher, Bach: An Eternal Golden Braid.

Hunter, G.: Metalogika.

Krajewski, S.: Twierdzenie Gödla i jego interpretacje �lozo�czne.

Murawski, R. Funkcje rekurencyjne i elementy metamatematyki.
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Wprowadzenie

Odno±niki bibliogra�czne

Polecam tak»e znakomite ksi¡»ki z zagadkami logicznymi, w których
popularyzuje si¦ wiedz¦ na temat metalogiki i jej zastosowa«:

Smullyan, R.: Jaki jest tytuª tej ksi¡»ki?

Smullyan, R.: Dama czy tygrys?

Smullyan, R.: Szatan, Cantor i niesko«czono±¢.

Smullyan, R.: Przedrze¹nia¢ przedrze¹niacza.

Smullyan, R.: Na zawsze nierozstrzygni¦te.
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Zdanie Gödla

Zdanie Gödla

Przypominamy, »e mo»na pokaza¢, »e formuªy dow(x , y) oraz
podst(x , y) = z daj¡ si¦ precyzyjnie okre±li¢ w PA tak, aby:

dow(m, n) wyra»aªa fakt, »e ci¡g formuª o numerze m jest dowodem
formuªy o numerze n;

w konsekwencji, ∃x dow(x , n) stwierdzaªa, »e formuªa o numerze n

jest twierdzeniem PA;

podst(m, n) = r stwierdzaªa, »e r jest numerem formuªy otrzymanej z
formuªy (o jednej zmiennej wolnej) o numerze n przez podstawienie w
miejsce tej zmiennej liczebnika m.

Niewa»ne, jak skomplikowane s¡ formuªy dow(x , y) oraz podst(x , y) = z ;
wa»ne, »e wyra»ane przez nie poj¦cia s¡ obliczalne.
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Twierdzenie Rossera

Twierdzenie Rossera

Niech T b¦dzie dowoln¡ teori¡ (pierwszego rz¦du) o rekurencyjnym zbiorze
aksjomatów zawieraj¡c¡ Arytmetyk¦ Peana PA.

Twierdzenie Rossera. Je±li T jest niesprzeczna, to:

1 Istnieje zdanie A j¦zyka teorii T , takie, »e:
1 A jest niedowodliwe w T .
2 ¬A jest niedowodliwe w T .

2 T jest nierozstrzygalna.
3 T jest niezupeªna.
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Twierdzenie Rossera

Twierdzenie Rossera

Dowód Twierdzenia Rossera.

Niech god(y) b¦dzie skrótem dla formuªy ¬∃x dow(x , podst(y , y)) oraz
niech n b¦dzie numerem formuªy god(y).

Wtedy: formuªa god(n) stwierdza, »e formuªa o numerze podst(n, n) nie
ma dowodu.

Ale podst(n, n) oznacza wªa±nie numer formuªy god(n).

Wida¢ wi¦c, »e formuªa god(n) stwierdza o sobie samej, »e nie jest
twierdzeniem.
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Twierdzenie Rossera

Twierdzenie Rossera

Zatem: formuªa god(n) jest prawdziwa wtedy i tylko wtedy, gdy
podst(n, n) oznacza numer formuªy nie maj¡cej dowodu, tzn. wtedy i tylko
wtedy, gdy god(n) nie ma dowodu.

Gdyby wi¦c god(n) miaªa dowód, to byªaby nieprawdziwa, a wi¦c w teorii
T daªoby si¦ udowodni¢ formuª¦ nieprawdziw¡, co jest sprzeczne z
zaªo»eniem, »e T jest niesprzeczna.

St¡d: formuªa god(n) jest prawdziwa, lecz nie posiada dowodu.

Z prawdziwo±ci god(n) wynika, » ¬god(n) jest faªszywa.

St¡d i z niesprzeczno±ci T otrzymujemy, »e równie» ¬god(n) nie ma
dowodu.
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I Twierdzenie Gödla

ω-niesprzeczno±¢

Niech teoria T zawiera w swoim j¦zyku nazwy dla wszystkich liczb
naturalnych (np. liczebniki, okre±lone powy»ej).

Teoria T jest ω-niesprzeczna, gdy dla dowolnej formuªy ϕ(x) jej j¦zyka:

je±li T ` ϕ(0), T ` ϕ(1), T ` ϕ(2), . . .

to T non` ∃x¬ϕ(x).

Wªasno±¢ ω-niesprzeczno±ci jest silniejsza od zwykªej niesprzeczno±ci:
ka»da ω-niesprzeczna teoria jest tak»e niesprzeczna (ale nie na odwrót).

Teorie, które nie s¡ ω-niesprzeczne nazywamy ω-sprzecznymi.
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I Twierdzenie Gödla

I Twierdzenie Gödla

I Twierdzenie Gödla. Je±li Arytmetyka Peana PA jest ω-niesprzeczna, to:

1 Istnieje zdanie A j¦zyka PA, takie, »e:
1 A jest niedowodliwe w PA.
2 ¬A jest niedowodliwe w PA.

2 PA jest nierozstrzygalna.
3 PA jest niezupeªna.

Uwaga. Zaªo»enie ω-niesprzeczno±ci potrzebne jest jedynie dla dowodu
punktu 1.2.
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I Twierdzenie Gödla

Dowód I Twierdzenia Gödla

Szkic dowodu. Dowód przebiega tak samo, jak dowód Twierdzenia Rossera,
z wyj¡tkiem punktu 1.2.

Pokazali±my ju», »e god(n) nie jest twierdzeniem PA.
Zatem »adna liczba naturalna m nie jest numerem dowodu formuªy god(n).
Dla ka»dej liczby naturalnej m zachodzi wi¦c:
PA ` ¬dow(m, n).
Z ω-niesprzeczno±ci PA mamy wtedy:
PA non` ∃x ¬¬dow(x , n), czyli PA non` ∃x dow(x , n).
Poniewa» ¬god(n) jest formuª¡ ¬¬∃x dow(x , n), wi¦c oznacza to, »e:
PA non` ¬god(n).

Uwaga. Jest to dowód w postaci wielce uproszczonej (podobnie jak
powy»szy dowód Twierdzenia Rossera). M.in. implicite jest tu u»ywany
fakt, »e relacja mi¦dzy ng y formuªy a ng x jej dowodu jest mocno
reprezentowalna w PA przez formuª¦ dow(x , y).
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II Twierdzenie Gödla

II Twierdzenie Gödla

Przypomnijmy, »e ConPA oznacza formuª¦: ¬tw(p0 = 1q), wyra»aj¡c¡ fakt
niesprzeczno±ci PA.

II Twierdzenie Gödla. Je±li PA jest niesprzeczna, to PA non` ConPA.

Twierdzenie to mówi zatem, »e je±li Arytmetyka Peana PA jest
niesprzeczna, to faktu tego nie mo»na dowie±¢ w PA.

Nie mo»emy w tym kursie przedstawi¢ dowodu tego twierdzenia, ze
wzgl¦du na jego skomplikowanie. Zainteresowanych odsyªam do cytowanej
literatury przedmiotu.

Uwaga. Mo»na udowodni¢, »e zdanie ConPA (wyra»aj¡ce niesprzeczno±¢
PA) jest równowa»ne na gruncie PA ze zdaniem Gödla (wyra»aj¡cym swoj¡
wªasn¡ niedowodliwo±¢).
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Twierdzenie Tarskiego

Twierdzenie Tarskiego

Twierdzenie Tarskiego. Prawdziwo±¢ formuª teorii T nie jest

de�niowalna w T .

Uwaga: de�nicja prawdy (autorstwa Alfreda Tarskiego), któr¡ poznali±cie
na kursie logiki, byªa sformuªowana w metaj¦zyku � j¦zyku istotnie
silniejszym od j¦zyka przedmiotowego.
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Twierdzenie Tarskiego

Twierdzenie Tarskiego

Dowód Twierdzenia Tarskiego.

Przypu±¢my, »e j¦zyk teorii T zawiera formuª¦ pr(x) wyra»aj¡c¡ wªasno±¢
prawdziwo±ci formuª tej teorii, tj. tak¡, »e:

pr(m) jest prawdziwa wtedy i tylko wtedy, gdy m jest numerem formuªy
prawdziwej teorii T .

Poka»emy, »e przypuszczenie to prowadzi do sprzeczno±ci, a wi¦c musi by¢
odrzucone (w konsekwencji, dostajemy tez¦ Twierdzenia Tarskiego).

Niech alf (x) b¦dzie formuª¡: ¬pr(podst(x , x)) oraz niech r b¦dzie
numerem formuªy alf (x).
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Twierdzenie Tarskiego

Twierdzenie Tarskiego

Wtedy podst(r , r) oznacza numer formuªy alf (r).

Ale formuªa alf (r) jest to»sama z formuª¡ ¬pr(podst(r , r)).

Formuªa alf (r) stwierdza, »e formuªa o numerze podst(r , r) jest faªszywa.
Zatem alf (r) stwierdza o sobie samej, »e jest faªszywa.

Zatem formuªa alf (r) jest prawdziwa wtedy i tylko wtedy, gdy formuªa o
numerze oznaczanym przez podst(r , r) jest nieprawdziwa.

Ale liczba oznaczana przez podst(r , r) jest wªa±nie numerem formuªy
alf (r).

St¡d: alf (r) prawdziwa wtedy i tylko wtedy, gdy alf (r) faªszywa.
SPRZECZNO��.
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Twierdzenie Tarskiego

Uwagi historyczne

Uwagi.

Twierdzenie udowodnione w 1930 roku przez Gödla zakªadaªo
ω-niesprzeczno±¢ teorii T . Zaªo»enie to osªabiª (do niesprzeczno±ci T )
Rosser.

Oba powy»sze dowody wykorzystywaªy rozumowanie przek¡tniowe.

Mo»liwe jest uprawianie metalogiki (metamatematyki) bez
arytmetyzacji skªadni. Pokazaª to niedawno Pan Profesor Andrzej
Grzegorczyk, rozwijaj¡c oryginalne pomysªy Alfreda Tarskiego dot.
teorii konkatenacji.

Ciekawostka prowincjonalna: Uniwersytet Pozna«ski nie byª
zainteresowany zatrudnieniem Alfreda Tarskiego, jednego z
najwi¦kszych logików wszystkich czasów.
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Teorie rozstrzygalne i nierozstrzygalne

Rozstrzygalno±¢ i nierozstrzygalno±¢

Teorie rozstrzygalne.
Teoria jest rozstrzygalna, gdy zbiór ng jej twierdze« jest rekurencyjny.
Przykªady:

Teoria struktury 〈N, S ,+, 0〉 (Presburger).
Teoria struktury 〈N, S , ·, 0〉 (Skolem).

Teoria struktury 〈N, S , 0〉 (Herbrand).
Teoria algebr Boole'a (Tarski).

Teoria liczb rzeczywistych, tj. teoria struktury 〈<, 0, 1, S ,+, ·,6〉
(Tarski).

Teoria grup abelowych (Szmielew).

Klasyczny monadyczny rachunek predykatów (Löwenheim, Skolem,
Behmann).
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Teorie rozstrzygalne i nierozstrzygalne

Rozstrzygalno±¢ i nierozstrzygalno±¢

Teorie nierozstrzygalne.
Teoria jest nierozstrzygalna, gdy zbiór ng jej twierdze« nie jest
rekurencyjny. Przykªady:

Arytmetyka PA (Gödel).

Teoria mnogo±ci ZF (Tarski).

Klasyczny Rachunek Predykatów (Church).

Teoria krat (Tarski).

Teoria struktury 〈Q,+, ·〉, gdzie Q jest zbiorem wszystkich liczb
wymiernych (J. Robinson).

Jerzy Pogonowski (MEG) Funkcje rekurencyjne (11) (JiNoI III) 30 maja 2007 18 / 21



Teorie rozstrzygalne i nierozstrzygalne

Jak bardzo nierozstrzygalna jest PA?

Zadajmy naiwne pytanie: czy dodanie do PA jako aksjomatu
(prawdziwego!) zdania Gödla god(n) da w wyniku teori¦ rozstrzygaln¡?
Odpowied¹ jest negatywna: dla tak rozszerzonej teorii mo»na zbudowa¢
kolejne zdanie Gödlowskie, w niej nierozstrzygalne, itd.

Ogólniej, ka»da (niesprzeczna) teoria, w której s¡ mocno reprezentowalne
wszystkie zbiory rekurencyjne jest istotnie nierozstrzygalna, tzn. jest
nierozstrzygalna i ka»de jej (tzw. proste) niesprzeczne rozszerzenie równie»
jest nierozstrzygalne. W szczególno±ci, PA jest istotnie nierozstrzygalna.

Uzyskano wiele dalszych twierdze« dotycz¡cych aspektów
nierozstrzygalno±ci PA. Przytoczmy jeszcze jeden wynik natury
semantycznej:

PA ma 2ℵ0 modeli przeliczalnych wzajemnie elementarnie nierównowa»nych.
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Umysª, intuicja, dowód, prawda

Umysª, intuicja, dowód, prawda

Oprócz tre±ci (meta)matematycznej, przytoczone wy»ej twierdzenia (a
tak»e liczne inne) maj¡ tak»e pewne implikacje natury �lozo�cznej.
Tu ograniczymy si¦ jedynie do kilku uwag, dotycz¡cych nast¦puj¡cych
spraw:

ω-reguªa.

Dowodliwo±¢ a prawdziwo±¢.

Praktyka matematyczna.

Umysª a maszyna.
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Koniec

I to ju» naprawd¦ koniec.

Oczywi±cie, byªa to tylko garstka propedeutycznie traktowanych informacji.
Na tyle nam pozwolono.

Wspomnijcie kiedy±, »e uczono Was o matematycznych reprezentacjach
poj¦cia obliczalno±ci oraz o Wielkich Metatwierdzeniach Logicznych.

Nast¦pne pokolenia studentek w Instytucie J¦zykoznawstwa UAM
prawdopodobnie nie b¦d¡ mogªy tego o sobie powiedzie¢.
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