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Cel: wprowadzenie pojec algebraicznych

Struktury relacyjne i algebry.

Niektére operacje na strukturach relacyjnych (morfizmy, podstruktury,
struktury ilorazowe, produkty proste).

Struktury porzadkowe. Kraty i algebry Boole'a.

Filtry i ultrafiltry.

Konstrukcja ultraproduktu. Twierdzenie tosia.

Znakomitym wstepem algebraicznym jest monografia:

@ St. Burris, H.P. Sankappanavar: A Course in Universal Algebra, plik
pdf dostepny na stronie internetowej tych wykfadéw:
http://www.logic.amu.edu.pl/images/4/49/Universalalgebra.pdf
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Sypereche we sl s
Algebry

Pojecie struktury relacyjnej jest znane. Algebrg jest struktura relacyjna
sygnatury zawierajacej co najwyzej symbole funkcyjne i state indywidualne.
Czesto stosujemy notacje infiksowa: symbol operacji dwuargumentowej
(czyli interpretacji 2-arg. symbolu funkcyjnego) piszemy miedzy jego
argumentami (jak w arytmetyce szkolngj).

Przyktady:

e ({0,1};A,V,—, ) — algebra wartosci logicznych, gdzie A, V,—, =
sa funkcjami prawdziwosciowymi, bedacymi interpretacjami funktoréw
prawdziwosciowych: A (koniunkcji), V (alternatywy), — (implikacji),
— (negacji), odpowiednio.

e (p(X);N,U,”) — algebra wszystkich podzbioréw zbioru X, gdzie N, U
i/ s3, odpowiednio, operacjami: iloczynu, sumy i dopetnienia.
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Sypereche we sl s
Morfizmy i podstruktury

Niech:

A= (AR, R R ),
B = <B;Rl%,...,R,-%,Fl%,...,Fj%,cl%,...,c,?)
beda strukturami o tej samej sygnaturze, gdzie:

@ Ry, jest predykatem pp,-argumentowym (0 < m < i, p,, dowolna)

e F, jest symbolem funkcyjnym pp-argumentowym (0 < n < j, pp
dowolna)

@ ¢ jest stata indywidualna (0 < / < k).

Pojecia: homomorfizmu, izomorfizmu, podstruktury, itd. mozna okresli¢ dla
struktur w tak ogdlnej postaci, ale ze wzgledéw dydaktycznych podamy je
dla sygnatury og zawierajacej jedynie: predykat l-arg. P, predykat 2-arg.
R, symbol funkcyjny 2-arg. F i staty indywidualna c.
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Sypereche we sl s
Morfizmy i podstruktury

Méwimy, ze funkcja f : A — B jest homomorfizmem struktury
A= (A; P* R¥ F2 ™) w strukture B = (B; P2, R®, F® c®), gdy dla
wszystkich x,y € A:

o jesli P%(x), to P2(f(x))

e jesli R%(x,y), to RB(f(x),f(y))
o f(F¥(x,y)) = F®(f(x.y))

o f(c¥) =c%.

@ Homomorfizm 20 w B, ktéry jest bijekcja nazywamy izomorfizmem.

e A i B s3 izomorficzne, jesli istnieje izomorfizm A na B.
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Sypereche we sl s
Morfizmy i podstruktury

Dziedzine (uniwersum) struktury 2 oznaczamy przez dom(2l). J

A= (A P2 R¥ F2 ) jest podstruktura B = (B; P®,RT, F® c®) (a
B jest rozszerzeniem 2), gdy:

e dom(2l) C dom(B)

o P = P% N dom()

o R* = R® N (dom(A) x dom(2))

o F* = F% | (dom(2) x dom(2))

o c*=c% )
o Jesli A jest podstruktura 9B, to piszemy 2 C B.

o Jesli 2 i B s3 algebrami oraz 2 C B, to méwimy, ze A jest
podalgebra ‘8.

v
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Sypereche we sl s
Produkty proste

Produktem prostym struktur 2L i B sygnatury og nazywamy strukture
2 x B taka, ze dla wszystkich x1, xo € dom(2l) oraz yi, y» € dom(‘B):

e dom(2 x B) = dom(A) x dom(B)
o P™XB((x1,y1)) wtedy i tylko wtedy, gdy P®(x1) oraz PP (y1)

o R™B((x1,y1), (x2,y2)) wtedy i tylko wtedy, gdy R¥*(x1, x2) oraz
R%(}’L)Q)

o FUB((x1,y1), (%2, y2)) = (F(x1, %), F2(y1,y2))
o cMXB — (¥ D).

Podobnie dla produktu dowolnej skonczonej rodziny struktur dowolnej
sygnatury o.
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Sypereche we sl s
Produkty proste

Niech / bedzie dowolnym zbiorem, a A = {; : i € I} rodzing struktur
sygnatury oo, gdzie ; = (A; P, R¥, F cX). Przez produkt prosty

rodziny A rozumiemy strukture 2 (oznaczang np. przez [] 2;) taka, ze
icl
dom(A) = @ Ai = {f : f funkcja o dziedzinie | oraz Vi € | (f(i) € A;)} i
icl
dla wszystkich f, g € dom(2l) oraz wszystkich i € I:

o P(f) wtedy i tylko wtedy, gdy P (f(i))

o R¥(f,g) wtedy i tylko wtedy, gdy R (f(i), g(i))
o FA(f,g) = G, gdzie G(i) = F¥(f(i),g(i))

o cA=H, gdzie f.(i) = i

Podobnie dla produktu dowolnej rodziny struktur dowolnej sygnatury o. |
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Algebra Operacje na strukturach relacyjnych

Kongruencje

Méwimy, ze relacja E réwnowaznosci na zbiorze A jest kongruencja
struktury relacyjnej 2A = (A; P% R¥ F2 ¢, gdy dla wszystkich
X1,X2,Y1,Y2 € A:

o jesli E(x1,x2) oraz P%(x1), to P%(xo)
o jesli E(x1,y1), E(x2,y2) i R¥*(x1,%2), to R¥(y1,y2)
o jesli E(x1,y1), E(x2,y2), to E(F*(x1,x), F2(y1, y2)).

Ze wzgledu na zwrotnos¢ E mamy E(c*, c%). J

Podobnie okreslamy kongruencje w strukturach o dowolnej sygnaturze.

Jerzy Pogonowski (MEG) Metalogika (1) Uniwersytet Opolski 9/21



Sypereche we sl s
Struktury ilorazowe

Struktura ilorazowa struktury % = (A; P% R F2 ) wzgledem
kongruencji E nazywamy strukturg 2 £ taka, ze dla wszystkich x,y € A:

v

o dom(24,g) = A/E (= zbiér klas abstrakgji relacji E, czyli
{[x]e : x € A}, gdzie [x]e ={y € A: E(x,y)})

o PE([x]g) wtedy i tylko wtedy, gdy P%(x)

o R¥E([x]g, [y]e) wtedy i tylko wtedy, gdy R%(x, y)

o FYE([x]e, [yle) = [F(x, y)le-

Powyzsze definicje sa poprawne, tj. nie s3 zalezne od wyboru
reprezentantéw z klas abstrakgcji relacji E.

Podobnie okreslamy struktury ilorazowe struktur o dowolnej sygnaturze.
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Sl peelems
Struktury porzadkowe

Zaktadamy, ze stuchacze znaj3 pojecia: )

e porzadku czesciowego (relacja zwrotna, antysymetryczna i
przechodnia), porzadku liniowego (spdjny porzadek czesciowy);
@ ostrego porzadku czesciowego (asymetryczna i przechodnia);

o elementu: minimalnego, maksymalnego, najmniejszego, najwiekszego.
v

@ Element a jest ograniczeniem dolnym podzbioru A zbioru czesciowo
uporzadkowanego (X; <), gdy Vx € A (a < x)

o Element a jest ograniczeniem gérnym podzbioru A zbioru czesciowo
uporzadkowanego (X; <), gdy Vx € A (x < a)

@ kres dolny A = najwieksze ograniczenie dolne A (oznaczamy gib A)

@ kres gorny A = najmniejsze ograniczenie gérne A (oznaczamy: lub A).

y
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Sl peelems
Kraty

Strukture porzadkowa (X; <) nazywamy krata, gdy dla kazdych x,y € X
istnieja: glb {x,y} oraz lub {x,y}. Czesto uzywane oznaczenia dla
glb {x,y}: x Ny (albo xNy); dlalub{x,y}: xVy (alboxUy).

Element najmniejszy kraty nazywamy jej zerem (0, o ile istnieje).
Element najwiekszy kraty nazywamy jej jedynka (1, o ile istnieje).
Krata jest ograniczona z gory (z dotu) jesli istnieje jej jedynka (zero).
Elementy minimalne w (X — {0}; <) nazywamy atomami.

Elementy maksymalne w (X — {1}; <) nazywamy koatomami.

Krata jest atomowa, jesli kazdy jej niezerowy element jest niemniejszy
od pewnego atomu.

Krata jest bezatomowa, jesli nie ma atomoéw.

o Krata jest zupetna, jesli kazdy jej podzbiér ma glb oraz lub.

v
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Sl peelems
Przyktady

@ Rodzina wszystkich podzbioréw dowolnego zbioru, czesciowo
uporzadkowana przez relacje inkluzji. Kresem dolnym jest iloczyn, a
kresem gérnym suma zbioréw. Krata atomowa, z zerem i jedynka.

@ Zbior wszystkich dodatnich liczb naturalnych czesciowo
uporzadkowany przez relacje podzielnosci (bez reszty). Najwiekszy
wspolny dzielnik jest tu kresem dolnym, a najmniejsza wspélna
wielokrotnos¢ kresem gérnym. Krata atomowa, z zerem, bez jedynki.

o Przedziat otwarty (a, b) zbioru liczb rzeczywistych ze zwykta relacja <.
Krata bezatomowa, bez zera i jedynki.

@ Przedziat domkniety [a, b] zbioru liczb rzeczywistych ze zwykta relacja
<. Krata bezatomowa, z zerem i jedynka.

o Podaj przyktad kraty, ktéra nie jest ani atomowa, ani bezatomowa.
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Algebra Struktury porzadkowe

Diagramy Hassego

Zwykle reprezentuje sie kraty graficznie, za pomoca diagraméw Hassego.
W diagramie takim wezty odpowiadaja elementom kraty, a ich potaczenia
maja reprezentowac porzadek kratowy. Przyjmuje sie przy tym umowe, ze
gdy x < y, to wezet x jest na rysunku umieszczany nizej niz wezet y.

PO
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Sl peelems
Inne struktury porzadkowe

Mowimy, ze krata (X; <) jest dystrybutywna, jesli dla wszystkich
x,y,z € X:

xAN(yVz)=(xAy)V(xAz)

xV(yNz)=(xVy)A(xVz).

o Krate dystrybutywna (X; <) nazywamy algebra Boole'a, jesli dla
kazdego elementu x € X istnieje jego dopefnienie, czyli element —x
taki, ze dla wszystkich y € X:

o (xV(—x)) Ay =y
o (xA(=x))Vy=y.

Kazda algebra Boole'a ma zero i jedynke. Uzywa sie innych jeszcze definicji
algebr Boole'a. P6zniej poznamy dalsze rodzaje struktur porzadkowych.

v
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Sl peelems
Przyktady

@ Algebra wartosci logicznych jest algebra Boole'a.

o (p(X);N,u,,0,X) — algebra wszystkich podzbioréw zbioru X jest
algebra Boole'a.

Twierdzenie Stone’a. Kazda algebra Boole'a (X; A,V,—,0,1) jest
izomorficzna z pewnym ciatem zbioréw.

Twierdzenie Stone'a jest przyktadem twierdzenia o reprezentacji. )
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Sl peelems
Filtry i ultrafiltry

Niepusty podzbiér V kraty (X; <) nazywamy filtrem, gdy:
o jedlix,yeV,toxANyeV
@ jeslixeVorazx <y, toyeV.

o Jesli krata (X; <) ma jedynke 1, to zbidr {1} jest jej filtrem,
nazywanym filtrem jednostkowym.

o Filtr w algebrze Boole'a jest wfasciwy, jesli nie nalezy do niego zero tej
algebry.

@ Dla dowolnego x € X zbiér {y € X : x < y} jest filtrem, nazywanym
filtrem gtéwnym generowanym przez x. Filtr, ktéry nie jest gtéwny,
nazywamy niegféwnym.

e Ultrafiltrem nazywamy kazdy filtr maksymalny (wzgledem inkluzji).
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Sl peelems
Przyktady

@ Zamienne uzywanie terminéw: ,krata (p(X);N,U)" i, krata
(p(X); ©)" powinno by¢ oczywiste. Podobnie dla algebr Boole'a.

e W kracie (p(X);N,U) ultrafiltrem gtéwnym wyznaczonym przez
{x} € p(X) jest rodzina {AC X : x € A}

@ Zbidr jest koskoriczony, jesli jego dopetnienie (w ustalonym
uniwersum) jest skoriczone. Rodzina wszystkich koskonczonych
podzbioréw nieskonczonego zbioru X jest filtrem niegtéwnym w kracie

{p(X):N,U).

o Kazdy filtr wtasciwy w algebrze Boole'a jest zawarty w pewnym
ultrafiltrze.

o Jesli V jest ultrafiltrem w algebrze Boole'a 98, to dla kazdego
x € dom(B): albo x € V, albo (—x) € V.

Dualne do pojecia filtru jest pojecie ideatu. Poznamy je pdzniej.
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Hemzinlarr wiampiedihi
Produkty zredukowane

Niech / bedzie dowolnym zbiorem, a A = {; : i € I} rodzing struktur
sygnatury oo, gdzie ; = (A; P, R*, F cX). Niech V bedzie filtrem w
kracie (p(/), C). Dla dowolnych f, g € @ A; zdefiniujmy:
icl
f ~v g wtedy i tylko wtedy, gdy {i € I : (i) = g(i)} € V.
Wtedy ~v jest relacja réwnowaznosci na Q) A;. Przez produkt
iel
zredukowany rodziny A wzgledem V rozumiemy strukture [ 2;/V
iel
(oznaczana tez [ [y ;) taka, ze:

o dom(J[Ai/V) =A{[flw : f € R A},
icl icl
a interpretacje P, R, F i cw [[;/V sa okreslone nastepujaco (ze
icl
wzgledéw typograficznych piszemy nizej 2 zamiast [[2;/V):
icl
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Hemzinlarr wiampiedihi
Konstrukcja ultraproduktu

o P¥([f]uy) wtedy i tylko wtedy, gdy {i € I : P2i(f(i))} € V
o R¥[flug,[g]~y) wtedy i tylko wtedy, gdy
{iel: R¥(f(i),g(i)}y €V
o F¥[flug,l€]~e) = [Flmg, gdzie F(i) = Fi(i) dla wszystkich i € I
o = [Clwy, gdzie C(i) = c™ dla wszystkich i € /.

o Produkt zredukowany [[¢ %, gdzie V jest ultrafiltrem, nazywamy
ultraproduktem.

o Jesdli A; =B dla wszystkich i € I, to [[¢ ; nazywamy ultrapotega
(struktury B wzgledem V).

Przekonamy sie p6zniej, jak istotne zastosowania ma ta konstrukcja oraz
zwigzane z nig Twierdzenie tosia:
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Hemzinlarr wiampiedihi
Twierdzenie tosia

Z dowolna rodzing A;-wartosciowan {w; : i € I} stowarzyszymy

[ 2/ V-wartosciowanie w: dla dowolnej zmiennej x, niech

iel

w(x) = [Yx]~y. gdzie 75 jest funkcja zdefiniowang przez: ~,(i) = w;(x).

v

Twierdzenie tosia. Dla dowolnego ultraproduktu [[2(;/V oraz
iel
dowolnych 2;-wartosciowan {w; : i € I} i stowarzyszonego
[ 2/ V-wartosciowania w, nastepujace warunki sa réwnowazne dla kazde;
icl
formuty -

° gﬁli/v = lw]
o {iel: A Ey[w]}eV.
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