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) el
Plan na dzis:

o Oméwimy kilkanascie zagadek matematycznych, zrozumiatych dla
ucznidéw szkoty Sredniej.

o Zagadki beda dotyczyty: nieskonczonosci, ruchu, wielkosci,
uporzadkowania, ksztattu, prawdopodobienstwa.

@ Rozwiazania niektérych zagadek stanowia wyzwanie dla intuigji
utrwalanych poprzez doswiadczenie potoczne.

o Wykorzystujemy ilustracje dostepne w sieci.

o Tres¢ odczytu wigze sie z prowadzona przez prelegenta w UAM
dydaktyka:
http://www.logic.amu.edu.pl/index.php/Dydaktyka

@ Posrednio wiaze sie tez z jego dziataniami, majacymi znamiona
czynnosci badawczych.
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Wstep Cel projektu

Mistrzowie zagadek matematycznych:

Martin

Hugo Raymond
Steinhaus Gardner Smullyan
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Ptaszczyzna porozumienia
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Nie kradnij wiecej, niz potrafisz unies¢

Wyobraz sobie, ze ktos zamierza ofiarowac ci nieskoriczong liczbe kopert:
pierwsza zawiera 1 zt, druga 2 zt, trzecia 3 zi, itd. — n-ta koperta zawiera n
ztotych. Zaktadamy, ze dla kazdej liczby naturalnej n istnieje koperta, ktéra
pomiesci n ztotych.

Powiedzmy jednak, ze kto$ inny daje ci nieskoriczong liczbe kopert, z
ktérych pierwsza zawiera 2 zt, druga 4 zt, trzecia 6 zt, itd. — n-ta koperta
zawiera 2n ztotych.

Co optaca sie wybraé¢? Z jednej strony, w drugim przypadku dostajesz w
sumie dwa razy wiecej pieniedzy niz w pierwszym. Z drugiej natomiast
strony, w drugim przypadku dostajesz w sumie tylko pofowe tego, co
dostatbys w pierwszym przypadku (bo znikaja wszystkie koperty
zawierajace nieparzysta liczbe ztotéwek). Co wybierasz? Ktéra z propozycji
jest obiektywnie korzystniejsza?
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Sl
Jak bardzo jestes zakrecona?

Narysujmy pétokrag o promieniu r, o $rodku w poczatku uktadu
wspétrzednych na ptaszczyznie (powiedzmy w gérnej pétptaszczyznie).
Teraz narysujmy pétokrag (o promieniu 5) w dolnej pétptaszczyznie,
ktérego korce umieszczone s3 na osi odcietych w punktach o
wsp6irzednych (0,0) oraz (r,0). W kolejnym kroku rysujemy pétokrag (o
promieniu 7) w gérnej pétptaszczyznie, ktérego korice znajduja sie na osi
odcigtych w punktach o wspétrzednych (0,0) oraz (5,0). Operacje
powtarzaé mozemy w nieskoficzono$¢ — powstaje w ten sposéb spirala o
nieskoriczenie wielu zwojach, otaczajacych ,coraz ciasniej” pewien punkt na

osi odcietych. Jaka jest dtugos¢ tej spirali?

27rr+27rg+27rﬁ+ (1+1+1+ ) 1
—_ _— _— F— r — — L.l = r
2 2 2 T 2" 4 ™

= 27r.

1
2
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Fiefime el ditifions
.. .. zrodziliSmy sie bez wprawy i pomrzemy bez rutyny”

®0 ]
00 01 ®10 ®11

®000 ®001 %010 ®011 ®100 ®101 ®110 ®111

Kazdy z kolejnych wierzchotkéw ma dwéch bezposrednich potomkéw. Wierzchotki
(oprécz korzenia) kodujemy ciggami zer i jedynek. Jesli jaki$ wierzchotek ma kod
s, to jego bezposrednimi potomkami sa wierzchotki o kodach: s0 oraz s1. Gafezig
nazwiemy kazdy nieskonczony ciag ztozony z zer i jedynek. Czy mozliwe jest
ponumerowanie (liczbami naturalnymi: 0, 1, 2, 3, 4, 5,...) wszystkich gatezi?
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Fiefime el ditifions
Metoda przekatniowa

@ Przypus¢my, ze mozna ponumerowaé wszystkie gatezie liczbami
naturalnymi (kazda & jest zerem lub jedynka):

_ 41,42.3
1.2
& = alaia ...
_ ,1,2.3
g3 —833333...

@ Rozwazmy ciag G = b1 bybs .. ., gdzie:

o jedliap =0,to b, =1
o jeslia? =1, to b, =0.

Wtedy ciag G rézni sie od kazdego z ciagéw g, (co najmniej na n-tym
miejscu). Tak wiec, jakkolwiek chcielibySmy ponumerowac wszystkie
gatezie petnego drzewa dwdéjkowego liczbami naturalnymi, to zawsze
pozostana gatezie, dla ktérych numeréw nie starczy.
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Sarpermnie
Czy jest na sali fizyk?

Odlegtos¢ z A do B wynosi 300 km. Z obu tych miejscowosci wyjezdzaja
Jjednoczesnie dwa pociagi PKP Intercity i pedza ku sobie z predkoscia 50 km
na godzine. Jednocze$nie mucha wylatuje z A, dolatuje do pociggu, ktéry
wyruszyt z B, zawraca, dolatuje do pociggu, ktéry wyruszyt z A, i tak dalej.
Mucha leci caty czas z predkoscia 100 km na godzine. Mucha kontynuuje
lot do momentu, w ktérym pociagi zaczng sie mijac. lle kilometréw przeleci
mucha? Poréwnaj matematyczng tres¢ zagadki z jej interpretacja fizyczna.

Lampa Thomsona $wieci, gdy jest wtaczona, nie $wieci, gdy jest wytaczona. W
momencie t = 0 jest wiaczona, w momencie t = 1 jest wytgczona, w momencie
t= % jest wiaczona, w momencie t = % jest wyfaczona, itd. Nie jest istotne, w
jakich jednostkach mierzymy czas — powiedzmy, ze beda to minuty. Tak wiec,
lampa Swieci przez minute, potem przez p6t minuty nie $wieci, potem przez
¢wier¢ minuty Swieci, potem przez jedng 6sma minuty nie $wieci, itd. Czy w
czasie t = 2 lampa $wieci czy nie?
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Gtosujemy: dojdzie czy nie?

Po doskonale elastycznej linie o poczatkowej dtugosci 1 km drepcze
mréwka z predkoscia 1 cm/sek (wzgledem liny). Lina rozciagga sie z
predkoscig 1 km/sek. Mréwka startuje z lewego, nieruchomego korica liny.
Czy dojdzie w skoficzonym czasie do prawego jej konca?

v
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ezt dyelomms
Demony bywaja pomocne

Rozwigzanie ciggfe wymaga catkowania réwnania rézniczkowego, czyli
rzeczy w polskiej szkole zabronionej. Zatézmy wiec, ze wraz z wybiciem
kazdej sekundy line rozcigga Demon (o Demonach wolno méwi¢ — zapytaj
Pania Katechetke): po pierwszej sekundzie z 1 do 2 km, po 2 sekundzie z 2
do 3 km, itd. A mréwka caty czas drepcze. ..

Jaka czes¢ dtugosci catej liny przebywa mrowka w kazdej kolejnej
sekundzie?

W pierwszej sekundzie mréwka pokonuje 1 cm z 1 km, czyli m czesé
catej dtugosci liny.

W drugiej sekundzie mréwka pokonuje 1 cm z 2 km, czyli m czes¢ catej
dtugosci liny.

W trzeciej sekundzie mréwka pokonuje 1 cm z 3 km, czyli m czesc
catej dtugosci liny. ltd.: w n-tej sekundzie mréwka pokonuje 1 cm z n km,
czyli m czes¢ catej dtugoscei liny.
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Sanars emeatz=ny
O, juz wida¢ prawy koniec liny!

Czy istnieje liczba n taka, ze suma: 155005 + 200000 + 300000 T+ - -

bedzie réwna 1, czyli catej dtugosci liny?
Szukamy n takiej, dla ktérej: 1+ 3 + 3 + ...+ L =100000.

1
-+ n-100000

1+§+%+%+%+%+%+%+%+@+ >
1+?+(1%+1%)+1-(§+%+é+§)+(16+ + &)+
1+§+§+§+§+ =

Istnieje zatem n taka, ze 1 + % + % +...4+ % > 100000. Mréwka dojdzie

do prawego korical Piwa jej dac!
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Mréwka na linie Szereg harmoniczny

@ Liczby harmoniczne spetniaja nastepujaca réwnosé, w ktérej pojawia
sie stata Eulera-Mascheroniego ~:
n
y=lim (3 % —Inn)=0,5772156649501 . ..
n—o0

Obecnie (2613) nie wiadomo, czy « jest liczba algebraiczng czy
przestepna, ani czy jest liczbg wymierng czy tez niewymierna.

e Mréwka dotrze do prawego kofica liny w czasie 1990997 sekund, co w
zapisie dziesietnym daje liczbe o ponad czterdziestu tysigcach cyfr.
Jest to czas tysigce razy dtuzszy od czasu istnienia Wszechswiata
(liczac od Wielkiego Wybuchu).

@ Skoro przestrzen Wszech$wiata rozszerza sie, a predkos¢ Swiatta jest
stata, to czy kiedy$ nocne niebo bedzie catkiem ciemne?

Szereg harmoniczny jest bardzo leniwy w swojej rozbieznosci. Czy istnieje
szereg najwolniej rozbiezny? Przemysl to w domu, teraz napoimy
arcybiskupa.
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Wierni jednej z parafii na dalekiej pétnocy kraju podarowali swojemu
arcybiskupowi ksztattna flaszke wypetniong winem. Skfada sie ona z walca
o promieniu i wysokosci réwnej jednostce (np. jednemu metrowi) oraz
szyjki, ktéra jest powierzchnig powstaty poprzez obrét wykresu funkg;ji
f(x) = % w przedziale od 1 do nieskoniczonosci. Czy arcybiskup bedzie pit
z niej wiecznie, zaktadajac, ze codziennie pragnie, powiedzmy, ¢wiarteczki?

Rozwazmy dyskretne (gérne, zewnetrzne) przyblizenie szyjki flaszki:
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Problem dotyczy szyi, ekscelencjo. . .

o Powierzchnia P szyjki flaszki jest nieskoficzona, poniewaz:

[e.e] oo

P>r-12+ Y @r-1-H=rt27 3 1 =0
n=1 n=1

° Oqutoéé V' szyjki flaszki jest jednak skofczona, poniewaz:

V< Z( () 1)—7TZ =%

o0

Dowéd (Eulera), ze S = nl—z = %2 jest dos¢ ztozony. Pokazemy jedynie,
n=1

ze S jest liczba skonczona:

* +
22
PRI U A S
I+ 5+4+ =1+5+G) +0G)P+... =2 =2
2
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Uciekamy zboczenicy

@ Zboczenica goni cie w kole o promieniu, powiedzmy, jednego kilometra
(np. na okragtej wyspie, z ktérej nie ma ucieczki). Wasze maksymalne
predkosci sa réwne. Kto z was ma strategie zwycieska?

Odpowiedz: mozesz umkna¢ zboczenicy po pewnej tamanej, ktorej
odcinki maja dtugosci wyznaczone przez liczby harmoniczne.

@ Na skraju pustyni masz praktycznie nieograniczong ilos¢ paliwa.
Dysponujesz jednym motocyklem i jednym dodatkowym kanistrem na
paliwo. Czy mozesz tak przygotowaé sobie trase, umieszczajac w
stosownych odlegtosciach zapasy paliwa, aby przebyé¢ cata pustynie,
jakkolwiek bytaby ona wielka?

Odpowiedz: tak. Zapasy rozstawiamy w odlegtosciach wyznaczonych
przez liczby harmoniczne.
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@ Chcemy zbada¢ wytrzymatos¢ pretéw z dostarczonej partii ich tysigca. Czy
istnieje jakas optymalna strategia ustalenia (z odpowiednim
prawdopodobiefstwem) minimalnej sity potrzebnej do ztamania preta z tej
partii, przy ktérej zniszczeniu ulega jak najmniejsza liczba pretéw?
Odpowiedz: mozna postepowac tak, ze zniszczeniu ulegnie mniej niz osiem
pretéw.

@ W konkursie bierze udziat tysiac kandydatek. Czy mozna znalez¢ optymalna
strategie wyboru — taka, ktéra nie zmuszajac do przepytywania wszystkich
kandydatek pozwoli, z okreslonym prawdopodobienstwem wybra¢ najlepsza z
nich?

Odpowiedz: przepytac i odrzuci¢ pierwsze 368 kandydatek, a nastepnie
przyjac pierwsza, ktora jest lepsza od odrzuconych.

@ Ktadziemy na stole monete tak, aby wystawata nieco poza krawedz stotu.
Na niej ktadziemy nastepna monete tak, aby wystawata nieco poza krawedz
pierwszej. | tak dalej. Jakiej dtugosci nawis mozemy w ten sposéb utworzy¢,
bez zawalenia sie catosci pod wptywem sity grawitacji?

Odpowiedz: mozna utworzy¢ nawis dowolnej dtugosci.

v
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Jak wysoko mozna zaj$¢?

Ruchy: pionowo lub poziomo, usuwajac przeskakiwany pionek.

WS

x3[x2|x!|x2|x3

X010 | a2 a3 [ xd | x5

xE [ el xS

X000 | x4 x5 [ x6 [ %7

X0 x0| X8 7] x6 ] x5 | 28 |7 | w8

X9 |x10

X1 x10 X0 a8 M X6 | x9

Ix10|x 11

Xx12[x11|x 10} x9 [ %8 X2 [x10

x11]x12

x13x12x11[x20] x9 %8| x9 [x10[x11]

X12[x13

Py : x>+ x8

Jerzy Pogono

x> 4+2x8 +xT Py x®4+3x8 +3x" +x8
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Reguty
Reguty w bitwie o poziom piaty

@ x"T2 + x"*! zostaje zastapione przez x”
@ x" + x"1 zostaje zastapione przez x”

Q x" + x"t1 zostaje zastgpione przez x"2.

Warto$¢ x > 0 dobieramy tak, aby warto$¢ otrzymanego wielomianu
zmniejszata sie w drugim i trzecim z powyzszych przypadkéw, a
pozostawata niezmieniona w pierwszym z nich. Skoro x > 0, to

X" 4+ x"1 > x" Jesli ma by¢ x™ + x" > x™2 to 1 + x > x?, co daje
nieréwno$é 0 < x < %(\@—i— 1). Wreszcie, dla pierwszego warunku nasz
wielomian ma nie zmienia¢ wartosci, czyli ma zachodzi¢ x"+2 4 x™1 = x”.
To oznacza, ze x + x? = 1, a wiec jesli przyjmiemy x = %(\/g— 1), to
wszystkie wymagane warunki s3 spetnione oraz zachodzi x + x? = 1.
Celowi T nadajemy wartos¢ 1.
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Wartos¢ nieskonczonej armii

e Kazda z konfiguracji pionkéw opisana jest skoficzonym wielomianem.
Jego wartos$¢ bedzie zatem mniejsza od sumy szeregu nieskofnczonego
(ktdry interpretowaé mozemy jako warto$¢ nieskofczonej armii):
P=x®4+3x04+5x" +7x®+ ... =x5(1+3x+5x2+7x3 +...).
S=1+4+3x+5x>+7x3+...

xS =x+3x2+5x3 +7x* + ...
S—xS=S(1—-x)=1+2x+2x*>+2x3+...
SA—x)=14+2(x+x>2+x3+..)

S(1—x)=1+ 2 =1

1—x

S= a5y

x3(14x)

e Poniewaz P = x°S, wiec P = A=) -
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Wizl posfiom i
Nieosiggalny poziom piaty

@ Przypomnijmy, ze nasz wybér wartosci dla x spetnia warunek

x+x2=x(1+x)=1awiecl+x=1orazl—x=x

A(lx) _ () Xt
XT —_— .

o Tak wiec: P = ax? — 027 =

e Oznacza to, ze wartos¢ przypisana kazdej poczatkowej (skoficzonej!)
konfiguracji pionkéw ponizej bariery musi by¢ mniejsza od 1, a
poniewaz kazdy ruch albo zmniejsza wartos¢ konfiguracji, albo
pozostawia jg bez zmian, wiec wartos¢ zadnego z pionkdéw nie osiagnie
nigdy 1.

@ A to znaczy, ze zaden pionek ze skonczonej armii pod barierg,
niezaleznie od tego jak licznej i jak sprytnie rozstawionej, nigdy nie
osiggnie poziomu piatego.
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Liczby i wielkosci Wiek dzieci

Miss Watson dedukuje. . .

- lle lat maja twoje dzieci?

— Mam tréjke dzieci, iloczyn ich lat wynosi 36.

— To nie wystarcza dla ustalenia wieku kazdego z nich!

— Suma ich lat réwna jest liczbie okien w kamienicy naprzeciwko.
— To tez nie wystarcza!

— Najstarsze ma zeza.

— No, wreszcie! Teraz juz wiem, ile lat ma kazde z trgjki.

lle lat ma kazde z dzieci?

Ustalamy wszystkie dzielniki liczby 36. S3 to: 1, 2, 3, 4, 6, 9, 12, 18, 36.
Zbudujmy tabele, w ktérej pierwszy wiersz to mozliwy wiek jednego
dziecka, pierwsza kolumna to mozliwy wiek drugiego dziecka, a wiek
trzeciego otrzymujemy dzielgc 36 przez iloczyn liczby lat pierwszego i
drugiego z dzieci. Znak x stawiamy w sytuacji, gdy 36 nie dzieli sie przez
ten iloczyn (nie musimy wypetnia¢ catej tabeli!):
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Liczby i wielkosci Wiek dzieci

1|23 |4(6[9|12|18] 36
1 (361812 |9|6 (4|3 |21
2 9 16 [x[|3]2| x]1
3 4 13]2|x]|1
4 x| x|1
6 1
9
12
18
36
1|1 |1}11]|2]2]3
1 4 16233
361181129 | 6 | 9|6 | 4
suma: {38 |21 |16 |14 |13 |13 |11 10

Odpowiedz: dzieci maja: 2, 2i 9 lat.
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Liczby i wielkosci Kulki Smullyana

Opréznianie pudetka

Przypusémy, ze masz nieskonczenie wiele kul, ponumerowanych dodatnimi
liczbami catkowitymi, przy czym kazda taka liczba jest umieszczona na
nieskofczenie wielu kulach (masz wiec nieskoriczenie wiele kul z jedynka,
nieskofczenie wiele z dwdjka, nieskonczenie wiele z tréjka, itd.). Masz tez
pudetko, ktére zawiera skonczenie wiele ponumerowanych kul. Celem
zabawy jest opréznienie pudetka, wedle nastepujacej reguty. W kazdym
kroku wyjmujesz pewna kule, a na jej miejsce wktadasz catkiem dowolng
liczbe kul o mniejszych numerach. Poniewaz nie ma mniejszych od jedynki
dodatnich liczb catkowitych, wiec kuli z jedynka niczym nie zastepujesz.
Rozwiazanie wyglada prosto: wystarczy, ze zastapisz kazda kule w pudetku
kulg z jedynka, a potem wyjmiesz te wszystkie kule z jedynka po kolei.
Ciekawe w tej zabawie jest jednak to, ze nie mozna z géry ograniczy¢ liczby
krokéw potrzebnych to opréznienia pudetka — pamietajmy, ze mozna
Jutrudniaé” poprzez doktadanie dowolnej skonczonej liczby kul, byle o
numerze mniejszym niz numer kuli zastepowane;.

v

Jerzy Pogonowski (MEG) Wesote Zagadki GLLI Opole 14 V 2013 24 /53



Liczby i wielkosci Kulki Smullyana

Lemat Kdniga w dziataniu

Zabawe te przedstawi¢ mozna w postaci drzewa o ponumerowanych
wierzchotkach. Poczatkowa zawartos¢ pudetka reprezentujg wierzchotki
wychodzace bezposrednio z korzenia drzewa. Zastepowanie jakiej$ kuli
(liscia drzewa) zbiorem innych polega na dotaczeniu, w miejsce usuwanego
liscia, catego zbioru nowych lisci, reprezentujacych kule, zastepujace
usuwang kule. Drzewo ,rosnie w gére” w miare jak zastepujemy usuwane
kule nowymi. Zauwazmy, ze na kazde] gatezi drzewa wystepuja kule o coraz
mniejszych numerach. Ponadto, kazdy wierzchotek drzewa ma tylko
skonczenie wielu bezposrednich potomkéw. Gdyby drzewo miato
nieskonczona liczbe wierzchotkéw, to (na mocy Lematu Kéniga) musiatoby
mie¢ gataz nieskonczona. To jednak jest niemozliwe, ze wzgledu na
wspomniany juz fakt, ze numery na kazdej gatezi maleja, w miare
oddalania sie od korzenia drzewa. Tak wiec, zabawa w opréznianie pudetka
musi zakonczy¢ sie w skoiczonej liczbie krokéw.
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(G Silinliemee- Mz
Trojkacik, kwadracik, gwiazdeczka

WoprowadZmy oznaczenia:

An oznacza n"
(n oznacza iterowanie n razy operacji A dla argumentu n

Y% n oznacza iterowanie n razy operacji [ dla argumentu n.

Czy potrafisz obliczy¢ %27

e %2 =002=0(AA2)

o AN2=A22=/N4=14*=216

o k2 =1[1216 = AA ... 216, gdzie operacja A wykonywana jest 216
razy (wieza potegowa).

@ %2 to zatem liczba gigantyczna, ktéra tatwo opisaé, ale obliczy¢ ja,
hm, trudniej. Poczytaj o notacji strzatkowej Knutha.
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Whepricei prefrema:
Kogo lubig dziewczyny?

Przypusémy, ze dziewczeta X, Y, Z chcg ustali¢, ktéry z facetéw A, B, C
jest najbardziej przystojny. Niech preferencje poszczegélnych dziewczat
wygladaja nastepujaco (piszemy P > Q w znaczeniu: wybdr P jest
preferowany wzgledem wyboru Q; preferencje kazdego dziewczecia s3
przechodnie):

e X: A>B>C
e Y: B>C>A
e /Z: C>A>B.

Czy mozliwe jest liniowe uporzadkowanie kandydatéw zgodne z
preferencjami wiekszosci dziewczat? NIE, poniewaz:

(1] % dziewczat uwaza, ze A jest bardziej przystojny od B.
(2] % dziewczat uwaza, ze B jest bardziej przystojny od C.
(3] % dziewczat uwaza, ze C jest bardziej przystojny od A.
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Uporzadkowanie Funkcja pary Cantora

Jak grzecznie uporzadkowa¢ wszystkie utamki > 07

o Bijekcja c: Nx N =N
X+y

odmn:y+zy:y+%u+nu+y+n
=

N

S
s
AN
AN

1

g
/
i

]

W2,

&

7777J

V277401
4207441/
WV i

e
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Uporzadkowanie Drzewo Calkina-Wilfa

Drzewo Calkina-Wilfa

i

1/%\2
. e
oy A b R

Wszystkie te utamki s3 w postaci nieskracalnej. Kazda dodatnia liczba
wymierna wystepuje w tym drzewie dokfadnie raz.

_ _ 1
q(l? =1 oraz q(n +1) O CO=TOEs! dlan>1,
gdzie | x| to najwieksza liczba naturalna < x.
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N . L GLILR  Drzewo Calkina-Wilfa
Spirala utamkéw

Kazda dodatnia liczba wymierna jest postaci b(brffr)l) (n > 0), gdzie
b(0) = b(1) =1 oraz:

b(2n+1) = b(n), b(2n+2) = b(n) + b(n+1).
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Uporzadkowanie Drzewo Sterna-Brocota

Zmowa matematyka z zegarmistrzem

Czy dodawanie § © § = gifj jest gtupie?

—|o
o~

lo

N\
/ \
< /

Wszystkie te utamki s3 w postaci nieskracalnej. Kazda dodatnia liczba
wymierna wystepuje w tym drzewie doktadnie raz.
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Uporzadkowanie Drzewo Sterna-Brocota

Jak trafi¢ do wybranego utamka?

0 2 « atc < £
b b+d d
@ Do kazdego utamka prowadzi (doktadnie jeden!) ciag skretéw (od

korzenia %) w lewo L oraz w prawo P. Dla przyktadu: % to LPLL.
o 1]
oraz | =

01

. . 11 (1 0
e Przy mterpretaqlL—[O 1}:[’— 11

b+-d

11 10 1 011 1] 3 4
LPPL_[O 1H1 1“1 1]_0 1_‘{2 3}H

kazdy utamek 2t reprezentowany jest macierza { I ] Np.:

~|c

Mnozenie macierzy:
[ ain an } [ bii b2 ] _ [ aiibir + aiobp1  ar1bio + azboo ]

a1 a» by1 b ar b1 + axbp1  ax1bio + axboo
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Uporzadkowanie Drzewo Sterna-Brocota

Zréb tancuszek z utamka

o Ciag przyblizen liczby e w drzewie Sterna-Brocota to nieskoniczona
gataz:
e PLOPLP?LPIAPLPCLPIEPLPIOLPL!? . ..

@ Drzewo Sterna-Brocota ma zwiazek np. z:

e przedstawieniem liczb wymiernych w postaci utamkéw tancuchowych
e algorytmem Euklidesa
o liczbami Fibonacciego Fo =0, F1 =1, F,=F,_1+ F,_».

Moze sprébujesz samodzielnie wykry¢ te zwigzki?

Przypomnijmy: 132 2+ _2—|-513:2-|-1_~_6 =24 1 + =
47 4677
— — 1 — [o-
24 ;i =24 e — =2+ 5 = [21,7,1,5]
7+3 7+ 7+
© 45
s
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Uporzadkowanie Drzewo Sterna-Brocota

Niepoznawalne Imie Boga w rozwinieciu 77

Liczba rozwiniecie fancuchowe
wymierna skoficzone
niewymierny pierwiastek kwadratowy | okresowe

niewymierna nieskonczone

Dla przyktadu: v2 =[1;2,2,2,...], V3 =1[1;1,2,1,2,1,2,...] = [1;1,72].
en=[1;n—1,1,1,3n—1,1,1,5n—1,1,1,7n— 1,1,1,.. ]

2
m = 412 = 412 = 3 —|— 1 32
2+ 2 3+ 3 6+ 72
2+ 72 54 22 6+
2+ 7+ .
. 6+ °
24 9-+
1+v5 _ _ 2
2 _[11171,1a1317 ]1 6—2—|—2+ 34
:«1+4+ 5
54
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(S v
Gdzies$ juz widziatam co$ podobnego. . .

Przez n-ty ciag Fareya rozumiemy rosnacy ciag liczb wymiernych z
przedziatu [0, 1], ktérych mianowniki nie sg wieksze od n.
v
- 1
1 1
w & i :
- 3 1
g 2 = L & :
P a 3 2 3 1
2
- Ly ok A 8 1
1 4 3 2 3 4 1
g 01 112132 3 4.1
1 5 4 3 5 2 5 3 4 5 1
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Uporzadkowanie Okregi Forda

Turtles all the way down. ..

Okregi o srodkach w punktach (7, ﬁ) oraz promieniach ﬁ. Zastandw sie

w domu, co taczy okregi Forda z drzewem Sterna-Brocota oraz ciagami
Fareya.
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Ksztatt i przestrzen Woypetnianie przestrzeni

e Jakimi obiektami mozna catkowicie (i bez naktadania sie na siebie)
wypetni¢ przestrzen tréjwymiarowa? Oczywiscie punktami, mato
zabawne. Twéj nastepny pomyst: szescianami. Zgoda, ale co trzeba o
tych szescianach zatozyc?

o Czy R3 mozna catkowicie wypetni¢ okregami i jedna prosta? Tak, to
tatwe. Widzisz to?

o Czy R3 mozna catkowicie wypetni¢ okregami i jedna prosta w taki
sposéb, aby prosta ta przechodzita wewngtrz kazdego z tych okregéw,
a ponadto kazde dwa z tych okregéw byty wzgledem siebie usytuowane
jak ogniwa tancucha? Tak, to trudniejsze. Poczytaj o wigzce Hopfa.

o Czy R3 mozna catkowicie wypetni¢ prostopadfoscianami z wycieta
wewngtrz prostopadfoscienng dziurg? Tak, to niezbyt trudne.
Zastandw sie, jak myslisz o tym problemie, co robisz, prébujac go
rozwigzaé. Podaj warunki, ktére musza spetniaé te prostopadtosciany.
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Ksztatt i przestrzen Woypetnianie przestrzeni

Wypetniacze

Wieloscian z dziura Splatane okregi
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Witribema Laflz
Obraczka

W kuli wydrazono otwdr w ksztatcie walca, ktérego wysokosé réwna jest
jednostce. Powstata w ten sposéb bryta w ksztatcie obraczki. Jaka jest jej
objetos¢?

Czasza kuli a

/|

Czasza kuli

rP=a+(3)>2 cylia® =r? —

&=
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Witribema Laflz
Rachunek

@ Objetos¢ kuli o promieniu r: $7r3
@ Objetos¢ walca o promieniu podstawy a oraz wysokosci h: wah

© Objetos¢ czaszy kulistej o wysokosci (strzatce) k w kuli o promieniu r:
ink*(3r — k).

W rozwazanym przez nas przypadku h=1oraz k =r — % Poszukiwana
objetos¢ to zatem objetos¢ kuli pomniejszona o objetos¢ walca oraz dwéch
czasz kulistych, czyli:

4
§7TI’3 — ma*h — §Wk2(3r — k).

Po wstawieniu wartosci h, k oraz a i wykonaniu (tatwych lecz zmudnych)
rachunkéw otrzymujemy w wyniku ¢, a wiec istotnie objeto$¢ ta nie zalezy

od promienia kuli.
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Ksztatt i przestrzen Koza na sznurku

Pasacy sie punkt

Jestes dumnym posiadaczem jednej kozy i taki w ksztatcie tréjkata
réwnobocznego o dtugosci boku 100m. Chciatby$ doktadnie potowe faki
przeznaczy¢ na pastwisko dla kozy, a na drugiej potowie zasia¢ cokolwiek
(tylko nie konopie). Koza jest uwigzana na sznurku zaczepionym do palika
w jednym z wierzchotkéw rozwazanego tréjkata. Jak dtugi powinien by¢
sznurek, aby koza miata dostep doktadnie do potowy twojego pola?
Czynimy oczywiscie $mieszne zatozenie, ze koza jest punktem.
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Ksztatt i przestrzen Koza na sznurku

Rachunek

Zapomniate$s wzdr na pole wycinka kotowego (ﬂr2ﬁ). Ale pamietasz:

@ Pole okregu o promieniu r: 7r?

L. , L. . 2\/§
© Pole trojkata réwnobocznego o dtugosci boku a: 25

f

© Pole szesciokata: 6 -

Dla a = 100 otrzymujemy pole szesciokata: 15000/3. Wiemy, ze wr? ma

by¢ réwne potowie tej wielkosci, czyli 75001/3. Z tego tatwo otrzymujemy:

— 1/M ~ 64, 3037.
Y
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Ksztatt i przestrzen Przekroje bryt

Fantazja hydrauliczna

Jaka bryte tworzy czes¢ wspélna trzech ortogonalnych walcéw? )
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Ksztatt i przestrzen Przekroje bryt

Kajfosz: Jezus byt czterowymiarowy!
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Witersy D Fratllae
Mam trzy pudetka, doktadnie w jednym z nich jest nagroda, pozostate s3
puste. Ja wiem, w ktérym jest nagroda, ty nie. Chcesz dostac te nagrode.
Gra odbywa sie w dwéch ruchach. W pierwszym masz wybraé pudetko.
Gdy to uczynisz, pokazuje ci, ze jedno z pozostatych pudetek jest puste. W
drugim ruchu masz podja¢ decyzje co jest bardziej korzystne w celu
uzyskania nagrody:

© Pozostac przy pierwotnym wyborze.
@ Zmieni¢ swdj pierwszy wybér.

A moze sadzisz, ze szanse sg takie same? Przypusémy, ze najpierw
wybratas A. Nagroda jest w A, B lub C, trzy mozliwosci.

A | B | C | Otwieram: | Przy zmianie A na:
1 B C — Przegrywasz
1 C B — Wygrywasz
1 B C - Wygrywasz

Wida¢ zatem, ze zmiana pierwszego wyboru owocuje wygrana w dwéch na
trzy przypadki. Tak samo, gdy najpierw wybratas B (lub C).
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Felimm merfiy
Batagan w pudetkach

W kazdym z trzech pudetek znajduja sie dwie kule: w jednym dwie biate, w
drugim dwie czarne, a w ostatnim jedna biata i jedna czarna. Na kazdym z
pudetek jest napis, informujacy o jego zawartosci. Kazdy z tych napiséw
jest fatszywy. lle minimalnie wystarczy wyciagna¢ kul, aby ustali¢ zawartosé
wszystkich pudetek?

Wystarczy wyjac jedna kule z pudetka, na ktérym (fatszywie!) napisano, ze
zawiera jedng kule czarna i jedna biata. Jesli wyciggnieta kula jest biata, to
pudetko zawierato dwie biate kule, jesli jest czarna, to zawierato dwie
czarne kule. Przypus¢my, ze wyciagnates kule czarng (przypadek z biata
jest symetryczny). Wtedy od razu wiesz, ze pudetko z napisem ,dwie biate”
musi zawiera¢ jedna czarna i jedna biata kule (nie moga by¢ dwie biate, bo
napis jest fatszywy, ale tez nie moga by¢ dwie czarne, bo pierwsze pudetko
zawierato dwie czarne, co wtasnie ustalites). Wtedy pozostate trzecie
pudetko musi zawiera¢ dwie biate kule.

Jerzy Pogonowski (MEG) Wesote Zagadki GLLI Opole 14 V 2013 46 / 53



Logika — to proste!

© Niech ciotka Matylda lubi doktadnie wszystkich niesamolubéw oraz nie
lubi doktadnie zadnego samoluba. Samolub to ktos, kto lubi siebie, a
niesamolub to ktos, kto nie jest samolubem. Zagadka polega na
ustaleniu, w ktdrej suterenie na Rynku w Opolu mieszka ciotka
Matylda. Rozwigzanie prosze podac¢ bez opuszczania tej sali.

© Nazwijmy tarczg Abla tarcze, ktdrej nic nie moze przebié, a widcznig
Kaina wtécznie, ktéra przebija wszystko. Co stanie sie, gdy wtécznia
Kaina uderzy w tarcze Abla?

© Co stanie sie, gdy Pinokio powie: Mdj nos sie wydtuza?

@ Ustal, czy wniosek wynika z przestanek: Kazdy kocha moje dziecko.

Moje dziecko kocha tylko mnie. Jestem zatem swoim wfasnym
dzieckiem.
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Zagadki logiczne

Koszmar nie$miertelnosci

Przepis na nieSmiertelnos¢. Gdy zastanowi¢ sie gtebiej, trudno orzec,
dlaczego nieSmiertelno$¢ uwazana jest w wielu religiach za wartosé¢
pozytywna. Mniejsza z tym, niech kazdy trudzi sie nad problemem
nieSmiertelnoéci we wtasnym sumieniu. Dla tych, ktérzy jej pozadaja
podajemy (za Raymondem Smullyanem) prosty przepis na to, aby sta¢ sie
nieSmiertelnym. Wystarczy, ze spetnisz nastepujace dwa warunki:

© Bedziesz zawsze méwit prawde.

@ Wypowiesz (teraz) zdanie: Powtdrze to zdanie jutro.

Skoro to takie proste, to dlaczego (zadni nieSmiertelnosci) ludzie nie
postepuja wedle tego przepisu? A moze przepis jest zty? Co sadzisz?
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Kilka probleméw otwartych Bez moratu

Jakze to — wyktad bez moratu?

@ Prelegent nie ma uprawnien ani kompetencji, aby ocenia¢ dydaktyke
matematyki w polskich szkotach. Podziela jednak troske obecna w
wypowiedziach fachowcéw na ten temat — np. w odniesieniu do
testowe] metody sprawdzania wiedzy ucznia.

@ Lekcje matematyki wcale nie musza by¢ trudne i nudne — wielu
nauczycieli naprawde stara sie o ich przystepno$¢ oraz urozmaicenie.

v

o Dzisiejszy odczyt miat jedynie bawi¢. Terazniejszos¢ i przysztos¢
polskiej edukacji matematycznej to tematy, ktére wymagaja
powazniejszego prelegenta.

e Pomiedzy frontem wspétczesnych badan matematycznych a
przygotowaniem matematycznym oferowanym przez szkote jest
gigantyczna przepas¢. Pewne otwarte problemy mozna jednak
formutowaé w jezyku zrozumiatym dla gimnazjalistki, np.:
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Kilka probleméw otwartych Euklides, Goldbach i Euler

Hipoteza Goldbacha. Kazda liczba parzysta wieksza od 2 jest suma dwéch
liczb pierwszych. Udowodniono, ze hipoteza Goldbacha zachodzi dla
wszystkich liczb parzystych mniejszych od 4 - 1017,

Liczby doskonate. Liczba naturalna jest doskonafa, gdy jest suma
wszystkich jej dzielnikéw od niej mniejszych. Najmniejsza liczba doskonata
jest6=1+2+3, nastepng 28 =1+24+4+ 7+ 14. Jedli 2° — 1 jest
liczba pierwsza, to 2P~1 - (2P — 1) jest (oczywiscie parzysta) liczba
doskonaty, to udowodnit juz Euklides. Z kolei Leonhard Euler pokazat w
XVIII wieku, ze kazda parzysta liczba doskonata jest postaci

2pP=1 . (2P — 1). Nie wiadomo obecnie, czy istnieja nieparzyste liczby
doskonate — gdyby taka liczba istniata, to musiataby by¢ wieksza od 101500
Zapis kazdej parzystej liczby doskonatej w notacji dwdjkowej to uktad
jedynek, po ktérym nastepuje uktad zer, np.:

610 = 1102 2850 = 111002 49670 = 111110000,

812819 = 1111111000000,

3355033670 = 1111111111111000000000000>.
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Kilka probleméw otwartych Collatz, Ulam i znowu Euler

Problem Collatza-Ulama. Rozwazmy catkiem dowolnga liczbe naturalna

co > 0. Zdefiniujmy: ¢; = 2, jesli ¢o jest parzysta, a ¢ = 3¢o + 1, jesli
jest nieparzysta. Ogdlnie, niech: c,y1 = 4, jedli ¢, jest parzysta, a

cnr1 = 3¢y, + 1, jesli ¢, jest nieparzysta. Hipoteza Collatza-Ulama glosi, ze
niezaleznie od tego, jak poczatkowo wybierzemy liczbe ¢y, to dla pewnego
n otrzymamy ¢, = 1. W konsekwencji, wszystkie dalsze wyrazy ciggu beda
miaty postaé: 4, 2,1, 4,2, 1,4, 2,1,...Udowodniono, ze hipoteza
Collatza zachodzi dla wszystkich liczb mniejszych od 5 - 260

Cegietka Eulera. Przez cegietke Eulera rozumiemy prostopadtoscian, w
ktérym dtugosci wszystkich krawedzi oraz wszystkich przekatnych scian
wyrazajj sie liczbami naturalnymi. Najmniejsza cegietka Eulera ma
krawedzie o dtugosciach krawedzi 44, 117, 240 oraz dtugosciach
przekatnych Scian 125, 244, 267. Doskonata cegietka Eulera, to taka
cegietka Eulera, w ktérej réwniez dtugo$¢ wewnetrznej przekatnej
prostopadtoscianu jest liczbg naturalng. Dotychczas nie wiadomo, czy
istniejg doskonate cegietki Eulera.
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Lewitujacy oscypek

Znajdz wartosci: kata rozchylenia szyn, kata wznoszenia sie szyn oraz

wymiaréw podwdjnego stozka, dla ktérych toczyt on sie bedzie (pozornie!)
pod gére:

Wskazéwka: znajdz réwnanie ruchu srodka ciezkosci oscypka. Cudéw nie
ma — ten punkt w gére nie pofrunie.
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Zegnaj, Opole!

Uprzejmie dziekuje organizatorom za umozliwienie mi wygtoszenia tego
odczytu oraz okazang goscinno$¢. Mam nadzieje, ze nie wyrzadzitem
zadnych powazniejszych szkéd dydaktycznych, a moze nawet udato mi sie
zacheci¢ chocby pare oséb do zainteresowania sie matematyka. )
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