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Wst¦p Cel projektu

Plan na dzi±:

Omówimy kilkana±cie zagadek matematycznych, zrozumiaªych dla
uczniów szkoªy ±redniej.

Zagadki b¦d¡ dotyczyªy: niesko«czono±ci, ruchu, wielko±ci,
uporz¡dkowania, ksztaªtu, prawdopodobie«stwa.

Rozwi¡zania niektórych zagadek stanowi¡ wyzwanie dla intuicji
utrwalanych poprzez do±wiadczenie potoczne.

Wykorzystujemy ilustracje dost¦pne w sieci.

Tre±¢ odczytu wi¡»e si¦ z prowadzon¡ przez prelegenta w UAM
dydaktyk¡:
http://www.logic.amu.edu.pl/index.php/Dydaktyka

Po±rednio wi¡»e si¦ te» z jego dziaªaniami, maj¡cymi znamiona
czynno±ci badawczych.
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Wst¦p Cel projektu

Mistrzowie zagadek matematycznych:

Hugo
Steinhaus

Martin
Gardner

Raymond
Smullyan
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Wst¦p Cel projektu

Pªaszczyzna porozumienia

Postaramy si¦ pokaza¢, »e zwykªa, elementarna matematyka mo»e bawi¢.
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Niesko«czono±¢ �apówki

Nie kradnij wi¦cej, ni» potra�sz unie±¢

Wyobra¹ sobie, »e kto± zamierza o�arowa¢ ci niesko«czon¡ liczb¦ kopert:
pierwsza zawiera 1 zª, druga 2 zª, trzecia 3 zª, itd. � n-ta koperta zawiera n

zªotych. Zakªadamy, »e dla ka»dej liczby naturalnej n istnieje koperta, która
pomie±ci n zªotych.
Powiedzmy jednak, »e kto± inny daje ci niesko«czon¡ liczb¦ kopert, z
których pierwsza zawiera 2 zª, druga 4 zª, trzecia 6 zª, itd. � n-ta koperta
zawiera 2n zªotych.
Co opªaca si¦ wybra¢? Z jednej strony, w drugim przypadku dostajesz w
sumie dwa razy wi¦cej pieni¦dzy ni» w pierwszym. Z drugiej natomiast
strony, w drugim przypadku dostajesz w sumie tylko poªow¦ tego, co
dostaªby± w pierwszym przypadku (bo znikaj¡ wszystkie koperty
zawieraj¡ce nieparzyst¡ liczb¦ zªotówek). Co wybierasz? Która z propozycji
jest obiektywnie korzystniejsza?
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Niesko«czono±¢ Spirala

Jak bardzo jeste± zakr¦cona?

Narysujmy póªokr¡g o promieniu r , o ±rodku w pocz¡tku ukªadu
wspóªrz¦dnych na pªaszczy¹nie (powiedzmy w górnej póªpªaszczy¹nie).
Teraz narysujmy póªokr¡g (o promieniu r

2
) w dolnej póªpªaszczy¹nie,

którego ko«ce umieszczone s¡ na osi odci¦tych w punktach o
wspóªrz¦dnych (0, 0) oraz (r , 0). W kolejnym kroku rysujemy póªokr¡g (o
promieniu r

4
) w górnej póªpªaszczy¹nie, którego ko«ce znajduj¡ si¦ na osi

odci¦tych w punktach o wspóªrz¦dnych (0, 0) oraz ( r
2
, 0). Operacj¦

powtarza¢ mo»emy w niesko«czono±¢ � powstaje w ten sposób spirala o
niesko«czenie wielu zwojach, otaczaj¡cych �coraz cia±niej� pewien punkt na
osi odci¦tych. Jaka jest dªugo±¢ tej spirali?

2πr

2
+

2π r
2

2
+

2π r
4

2
+ . . . = πr(1+

1

2
+
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4
+ . . .) = πr
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= 2πr .
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Niesko«czono±¢ Peªne drzewo dwójkowe

�. . . zrodzili±my si¦ bez wprawy i pomrzemy bez rutyny�
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Ka»dy z kolejnych wierzchoªków ma dwóch bezpo±rednich potomków. Wierzchoªki

(oprócz korzenia) kodujemy ci¡gami zer i jedynek. Je±li jaki± wierzchoªek ma kod

s, to jego bezpo±rednimi potomkami s¡ wierzchoªki o kodach: s0 oraz s1. Gaª¦zi¡

nazwiemy ka»dy niesko«czony ci¡g zªo»ony z zer i jedynek. Czy mo»liwe jest

ponumerowanie (liczbami naturalnymi: 0, 1, 2, 3, 4, 5,. . . ) wszystkich gaª¦zi?
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Niesko«czono±¢ Peªne drzewo dwójkowe

Metoda przek¡tniowa

Przypu±¢my, »e mo»na ponumerowa¢ wszystkie gaª¦zie liczbami
naturalnymi (ka»da a

j
i jest zerem lub jedynk¡):

g1 = a11a
2
1a

3
1 . . .

g2 = a12a
2
2a

3
2 . . .

g3 = a13a
2
3a

3
3 . . .

. . .

Rozwa»my ci¡g G = b1b2b3 . . ., gdzie:

je±li an
n
= 0, to bn = 1

je±li an
n
= 1, to bn = 0.

Wtedy ci¡g G ró»ni si¦ od ka»dego z ci¡gów gn (co najmniej na n-tym
miejscu). Tak wi¦c, jakkolwiek chcieliby±my ponumerowa¢ wszystkie
gaª¦zie peªnego drzewa dwójkowego liczbami naturalnymi, to zawsze
pozostan¡ gaª¦zie, dla których numerów nie starczy.
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Niesko«czono±¢ Supermucha

Czy jest na sali �zyk?

Odlegªo±¢ z A do B wynosi 300 km. Z obu tych miejscowo±ci wyje»d»aj¡
jednocze±nie dwa poci¡gi PKP Intercity i p¦dz¡ ku sobie z pr¦dko±ci¡ 50 km
na godzin¦. Jednocze±nie mucha wylatuje z A, dolatuje do poci¡gu, który
wyruszyª z B , zawraca, dolatuje do poci¡gu, który wyruszyª z A, i tak dalej.
Mucha leci caªy czas z pr¦dko±ci¡ 100 km na godzin¦. Mucha kontynuuje
lot do momentu, w którym poci¡gi zaczn¡ si¦ mija¢. Ile kilometrów przeleci
mucha? Porównaj matematyczn¡ tre±¢ zagadki z jej interpretacj¡ �zyczn¡.

Lampa Thomsona ±wieci, gdy jest wª¡czona, nie ±wieci, gdy jest wyª¡czona. W

momencie t = 0 jest wª¡czona, w momencie t = 1 jest wyª¡czona, w momencie

t = 3

2
jest wª¡czona, w momencie t = 7

4
jest wyª¡czona, itd. Nie jest istotne, w

jakich jednostkach mierzymy czas � powiedzmy, »e b¦d¡ to minuty. Tak wi¦c,

lampa ±wieci przez minut¦, potem przez póª minuty nie ±wieci, potem przez

¢wier¢ minuty ±wieci, potem przez jedn¡ ósm¡ minuty nie ±wieci, itd. Czy w

czasie t = 2 lampa ±wieci czy nie?
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Mrówka na linie

Gªosujemy: dojdzie czy nie?

Po doskonale elastycznej linie o pocz¡tkowej dªugo±ci 1 km drepcze
mrówka z pr¦dko±ci¡ 1 cm/sek (wzgl¦dem liny). Lina rozci¡ga si¦ z
pr¦dko±ci¡ 1 km/sek. Mrówka startuje z lewego, nieruchomego ko«ca liny.
Czy dojdzie w sko«czonym czasie do prawego jej ko«ca?
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Mrówka na linie Rozwi¡zanie dyskretne

Demony bywaj¡ pomocne

Rozwi¡zanie ci¡gªe wymaga caªkowania równania ró»niczkowego, czyli
rzeczy w polskiej szkole zabronionej. Zaªó»my wi¦c, »e wraz z wybiciem
ka»dej sekundy lin¦ rozci¡ga Demon (o Demonach wolno mówi¢ � zapytaj
Pani¡ Katechetk¦): po pierwszej sekundzie z 1 do 2 km, po 2 sekundzie z 2
do 3 km, itd. A mrówka caªy czas drepcze. . .

Jak¡ cz¦±¢ dªugo±ci caªej liny przebywa mrówka w ka»dej kolejnej

sekundzie?

W pierwszej sekundzie mrówka pokonuje 1 cm z 1 km, czyli 1
100000

cz¦±¢
caªej dªugo±ci liny.
W drugiej sekundzie mrówka pokonuje 1 cm z 2 km, czyli 1

200000
cz¦±¢ caªej

dªugo±ci liny.
W trzeciej sekundzie mrówka pokonuje 1 cm z 3 km, czyli 1

300000
cz¦±¢

caªej dªugo±ci liny. Itd.: w n-tej sekundzie mrówka pokonuje 1 cm z n km,
czyli 1

n·100000 cz¦±¢ caªej dªugo±ci liny.
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Mrówka na linie Szereg harmoniczny

O, ju» wida¢ prawy koniec liny!

Czy istnieje liczba n taka, »e suma: 1
100000

+ 1
200000

+ 1
300000

+ . . .+ 1
n·100000

b¦dzie równa 1, czyli caªej dªugo±ci liny?
Szukamy n takiej, dla której: 1+ 1

2
+ 1

3
+ . . .+ 1

n
= 100000.

Liczby harmoniczne: Hn =
n∑

k=1

1
k

Szereg
∞∑
n=1

1
n
jest rozbie»ny. Porównajmy bowiem:

1+ 1
2
+ 1

3
+ 1

4
+ 1

5
+ 1

6
+ 1

7
+ 1

8
+ 1

9
+ 1

10
+ . . . >

1+ 1
2
+ (1

4
+ 1

4
) + (1

8
+ 1

8
+ 1

8
+ 1

8
) + ( 1

16
+ . . .+ 1

16
) + . . . =

1+ 1
2
+ 1

2
+ 1

2
+ 1

2
+ . . . =∞

Istnieje zatem n taka, »e 1+ 1
2
+ 1

3
+ . . .+ 1

n
> 100000. Mrówka dojdzie

do prawego ko«ca! Piwa jej da¢!
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Mrówka na linie Szereg harmoniczny

Liczby harmoniczne speªniaj¡ nast¦puj¡c¡ równo±¢, w której pojawia
si¦ staªa Eulera-Mascheroniego γ:

γ = lim
n→∞

(
n∑

k=1

1
k
− ln n) = 0, 5772156649501 . . .

Obecnie (2013) nie wiadomo, czy γ jest liczb¡ algebraiczn¡ czy
przest¦pn¡, ani czy jest liczb¡ wymiern¡ czy te» niewymiern¡.

Mrówka dotrze do prawego ko«ca liny w czasie e100000−γ sekund, co w
zapisie dziesi¦tnym daje liczb¦ o ponad czterdziestu tysi¡cach cyfr.
Jest to czas tysi¡ce razy dªu»szy od czasu istnienia Wszech±wiata
(licz¡c od Wielkiego Wybuchu).

Skoro przestrze« Wszech±wiata rozszerza si¦, a pr¦dko±¢ ±wiatªa jest
staªa, to czy kiedy± nocne niebo b¦dzie caªkiem ciemne?

Szereg harmoniczny jest bardzo leniwy w swojej rozbie»no±ci. Czy istnieje
szereg najwolniej rozbie»ny? Przemy±l to w domu, teraz napoimy
arcybiskupa.
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Mrówka na linie Pragnienie arcybiskupa

Wierni jednej z para�i na dalekiej póªnocy kraju podarowali swojemu
arcybiskupowi ksztaªtn¡ �aszk¦ wypeªnion¡ winem. Skªada si¦ ona z walca
o promieniu i wysoko±ci równej jednostce (np. jednemu metrowi) oraz
szyjki, która jest powierzchni¡ powstaª¡ poprzez obrót wykresu funkcji
f (x) = 1

x
w przedziale od 1 do niesko«czono±ci. Czy arcybiskup b¦dzie piª

z niej wiecznie, zakªadaj¡c, »e codziennie pragnie, powiedzmy, ¢wiarteczki?

Rozwa»my dyskretne (górne, zewn¦trzne) przybli»enie szyjki �aszki:
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Mrówka na linie Pragnienie arcybiskupa

Problem dotyczy szyi, ekscelencjo. . .

Powierzchnia P szyjki �aszki jest niesko«czona, poniewa»:

P > π · 12 +
∞∑
n=1

(2π · 1 · 1
n
) = π + 2π

∞∑
n=1

1
n
=∞

Obj¦to±¢ V szyjki �aszki jest jednak sko«czona, poniewa»:

V <
∞∑
n=1

(π( 1
n
)2 · 1) = π

∞∑
n=1

1
n2

= π π2

6

Dowód (Eulera), »e S =
∞∑
n=1

1
n2

= π2

6
jest do±¢ zªo»ony. Poka»emy jedynie,

»e S jest liczb¡ sko«czon¡:
S = 1+ ( 1

22
+ 1

32
) + ( 1

42
+ 1

52
+ 1

62
+ 1

72
) + . . . <

1+ ( 1
22

+ 1
22
) + ( 1

42
+ 1

42
+ 1

42
+ 1

42
) + . . . =

1+ 2
22

+ 4
42

+ . . . = 1+ 1
2
+ (1

2
)2 + (1

2
)3 + . . . = 1

1− 1
2

= 2.
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Mrówka na linie Zboczenica oraz inne zagadki

Uciekamy zboczenicy

Zboczenica goni ci¦ w kole o promieniu, powiedzmy, jednego kilometra
(np. na okr¡gªej wyspie, z której nie ma ucieczki). Wasze maksymalne
pr¦dko±ci s¡ równe. Kto z was ma strategi¦ zwyci¦sk¡?
Odpowied¹: mo»esz umkn¡¢ zboczenicy po pewnej ªamanej, której
odcinki maj¡ dªugo±ci wyznaczone przez liczby harmoniczne.

Na skraju pustyni masz praktycznie nieograniczon¡ ilo±¢ paliwa.
Dysponujesz jednym motocyklem i jednym dodatkowym kanistrem na
paliwo. Czy mo»esz tak przygotowa¢ sobie tras¦, umieszczaj¡c w
stosownych odlegªo±ciach zapasy paliwa, aby przeby¢ caª¡ pustyni¦,
jakkolwiek byªaby ona wielka?
Odpowied¹: tak. Zapasy rozstawiamy w odlegªo±ciach wyznaczonych
przez liczby harmoniczne.
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Mrówka na linie Zboczenica oraz inne zagadki

Chcemy zbada¢ wytrzymaªo±¢ pr¦tów z dostarczonej partii ich tysi¡ca. Czy
istnieje jaka± optymalna strategia ustalenia (z odpowiednim
prawdopodobie«stwem) minimalnej siªy potrzebnej do zªamania pr¦ta z tej
partii, przy której zniszczeniu ulega jak najmniejsza liczba pr¦tów?

Odpowied¹: mo»na post¦powa¢ tak, »e zniszczeniu ulegnie mniej ni» osiem
pr¦tów.

W konkursie bierze udziaª tysi¡c kandydatek. Czy mo»na znale¹¢ optymaln¡
strategi¦ wyboru � tak¡, która nie zmuszaj¡c do przepytywania wszystkich

kandydatek pozwoli, z okre±lonym prawdopodobie«stwem wybra¢ najlepsz¡ z
nich?

Odpowied¹: przepyta¢ i odrzuci¢ pierwsze 368 kandydatek, a nast¦pnie
przyj¡¢ pierwsz¡, która jest lepsza od odrzuconych.

Kªadziemy na stole monet¦ tak, aby wystawaªa nieco poza kraw¦d¹ stoªu.
Na niej kªadziemy nast¦pn¡ monet¦ tak, aby wystawaªa nieco poza kraw¦d¹
pierwszej. I tak dalej. Jakiej dªugo±ci nawis mo»emy w ten sposób utworzy¢,
bez zawalenia si¦ caªo±ci pod wpªywem siªy grawitacji?

Odpowied¹: mo»na utworzy¢ nawis dowolnej dªugo±ci.
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Armia Conwaya Cel gry

Jak wysoko mo»na zaj±¢?

Ruchy: pionowo lub poziomo, usuwaj¡c przeskakiwany pionek.

P1 : x5 + x6 P2 : x5 + 2x6 + x7 P3 : x5 + 3x6 + 3x7 + x8
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Armia Conwaya Reguªy

Reguªy w bitwie o poziom pi¡ty

1 xn+2 + xn+1 zostaje zast¡pione przez xn

2 xn + xn−1 zostaje zast¡pione przez xn

3 xn + xn+1 zostaje zast¡pione przez xn+2.

Warto±¢ x > 0 dobieramy tak, aby warto±¢ otrzymanego wielomianu
zmniejszaªa si¦ w drugim i trzecim z powy»szych przypadków, a
pozostawaªa niezmieniona w pierwszym z nich. Skoro x > 0, to
xn + xn−1 > xn. Je±li ma by¢ xn + xn+1 > xn+2, to 1+ x > x2, co daje
nierówno±¢ 0 < x < 1

2
(
√
5+ 1). Wreszcie, dla pierwszego warunku nasz

wielomian ma nie zmienia¢ warto±ci, czyli ma zachodzi¢ xn+2 + xn+1 = xn.
To oznacza, »e x + x2 = 1, a wi¦c je±li przyjmiemy x = 1

2
(
√
5− 1), to

wszystkie wymagane warunki s¡ speªnione oraz zachodzi x + x2 = 1.
Celowi T nadajemy warto±¢ 1.
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Armia Conwaya Nieosi¡galny poziom pi¡ty

Warto±¢ niesko«czonej armii

Ka»da z kon�guracji pionków opisana jest sko«czonym wielomianem.
Jego warto±¢ b¦dzie zatem mniejsza od sumy szeregu niesko«czonego
(który interpretowa¢ mo»emy jako warto±¢ niesko«czonej armii):
P = x5 + 3x6 + 5x7 + 7x8 + . . . = x5(1+ 3x + 5x2 + 7x3 + . . .).

S = 1+ 3x + 5x2 + 7x3 + . . .

xS = x + 3x2 + 5x3 + 7x4 + . . .

S − xS = S(1− x) = 1+ 2x + 2x2 + 2x3 + . . .

S(1− x) = 1+ 2(x + x2 + x3 + . . .)

S(1− x) = 1+ 2x
1−x = 1+x

1−x

S = 1+x
(1−x)2

Poniewa» P = x5S , wi¦c P = x5(1+x)
(1−x)2 .
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Armia Conwaya Nieosi¡galny poziom pi¡ty

Nieosi¡galny poziom pi¡ty

Przypomnijmy, »e nasz wybór warto±ci dla x speªnia warunek
x + x2 = x(1+ x) = 1, a wi¦c 1+ x = 1

x
oraz 1− x = x2.

Tak wi¦c: P = x5(1+x)
(1−x)2 =

x5( 1
x
)

(x2)2
= x4

x4
= 1.

Oznacza to, »e warto±¢ przypisana ka»dej pocz¡tkowej (sko«czonej!)
kon�guracji pionków poni»ej bariery musi by¢ mniejsza od 1, a
poniewa» ka»dy ruch albo zmniejsza warto±¢ kon�guracji, albo
pozostawia j¡ bez zmian, wi¦c warto±¢ »adnego z pionków nie osi¡gnie
nigdy 1.

A to znaczy, »e »aden pionek ze sko«czonej armii pod barier¡,
niezale»nie od tego jak licznej i jak sprytnie rozstawionej, nigdy nie
osi¡gnie poziomu pi¡tego.
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Liczby i wielko±ci Wiek dzieci

Miss Watson dedukuje. . .

� Ile lat maj¡ twoje dzieci?
� Mam trójk¦ dzieci, iloczyn ich lat wynosi 36.
� To nie wystarcza dla ustalenia wieku ka»dego z nich!
� Suma ich lat równa jest liczbie okien w kamienicy naprzeciwko.
� To te» nie wystarcza!
� Najstarsze ma zeza.
� No, wreszcie! Teraz ju» wiem, ile lat ma ka»de z trójki.
Ile lat ma ka»de z dzieci?

Ustalamy wszystkie dzielniki liczby 36. S¡ to: 1, 2, 3, 4, 6, 9, 12, 18, 36.
Zbudujmy tabel¦, w której pierwszy wiersz to mo»liwy wiek jednego
dziecka, pierwsza kolumna to mo»liwy wiek drugiego dziecka, a wiek
trzeciego otrzymujemy dziel¡c 36 przez iloczyn liczby lat pierwszego i
drugiego z dzieci. Znak x stawiamy w sytuacji, gdy 36 nie dzieli si¦ przez
ten iloczyn (nie musimy wypeªnia¢ caªej tabeli!):
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Liczby i wielko±ci Wiek dzieci

1 2 3 4 6 9 12 18 36

1 36 18 12 9 6 4 3 2 1

2 9 6 x 3 2 x 1

3 4 3 2 x 1

4 x x 1

6 1

9

12

18

36

1 1 1 1 1 2 2 3

1 2 3 4 6 2 3 3

36 18 12 9 6 9 6 4

suma: 38 21 16 14 13 13 11 10

Odpowied¹: dzieci maj¡: 2, 2 i 9 lat.
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Liczby i wielko±ci Kulki Smullyana

Opró»nianie pudeªka

Przypu±¢my, »e masz niesko«czenie wiele kul, ponumerowanych dodatnimi
liczbami caªkowitymi, przy czym ka»da taka liczba jest umieszczona na
niesko«czenie wielu kulach (masz wi¦c niesko«czenie wiele kul z jedynk¡,
niesko«czenie wiele z dwójk¡, niesko«czenie wiele z trójk¡, itd.). Masz te»
pudeªko, które zawiera sko«czenie wiele ponumerowanych kul. Celem
zabawy jest opró»nienie pudeªka, wedle nast¦puj¡cej reguªy. W ka»dym
kroku wyjmujesz pewn¡ kul¦, a na jej miejsce wkªadasz caªkiem dowoln¡
liczb¦ kul o mniejszych numerach. Poniewa» nie ma mniejszych od jedynki
dodatnich liczb caªkowitych, wi¦c kuli z jedynk¡ niczym nie zast¦pujesz.
Rozwi¡zanie wygl¡da prosto: wystarczy, »e zast¡pisz ka»d¡ kul¦ w pudeªku
kul¡ z jedynk¡, a potem wyjmiesz te wszystkie kule z jedynk¡ po kolei.
Ciekawe w tej zabawie jest jednak to, »e nie mo»na z góry ograniczy¢ liczby
kroków potrzebnych to opró»nienia pudeªka � pami¦tajmy, »e mo»na
�utrudnia¢� poprzez dokªadanie dowolnej sko«czonej liczby kul, byle o
numerze mniejszym ni» numer kuli zast¦powanej.
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Liczby i wielko±ci Kulki Smullyana

Lemat Königa w dziaªaniu

Zabaw¦ t¦ przedstawi¢ mo»na w postaci drzewa o ponumerowanych
wierzchoªkach. Pocz¡tkow¡ zawarto±¢ pudeªka reprezentuj¡ wierzchoªki
wychodz¡ce bezpo±rednio z korzenia drzewa. Zast¦powanie jakiej± kuli
(li±cia drzewa) zbiorem innych polega na doª¡czeniu, w miejsce usuwanego
li±cia, caªego zbioru nowych li±ci, reprezentuj¡cych kule, zast¦puj¡ce
usuwan¡ kul¦. Drzewo �ro±nie w gór¦� w miar¦ jak zast¦pujemy usuwane
kule nowymi. Zauwa»my, »e na ka»dej gaª¦zi drzewa wyst¦puj¡ kule o coraz
mniejszych numerach. Ponadto, ka»dy wierzchoªek drzewa ma tylko
sko«czenie wielu bezpo±rednich potomków. Gdyby drzewo miaªo
niesko«czon¡ liczb¦ wierzchoªków, to (na mocy Lematu Königa) musiaªoby
mie¢ gaª¡¹ niesko«czon¡. To jednak jest niemo»liwe, ze wzgl¦du na
wspomniany ju» fakt, »e numery na ka»dej gaª¦zi malej¡, w miar¦
oddalania si¦ od korzenia drzewa. Tak wi¦c, zabawa w opró»nianie pudeªka
musi zako«czy¢ si¦ w sko«czonej liczbie kroków.
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Liczby i wielko±ci Ci¡g Steinhausa-Mosera

Trójk¡cik, kwadracik, gwiazdeczka

Wprowad¹my oznaczenia:

4n oznacza nn

�n oznacza iterowanie n razy operacji 4 dla argumentu n

Fn oznacza iterowanie n razy operacji � dla argumentu n.

Czy potra�sz obliczy¢ F2?

F2 = ��2 = �(442)

442 = 422 = 44 = 44 = 216

F2 = �216 = 44 . . .4216, gdzie operacja 4 wykonywana jest 216
razy (wie»a pot¦gowa).

F2 to zatem liczba gigantyczna, któr¡ ªatwo opisa¢, ale obliczy¢ j¡,
hm, trudniej. Poczytaj o notacji strzaªkowej Knutha.
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Uporz¡dkowanie Nieprzechodnie preferencje

Kogo lubi¡ dziewczyny?

Przypu±¢my, »e dziewcz¦ta X , Y , Z chc¡ ustali¢, który z facetów A, B , C
jest najbardziej przystojny. Niech preferencje poszczególnych dziewcz¡t
wygl¡daj¡ nast¦puj¡co (piszemy P > Q w znaczeniu: wybór P jest
preferowany wzgl¦dem wyboru Q; preferencje ka»dego dziewcz¦cia s¡
przechodnie):

X : A > B > C

Y : B > C > A

Z : C > A > B .

Czy mo»liwe jest liniowe uporz¡dkowanie kandydatów zgodne z
preferencjami wi¦kszo±ci dziewcz¡t? NIE, poniewa»:

1 2
3
dziewcz¡t uwa»a, »e A jest bardziej przystojny od B .

2 2
3
dziewcz¡t uwa»a, »e B jest bardziej przystojny od C .

3 2
3
dziewcz¡t uwa»a, »e C jest bardziej przystojny od A.

Jerzy Pogonowski (MEG) Wesoªe Zagadki GLLI Opole 14 V 2013 27 / 53



Uporz¡dkowanie Funkcja pary Cantora

Jak grzecznie uporz¡dkowa¢ wszystkie uªamki > 0?

Bijekcja c : N× N→ N

c(x , y) = y +
x+y∑
i=0

i = y + 1
2
(x + y)(x + y + 1)
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Uporz¡dkowanie Drzewo Calkina-Wilfa

Drzewo Calkina-Wilfa

Wszystkie te uªamki s¡ w postaci nieskracalnej. Ka»da dodatnia liczba
wymierna wyst¦puje w tym drzewie dokªadnie raz.

q(1) = 1 oraz q(n + 1) = 1
bq(n)c−(q(n)−bq(n)c)+1

dla n > 1,

gdzie bxc to najwi¦ksza liczba naturalna 6 x .
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Uporz¡dkowanie Drzewo Calkina-Wilfa

Spirala uªamków

Ka»da dodatnia liczba wymierna jest postaci b(n)
b(n+1) (n > 0), gdzie

b(0) = b(1) = 1 oraz:
b(2n + 1) = b(n), b(2n + 2) = b(n) + b(n + 1).
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Uporz¡dkowanie Drzewo Sterna-Brocota

Zmowa matematyka z zegarmistrzem

Czy dodawanie a
b
⊕ c

d
= a+c

b+d
jest gªupie?

Wszystkie te uªamki s¡ w postaci nieskracalnej. Ka»da dodatnia liczba
wymierna wyst¦puje w tym drzewie dokªadnie raz.
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Uporz¡dkowanie Drzewo Sterna-Brocota

Jak tra�¢ do wybranego uªamka?

a
b
< a+c

b+d
< c

d

Do ka»dego uªamka prowadzi (dokªadnie jeden!) ci¡g skr¦tów (od
korzenia 1

1
) w lewo L oraz w prawo P . Dla przykªadu: 4

7
to LPLL.

Przy interpretacji L =

[
1 1
0 1

]
, P =

[
1 0
1 1

]
oraz I =

[
1 0
0 1

]
ka»dy uªamek a+c

b+d
reprezentowany jest macierz¡

[
b d

a c

]
. Np.:

LPPL =

[
1 1
0 1

] [
1 0
1 1

] [
1 0
1 1

] [
1 1
0 1

]
=

[
3 4
2 3

]
7→ 5

7

Mno»enie macierzy:[
a11 a12
a21 a22

] [
b11 b12
b21 b22

]
=

[
a11b11 + a12b21 a11b12 + a12b22
a21b11 + a22b21 a21b12 + a22b22

]
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Uporz¡dkowanie Drzewo Sterna-Brocota

Zrób ªa«cuszek z uªamka

Ci¡g przybli»e« liczby e w drzewie Sterna-Brocota to niesko«czona
gaª¡¹:
e 7→ PL0PLP2LPL4PLP6LPL8PLP10LPL12 . . .

Drzewo Sterna-Brocota ma zwi¡zek np. z:

przedstawieniem liczb wymiernych w postaci uªamków ªa«cuchowych
algorytmem Euklidesa
liczbami Fibonacciego F0 = 0, F1 = 1, Fn = Fn−1 + Fn−2.

Mo»e spróbujesz samodzielnie wykry¢ te zwi¡zki?

Przypomnijmy: 153
53

= 2+ 47
53

= 2+ 1
53
47

= 2+ 1

1+ 6
47

= 2+ 1

1+ 1
47
6

=

2+ 1

1+ 1

7+ 5
6

= 2+ 1

1+ 1

7+ 1
1
6
5

= 2+ 1

1+ 1

7+ 1

1+ 1
5

= [2; 1, 7, 1, 5]
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Uporz¡dkowanie Drzewo Sterna-Brocota

Niepoznawalne Imi¦ Boga w rozwini¦ciu π?

Liczba rozwini¦cie ªa«cuchowe

wymierna sko«czone
niewymierny pierwiastek kwadratowy okresowe
niewymierna niesko«czone

Dla przykªadu:
√
2 = [1; 2, 2, 2, . . .],

√
3 = [1; 1, 2, 1, 2, 1, 2, . . .] = [1; 1, 2].

e
1
n = [1; n − 1, 1, 1, 3n − 1, 1, 1, 5n − 1, 1, 1, 7n − 1, 1, 1, . . .]

π = 4

1+ 12

2+ 32

2+ 52

2+ 72

2+
...

= 4

1+ 12

3+ 22

5+ 32

7+ 42

9+
...

= 3+ 12

6+ 32

6+ 52

6+ 72

6+
...

1+
√
5

2
= [1; 1, 1, 1, 1, 1, . . .], e = 2+ 2

2+ 3

3+ 4

4+ 5

5+
...
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Uporz¡dkowanie Ci¡gi Fareya

Gdzie± ju» widziaªam co± podobnego. . .

Przez n-ty ci¡g Fareya rozumiemy rosn¡cy ci¡g liczb wymiernych z
przedziaªu [0, 1], których mianowniki nie s¡ wi¦ksze od n.
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Uporz¡dkowanie Okr¦gi Forda

Turtles all the way down. . .

Okr¦gi o ±rodkach w punktach ( a
b
, 1
2b2

) oraz promieniach 1
2b2

. Zastanów si¦
w domu, co ª¡czy okr¦gi Forda z drzewem Sterna-Brocota oraz ci¡gami
Fareya.
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Ksztaªt i przestrze« Wypeªnianie przestrzeni

Jakimi obiektami mo»na caªkowicie (i bez nakªadania si¦ na siebie)
wypeªni¢ przestrze« trójwymiarow¡? Oczywi±cie punktami, maªo
zabawne. Twój nast¦pny pomysª: sze±cianami. Zgoda, ale co trzeba o
tych sze±cianach zaªo»y¢?

Czy R3 mo»na caªkowicie wypeªni¢ okr¦gami i jedn¡ prost¡? Tak, to
ªatwe. Widzisz to?

Czy R3 mo»na caªkowicie wypeªni¢ okr¦gami i jedn¡ prost¡ w taki
sposób, aby prosta ta przechodziªa wewn¡trz ka»dego z tych okr¦gów,
a ponadto ka»de dwa z tych okr¦gów byªy wzgl¦dem siebie usytuowane
jak ogniwa ªa«cucha? Tak, to trudniejsze. Poczytaj o wi¡zce Hopfa.

Czy R3 mo»na caªkowicie wypeªni¢ prostopadªo±cianami z wyci¦t¡

wewn¡trz prostopadªo±cienn¡ dziur¡? Tak, to niezbyt trudne.
Zastanów si¦, jak my±lisz o tym problemie, co robisz, próbuj¡c go
rozwi¡za¢. Podaj warunki, które musz¡ speªnia¢ te prostopadªo±ciany.
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Ksztaªt i przestrze« Wypeªnianie przestrzeni

Wypeªniacze

Wielo±cian z dziur¡ Spl¡tane okr¦gi
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Ksztaªt i przestrze« Wydr¡»ona kula

Obr¡czka

W kuli wydr¡»ono otwór w ksztaªcie walca, którego wysoko±¢ równa jest
jednostce. Powstaªa w ten sposób bryªa w ksztaªcie obr¡czki. Jaka jest jej
obj¦to±¢?

r2 = a2 + (1
2
)2, czyli a2 = r2 − 1

4
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Ksztaªt i przestrze« Wydr¡»ona kula

Rachunek

1 Obj¦to±¢ kuli o promieniu r : 4
3
πr3

2 Obj¦to±¢ walca o promieniu podstawy a oraz wysoko±ci h: πa2h

3 Obj¦to±¢ czaszy kulistej o wysoko±ci (strzaªce) k w kuli o promieniu r :
1
3
πk2(3r − k).

W rozwa»anym przez nas przypadku h = 1 oraz k = r − 1
2
. Poszukiwana

obj¦to±¢ to zatem obj¦to±¢ kuli pomniejszona o obj¦to±¢ walca oraz dwóch
czasz kulistych, czyli:

4

3
πr3 − πa2h − 2

3
πk2(3r − k).

Po wstawieniu warto±ci h, k oraz a i wykonaniu (ªatwych lecz »mudnych)
rachunków otrzymujemy w wyniku π

6
, a wi¦c istotnie obj¦to±¢ ta nie zale»y

od promienia kuli.
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Ksztaªt i przestrze« Koza na sznurku

Pas¡cy si¦ punkt

Jeste± dumnym posiadaczem jednej kozy i ª¡ki w ksztaªcie trójk¡ta
równobocznego o dªugo±ci boku 100m. Chciaªby± dokªadnie poªow¦ ª¡ki
przeznaczy¢ na pastwisko dla kozy, a na drugiej poªowie zasia¢ cokolwiek
(tylko nie konopie). Koza jest uwi¡zana na sznurku zaczepionym do palika
w jednym z wierzchoªków rozwa»anego trójk¡ta. Jak dªugi powinien by¢
sznurek, aby koza miaªa dost¦p dokªadnie do poªowy twojego pola?
Czynimy oczywi±cie ±mieszne zaªo»enie, »e koza jest punktem.
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Ksztaªt i przestrze« Koza na sznurku

Rachunek

Zapomniaªe± wzór na pole wycinka koªowego (πr2 α
360◦ ). Ale pami¦tasz:

1 Pole okr¦gu o promieniu r : πr2

2 Pole trójk¡ta równobocznego o dªugo±ci boku a: a2
√
3

4

3 Pole sze±ciok¡ta: 6 · a2
√
3

4
.

Dla a = 100 otrzymujemy pole sze±ciok¡ta: 15000
√
3. Wiemy, »e πr2 ma

by¢ równe poªowie tej wielko±ci, czyli 7500
√
3. Z tego ªatwo otrzymujemy:

r =

√
7500
√
3

π
≈ 64, 3037.

Jerzy Pogonowski (MEG) Wesoªe Zagadki GLLI Opole 14 V 2013 42 / 53



Ksztaªt i przestrze« Przekroje bryª

Fantazja hydrauliczna

Jak¡ bryª¦ tworzy cz¦±¢ wspólna trzech ortogonalnych walców?
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Ksztaªt i przestrze« Przekroje bryª

Kajfosz: Jezus byª czterowymiarowy!
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Igranie z Losem Monty Hall Problem

Mam trzy pudeªka, dokªadnie w jednym z nich jest nagroda, pozostaªe s¡
puste. Ja wiem, w którym jest nagroda, ty nie. Chcesz dosta¢ t¦ nagrod¦.
Gra odbywa si¦ w dwóch ruchach. W pierwszym masz wybra¢ pudeªko.
Gdy to uczynisz, pokazuj¦ ci, »e jedno z pozostaªych pudeªek jest puste. W
drugim ruchu masz podj¡¢ decyzj¦ co jest bardziej korzystne w celu
uzyskania nagrody:

1 Pozosta¢ przy pierwotnym wyborze.

2 Zmieni¢ swój pierwszy wybór.

A mo»e s¡dzisz, »e szanse s¡ takie same? Przypu±¢my, »e najpierw
wybraªa± A. Nagroda jest w A, B lub C , trzy mo»liwo±ci.

A B C Otwieram: Przy zmianie A na:

1 B C � Przegrywasz

1 C B � Wygrywasz

1 B C � Wygrywasz

Wida¢ zatem, »e zmiana pierwszego wyboru owocuje wygran¡ w dwóch na
trzy przypadki. Tak samo, gdy najpierw wybraªa± B (lub C ).
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Igranie z Losem Faªszywe napisy

Baªagan w pudeªkach

W ka»dym z trzech pudeªek znajduj¡ si¦ dwie kule: w jednym dwie biaªe, w
drugim dwie czarne, a w ostatnim jedn¡ biaªa i jedna czarna. Na ka»dym z
pudeªek jest napis, informuj¡cy o jego zawarto±ci. Ka»dy z tych napisów
jest faªszywy. Ile minimalnie wystarczy wyci¡gn¡¢ kul, aby ustali¢ zawarto±¢
wszystkich pudeªek?

Wystarczy wyj¡¢ jedn¡ kul¦ z pudeªka, na którym (faªszywie!) napisano, »e
zawiera jedn¡ kul¦ czarna i jedn¡ biaª¡. Je±li wyci¡gni¦ta kula jest biaªa, to
pudeªko zawieraªo dwie biaªe kule, je±li jest czarna, to zawieraªo dwie
czarne kule. Przypu±¢my, »e wyci¡gn¡ªe± kul¦ czarn¡ (przypadek z biaª¡
jest symetryczny). Wtedy od razu wiesz, »e pudeªko z napisem �dwie biaªe�
musi zawiera¢ jedn¡ czarn¡ i jedn¡ biaª¡ kul¦ (nie mog¡ by¢ dwie biaªe, bo
napis jest faªszywy, ale te» nie mog¡ by¢ dwie czarne, bo pierwsze pudeªko
zawieraªo dwie czarne, co wªa±nie ustaliªe±). Wtedy pozostaªe trzecie
pudeªko musi zawiera¢ dwie biaªe kule.
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Zagadki logiczne

Logika � to proste!

1 Niech ciotka Matylda lubi dokªadnie wszystkich niesamolubów oraz nie
lubi dokªadnie »adnego samoluba. Samolub to kto±, kto lubi siebie, a
niesamolub to kto±, kto nie jest samolubem. Zagadka polega na
ustaleniu, w której suterenie na Rynku w Opolu mieszka ciotka
Matylda. Rozwi¡zanie prosz¦ poda¢ bez opuszczania tej sali.

2 Nazwijmy tarcz¡ Abla tarcz¦, której nic nie mo»e przebi¢, a wªóczni¡

Kaina wªóczni¦, która przebija wszystko. Co stanie si¦, gdy wªócznia
Kaina uderzy w tarcz¦ Abla?

3 Co stanie si¦, gdy Pinokio powie: Mój nos si¦ wydªu»a?

4 Ustal, czy wniosek wynika z przesªanek: Ka»dy kocha moje dziecko.

Moje dziecko kocha tylko mnie. Jestem zatem swoim wªasnym

dzieckiem.
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Zagadki logiczne

Koszmar nie±miertelno±ci

Przepis na nie±miertelno±¢. Gdy zastanowi¢ si¦ gª¦biej, trudno orzec,
dlaczego nie±miertelno±¢ uwa»ana jest w wielu religiach za warto±¢
pozytywn¡. Mniejsza z tym, niech ka»dy trudzi si¦ nad problemem
nie±miertelno±ci we wªasnym sumieniu. Dla tych, którzy jej po»¡daj¡
podajemy (za Raymondem Smullyanem) prosty przepis na to, aby sta¢ si¦
nie±miertelnym. Wystarczy, »e speªnisz nast¦puj¡ce dwa warunki:

1 B¦dziesz zawsze mówiª prawd¦.

2 Wypowiesz (teraz) zdanie: Powtórz¦ to zdanie jutro.

Skoro to takie proste, to dlaczego (»¡dni nie±miertelno±ci) ludzie nie
post¦puj¡ wedle tego przepisu? A mo»e przepis jest zªy? Co s¡dzisz?
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Kilka problemów otwartych Bez moraªu

Jak»e to � wykªad bez moraªu?

Prelegent nie ma uprawnie« ani kompetencji, aby ocenia¢ dydaktyk¦
matematyki w polskich szkoªach. Podziela jednak trosk¦ obecn¡ w
wypowiedziach fachowców na ten temat � np. w odniesieniu do
testowej metody sprawdzania wiedzy ucznia.

Lekcje matematyki wcale nie musz¡ by¢ trudne i nudne � wielu
nauczycieli naprawd¦ stara si¦ o ich przyst¦pno±¢ oraz urozmaicenie.

Dzisiejszy odczyt miaª jedynie bawi¢. Tera¹niejszo±¢ i przyszªo±¢
polskiej edukacji matematycznej to tematy, które wymagaj¡
powa»niejszego prelegenta.

Pomi¦dzy frontem wspóªczesnych bada« matematycznych a
przygotowaniem matematycznym oferowanym przez szkoª¦ jest
gigantyczna przepa±¢. Pewne otwarte problemy mo»na jednak
formuªowa¢ w j¦zyku zrozumiaªym dla gimnazjalistki, np.:
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Kilka problemów otwartych Euklides, Goldbach i Euler

Hipoteza Goldbacha. Ka»da liczba parzysta wi¦ksza od 2 jest sum¡ dwóch
liczb pierwszych. Udowodniono, »e hipoteza Goldbacha zachodzi dla
wszystkich liczb parzystych mniejszych od 4 · 1017.

Liczby doskonaªe. Liczba naturalna jest doskonaªa, gdy jest sum¡
wszystkich jej dzielników od niej mniejszych. Najmniejsz¡ liczb¡ doskonaª¡
jest 6 = 1+ 2+ 3, nast¦pn¡ 28 = 1+ 2+ 4+ 7+ 14. Je±li 2p − 1 jest
liczb¡ pierwsz¡, to 2p−1 · (2p − 1) jest (oczywi±cie parzyst¡) liczb¡
doskonaª¡, to udowodniª ju» Euklides. Z kolei Leonhard Euler pokazaª w
XVIII wieku, »e ka»da parzysta liczba doskonaªa jest postaci
2p−1 · (2p − 1). Nie wiadomo obecnie, czy istniej¡ nieparzyste liczby
doskonaªe � gdyby taka liczba istniaªa, to musiaªaby by¢ wi¦ksza od 101500.
Zapis ka»dej parzystej liczby doskonaªej w notacji dwójkowej to ukªad
jedynek, po którym nast¦puje ukªad zer, np.:
610 = 1102 2810 = 111002 49610 = 1111100002
812810 = 11111110000002
3355033610 = 11111111111110000000000002.
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Kilka problemów otwartych Collatz, Ulam i znowu Euler

Problem Collatza-Ulama. Rozwa»my caªkiem dowoln¡ liczb¦ naturaln¡
c0 > 0. Zde�niujmy: c1 =

c0
2
, je±li c0 jest parzysta, a c1 = 3c0 + 1, je±li c0

jest nieparzysta. Ogólnie, niech: cn+1 =
cn
2
, je±li cn jest parzysta, a

cn+1 = 3cn + 1, je±li cn jest nieparzysta. Hipoteza Collatza-Ulama gªosi, »e
niezale»nie od tego, jak pocz¡tkowo wybierzemy liczb¦ c0, to dla pewnego
n otrzymamy cn = 1. W konsekwencji, wszystkie dalsze wyrazy ci¡gu b¦d¡
miaªy posta¢: 4, 2, 1, 4, 2, 1, 4, 2, 1,. . . Udowodniono, »e hipoteza
Collatza zachodzi dla wszystkich liczb mniejszych od 5 · 260.

Cegieªka Eulera. Przez cegieªk¦ Eulera rozumiemy prostopadªo±cian, w
którym dªugo±ci wszystkich kraw¦dzi oraz wszystkich przek¡tnych ±cian
wyra»aj¡ si¦ liczbami naturalnymi. Najmniejsza cegieªka Eulera ma
kraw¦dzie o dªugo±ciach kraw¦dzi 44, 117, 240 oraz dªugo±ciach
przek¡tnych ±cian 125, 244, 267. Doskonaªa cegieªka Eulera, to taka
cegieªka Eulera, w której równie» dªugo±¢ wewn¦trznej przek¡tnej
prostopadªo±cianu jest liczb¡ naturaln¡. Dotychczas nie wiadomo, czy
istniej¡ doskonaªe cegieªki Eulera.
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Zadanie domowe

Lewituj¡cy oscypek

Znajd¹ warto±ci: k¡ta rozchylenia szyn, k¡ta wznoszenia si¦ szyn oraz
wymiarów podwójnego sto»ka, dla których toczyª on si¦ b¦dzie (pozornie!)
pod gór¦:

Wskazówka: znajd¹ równanie ruchu ±rodka ci¦»ko±ci oscypka. Cudów nie
ma � ten punkt w gór¦ nie pofrunie.
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Koniec

�egnaj, Opole!

Uprzejmie dzi¦kuj¦ organizatorom za umo»liwienie mi wygªoszenia tego
odczytu oraz okazan¡ go±cinno±¢. Mam nadziej¦, »e nie wyrz¡dziªem
»adnych powa»niejszych szkód dydaktycznych, a mo»e nawet udaªo mi si¦
zach¦ci¢ cho¢by par¦ osób do zainteresowania si¦ matematyk¡.
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