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11.0. Wprowadzenie

Omoéwimy teraz jeszcze jedna operacje konsekwencji w KRZ, a mianowicie konsekwencje wyznaczong
przez tablice analityczne.

Systematyczne badania nad tego typu konsekwencjami prowadzone sa od prawie p6t wieku. Sama metoda
znana jest pod réznymi nazwami, moéwi sie np. o:

e tablicach analitycznych
e tablicach semantycznych
e tablicach Smullyana

e dual tableauz

e drzewach semantycznych.

Poczatki stosowania tej metody odnoszone sa do prac Gentzena, jednak mozna jej zastosowania znalezé
juz w wieku XIX u Lewisa Carrolla, jak wspominaliémy na poprzednim wykladzie dotyczacym metody
rezolucji.

Pierwsze uzycia omawianej metody (okolo pol wieku temu) wiaze sie zwykle z nazwiskami E. Betha,
K. Schiitte’go, J. Hintikki oraz S. Kripke’go. Informacje historyczne znalez¢é mozna np. w podanych nizej
pozycjach bibliograficznych: Handbook of Tableau Methods 1999, Marciszewski, Murawski 1995, Annelis
1990. Najwieksza popularnosé omawiana metoda (pod nazwa tablic analitycznych) zyskata dzieki pracom
Raymonda Smullyana (np. Smullyan 1968) oraz Richarda Jeffreya (zob. Jeffrey 1991). Logicy polscy takze
dos¢ wezesnie zajmowali sie (roznymi odmianami) tablic analitycznych (zobacz np. Rasiowa, Sikorski 1960,
Lis 1960, Pawlak 1965).

Coraz wieksze zainteresowanie omawiang metoda wiaze sie m.in. z jej zastosowaniami w automatycznym
dowodzeniu twierdzen.

11.0.1. O drzewach

Dotychczas postugiwalismy sie pojeciem drzewa w sposéb intuicyjny, podajac przyklady: drzew syntak-
tycznych formutl oraz drzew dowodowych. Omawiana teraz metoda robi istotny uzytek z tego pojecia, nalezy
je wiec precyzyjnie zdefiniowac.

Grafem nazywamy dowolna pare (X, R), gdzie X jest zbiorem, a R jest podzbiorem X x X. Elementy
zbioru X nazywamy wierzchotkami, a elementy zbioru R krawedziami grafu (X, R).

Mowimy, ze relacja R na zbiorze X jest (ostrym) czeSciowym porzadkiem w X, jesli jest ona asyme-
tryczna i przechodnia w X (lub, co na to samo wychodzi: przeciwzwrotna i przechodnia w X).

Kazdy spdjny porzadek czesciowy nazywamy porzadkiem liniowym.

Liniowy porzadek R w X nazywamy dobrym porzgdkiem w X, jesli kazdy niepusty podzbiér X ma
element R-najmniejszy.

Drzewem (o korzeniu x¢) nazwiemy kazdy uklad (X, R, o) taki, ze:
e (X, R) jest grafem;
e 1 jest elementem R-najmniejszym w X;

e R jest przechodnia w X;

R jest asymetryczna w X;

dla kazdego elementu zbioru X — {x¢}, zbior jego wszystkich R-poprzednikéw jest dobrze uporzadko-
wany przez relacje R.
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Zauwazmy, ze jesli (X, R, zo) jest drzewem, to:
e zbior wszystkich R-poprzednikow kazdego elementu zbioru X — {zo} jest liniowo uporzadkowany;

e relacja R jest przeciwzwrotna w X.

Niech D = (X, R, o) bedzie drzewem o korzeniu z.
Lisémi drzewa D nazywamy wszystkie te jego wierzchotki, ktére nie maja R-nastepnikow.

Jesli D jest drzewem, to przez rp oznaczmy korzen D, przez |D| zbior wszystkich wierzchotkow D, przez
e(D) zbiér wszystkich krawedzi D, a przez Lp zbior wszystkich lisci drzewa D.

Jesli (z,y) € R jest krawedzia w D, to = nazywamy przodkiem y, a y nazywamy potomkiem x.
Jedli (z,y) € R — R? jest krawedzia w D, to x nazywamy bezposrednim przodkiem y, a y nazywamy
bezposrednim potomkiem x.

Kazdy podzbior zbioru wierzchotkéw drzewa D, ktory jest uporzadkowany liniowo przez R nazywamy
taricuchem w D. Kazdy tancuch maksymalny (wzgledem inkluzji) w D nazywamy gatezig w D. Zamiast
terminu taricuch uzywa sie réwniez terminu Sciezka. Przez dltugosé tanicucha P rozumiemy liczbe elementow
zbioru P.

Pniem drzewa D nazywamy czes¢ wspOlna wszystkich gatezi D.

Rzedem wierzcholka x nazywamy moc zbioru wszystkich potomkow x. Rzedem drzewa D jest kres
goérny rzedow wszystkich wierzchotkow drzewa D.

Drzewo D jest skonczone, jesli zbior jego wierzcholtkéw jest skoriczony. Drzewo D jest nieskoriczone,
jesli zbior jego wierzchotkéw jest nieskoniczony. Drzewo D jest rzedu skoriczonego, jesli jego rzad jest
liczba, skoinczona.

Przez indukcje definiujemy poziomy drzewa:

e poziom zerowy to zbiér jednoelementowy, ztozony z korzenia drzewa;

e poziom k-+1 to zbiér wszystkich bezposrednich nastepnikéw wierzchotkéw poziomu k.

Wysokoscig drzewa jest najwieksza liczba n taka, ze istnieje poziom n w drzewie. Jesli drzewo ma
wierzchotki poziomu n dla kazdej liczby naturalnej n, to méwimy, ze wysoko$¢ drzewa jest nieskornczona
(rowna w).

Kazde drzewo, w ktorym kazdy wierzchotek nie bedacy liSciem ma najwyzej n bezposrednich potomkow,

nazywamy drzewem n-arnym. W szczeg6lnosci:

e Kazde drzewo, w ktorym kazdy wierzcholek nie bedacy lisciem ma najwyzej dwoch bezposrednich
potomkéw nazwiemy drzewem nierozwojowym w sensie watykarnskim, w skrocie nw-drzewem.

e Kazde drzewo, w ktorym kazdy wierzchotek nie bedacy lisciem ma doktadnie dwoch bezposrednich
potomkéw nazywamy drzewem dwdjkowym (uzywa sie tez terminu drzewo binarne).

Waznym twierdzeniem, z ktérego wielokrotnie bedziemy korzystaé, jest nastepujacy:
LEMAT KONIGA.

Jesli drzewo D rzedu skoiiczonego jest nieskoniczone, to ma gataz nieskonczona.
Dowob.

Przypusémy, ze D jest nieskoriczone. Zdefiniujemy galaz nieskonczona {zo, x1, z2,...} w D przez induk-
cje.
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Za element zy bierzemy korzen drzewa D. Poniewaz D jest nieskoriczone, wiec xg ma nieskonczenie wiele
R-nastepnikow.

Przypusémy, ze xg,z1,29,...,T,—1 zostaly zdefiniowane tak, ze z; nalezy do i-tego poziomu drzewa D
oraz x; ma nieskoniczenie wiele R-nastepnikéw. Z zalozenia, x,_1 ma tylko skonczenie wiele bezposrednich
R-nastepnikéw. Poniewaz x,,_; ma nieskoriczenie wiele R-nastepnikéw, wiec co najmniej jeden z jego bezpo-
$rednich R-nastepnikéw takze ma nieskoriczenie wiele R-nastepnikow. Wybieramy wiec element x,, z n-tego
poziomu drzewa D o tej wlasnie wlasnosci. Wtedy x,, ma nieskornczenie wiele R-nastepnikow. Poniewaz jest

tak dla kazdego n, pokazaliSmy istnienie nieskoriczonej gatezi {xg, x1,x2,...} w drzewie D.
Q.E.D.
Lemat Ko6niga mozna tez wystowié¢ nastepujaco:

e Jesli D jest drzewem rzedu skoniczonego i dla kazdej liczby naturalnej n w D istnieja tancuchy o co
najmniej n elementach, to D ma lancuch nieskonczony.
Mowimy, ze (Y, Q,yo) jest poddrzewem drzewa (X, R, xo), gdy:
HYCX,Q=RNY?

2) (Y, Q,yo) jest drzewem o wierzchotku yo.

Jesli Dy jest poddrzewem Ds, to piszemy D < Ds.

Jesli P jest galezia (skoriczona) w drzewie D, to niech P5 oznacza lisé drzewa D nalezacy do P.

Niech D1 = (X, R, z0) 1 D2 = (Y, Q, yo) beda drzewami, X NY = (), niech P bedzie gatezia w Dy i niech
drzewo D3 = (Z, S, zo) bedzie zdefiniowane w sposob nastepujacy:

e /=XUY

® 20 =T

SNX2=R
SNY?2=Q

(Ps,y0) € S.

Moéwimy wtedy, ze drzewo D3 jest przedtuzZeniem drzewa D; na galezi P o drzewo D> i piszemy
D U py D> C Ds.

Przedtuzanie polega zatem, intuicyjnie méwiac, na ,doczepianiu” drzewa do lisci innego drzewa. Za-
uwazmy, ze jest to relacja czteroargumentowa.

Dla dowolnych drzew D; oraz Ds oraz gatezi P drzewa Dj, jedli istnieje Dy takie, ze Dy Up, Do C Ds,
to piszemy D; T p, Ds. Dla dowolnych drzew Dy oraz D3, piszemy Dy T Ds, jesli istnieje gataz P w D,
taka, ze D1 Cp, Ds.

Piszemy D = D, Up, D3, jesli istnieje D3 takie, ze Dy Up,; Dy C D3. Piszemy D = D; U D, jedli istnieje
galaz P w D, taka, ze Dy Up, Do C D.

Relacje < oraz C sg czeSciowymi porzadkami (w ustalonej rodzinie drzew). Nie beda nam potrzebne
zadne specjalne operacje na drzewach (m.in. wyznaczone przez te porzadki), oprocz pewnego specjalnego
sumowania drzew. Niech mianowicie D = {Dy, D, ...} bedzie rodzina (by¢ moze nieskonczona) drzew,
dobrze uporzadkowana przez relacje C. Przez sume rodziny D rozumiemy najmniejsze drzewo, ktore jest
przedtuzeniem wszystkich drzew z D. Tak zdefiniowana sume rodziny D oznaczamy przez | | D.

Wszystkie wierzchotki dowolnego drzewa mozna liniowo uporzadkowaé (odpowiednio je kodujac). Szcze-
gblnie wazne sa dwa tego typu porzadki:
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o Porzadek poprzeczny”. Niech dana bedzie §cisle rosnaca funkcja f ze zbioru wierzchotkow drzewa D
w zbiér liczb naturalnych A. Wierzcholek x f-poprzedza wierzchotek y wtedy i tylko wtedy, gdy:
poziom z jest mniejszy od poziomu y lub, gdy = i y sa na tym samym poziomie drzewa, f(z) < f(y).

e Porzadek wzdtuzny”. Niech dana bedzie Scisle rosnaca funkcja f ze zbioru wierzchotkow drzewa D =
(X, R, zo) w zbior liczb naturalnych A/. Tym razem f-porzadek wierzchotkéw drzewa D okreslimy przez
indukcje. Za bezposredni f-nastepnik korzenia ¢ drzewa D (czyli za 1) bierzemy ten z elementow
pierwszego poziomu drzewa, dla ktorego wartosé funkcji f jest najmniejsza. Jesli z; nie jest lisciem,
to rozpatrujemy z kolei zbior wszystkich jego bezposrednich R-nastepnikow, dla znalezienia kolejnego
elementu f-porzadku, tj. elementu xo: bedzie to ten z bezposrednich R-nastepnikéw wierzchotka 1,
dla ktorego wartos¢ funkeji f jest najmniejsza. Jesli zq jest lisciem, to za nastepny w f-porzadku (czyli
za To) bierzemy ten z bezposrednich R-nastepnikéw xg réznych od zq, dla ktorego wartosé funkeji f
jest najmniejsza. Przypu$émy, ze wierzcholki zg,z1,...,z,—1 zostaly juz ustawione w ciag liniowy.
Sposrod bezposrednich R-nastepnikow wierzchotka x,, 1 wybieramy ten, dla ktorego wartosé funkcji f
jest najmniejsza i niech bedzie to kolejny wierzchotek w budowanym f-porzadku, tj. wierzchotek z,,.
Jesli wierzchotek ten nie jest lisciem, to rozpatrujemy z kolei zbidr wszystkich jego bezposrednich R-
nastepnikoéw, dla znalezienia kolejnego elementu f-porzadku, tj. elementu x,, 1. Jesli z,, jest lisciem, to
za nastepny w f-porzadku (czyli za x,1) bierzemy ten z bezposrednich R-nastepnikéw x,,_1 réznych
od x,, dla ktorego wartos¢ funkcji f jest najmniejsza.

Rozwaza¢ bedziemy tzw. drzewa znakowane. Przez drzewo znakowane (elementami ze zbioru L)
rozumiemy pare uporzadkowang (D, f), gdzie D jest drzewem, a f jest funkcjy ze zbioru wierzchotkow
drzewa D w zbior L. Zwykle L bedzie pewnym zbiorem formut. Znakowanie drzew formultami pozwala w
precyzyjny sposob mowié¢ o wystgpieniach danej formuty w drzewie.

Graficzne reprezentacje drzew sa rysunkami, na ktorych wierzchotki (jako$ znakowane — punktami,
liczbami, formultami, itd.) potaczone sa liniami, odpowiadajacymi krawedziom. Przy tym, jesli (X, R, xo)
jest drzewem, to na rysunku zaznaczamy tylko krawedzie nalezace do R — R? (przy tym, poprzedniki R
umieszczane sg nad nastepnikami).

Dla przyktadu, pokazmy dwa rysunki drzew:

(10)

W tym drzewie sa caztery galezie, zaczynajace sie w korzeniu drzewa (wierzcholek oznaczony przez (1)) i
konczace sie lisémi drzewa: (6), (10), (14) oraz (16). Pien drzewa jest tu zbiorem jednoelementowym: {(1)}.
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W drzewie powyzszym sa trzy galezie, zaczynajace sie w korzeniu drzewa (wierzcholek oznaczony przez
(1)), koniczace sie lis¢mi: (9), (15) oraz (17). Pien drzewa stanowia wierzchotki o numerach: (1), (2), (3)
oraz (4).

W obu powyzszych drzewach wierzchotki ponumerowano wedle porzadku wzdtuznego. Popatrzmy, dla
poréwnania, na takie same porzadki drzewowe, ktérych wierzcholki ponumerowane sa wedle porzadku po-
przecznego:

/(1)\
(?) (5‘3)
(4) (5)
\ P
(6) (7) (8)
TN \ \
(?) (1‘0) (11) (12)
(13) (14)
(1‘5)
(1‘6)
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Wierzcholki nw-drzewa moga by¢ takze kodowane ciggami liczb (tu: 0, 1 oraz 2) np. wedle nastepujacej

zasady:

e korzen drzewa otrzymuje kod (0)

o jesli wierzcholek o kodzie (nq,...,n,) ma doktadnie jednego bezposredniego potomka, to 6w potomek
otrzymuje kod (ni,...,nm,,0)

o jesli wierzcholek o kodzie (ni,...,n,) ma dokladnie dwoch bezposrednich potomkéw, to otrzymuja
oni kody: (ni,...,nm, 1) oraz (ny,...,Nm,2).

Mozna tez uzy¢ w kodowaniach jedynie dwéch liczb, np. 01 1.
Wierzcholki pierwszego z powyzej rozwazanych drzew zakodowane zostana tak:

(0)
(0,1) (0,2)
(0, i 0) (0, % 0)
0,1,0,0 T
/\ (0,2,0,1) (0,2,0,2)
(0,1,0,0,1) (0,1,0,0,2) <0’27“371’0> <0’2"‘)7270>
(0,1,0J0,1,0> <0,1,0,‘0,2,0>
(0,1,0, (‘) 2,0,0)

|
(0,1,0,0,2,0,0,0)
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11.0.2. O rozumowaniach apagogicznych

Jak pamietamy z poprzednich wykladéw, dla dowolnej formuly « jezyka KRZ i dowolnego wartoscio-
wania w zmiennych zdaniowych, wartosé formuty « przy tym wartosciowaniu jest jednoznacznie okreslona.
Jesli pamietasz tabelki prawdziwosciowe spojnikow logicznych, to obliczenie wartosci dowolnej formuty przy
danym warto$ciowaniu wykona¢ mozesz catkiem mechanicznie, bezmyslnie. Jest to przy tym procedura typu
bottom up — ustalasz kolejno wartosci coraz bardziej ztozonych formut. W metodzie tablic analitycznych
mamy do czynienia z procedura odwrotna: top to bottom, w tym sensie, ze znajac wartosé pewnej formuty
ustalamy jakie sg wartosci jej podformut. Dla przykltadu, jesli implikacja @ — 8 ma warto$é¢ 0 przy danym
wartosciowaniu zmiennych zdaniowych, to przy tymze wartosciowaniu formuta o ma wartosé 1, a formuta g
ma warto$é 0. A jesli implikacja o — [ ma wartos¢ 1 przy danym wartoSciowaniu zmiennych zdaniowych,
to przy tymze wartosciowaniu nie moze by¢ tak, aby « byta miata warto$é¢ 1 i § miata warto$é¢ 0. To z kolei
oznacza, ze zachodzi co najmniej jedno z dwojga: badz o ma wartos¢ 0, badz S ma warto$¢ 1. Nie jest
jednak konieczne uwzglednianie trzech odpowiadajacych tej sytuacji przypadkéw — wystarcza wspomniane
dwie.

Podobnie, jesli alternatywa « V 8 ma warto$é¢ 1 przy danym warto$ciowaniu zmiennych zdaniowych, to
przy tymze wartosciowaniu badz « jest ma warto$é¢ 1, badz S ma wartos¢ 1. Jesli natomiast alternatywa
a V [ jest ma wartosé 0 przy danym warto$ciowaniu zmiennych, to przy tymze warto$ciowaniu zaréwno o
jak i 8 maja wartosé 0.

Dla dowolnej formuly a budujemy drzewo, w ktérego wierzchotku umieszczamy formule « i ktérego
pozostale wierzchotki sa podformutami lub negacjami podformut formuty «; ile jest takich wierzchotkéow i
jak sa one polaczone krawedziami okreslaja precyzyjne reguly, ktére oméwimy za chwile. Ograniczmy sie¢ w
tym miejscu do jednego przyktadu; rozwazmy mianowicie zaprzeczenie podanego na jednym z poprzednich
wyktadoéw prawa Demokratycznego Upowaznienia Poprzez Aplauz, czyli rozwazmy formute:

(p—=a)N(p—q)—q

Jesli przypuscimy, ze jest ma wartosé 1 (przy jakim$ wartoSciowaniu zmiennych), to musimy kolejno

uznaé, ze (przy tymze wartosciowaniu):
(1) formuta ((p — q) A (—p — ¢q)) — ¢ ma wartosé 0;

(2.1) formula (p — ¢q) A (—p — ¢) ma wartoé¢ 1, a jednoczesnie (2.2) formula ¢ ma wartosé 0;
(3.1) formula p — ¢ jest ma wartosé¢ 1 oraz (3.2) formula —p — ¢ ma wartosé 1;
(4) skoro p — g ma wartosé 1, to badz: (4.1) p ma wartosé 0, badz (4.2) ¢ ma wartosc 1;
(5) warunki (2.2) oraz (4.2) sa wzajem sprzeczne;
(6) skoro —p — ¢ ma warto$¢ 1, to badz: (6.1) —p ma wartosé 0, badz (6.2) ¢ ma wartosé 1;
(7) warunki (2.2) oraz (6.2) sa wzajem sprzeczne;
(8) skoro —p ma warto$é 0 (z (6.1)), to (8.1) p ma wartosé 1;
(9) warunki (4.1) oraz (8.1) sa wzajem sprzeczne;
(10) przypuszczenie (1) musimy odrzucié;
(11) nie ma wartosciowania, przy ktorym formuta: =(((p — q) A (—=p — ¢)) — ¢) miataby wartosé 1;
(12) zatem formuta —(((p — ¢) A (—p — q)) — q) jest ma wartosé¢ 0 przy kazdym wartosciowaniu;
(13)

13) zatem formuta ((p — ¢) A (=p — ¢)) — ¢ jest ma wartos¢ 1 przy kazdym wartosciowaniu.

Powyzsze rozumowanie reprezentowane moze by¢ poprzez drzewo nastepujacej postaci:
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Galezie tego drzewa odpowiadaja ciagom krokéw przeprowadzanego wyzej rozumowania. W miejscach,
gdzie dany wierzchotek ma dwoch potomkoéw, odpowiadajacy tej sytuacji krok rozumowania polegat na roz-
patrzeniu alternatywy przypadkow. Kazda galaz tego drzewa konczy sie lisciem X, umownie oznaczajacym,
iz na galezi jest para formul wzajem sprzecznych.

Prosze zauwazy¢, ze krok (8) w powyzszym rozumowaniu jest zbedny: skoro ustalilismy w (4.1), ze p
ma warto$¢ 0 oraz w (6.1), ze =p ma wartos¢ 0, to juz w tym momencie otrzymaliémy sprzecznosé: nie ma
wartosciowania, przy ktérym p oraz —p mialyby wartosé 1.

Rozpatrzmy jeszcze jeden tylko przyktad: sprawdzmy, czy formuta

=9 AV
jest ma wartod¢ 1 przy jakim§ warto§ciowaniu. Rozumujemy wtedy tak:
(1) jesli (p — q) A (pV ¢q) ma wartosé 1, to (1.1) p — ¢ ma wartos¢ 1 oraz (1.2) p V ¢ ma wartosé 1;
(2) skoro p — ¢ ma wartosé 1, to badz: (2.1) p ma wartosé 0, badz (2.2) ¢ ma wartosc 1;

(3) w przypadku (2.1) mamy, skoro p V ¢ ma wartos¢ 1, to badz: (3.1.) p ma wartos¢ 1, badz (3.2) ¢ ma
wartosc 1;

(4) w przypadku (2.2) mamy, skoro p V ¢ ma wartosé 1, to badz: (4.1) p ma wartos¢ 1, badz (4.2) ¢ ma
warto$é 1;

(5) przypadki (2.1) oraz (3.1) sa wzajem sprzeczne;
(6) wszystkie (trzy) pozostate powyzsze przypadki sa mozliwe;
(7) formuta (p — ¢) A (p V q¢) ma warto$¢ 1 przy pewnych wartosciowaniach zmiennych zdaniowych.

Rozumowanie to reprezentowane jest przez drzewo:

32



Jak z takiego drzewa odszuka¢ wszystkie wartosciowania, przy ktorych formuta z korzenia ma wartosé 1,
stanie sie¢ oczywiste w dalszej czesci tekstu.

Dodajmy jeszcze pare ogdlnych uwag o metodzie tablic analitycznych. Dwie najwazniejsze cechy tej
metody to:

® apagogicznosé;

e analitycznosé.

Apagogicznosé polega na tym, ze omawiana metoda jest metodq nie wprost: sprowadza sie do wyklu-
czania zaj$cia pewnych sytuacji. W pierwszym z rozwazanych wyzej przyktadow wykluczylismy, ze prawo
Demokratycznego Upowaznienia Poprzez Aplauz ma wartosé¢ 0 przy jakimkolwiek wartosciowaniu
zmiennych zdaniowych. W drugim z powyzszych przyktadow wykluczylisémy, ze formuta (p — q) A (pV q)
ma wartosé 0 przy wszystkich warto§ciowaniach. O roznicach miedzy metodami wprost i nie wprost (i o
przewagach tych drugich) styszeliscie na wyktadach w ponure czwartkowe popotudnia jesienia 2007 roku.

Analitycznos$é metody polega na tym, ze przy ustalaniu wlasnosci semantycznych formul (tu: wy-
kluczaniu, ze majg warto$¢ 1 lub wykluczaniu, ze maja wartosé 0) odwolujemy sie jedynie do wlasnosci
semantycznych podformut (oraz negacji podformut) badanej formuty.

W przypadku KRZ dochodzi jeszcze algorytmicznosé, w przypadku KRP (Klasycznego Rachunku
Predykatow) jedynie pétalgorytmicznosé. Dowiemy sie o tym wiecej w semestrze letnim.

UwacA. Odwotania do semantycznych wlasnosei formul (ich spetnialnosci przez warto§ciowania) w powyz-
szych sformutowaniach sa jedynie chwytem reklamowym. Omawiana metoda jest metoda syntaktyczng.
Okreslimy pewna relacje konsekwencji wyznaczong przez tablice analityczne oraz pojecie tezy systemu ta-
blicowego, a dopiero potem pokazemy, ze pojecia te sa dobrane rozumnie i adekwatnie, tj. iz zachodza
twierdzenia o trafnosci oraz pelnosci metody tablicowe;j.

11.1. Tablice analityczne: definicje

Definicja tablic analitycznych jest indukcyjna. Najpierw definiujemy tablice atomowe.

DEFINICJA 11.1.1. Tablice atomowe.

Niech « oraz 8 beda dowolnymi formutami, a p dowolna zmienna zdaniowa jezyka KRZ. Tablicamsi
atomowymi sa wszystkie drzewa (znakowane) postaci:
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Drzewo atomowe o wierzchotku (znakowanym przez) « bedziemy oznaczaé przez D,,.
UWAGA. Tablice atomowe moga zatem by¢ drzewami:
e skladajacymi sie wylacznie z korzenia;

e Jliniowymi”, tj. sktadajacymi sie z pewnej formuly (jako korzenia) oraz pewnej kombinacji jej podfor-
mut oraz negacji jej podformul, tworzacych jeden taricuch;

o rozgaleziajacymi”, tj. skladajacymi sie z pewnej formuly (jako korzenia) oraz pewnej kombinacji jej
podformut oraz negacji jej podformut, tworzacych rozgatezienie.

UWAGA. Z pewnych powodow (na potrzeby twierdzen o trafnosci i pelnosci) wygodnie jest uwazaé = za
termin zdefiniowany (np. przez — i A) i nie rozwazaé¢ drzew atomowych dla =. W praktyce, mozemy (i
bedziemy) stosowaé reguly dotyczace formul w postaci rownowaznosci oraz zanegowanej rownowaznosci:

a=p ~(a=8)
/\ /\
(6% te « le
\ \ \ \
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UwAGA. Mozna budowaé rachunek tablic analitycznych dla dowolnego zupelnego uktadu spdjnikéw praw-
dziwosciowych. Postugiwanie sie symbolami zdefiniowanymi wymaga wtedy dodania regul zastepowania.

UwAGA. Mozna przyjaé¢ umowe, ze dla atomowych tabel rozgaleziajacych dany jest kanoniczny porzadek
(poprzeczny lub wzdluzny), tj. ze w rozgalezieniach zawsze piszemy w lewej galezi np. pierwszy argument
(lub negacje pierwszego argumentu) formuly z korzenia tabeli atomowej. Umowa taka pozwolitaby moéwié¢ w
sposob jednoznaczny np. o ,najbardziej lewej” gatezi drzew zlozonych.

DEFINICJA 11.1.2. Tablice analityczne.

Tablicg analityczna jest kazde (znakowane) nw-drzewo powstajace przez zastosowanie ponizszych kon-
strukcji:

e (1) Kazda tablica atomowa jest tablica analityczna.

e (2) Jesli D jest tablica analityczna, P jest galezia w D zawierajaca wierzcholek (znakowany przez) a,
to D Up; D, jest tablica analityczna.

e (3) Jesli Dy, Dy, Ds,...,D,,... jest ciagiem tablic analitycznych takim, ze D, powstaje z D,, (dla
n > 0) przez zastosowanie kroku (2), to | | D,, jest tablica analityczna.

UwAGA. Czesto, dla uproszczenia wystawiania sie, bedziemy opuszczaé zwrot ,znakowana przez’. Nie
powinno to prowadzi¢ do nieporozumien. Zauwazmy jednak, ze znakowanie wierzchotkéw drzewa formutami
jest istotne: jesli np. na galezi P w tablicy D wystepuja formuly aw A 8 oraz a Ay 1 P’ = P Up, Dapg, to
na galezi i P’ U Pl Dany formula o wystapi dwukrotnie.

UwAGA. W mysl powyzszej definicji, wykonanie kroku (2) kaze powtarzaé wystapienie formuly na branej
pod uwage (przedtuzanej) galtezi. W praktyce, bedziemy dopisywaé¢ do galezi nie cale drzewo atomowe D,,,
ale jedynie graf powstajacy z D, poprzez usuniecie korzenia rp_ . Sytuacja bedzie nieco inna dla tablic
analitycznych w Klasycznym Rachunku Predykatow, ale tym bedziemy sie martwié, za przyzwoleniem Losu,
dopiero wiosng tego roku.

DEFINICJA 11.1.3. Tablice zakoriczone.

Niech D bedzie tablica analityczna, P galezia w D, a « formula wystepujaca w P. Mowimy, ze:
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e Formula « jest zredukowana w P, jesli D, jest poddrzewem D.
o Galaz P jest zredukowana w D, jesli wszystkie formuly wystepujace w P sa zredukowane.

e Tablica D jest zakonczona, jesli wszystkie jej gatezie sa zredukowane.

UwAGA. Rozwazamy jedynie tzw. $ciste tablice analityczne, tj. takie, w ktorych redukcji formuly na danej
gatezi dokonujemy tylko raz. Teoretycznie, moglibysmy jedna i te sama formule redukowaé wielokrotnie
na danej gatezi. Mozliwos¢ taka jednak wykluczamy: do raz zredukowanej na danej gatezi formutly juz nie
wracamy. Zastrzezenie to jest istotne dla procedur implementacji metody tablicowej, w jej zastosowaniach
w automatycznym dowodzeniu twierdzen.

Tak wiec, formuta « jest zredukowana w galezi P, jesli, méwiac intuicyjnie, wykonano wszystkie kroki
dotyczace rozkladu « na formuly ,prostsze” i stosowne drzewo rozkladu jest poddrzewem drzewa D.

Gataz P jest zredukowana, jesli wszystkie wystepujace na niej formuly zostaly, w powyzszym sensie,
rozltozone.

Tablica D jest zakoriczona, gdy wszystkie formuly wystepujace na wszystkich galeziach D zostaly, w
powyzszym sensie, roztozone.

DEFINICIA 11.1.4. Tablice sprzeczne.
Niech D bedzie tablica analityczna, a P gatezia w D. Mowimy, ze:
e P jest sprzeczna, gdy istnieje formuta a taka, ze zaréwno «, jak i -« sa elementami P.

e Tablica D jest sprzeczna, jesli kazda gataz w D jest sprzeczna.

UWAGA. Zamiast ,,galaz sprzeczna” mowimy tez ,,galaz zamknieta’, a gdy P nie jest sprzeczna, to méwimy,
ze P jest galezia otwartg.

DEFINICJA 11.1.5. Dowody tablicowe.

o Dowodem tablicowym formuly o nazywamy kazda tablice sprzeczng o korzeniu —a.

e Mowimy, ze « jest tablicowo dowodliwa, jesli istnieje tablicowy dowod a. Jesli a jest tablicowo
dowodliwa, to piszemy Fiqp <.

e Tablicowym odrzuceniem formuly o nazywamy kazda tablice sprzeczna o korzeniu a.

e Mowimy, ze « jest tablicowo odrzucalna, jesli istnieje tablicowe odrzucenie a.. Jesli « jest tablicowo
odrzucalna, to piszemy —iqp Q.

Definicje powyzsze wprowadzaja zatem (syntaktyczne!) pojecia tez (formul tablicowo dowodliwych)
oraz antytez (formul tablicowo odrzucalnych) systemu tablicowego. Trzeba oczywiscie pokazac, ze pojecia
te dobrane sa w sposob rozsadny i adekwatny, a wiec udowodnié¢ twierdzenia o trafnosci i pelnosci (zob.
nizej, w punktach 11.4. i 11.5.).

Pojecie tablicy systematycznej definiujemy przez indukcje.
DEFINICJA 11.1.6. Tablice systematyczne.

Niech « bedzie formula. Systematyczna tablica analityczna (o korzeniu «), oznaczana przez D<,
zdefiniowana jest nastepujaco:

o (i) D%(a) = D,

e (ii) Przypu$émy, ze D™(«) zostala zdefiniowana. Niech n bedzie najmniejszym poziomem tablicy
D™(«) zawierajacym formule, ktora nie jest zredukowana na jakiej$ galezi otwartej w D™ («). Niech
3 bedzie najbardziej lewa taka formula na poziomie n. Definiujemy D™ («) = | [(D™ () Up Dg),
gdzie suma | | brana jest po wszystkich galteziach otwartych w D™ («).
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o (iii) D* = | | D"(a).

Pojecie to bedzie wykorzystywane w dowodach pewnych wlasnosci tablic analitycznych. Bedziemy uzywaé
oznaczenia D* (o) dla czgstkowych tablic systematycznych, tworzonych na mocy kroku nastepnikowego (ii).
Bedziemy tez uzywaé dla takich tablic symbolu D, gdy nie bedzie istotne, jaka formula jest korzeniem, z
ktorego budujemy tablice systematyczna,.

UwAGA. W definicji tablicy systematycznej implicite korzystamy z faktu, ze tablice analityczne sa drzewami
znakowanymi oraz ze dany jest jakis porzgdek poprzeczny wierzchotkow rozwazanych drzew. Tak wiec,
gdyby by¢ pedantycznie poprawnym, nalezatoby mowié o tablicach systematycznych jako o parach (D¢, f¢),
gdzie f¢ bylaby funkcja ustalajaca porzadek poprzeczny w drzewie D®. Definicja funkcji f* moglaby
wykorzystywaé kanoniczny porzadek poprzeczny wyznaczony przez tablice atomowe.

W dowodach dalszych twierdzen bedzie nam potrzebne pojecie zdefiniowane nizej.
DEFINICIA 11.1.7. Stopien formuly.

Pojecie d(a), stopnia formuly o definiujemy przez indukeje:

o Jesli o jest zmienng zdaniowa, to d(a) = 0.

o Jesli «r jest postaci =0, to d(a) = d(5) + 1.

e Jesli « jest jednej z postaci: A7y, BV, f— v lub 8 =7, to d(a) = d(0) + d(7).

Jesli P jest galezia w drzewie D, to przez d(P) (stopien gatezi P) rozumiemy sume stopni tych formut
z P, ktore nie sg zredukowane w P.

11.2. Tablice analityczne: notacja i przyktady

Omowimy teraz jedna z mozliwych notacji, stosowanych w praktycznych zastosowaniach metody tablic
analitycznych. Notacja uwzgledniaé¢ bedzie:

e numeracje wykonywanych krokow
¢ informacje dotyczaca regul wykorzystywanych w poszczegdlnych krokach

e wyniki wykonania poszczeg6lnych krokow.

UwAGA. Wymienione wyzej informacje nie sa elementami skladowymi tablic analitycznych. Stanowia
(metajezykowe) komentarze, utatwiajace odczytywanie dowodéw tablicowych.

UMOWY NOTACYJNE. Stosujemy nastepujace konwencje:

e Formula umieszczana w korzeniu tablicy otrzymuje numer (0), z lewej strony. W dalszym ciagu (zob.
11.7.), gdy bedziemy rozpoczynaé¢ budowe tablicy z zalozen, poszczegblne zalozenia ag,as,...,q,
otrzymaja numery: (0.1),(0.2),...,(0.n), odpowiednio.

e Numer kazdego kroku (w tworzeniu tablicy) piszemy z prawej strony formuty, do ktorej stosujemy 6w
krok. Jest to liczba z kropka, umieszczana w goérnej frakcji. Za tym numerem dodajemy informacje,
jaka reguta jest wykorzystywana w danym kroku. Jest to oczywiscie informacja nadmiarowa, poniewaz
dla dowolnej formuty mozna zastosowaé tylko jedng regule rozktadu, ale — jak sadzimy — przydatna
dydaktycznie, co najmniej na poczatkowym etapie uczenia sie rozwazanej metody.

e Wynik wykonania kroku o numerze n. (a wiec pewna formuta lub formuly) jest numerowany z lewej
strony, liczba w nawiasach okraglych: (n).
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Przyjmujemy nastepujace konwencje dotyczace numeracji wynikow wykonania poszczegolnych krokow:

e Jesli w kroku n. zastosowano regule nierozgateziajaca tworzenia tablicy atomowej dla podwojnej ne-
gacji, to wynik wykonania kroku n. otrzymuje numer (n).

e Jesli w kroku n. zastosowano (innag niz powyzsza) regule nierozgaleziajaca (a wiec regule tworzenia
tablicy atomowej dla: koniunkcji, zaprzeczonej implikacji lub zaprzeczonej alternatywy), to wynikiem
jest para formul, ktore zapisujemy jedna pod druga na danej galezi i ktore numerujemy: (ng) i (nqg).

e Jesli w kroku n. zastosowano regule rozgaleziajaca (a wiec regule tworzenia tablicy atomowej dla:
zaprzeczonej koniunkeji, implikacji lub alternatywy), to wynikiem jest para formul, tworzaca rozgale-
zienie; formuly te uzyskuja numery: (n;) i (n,).

e Zgodnie z zastrzezeniem dotyczacym réwnowaznosci =, podanym po definicji tablic atomowych, nie
powinni$my budowaé tablic analitycznych dla formul postaci a = 3, uzywajac w takich przypadkach
tablicy np. dla formuly (« — B) A (8 — «a). Niejedno juz w zyciu popelnilismy swinstewko (a i
wciaz jeszcze troche zycia przed nami), i w tym przypadku réwniez na $wiristewko sobie pozwolimy.
Bedziemy budowaé tablice dla formul postaci a = § oraz —(a = ). Przy tym:

— Wynikiem wykonania kroku n. dla formuly postaci a = 3 jest para par formul, tworzaca rozgale-
zienie. Formuly pierwszej pary, w galezi lewej otrzymuja numery: (n;,) i (niq) i podpisywane sa
jedna pod druga na galezi lewej. Formuly drugiej pary, w galezi prawej otrzymuja numery: (n,4)
i (npq) 1 podpisywane sa jedna pod druga na galezi prawej.

— Wynikiem wykonania kroku n. dla formuly postaci —=(a = ) jest para par formul, tworzaca roz-
galezienie. Formuly pierwszej pary, w galezi lewej otrzymuja numery: (n4) i (n;q) i podpisywane
sa jedna pod druga na galezi lewej. Formuly drugiej pary, w galezi prawej otrzymuja numery:
(npg) 1 (npq) 1 podpisywane sa jedna pod druga na galezi prawe;j.

Galaz zamknigtg tablicy opatrujemy lisciem X, ,, gdzie m oraz m s numerami wzajem sprzecznych
formul, wystepujacych na tej galezi.

Galezie otwarte tablicy opatrujemy lis§¢mi o, numerowanymi kolejno, jesli jest ich wiecej niz jedna. Czasem
stosujemy tez inne znaczki dla galezi otwartych, np.: &, $, O 1 é.

UwAGA. Wymienione wyzej symbole dla oznaczania galezi zamknietych i otwartych tablicy nie sg elemen-
tami tablicy, sa (metajezykowymi) komentarzami, majacymi ulatwia¢ czytanie dowodow.

UwAGA. Wynik wykonania kroku n. powinien zosta¢ umieszczony na kazdej gatezi, ktora zawiera formute
(doktadniej: wystapienie formuly), do ktorej 6w krok jest stosowany. W praktyce, nie bedziemy stosowaé
sie do tej powinnosci w odniesieniu do gatezi zamknietych: wynik wykonania kroku n. bedzie umieszczany
na kazdej otwartej gatezi, ktora zawiera formule (doktadniej: wystapienie formuly), do ktorej 6w krok jest
stosowany.

UWwAGA. Tablice analityczne sg caltoSciamsi, tworami, by tak rzec, statycznymsi. Gdy méwimy o budowa-
niu tablicy analitycznej, to traktujemy ja dynamicznie, jako twor, ktory jest krok po kroku konstruowany.
Rzecz ma sie tu doktadnie tak samo, jak w przypadku dowodow dotychczas omawianych (aksjomatycznych
lub zalozeniowych).

UWAGA. Procedura budowy tabeli analitycznej nie jest deterministyczna: mozemy w réznej kolejnosci
wybiera¢ z danego taricucha formutly i stosowaé¢ odpowiednie reguty. Zaréwno ze wzgledow estetycznych, jak
i biorac pod uwage ekonomie konstrukeji tablic, zaleca sie stosowanie: najpierw regul nierozgateziajacych, a
w dalszej kolejnosci regut rozgaleziajacych.

UWAGA. Innym zaleceniem w budowie tablic analitycznych jest: sprawdzaj w kazdym kroku, czy na ktorejs
z budowanych galezi nie wystapila juz para formul wzajem sprzecznych. Jesli tak jest, to oznacz te galaz
lisciem X jako zamknieta (sprzeczna) i nie uwzgledniaj jej w dalszej konstrukeji.
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PrRzYKeAD 11.2.1.

Przypomnijmy formute podang w 11.0.2.:

(p—=a)A(pVa.

Tablica analityczna tej formuly jest pokazanym juz wczesniej drzewem, tym razem opatrzonym objasnio-
nymi wyzej komentarzami:

(@@H@?@v@“

(lg) p T q 27
%
(20) —p (2p) q
/\ /\
(31) p‘ (3p) “] (31) 1‘7 (3p) (‘]
X2,,3; o1 02 03

Sposob budowania tego drzewa jest widoczny z umieszczonych w nim komentarzy:

W korzeniu umieszczamy formute (p — ¢) A (p V q) i opatrujemy ja z lewej strony numerem (0).

Glownym spojnikiem formuty (0) jest koniunkcja. Wykonujemy zatem krok 1. wedle zaleceri tablicy
atomowej dla koniunkcji.

Otrzymujemy formuly bedace czlonami tej koniunkcji: p — ¢ oraz p V q. Przypisujemy im numery:
(14) oraz (14) i podpisujemy obie formuly pod korzeniem drzewa. UtworzyliSmy w ten sposéb lanicuch
sktadajacy sie z formul o numerach: (0), (15) i (1q4).

Glownym spéjnikiem formuty o numerze (1,) jest implikacja. Wykonujemy zatem krok 2. wedle zalecen
tablicy atomowej dla implikacji, tworzac rozgatezienie w drzewie.

W lewej galezi umieszczamy zaprzeczony poprzednik implikacji (1,), czyli formute —p i opatrujemy te
formule numerem (2;).

W prawej galezi umieszczamy nastepnik implikacji (1), czyli formute ¢ i opatrujemy te formute nu-
merem (2,).

Zbudowalismy w ten sposob dwa tancuchy, ztozone, odpowiednio, z formut o numerach:

Jedyna formula, do ktorej mozna jeszcze stosowaé jakie$ reguly wyznaczone przez tablice atomowe jest
formula o numerze (14), czyli p V q. Jej spojnikiem gtéwnym jest alternatywa. Wykonujemy zatem
krok 3. wedle zalecen tablicy atomowej dla alternatywy, tworzac dwa dalsze rozgalezienia w drzewie:
zaréwno pod formuls o numerze (2;), jak i pod formula o numerze (2,).

W lewej galezi wyniku wykonania kroku 3. piszemy formule p (pierwszy czlon alternatywy pV ¢q) i
opatrujemy ja numerem (3;). W prawej gatezi wyniku wykonania kroku 3. piszemy formule ¢ (drugi
czlon alternatywy p V ¢) i opatrujemy ja numerem (3,).
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e Do zadnej z formul nie mozna juz zastosowaé zadnej reguly rozktadu podanej w definicji tablic atomo-
wych. Poniewaz na galezi ztozonej z formut o numerach: (0), (1,), (14), (2:) oraz (3;) wystepuje para
formul wzajem sprzecznych (a mianowicie formuly o numerach: (2;) i (3;)), wiec galaz t¢ oznaczamy
jako zamknieta (sprzeczna), podpisujac pod nig lis¢ Xxg, 3,. Pozostale (trzy) galezie sa otwarte. Jesli
jest to potrzebne (np. dla podania wartosciowan, przy ktorych formuta z korzenia drzewa przyjmuje
wartoéé 1, jak bedziemy to pdzniej stosowac), to galezie te jako§ numerujemy, np. tak, jak zrobiono to
na rysunku.

Mamy nadzieje, ze te drobiazgowe wyjasnienia sa wystarczajace, aby pojac, jak buduje sie tablice anali-
tyczna. W dalszych przyktadach zamieszczamy kolejne komentarze i obja$nienia.

Sadzimy tez, ze dla praktycznego wykorzystania tablic analitycznych (w szczegdlnosci: dla budowania
dowodéw tablicowych) nie jest potrzebna ilustracja przykladami wszystkich poje¢ teoretycznych, niezbed-
nych w precyzyjnym okresleniu tablic analitycznych oraz dowod6w tablicowych (a wiec np. relacji C lub
operacji U). Pomijamy zatem te ilustracje. Niech zostanie to uznane za nasza odpowiedz na apel JM Rektora
UAM z 2007 roku (cytat z pamieci):

W ZWIAZKU Z NIZEM DEMOGRAFICZNYM APELUJE DO WSZYST-
KICH WYKLADOWCOW, ABY BYLI PRZYJAZNIE NASTAWIENI DO
STUDENTOW”.

PRZYKEAD 11.2.2.

Przywotajmy po raz kolejny swietnie nam juz znane prawo Demokratycznego Upowaznienia Poprzez
Aplauz, odgrywajace jakze fundamentalna role w wielu wyborach:

(p—=a)N(=p—q)—q

Zbudujemy tablice analityczna dla zaprzeczenia tego prawa, tj. dla formuly:
%) ~(((p=a)A(-p—q)) = q).

Budowe tablicy rozpoczynamy od korzenia, w ktorym umieszczamy formule (%), a nastepnie stosujemy
reguty rozkladu formul (wyliczone w zestawie tablic atomowych):

(0) ~(((p — q) ‘A (p—=q)—q

(15) (p — q) A‘ (-p—q) %
(14) ﬁ‘q
(29) p T g%
(20) p—q*
&p\ (3p) ‘q
e
(5) p X144,
><4‘l,5

Takze w przypadku tej tablicy podamy dosé drobiazgowy komentarz. W dalszym ciagu, komentarze takie
nie beda juz potrzebne.
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e W korzeniu tablicy umieszczamy formute —(((p — ¢) A (—p — ¢)) — ¢) i opatrujemy ja numerem (0).
Jej spojnikiem glownym jest negacja (implikacji), a wiec krok numer 1. wykorzystuje regute podana
dla tablicy atomowej zanegowanej implikacji. Umieszczamy, jedna pod druga, formuly:

(14) (p — @) A (—p — ¢q) (poprzednik implikacji (0)) oraz (1,) —¢ (nastepnik implikacji (0)).

e Formula o numerze (1,) jest koniunkcja, a wiec w kroku 2. stosujemy regule podang dla tablicy
atomowej koniunkcji: umieszczamy, jedna pod druga, formuly: (2,) p — ¢ (pierwszy czton koniunkcji
(14)) oraz (24) —p — ¢ (drugi czton koniunkeji (1,)).

o Mamy teraz wybor: nastepny krok moze dotyczy¢ badz formuly o numerze (24), badz formutly o
numerze (24). Kazda z tych mozliwosci owocuje rozgatezieniem. Wybierzmy pierwsza z nich. W kroku
3. stosujemy zatem regule podana w tablicy atomowej dla implikacji do formuly: (2,) p — ¢. Wyniki
wykonania tego kroku zapisujemy w rozgalezieniach: w lewej galezi piszemy (3;) -p, a w prawej
piszemy (3,) g¢.

e Zauwazamy (!) w tym momencie, ze galaZ prawa zawiera pare formul wzajem sprzecznych: sa to
formuty o numerach (14) oraz (3,). Zgodnie z podanym wyzej zaleceniem, galaz te zamykamy,
dopisujac do niej lis¢ informujacy o wystapieniu pary formul wzajem sprzecznych: xy, 3, . W dalszej

konstrukcji tabeli, galezi tej nie bierzemy juz pod uwage.

e Pozostaje zatem galaz koniczaca sie formuta o numerze (3;) oraz jedna tylko formuta niezredukowana,
czyli taka, do ktorej dotad nie zastosowano zadnej reguty rozktadu podanej w spisie tablic atomowych.
Jest to formula o numerze (24), bedaca implikacja. W kroku 4. stosujemy do niej regute dla implikacji,
podang w spisie tablic atomowych: tworzymy rozgalezienie, umieszczajac w lewej jego galezi formute
(4;) —p (czyli zaprzeczony poprzednik implikacji (24)), a w jego prawe] galezi formule (4,) ¢ (czyli
nastepnik implikacji (24)).

e Zauwazamy (!) w tym momencie, ze galaz prawa zawiera pare formul wzajem sprzecznych: sa to
formuty o numerach (14) oraz (3,). Zgodnie z podanym wyzej zaleceniem, galaz t¢ zamykamy,
dopisujac do niej lis¢ informujacy o wystapieniu pary formul wzajem sprzecznych: xq,4,. W dalszej
konstrukcji tabeli, galezi tej nie bierzemy juz pod uwage.

e Jedyna pozostata gataz otwarta to ciag formul zaczynajacy sie od formuly (0), a koniczacy sie formula
(4;). Do formuly o numerze (4;), a wiec do formulty ——p stosujemy, w kroku 5., regute dla podwojnej
negacji, wymieniona w zestawie tablic atomowych. W rezultacie wykonania kroku 5. otrzymujemy
formule o numerze (5), czyli p, ktora podpisujemy pod formula o numerze (4;).

e Zauwazamy (!!) teraz dwie rzeczy:

— Na galezi zaczynajacej sie od formuly (0), a koriczacej sie formula (5) wystepuje para formut
wzajem sprzecznych: sa to formuly o numerach (3;) oraz (4;), a takze formuly o numerach: (3;)
oraz (5). Zgodnie z podanym wyzej zaleceniem, galaz te zamykamy, dopisujac do niej lis¢
informujacy o wystapieniu pary formul wzajem sprzecznych: xs, 5 (albo: X3, 4,).

— Waszystkie galezie tablicy sa zamkniete (sprzeczne). Zbudowaliémy zatem sprzeczng tablice
analityczna o korzeniu —(((p — q) A (=p — q)) — q).

Koniec pracy. Pozostaje tylko ogloszenie wyniku: skoro tablica o korzeniu —(((p — ¢) A (—=p — q)) — q)
jest sprzeczna, to pokazaliémy tym samym, ze formuta:

(p—=a)A(—p—1q) —q,

nasze ulubione prawo Demokratycznego Upowaznienia Poprzez Aplauz, ma dowdd tablicowy (jest
nim wlasnie zbudowana przed chwilg tablica). W innym jeszcze, réwnoznacznym, sformutowaniu: formuta
ta jest tablicowo dowodliwa (jest teza systemu tablic analitycznych):

Ftab (P — @) A (mp — q)) — q.
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UWAGA. Zauwazmy, ze dla zamkniecia ,najbardziej lewej” galezi powyzszej tablicy nie bylo konieczne
wykonanie kroku 5.; juz wezesniej (przed wykonaniem tego kroku) na galezi tej znajdowala sie para formut
wzajem sprzecznych: byly to formuly o numerach (3;) oraz (4;).

UWAGA. Zaleca si¢ poréwnanie konstrukeji powyzszej tabeli analitycznej (w tym przypadku: dowodu ta-
blicowego) z komentarzem dotyczacym prawa Demokratycznego Upowaznienia Poprzez Aplauz za-
mieszczonym wyzej, w punkcie 11.0.2.

UWAGA. Staramy sie, aby rysowane drzewa byly, w miare moznosci, estetyczne, a wiec np.: gataz pod dana
formuta rozpoczynata si¢ pod spdjnikiem gléwnym tej formuly, formuly pod tanicuchami ,biegnacymi” w
lewo lub prawo znajdowaly sie mniej wiecej w takim miejscu, aby dochodzaca do nich krawedz wypadala w
ich ,$rodku”, itp. Nie zawsze sie to udaje i porazka estetyczna nie jest powodem, aby chlipa¢ i rozdzieraé
szate. W przypadku tabeli wyzej pokazanej, np. korzeri drzewa nalezaloby usytuowaé¢ na rysunku nieco
inaczej niz to uczyniono.

PRzYKEAD 11.2.3.

Zbudujemy tablice analityczne:

e (1) dla formutly (p — q) — —=(p — —q) oraz

e (2) dla zaprzeczenia tej formuly, tj. dla formulty =((p — ¢) — =(p — —q)).

Tablica analityczna dla (p — ¢) — —(p — —q):

(1) =(p T 9 > (1) T —q)
(29) .7‘7 (39) {’
(24) ﬂ‘q (3a) ﬁﬁ‘q o
o1 (4) ‘q
S
Tablica analityczna dla =((p — ¢) — —(p — —q)):
0) =[(p—q) T =(p—-q)
(19) p ‘—’ q 37
(1g) —(p T —q) %
2 p——q*
(41) ﬁi‘O (4p) Tq (41) ﬁlﬁ (4p) Tq
01 09 03 X3,,4
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Zadna z tych tablic nie jest, jak wida¢, sprzeczna. Zatem ani formuta (p — ¢) — —(p — —q), ani jej
zaprzeczenie nie posiadaja dowodu tablicowego.

PRZYKEAD 11.2.4.

Zbudujemy dowdd tablicowy prawa modus ponendo ponens: ((« — 3) A a) — (3.

Konstruujemy zatem tablice, w ktorej korzeniu umieszczamy zaprzeczenie formuly ((« — 8) A ) —

1.7

ﬁ((a—%)‘Aa—W)
(1y) (@— B Aa 2
(1a) ﬁ‘ﬂ
2) asp s
(24) 0‘4

X24,31 X14,3p

Tablica jest sprzeczna, a wiec dowod zostal zakoriczony.

PRzZYKEAD 11.2.5.

Zbudujemy dowdd tablicowy prawa modus tollendo tollens: ((a — ) A —08) — —«

Konstruujemy zatem tablice, w ktorej korzeniu umieszczamy zaprzeczenie formuty ((a« — S)A—8) — -«

-

~(((a—0) /\Fﬁ) — -a) b
(1g) (a— ‘ﬁ) A=p 3"
(la) -«

\
(2)

9.7

(3¢) O‘T/B -
(3a) =B

(4) Ta (419) 8

X2,4; X34,4p

Tablica jest sprzeczna, a wiec dowod zostal zakorniczony.

PRzZYKEAD 11.2.6.

Zbudujemy tablice analityczne dla:

o (1) formuty ((((2) A (@) V (@) = (@) = ()
e (2) jej zaprzeczenia, tj. formuly =(((((a) A () V () = (@) = (a)).

Tablica analityczna dla formuty ((((a) A (@) V (@) — (a)) = («):
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(L) a () ~(2
/\ () (@A @)V )
() ~(((a) A (@) V () * 2,) o (44) ()

\ 5) (a) A (a) 6" (5p)
(34) ~(0) (z)()‘() ‘
‘ (6g) « X44.5,
X114,34 ‘
(6d) «
><4L,6g
Tablica analityczna dla formuly —(((((a) A () V ()) — (a)) = («))

(Lia) —(a) (1pa) (@)
(5¢) ((04)/\(04))\‘/(@)
(20) ﬁ(((a)/\(a))‘\/(a)) s (Qp)‘a (54) ﬁ(‘a)
(3g) =((@) A (a)) + " X 11,2y X145
(34) ﬁ(‘a)
(@) «ma)

Zauwazmy, ze w formule —(((((«) A () V (@) — («)) = («)) wystapily wszystkie ze spojnikow z
rozwazanego jezyka KRZ.

Zadna z powyzszych tabel nie jest sprzeczna. To, czy rozwazane formuty maja dowody tablicowe, zalezy
od budowy samej formulty «. Powrocimy do tego w punkcie 11.7. ponize;j.
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11.3. Tablice analityczne: niektére wlasnosci

TWIERDZENIE 11.3.1.
Kazda tablica systematyczna jest zakoriczona.
Dowob.

Niech a bedzie dowolna formuta, wystepujaca na pewnym poziomie n w otwartej galezi P tablicy syste-
matycznej D. Musimy pokazaé, ze a jest zredukowana w P.

Istnieje najwyzej skonczenie wiele formul w D na poziomie n lub nizszych poziomach. Stad, istnieje
liczba m taka, ze dla kazdej liczby m > mg, tablica D™ jest identyczna z tablica D az do poziomu n.

Dla m > my, ograniczenie gatezi P do D™ (tj. cze$¢ wspolna P i D™) jest galezia w D™, zawierajaca
formute o.

Na kazdym kroku m > mg w konstrukcji tabeli systematycznej redukujemy pewna formule z najmniej-
szego w porzadku poprzecznym wierzcholka, ktory zawiera formule niezredukowana na jakiej$ galezi otwartej
w tabeli D™. Jedli a nie zostala zredukowana w kroku mg, to mozemy wykonaé jedynie skoriczenie wiele
krokéw w tej procedurze, az do sytuacji, w ktorej to a stanie sie formuty niezredukowana na najmniejszym
w porzadku poprzecznym wierzchotku. I w tym wtadnie kroku dokonujemy redukcji «.

TWIERDZENIE 11.3.2.

Jesli D = | | D™ jest tablica sprzeczna, to D™ jest tablica sprzeczna, dla pewnego m. W szczegolnosci,
jesli tablica systematyczna jest dowodem tablicowym, to jest tablica skoniczona.

Dowob.

D jest drzewem rzedu skoriczonego. Rozwazmy zbiéor X wszystkich takich wierzchotkow D, ktore nie maja
pary formul sprzecznych jako swoich poprzednikow (w porzadku drzewa D). Jesli ten zbior jest nieskoriczony,
to, na mocy Lematu Ko6niga, istnieje w nim galaz nieskoniczona. To jednak stoi w sprzecznosci z tym, ze
D jest tablica sprzeczna (bo galaz nieskoriczona nie jest galezia zamknieta). Zatem zbior X jest skoriczony.
Tak wiec, wszystkie jego elementy wystepuja w D nie pdzniej niz na pewnym poziomie n. Wynika stad, ze
kazdy wierzchotek na poziomie n + 1 ma, jako swoje poprzedniki, pare formutl sprzecznych.

Poniewaz tablica D do poziomu n + 1 jest skoiiczona, istnieje liczba m taka, ze D™ jest identyczna z D
az do poziomu n + 1.

Kazda galaz w D™ jest jednej z dwoch postaci:

e (1) jest galezia w D, zakoriczona lisciem z poziomu co najwyzej n
e (2) jest galezia zawierajaca wierzcholek z poziomu n + 1.
W przypadku (1) gataz P jest sprzeczna na mocy zalozenia, ze tablica D jest sprzeczna. W przypadku

(2) galaz P jest sprzeczna na mocy wyboru n oraz m.
Ostatecznie, D™ jest tablica sprzeczng spelniajaca teze twierdzenia.

UwAGA. Jesli D = | | D™ jest tablica systematyczna budowana w mysl definicji 11.1.6. oraz m jest naj-
mniejsza liczba taka, ze D™ jest sprzeczna, to D = D™.

TWIERDZENIE 11.3.3.
Kazda tablica systematyczna jest skoriczona.
Dowob.

Niech D = | | D™ bedzie tablica systematyczna. Udowodnimy, ze kazda galaz w D jest skoniczona (ma
dlugosé niewieksza od stopnia korzenia drzewa D). Wtedy, na mocy Lematu Koniga, rowniez drzewo D jest
skoniczone.

Rozwazmy dowolna gataz P w D. Na mocy konstrukcji D, P jest suma (w sensie operacji | |) galezi
P,, z tablic czastkowych D™. P,,11 moze si¢ r6zni¢ od P, w przypadku, gdy dla pewnej formuly «
niezredukowanej w P,, dodajemy do P,, drzewo atomowe D, czyli gdy P41 = Py, U D,,.
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Dla dowodu twierdzenia wystarczy pokazaé, ze:
(%) d(Pnt1) < d(Pp).

Jest tak, poniewaz (*) implikuje, iz operacje dodawania (w sensie L) drzewa atomowego do kazdej galezi P,
mozemy wykonaé jedynie skoriczong liczbe razy (w istocie, najwyzej d(rp) razy), a stad P jest skoriczona i
w konsekwencji cata tablica D jest skonczona.

Dla dowodu (x) zauwazmy, ze dodawanie drzewa atomowego D, do galezi P, redukuje formule « na
galtezi Py, 11. Aby obliczy¢ d(P,,+1) nalezy zatem:

e odja¢ od d(P,,) liczbe d(«),

e i doda¢ do tego stopnie tych formul wystepujacych w D,, (i réznych od «), ktére wystapia w Py,41.

Tak wiec, wystarczy zauwazy¢, ze suma stopni formut wystepujacych w D,, (i réznych od «) jest mniejsza
niz d(a). A to wynika bezposrednio z definicji stopnia formuly oraz definicji tablic atomowych.

UWwAGA. Tablice analityczne a kpn © apn.

Niech dana bedzie formuta « jezyka KRZ. Tworzymy tablice systematyczng D<. Dla kazdej galezi P w
D niech Kp(«) bedzie koniunkcja wszystkich literalow wystepujacych w P. Wreszcie, niech A(«) bedzie
alternatywa wszystkich formut Kp(«), dla wszystkich galezi P w D*. Wtedy A(«) jest alternatywna postacia
normalng formuty o.

11.4. Tablice analityczne: trafnosé

DEFINICJA 11.4.1. Powiemy, ze wartosciowanie h jest zgodne z formula o, gdy h(a) = 1. Oczywiscie, jesli
h jest zgodne z «, to h(—a) = 0.

TWIERDZENIE 11.4.1.

Jesli h jest wartosciowaniem zgodnym z korzeniem tablicy D = | | D,, (budowanej w mysl definicji 11.1.2.),
to w D istnieje galaz, ktorej wszystkie elementy maja wartosci zgodne z h.

Dowob.

Pokazemy przez indukcje, ze istnieje ciag galtezi (P,) taki, ze:
e (1) P,41 jest przedluzeniem P, oraz
e (2) P, jest galezia, ktorej wszystkie elementy maja wartosci zgodne z h.

Wtedy za zadana w tezie twierdzenia galaz P mozna wzia¢ sume gatezi P, tj.: P =||P,.

Poczgtkowy krok indukcji. 7 zatozenia twierdzenia, h jest zgodne z korzeniem tablicy D. Bezposrednio z
definicji tablic atomowych wynika, ze h jest zgodne z elementami kazdej gatezi tablicy atomowej D, .

Nastepnikowy krok indukcji. Przypusémy, ze zdefiniowaliSmy gataz P, w drzewie D, taka, ze zachodza
warunki (1) i (2). Jesli P,y powstaje z P, bez przedtuzania P,, to niech P,y1 = P,. Jedli P, jest
przedtuzana w D, 1, to P41 jest postaci P, U D, dla pewnej formuly a wystepujacej w P,. Z zalozenia
indukcyjnego, h jest zgodne z «. Bezposrednio z definicji tablic atomowych wynika, ze h jest zgodne z
elementami kazdej galezi tablicy atomowej D,,.

TWIERDZENIE 11.4.2. Trafnosé Metody Tablic Analitycznych.
Jesli o ma dowdd tablicowy, to a jest tautologia KRZ.
Dowob.

Przeprowadzimy dowdd nie wprost. Zaltdézmy, ze a ma dowdd tablicowy, i przypusémy, ze « nie jest
tautologia KRZ.
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Skoro o ma dowod tablicowy, to istnieje sprzeczna tablica analityczna D o korzeniu —a.

Jesli «v nie jest tautologia, to istnieje wartoSciowanie h takie, ze h(a) = 0. Oznacza to, ze h jest zgodne
z —«. Na mocy twierdzenia 11.4.1., h jest zgodne z elementami pewnej gatezi P w D. Poniewaz D jest
sprzeczna, wiec w galtezi P jest para formut wzajem sprzecznych. Jednak zadne wartosciowanie nie moze by¢
zgodne z dwiema formutami wzajem sprzecznymi. Otrzymujemy sprzecznosé, co oznacza, ze trzeba odrzucié
przypuszczenie dowodu nie wprost. Ostatecznie, a jest tautologia KRZ.

11.5. Tablice analityczne: pelnosé

TWIERDZENIE 11.5.1.

Niech P bedzie niesprzeczng gatezia zakonczonej tablicy D. Zdefiniujmy wzz w w sposéb nastepujacy:
o w; =1, gdy p; wystepuje w P
e w; = 0 w przeciwnym przypadku.

Jesli hy, jest warto$ciowaniem (jednoznacznie!) wyznaczonym przez wzz w (zob. wyklad 2), to h,, jest
zgodne ze wszystkimi elementami P.

Dowob.
Dowdd przebiega przez indukcje po zlozonosci formul nalezacych do galezi P.

Formuty atomowe.
Jesli a jest formuly atomowa (czyli w tym przypadku: zmienna zdaniowa) wystepujaca w P, to hy(a) =1
wprost z definicji.

Negacje formut atomowych.

Jesli « jest negacja formuty atomowej (czyli w tym przypadku: negacja zmiennej zdaniowej) wystepujaca
w P, to hy(a) = 1 wprost z definicji. Zauwazmy, ze jesli —p wystepuje w galezi otwartej P, to p nie
wystepuje w P.

Koniunkcje i negacje koniunkcji.
Przypusémy, ze a A B wystepuje w P. Poniewaz D jest tablica zakoniczong, wiec zaréwno «, jak i 5
wystepuja w P. Na mocy zalozenia indukcyjnego hy,(a) = 1 oraz hy, (8) = 1, a stad hy(a A 5) = 1.
Przypusémy z kolei, ze =(a A 3) wystepuje w P. Na mocy definicji tablicy zakoriczonej, albo =« albo
—f wystepuje w P. Na mocy zalozenia indukcyjnego, albo h, () = 0 albo h,(8) = 0. W kazdym z tych
przypadkow mamy: hy,(—(a A 5)) = 1.

Alternatywy i negacje alternatyw.

Przypusémy, ze oV 3 wystepuje w P. Na mocy definicji tablicy zakoriczonej, albo « albo § wystepuje w
P. Na mocy zalozenia indukcyjnego, albo h,, () =1 albo h,(8) = 1. W kazdym z tych przypadkoéw mamy:
hy(aV @) =1.

Przypusémy z kolei, ze ~(a V 3) wystepuje w P. Poniewaz D jest tablica zakoriczong, wiec zaré6wno
-a, jak i -f wystepuja w P. Na mocy zalozenia indukcyjnego h, (—-a) = 1 oraz h,(—8) = 1, a stad
hu(~(a Vv 8)) = 1.

Implikacje i negacje implikacyi.

Przypu$émy, ze « —  wystepuje w P. Na mocy definicji tablicy zakoriczonej, albo =« albo 8 wystepuje
w P. Na mocy zalozenia indukcyjnego, albo h,(a) = 0 albo h,,(8) = 1. W kazdym z tych przypadkow
mamy: h,(a — () = 1.

Przypusémy z kolei, ze —~(a — ) wystepuje w P. Poniewaz D jest tablica zakoriczong, wiec zar6wno
a, jak i negB wystepuja w P. Na mocy zalozenia indukcyjnego h,(a) = 1 oraz h,(—8) = 1, a stad
B0 — B)) = 1.

TWIERDZENIE 11.5.2. Petnosé Metody Tablic Analitycznych.
Jesli « jest tautologia KRZ, to o ma dowdd tablicowy.
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DowoOD.

Niech « bedzie tautologia KRZ. Znaczy to, ze h(a) = 1 dla kazdego wartosciowania h.

Rozwazmy dowolna tablice zakoriczona D o korzeniu —«. Gdyby D miala galaz otwarta P, to, na
mocy twierdzenia 11.5.1., istnialoby wartosciowanie hg zgodne ze wszystkimi elementami gatezi P, a wiec w
szczegOlnosdci zgodne z korzeniem drzewa D, czyli z formuty —a. Oznacza to, ze ho(—a) = 1, skad dostajemy
ho(a) = 0, wbhrew zalozeniu, ze h(a) = 1 dla kazdego wartosciowania h. Tak wiec, kazda zakonczona tablica
o korzeniu -« ma wszystkie galezie zamkniete, czyli jest tablica sprzeczna, a w konsekwencji, jest dowodem
tablicowym formuly «. Pokazaliémy zatem, ze kazda tautologia KRZ ma dowod tablicowy.

UwAGA. Twierdzenie o pelno$ci ma wazkie konsekwencje, takze praktyczne. Gdy poszukujemy dowodu
tablicowego formuty «, tworzymy tablice analityczng o korzeniu —a. Sa dwie mozliwosci dla takiej tablicy:

e (1) tablica o korzeniu -« jest sprzeczna;

e (2) tablica o korzeniu —« ma galaz otwarta.

W przypadku (1) formuta «, jako tablicowo dowodliwa, jest, na mocy twierdzenia 11.5.2. o pelnosci,
tautologia KRZ.

W przypadku (2) kazda galaz otwarta tablicy o korzeniu —« dostarcza przykladu wartosciowania zmien-
nych zdaniowych, przy ktéorym formuta o ma wartosé 0, czyli przyktad wartosciowania, pokazujacego odrzu-
calnosé a.

Procedura poszukiwania dowodu tablicowego dowolnej formuly (w KRZ) ma charakter algorytmiczny.
W skoriczonej liczbie (z gory okreslonych) krokéw otrzymujemy, dla dowolnej formuly a rozstrzygnie-
cie: TAK, « jest tautologia, lub NIE, « nie jest tautologia. W drugim przypadku algorytm podaje nadto
kontrprzyklad, tj. wartosciowanie, przy ktérym a ma wartosé 0.

11.6. Tablice analityczne: zwartosé

DEFINICJA 11.6.1. Tablice analityczne ze zbioru zatozen.

Niech S bedzie (by¢ moze nieskoriczonym) zbiorem formut jezyka KRZ. Definiujemy tablice analityczne
ze zbioru zatozen S przez indukcje:

e Kazda tablica atomowa jest tablica analityczna ze zbioru zatozen S.

e Jesli D jest tablica analityczng ze zbioru zalozen S oraz a € S, to | (D Up ) jest tablica analityczna
ze zbioru zalozen S, gdzie suma | | brana jest po wszystkich galeziach otwartych w D.

e Jesli D jest tablica analityczna ze zbioru zalozen S, P galezia w D, a a € S, to D Up D,, jest tablicg
analityczna ze zbioru zatozen S.

DEFINICJA 11.6.2. Dowody tablicowe ze zbioru zalozeri.

Dowodem tablicowym formuly o ze zbioru zalozZen S nazywamy kazda sprzeczng tablice anali-
tyczna ze zbioru zalozen S o korzeniu —a.

DEFINICIA 11.6.3. Konsekwencja tablicowa.

Jesli istnieje dowod tablicowy formuly « ze zbioru zatozen S, to moéowimy ze « jest konsekwencjg
tablicowg S (lub: « jest tablicowo dowodliwa (wyprowadzalna) z S) i piszemy wtedy: S i .
Operacja Cy,p, konsekwencyji tablicowej zdefiniowana jest nastepujaco:

Ctab(X) = {O( (S FKRZ X l_tab Oé}.
Operacja ta spelnia warunki (C1)—(C4) podane na wykladzie dotyczacym ogolnego pojecia konsekwencji.

UWAGA. Bezposrednio z powyzszych definicji wynikaja nastepujace fakty:
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e (11.6.1.) Kazda systematyczna tablica ze zbioru zalozeni jest zakonczona.

e (11.6.2.) Jesli h(B) = 1 dla kazdej formulty 5 € S i h jest zgodne z korzeniem tablicy D z zalozen S,
to w D istnieje galaz otwarta P taka, ze h jest zgodne ze wszystkimi elementami P.

e (11.6.3.) Niech P bedzie galezia otwarta w zakoriczonej tablicy z zalozenn S. Definiujemy wartosciowa-
nie h tak, jak w twierdzeniu 11.5.1. Wtedy h jest zgodne ze wszystkimi formultami z P, a zatem mamy
takze h(8) =1 dla wszystkich formut g € S.

TWIERDZENIE 11.6.1. Trafnosé dowodoéw tablicowych z zatozen.
Jesli & ma dowod tablicowy z zalozen S, to S =k rz «, czyli a wynika logicznie z S.
Dowob.

Zaltozmy, ze a ma dowdd tablicowy z zalozen S. Przypu$émy, dla dowodu nie wprost, ze istnieje warto-
Sciowanie h takie, ze h(3) = 1 dla wszystkich 8 € S oraz h(a) = 0.
Dalsza cze$¢ dowodu jest powtdrzeniem dowodu twierdzenia 11.4.2.

TWIERDZENIE 11.6.2. Petnosé dowodéw tablicowych z zatozen.
Jesli o wynika logicznie z S (czyli S Ekrz «), to @ ma dowod tablicowy z zalozen S.
Dowob.

Zalozmy, ze S Expz a. Wtedy dla kazdego wartosciowania h takiego, ze h(8) = 1 dla wszystkich 5 € S,
mamy h(a) = 1.

Rozwazmy dowolna systematyczng tablice z zatozen S o korzeniu —~«. Na mocy uwagi (11.6.1.) jest ona
zakoriczona.

Wystarczy teraz przeprowadzi¢ dowod nie wprost (podobnie jak w twierdzeniu 11.5.2.), korzystajac z
uwagi (11.6.2.).

UwAGA. Jesli S jest zbiorem skoriczonym, to oczywiscie systematyczna tablica z zalozen S réwniez jest
skoniczona. Gdy S jest zbiorem nieskoniczonym, to uzywajac Lematu Koniga pokazujemy (podobnie jak w
twierdzeniu 11.3.2.), ze:

e Jesli D = | | D, jest sprzeczna tablica ze zbioru zalozen S, to D,, jest skoriczona sprzeczna tablica z
zalozen S,dla pewnej liczby m. W szczegdlnosci, jesli tablica systematyczna z zatozen S jest dowodem
tablicowym, to jest skonczona.

Wykorzystamy Lemat Koniga w dowodzie (semantycznego) twierdzenia o zwartosci w KRZ.

TWIERDZENIE 11.6.3. Zwartosé.

Niech S bedzie nieskoriczonym zbiorem formul jezyka KRZ. S jest spelnialny (semantycznie niesprzeczny)
wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy skoriczony podzbiér G zbioru S jest spetnialny.

Dowop.

Oczywiscie implikacja prosta sktadajaca sie na teze twierdzenia jest banalna. Dowodu wymaga zatem
jedynie implikacja odwrotna.

Zalézmy, ze kazdy skoriczony podzbiér zbioru S jest speilnialny. Trzeba pokazaé, ze rowniez S jest
spelnialny.

Niech (p; : i € N) bedzie ciagiem wszystkich zmiennych zdaniowych.

Jak wiadomo (ze Wstepu do Matematyki) dowolny zbior ciagéw o wyrazach 0 i 1 mozna czesciowo
uporzadkowaé przez relacje bycia podstowem poczatkowym: jesli x iy sa ciagami o wyrazach 01i 1, to méwimy,
ze x poprzedza y, gdy istnieje ciag z taki, ze y = xz (dopisywanie ciaggdéw oznacza tu ich konkatenacje). Niech
lh(x) bedzie dlugoscia ciagu x. Wreszcie, niech x; bedzie i-tym wyrazem ciagu x.

Zauwazmy, ze (skoriczone) ciagi o wyrazach 0 i 1 moga by¢ interpretowane jako ciagi wartosci logicz-
nych: jako segmenty poczatkowe wartosciowan zmiennych zdaniowych (wzz). Pamietamy, ze kazde wzz jest
nieskoniczonym ciggiem o wyrazach 01 1.
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Zbudujemy drzewo T, ktorego wierzchotkami beda ciagi o wyrazach 01 1. Niech mianowicie x € T wtedy
i tylko wtedy, gdy istnieje wartosciowanie h takie, ze dla kazdego i < lh(x):

o h(a;) =1 oraz
e h(p;) =1 wtedy i tylko wtedy, gdy x; = 1.

Widaé¢ zatem, ze ciag = o dtugosci n jest wierzcholtkiem drzewa T wtedy, gdy istnieje warto$ciowanie h
takie, ze:

o hag) =1,h(ag) =1,...,h(ay) =1
hd h(pl) =T, h(PQ) =T2,..., h(pn) = Tn.
Udowodnimy teraz, ze:

() Istnieje galaz nieskonczona w T wtedy i tylko wtedy, gdy S jest spelnialny.

DOWOD IMPLIKACJI (%K) <.
Jesli h spelnia S, to, na mocy definicji, zbior wszystkich ciagéw x takich, ze x; = 1 wtedy i tylko wtedy,
gdy h(p;) = 1, jest gatezia w T. Galaz ta jest oczywiscie nieskoriczona.

DOWOD IMPLIKACJI (%K) =-.

Przypusémy, ze H = (2 : i € N) jest nieskoniczong gatezia w T.

Niech h bedzie wartosciowaniem (jednoznacznie!) wyznaczonym przez H, tj. takim, ze h(p;) = 1 wtedy
i tylko wtedy =7 = 1 dla pewnego j. Réwnowaznie, mozna tez okresli¢ h jako jedyne wartosciowanie takie,
ze dla wszystkich i < [h(2?) mamy: acf =1 wtedy i tylko wtedy, gdy xf =1.

Jesli wartosciowanie h nie spelnia wszystkich elementow zbioru S (czyli gdy h[S] € {1}), to istnieje
a; € S taka, ze h(o;) = 0. W kazdej formule wystepuje tylko skoniczenie wiele zmiennych zdaniowych, a
zatem to, ze h(a;) = 0 zalezy tylko wartosci h dla skoriczenie wielu zmiennych zdaniowych. Zalézmy, ze sa
to zmienne p; dla i < n.

Z definicji T wynika, ze wtedy zaden ciag x taki, ze [h(z) > n nie nalezy do T. Nadto, istnieje tylko
skoriczenie wiele ciagéw o dlugosci niewiekszej niz n. OtrzymaliSmy wiec sprzecznos¢ z zalozeniem, ze
H = (z*: i € N). Musimy zatem odrzucié¢ przypuszczenie, ze h nie spetnia wszystkich elementéw zbioru S.
Ostatecznie, h[S] C {1}, czyli zbior S jest spelnialny.

Udowodnimy teraz, ze:

(#) Dla kazdej liczby n istnieje ciag x taki, ze lh(x) = n oraz x € T.

Z zalozenia, kazdy skoniczony podzbiér zbioru S jest spetnialny. Tak wiec, dla kazdej n istnieje warto-
Sciowanie h,, takie, ze h,(a;) = 1 dla wszystkich ¢ < n. Wtedy ciag = zdefiniowany warunkiem:

z; = 1 wtedy i tylko wtedy, gdy h,(p;) =1

dla wszystkich ¢ < n, jest elementem T.
Na mocy Lematu Koniga oraz (¢), w T istnieje gataz nieskoniczona. Stad, na mocy (K), zbior S jest
spekialny.

UwAGA. Twierdzenie o zwartosci jest rownie wazne, z metalogicznego punktu widzenia, jak twierdzenie o
pelnosci. Ponadto, mozna pokazaé, ze twierdzenie o pelnosci jest konsekwencja twierdzenia o zwartosci.
Konstrukcja uzyta w twierdzeniu 11.6.3. jest jedna z najwazniejszych w klasycznej logice pierwszego rzedu.
Mozna ja znalezé¢ (w roznych wersjach) w dowodach wielkich twierdzenn metalogicznych juz od prawie stu
lat.
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11.7. Tablice analityczne: dalsze przyklady

Podobnie jak w punkcie 11.2., wykorzystamy przyktady z egzaminéw z Logiki Matematycznej z lat
ubiegtych.

Poniewaz udowodniliémy twierdzenie o pelnos$ci metody tablicowej, mozemy wykorzystywaé dowody ta-
blicowe dla rozstrzygania m.in. nastepujacych pytan:

o Czy formula « jest tautologia KRZ?

e Czy formula « jest odrzucalna?

e Czy formula « jest kontrtautologia KRZ?

e Czy formuta « jest spelnialna?

e Czy zbidér formut S jest semantycznie sprzeczny?

e Czy zbidér formul S jest semantycznie niesprzeczny?

e Czy formuta o wynika logicznie ze zbioru formut S7

7 rozwazanych wcze$niej przyktadéw wynika np., ze:

e formula, rozwazana w przykladzie 11.2.1. nie jest kontrtautologia KRZ (zachecamy do pokazania, ze
nie jest ona tez tautologia KRZ);

e formula, rozwazana w przykladzie 11.2.2. jest tautologia KRZ;
e formula, rozwazana w przykladzie 11.2.3. nie jest ani tautologia KRZ, ani kontrtautologia KRZ;

e formuly, rozwazane w przyktadach 11.2.4. i 11.2.5. s3 tautologiami KRZ.

PrzykraD 11.7.1.

Pokazemy, ze nastepujacy zbior formul jest semantycznie sprzeczny (nie jest spelnialny):

S={pAN-r,p—q,q—r}

Budujemy tablice wychodzac z przypuszczenia, ze istnieje wartosciowanie, ktére spelnia te wszystkie
formulty:

(0.1) pA—r L7
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Tablica jest sprzeczna. Nie istnieje warto$ciowanie, ktore spetnia wszystkie formuty zbioru S. Zbior S
jest semantycznie sprzeczny.

PrzykrAD 11.7.2.
Pokazemy, ze nastepujacy zbior formul jest semantycznie sprzeczny (nie jest spelnialny):
S={lp—=q—r ~(rvs), p—qVt,t—(rVg }

Budujemy tablice wychodzac z przypuszczenia, ze istnieje wartosciowanie, ktére spelnia te wszystkie
formuty:

(01) (p—q)—r 2~

\
(0.2) =(rvs)

=V

\
0.3) (p—q) Vit >

(lg) _“7‘
(1a) —s
2) ~(p—q) > (2) 7
(31) p‘—> q (3p) ¢
X2,,3 /\
(41) ﬁ‘t (4p) TVq °

X3p,4; (59) p‘
(5a) —q

/\

(61) 7"‘ (6p) ‘q

X1,,6 X5,.,6p

Tablica jest sprzeczna. Nie istnieje wartosciowanie, ktoére spetnia wszystkie formuly zbioru S. Zbior S
jest semantycznie sprzeczny.

PRzYKEAD 11.7.3.

Pokazemy, ze nastepujaca reguta jest niezawodna:
p—(g—r)
r—(qg—s)

p
sV g

Aby wykaza¢ niezawodno$é¢ powyzszej reguly wystarczy pokazaé, ze wniosek wynika logicznie z prze-
stanek, czyli, ze nie istnieje wartoSciowanie, przy ktorym wszystkie przestanki maja warto$é¢ 1, a wniosek
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ma warto$é¢ 0. Przypusémy, dla dowodu nie wprost, ze takie warto$ciowanie istnieje. Przypuszczenie to
przektada sie na zalozenie, ze tablica rozpoczynajaca sie od przestanek oraz zaprzeczonego wniosku nie jest
sprzeczna. Budujemy tablice, rozpoczynajac od przestanek oraz zaprzeczonego wniosku:

(01) p—=(¢g—r) 27

\ .
(0.2) r T (q—s) *

0.3) p
(0.4) ﬂ(s\‘/ﬂq) L
1)
(1a) ﬁﬁé‘l
(21) —p (2,) g—r 3~
><0.‘3,2, /\
(31) —q (3p) 7
><1L,3,
(41) ﬁ‘r (4p) ¢ —s 5
/\
Pl (B) g (55) s
><1L,51, Xll,sp

Wszystkie gatezie sa zamkniete. Tablica jest sprzeczna. Nie istnieje wartosciowanie, przy ktorym wszyst-
kie przestanki maja warto$¢ 1, a wniosek ma wartosé 0. Wniosek wynika logicznie z przestanek. Regula jest
niezawodna.

PRzZYKEAD 11.7.4.

Ustalimy, czy formuta (p V r) A (¢ V r) wynika logicznie z formuty (pV q) — r.

Stawiamy hipoteze, ze wynikanie logiczne zachodzi. Dla jej potwierdzenia staramy sie wykluczyé, ze
istnieje warto$ciowanie, przy ktorym (pVq) — r ma wartosé¢ 1, a (p — r) A (¢ — r) ma wartosé¢ 0. Budujemy
tablice analityczna, zaczynajac od formuly p — (¢ A r) oraz zaprzeczenia formuly (p — r) A (¢ — r):
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(0.1) (pVq) T r
(0.2) ~((pVr)AlgVr) "

(1) =(pvr) > (1p) ~(qvr) >
(29) ﬁ‘p (39) Jq
(24) ﬂ‘r (34) ﬂ‘?“
(40) ~(p v‘ 9% (4) ‘7’ (4) ~(p er
(5¢) 7 X244, (64) —p X244,
(54) —q (6a) g

Otrzymane drzewo ma dwie galtezie otwarte. Na kazdej z nich znajduja sie literaty: —p, —q, —r. Zatem
dla wartosciowania:

p]a]
[0]0]

EH

formula (p V ¢) — r ma wartosé¢ 1, a formuta (p V r) A (¢ V r) ma wartosé¢ 0. Widzimy zatem, ze formuta
(pVr)A(qVr) nie wynika logicznie z formuly (pV ¢q) — r.

Zwroémy uwage na kolejnosé krokow w konstrukeji powyzszej tabeli: gwarantuje ona jej optymalnosé (tj.
wykonanie najmniejszej z mozliwych liczby krokow).

PrzykraAD 11.7.5.
Aby ustalié¢, czy reguta wnioskowania:

p—(g—r)

S — r

p—=q

jest niezawodna sprawdzamy, czy istnieje takie wartoSciowanie, przy ktorym wszystkie przestanki maja
wartos¢ 1, a wniosek ma wartosé¢ 0. Gdyby tak byto, to reguta powyzsza bytaby zawodna. Dla potwierdzenia
(badz odrzucenia) tego przypuszczenia budujemy tablice, rozpoczynajac ja od przestanek i zaprzeczonego
wniosku:
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o x4p=5p

Tablica ma jedna galaz otwarta, oznaczona przez o) i zawierajaca literaly: p, ¢, r oraz —s. Dla warto-
$ciowania:

wszystkie przestanki przyjmuja wartos¢ 1, a wniosek — warto$¢ 0. Wniosek nie wynika logicznie z przestanek.
Rozwazana regula jest zatem zawodna.

PRZYKEAD 11.7.6.
Ustalimy, czy z przestanek:

Jesli wyktujemy Pogonowskiemu oczy, ale mie wyrwiemy mu jezyka, to Pogonowski bedzie mdgt
Spiewaé, ale juz nie poczyta.

Pogonowski jeszcze poczyta, chociaz nie bedzie maoglt Spiewac, o ile: nie wyktujemy mu oczu, ale
wyrwiemy jezyk.

Ani nie wyktujemy Pogonowskiemu oczu, ani nie wyrwiemy mu jezyka.
wynika logicznie wniosek:
Pogonowski bedzie maogt Spiewad, jesli jeszcze poczyta.
Trzeba zbadaé, czy podane wnioskowanie przebiega wedle niezawodnej reguty wnioskowania.
Znajdujemy zdania proste w podanym tekscie i zastepujemy je zmiennymi zdaniowymi:
o Wyklujemy Pogonowskiemu oczy — p,
e Wyrwiemy Pogonowskiemu jezyk — g,
e Pogonowski bedzie mogt spiewaé — r,
e Pogonowski jeszcze poczyta — s.

Przestanki maja nastepujace struktury skladniowe (zaktadamy, ze kolejnosé cztonéw koniunkeji jest nie-
istotna):
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* (pA=g) = (rA-s)

* (pAg) = (mrAs)

e —p A —gq.

Whiosek jest implikacja: s — r.

Trzeba zatem sprawdzi¢, czy reguta wnioskowania:

(pA—q) — (r A-s)
(7pAgq) — (-rAs)
—pA g
S —T

jest niezawodna.

Budujemy drzewo, w ktérego pniu umieszczamy przestanki oraz zaprzeczenie wniosku. Jesli to drzewo
bedzie zamkniete, to bedzie to oznaczaé, ze nie istnieje wartoSciowanie zmiennych zdaniowych, dla ktorego
przestanki sa prawdziwe, a wniosek falszywy. W takim przypadku wniosek wynika logicznie z przestanek.
Jesli drzewo bedzie mialo co najmniej jedng galaz otwarta, to bedzie to oznaczaé, ze istnieje warto$ciowanie,
dla ktorego przestanki sa prawdziwe, a wniosek fatszywy. W takim przypadku wniosek nie wynika logicznie
z przestanek.

(0.1) (pA—g) = (rA=s) "
(0.2) (=pAq) L (- As) O
(0.3) -p ‘A —q
(04) =(s—r)*

-

(19) _‘1‘0
(14) TI
(29) ‘5
(24) —r
(31) =(pA=g) " (3p) T“Aﬂs 5"
(59) ‘7'
(W) 4) i (a) =
| X24,54
X14,4,
(61) ~(-pAg) ™ (6p) ﬂr/‘\sg'
/\ (8g) —r
(1) ==p (7p) —q \
\ \ (8a) s
X1,,7, ) |
&



Widaé, ze drzewo ma galezie otwarte (zaznaczone lisémi # oraz &). Zatem rozwazana reguta wnioskowa-

nia nie jest niezawodna. Oto warto$ciowanie zmiennych zdaniowych, przy ktorym przestanki maja wartosé
1, a wniosek ma wartos¢ 0:

lplalr]s
[0fofo]1

Zauwazmy, ze na galezi # wystepuja takie same literaly, jak na gatezi .

Badane wnioskowanie nie jest dedukcyjne: wniosek nie wynika logicznie z przestanek.

PRzYKEAD 11.7.7.

Lezysz w szpitalu. Doktor stoi przy 16zku i ogladajac twoja karte przypomina sobie wiadomosci z
wyktadow:

Jesli pacjentka ma przerzuty nowotworowe, to zaatakowana jest wgtroba. Pacjentka ma krew w
moczu, chociaz nie ma wysokiej gorgczki. Nie jest tak, aby jednoczesnie byta krew w moczu a nie
byto przerzutéw nowotworowych. Pacjentka ma wysokq gorqczke, o ile zaatakowana jest wagtroba.

Na to jedna z asystentek:

No cdz, z tego wynika, zZe pacjentka wyzdrowieje, jesli usuniemy jej oba ptuca. Czy tak, Panie
doktorze?

Czy asystentka ma racje?

Znajdujemy zdania proste w tekscie:
p — Pacjentka ma przerzuty nowotworowe.
q — Zaatakowana jest watroba.
r — Pacjentka ma krew w moczu.

s — Pacjentka ma wysoka goraczke.

Zdania zlozone w tekscie doktora maja nastepujace struktury sktadniowe:
l.p—gq
2. rAN-s
3. =(r A—p)

4. ¢ — s.

Pokazemy, ze tekst doktora jest semantycznie sprzeczny. Przypusémy, ze formuty 1.-4. maja wszystkie

warto$¢ 1 przy jakims wartosciowaniu zmiennych zdaniowych. Budujemy drzewo, w ktoérego pniu umiesz-
czamy te formuty:
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(0.1) p—gq 3.7
| .
(0.2) rA=s b
| .
(0.3) =(r A-p) *
\

(04) g—s 2.
\
(14) 7"
(1a) —s
(2) ~q (2p) s
\
/\ X142,
(3l) -p (31)) q
\
21,3,
(4) —r (4p) —p l
\ \
X1g,4 X314,

Wszystkie galtezie drzewa sa zamkniete, a zatem nie istnieje warto$ciowanie zmiennych zdaniowych, przy
ktorym wszystkie formuty 1.—4. mialyby warto$é¢ 1. Zbior tych formul jest wiec semantycznie sprzeczny.
Doktor miat wyraznie zty dzien, przynajmniej jesli chodzi o sp6jnosé jego wypowiedzi. Poniewaz wygloszony
przez niego tekst jest semantycznie sprzeczny, wiec dowolne zdanie wynika zen logicznie. KazZda diagnoza
postawiona na podstawie tego tekstu jest dopuszczalna: ze umierasz, ze symulujesz, ze wyzdrowiejesz, gdy
usung Ci oba ptuca, itd. Chyzo uciekaj z tego szpitala.

PRzZYKEAD 11.7.8.

Zbadamy, czy jest tautologia czy kontrtautologia KRZ nastepujaca formuta:

(k) =(((((B) A (B) = (8)) — (B) v (B))-

Jak zobaczymy, istotne bedzie odroznienie trzech przypadkdow:
1. 3 jest tautologia;
2. [ jest kontrtautologia;

3. [ nie jest ani tautologia, ani kontrtautologia.

Przypusémy, ze
(%) =((((B)A(B) = (B) — (B) vV (B))

ma przy jakims$ wartosciowaniu zmiennych zdaniowych wartosé 1. Budujemy drzewo semantyczne tej for-
muty:
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(1) ~((((B) A (B)) = (8)) ‘ () 2
(1a) —(B)
(24) (B)A(B)) = () 3~
(24) ~(8)
(319) (mm nB) T
(31a) ‘ﬂ (3pa) —(B)
oy /\
(4) %\6) (4p) ﬁ(‘ﬁ)

Nie zostala wykluczona sytuacja, ze formula () ma wartos¢ 1. Drzewo ma dwie galezie otwarte i
na kazdej z nich mamy formute —(5). Zatem, formula (%) ma wartos¢ 1 przy takich wartosciowaniach
zmiennych zdaniowych, przy ktérych —(8) ma wartos¢ 1, czyli 5 ma wartosé 0.

Przypusémy z kolei, ze
(k) =((((B)A(B) = (B) — (B) vV (B))

ma przy jakim§ wartosciowaniu zmiennych zdaniowych wartosé¢ 0. Wtedy alternatywa

(kx) ((((B) A (B)) = (B) = (B) v (B)

ma (przy tymze warto$ciowaniu zmiennych zdaniowych) wartos¢ 1. Budujemy drzewo semantyczne formuty

(Fek):

(31a) ﬁ(‘ﬁ) (3pa) B
(49) ‘5
5;) — Sp)
() B (51) (ﬁ‘) (5p) (‘ﬁ)
‘ X 354,51 X3p4,5p
X 314,44



Nie zostala wykluczona sytuacja, ze formula (J¥) ma wartosc¢ 1, czyli ze formula () ma wartosé 0.
Tablica analityczna formuly (J %) ma galezie otwarte, na ktorych mamy formule 8. Zatem, formula (J¥)
ma wartos¢ 1 przy takich wartosciowaniach zmiennych zdaniowych, przy ktorych 8 ma wartos¢ 1. Oznacza
to, ze formula (%) ma wartosé¢ 0 przy takich wartosciowaniach zmiennych zdaniowych, przy ktorych S ma
wartosé 0.

Pokazalismy zatem, ze: jesli 8 nie jest ani tautologia ani kontrtautologia (przypadek 3), to rowniez ()
nie jest ani tautologia ani kontrtautologia, poniewaz tablice analityczne dla formul (J) oraz (%) maja
galezie otwarte. Dla kazdego warto$ciowania, dla ktorego formula 8 ma wartosé 1, formula (J) ma wartosé
0. Dla kazdego wartosciowania, dla ktorego formuta —=(5) ma wartosé 1 (czyli 5 ma wartosé 0), formuta ()
ma wartos¢ 1.

W przypadku 1, jesli 5 jest tautologia (formula majaca wartosé 1 przy kazdym wartosciowaniu zmiennych
zdaniowych), to galezie w tablicy analitycznej formuly (J) zakoriczone lisémi o) oraz os trzeba zamknaé,
poniewaz nie istnieje wartosciowanie zmiennych zdaniowych, przy ktoérym znajdujaca si¢ na tych galeziach
formuta —(3) miataby wartosé¢ 1. Wtedy tablica analityczna dla formuty (9 ) ma wszystkie galezie zamkniete,
a to oznacza, ze formula (%) nie ma wartosci 1 przy zadnym wartoSciowaniu zmiennych zdaniowych, czyli
jest kontrtautologia.

W przypadku 2, jesli 8 jest kontrtautologia (formuts majaca wartosé 0 przy kazdym wartosciowaniu
zmiennych zdaniowych), to galezie w tablicy analitycznej formuly (k%) zakonczone liéémi o3 oraz o4 trzeba
zamknaé, poniewaz nie istnieje wartosciowanie zmiennych zdaniowych, przy ktéorym znajdujaca sie na tych
galeziach formuta 8 miataby wartosé 1. Wtedy drzewo semantyczne dla formuly (J %) ma wszystkie galezie
zamkniete, a to oznacza, ze formuta (%) nie ma wartosci 1 przy zadnym wartosciowaniu zmiennych zda-
niowych, czyli jest kontrtautologia. Poniewaz (¥ %) jest semantycznie rownowazna negacji formuly (),
wiec (%) jest w tym przypadku tautologia.

Podsumujmy:

e gdy [ jest tautologia, to (¥) jest kontrtautologia;
e gdy [ jest kontrtautologia, to (%) jest tautologia;

e gdy [ nie jest ani tautologia, ani kontrtautologia, to (%) réowniez nie jest ani tautologia, ani kontrtau-
tologia.

Podobnie wyglada analiza formutly rozwazanej w przyktadzie 11.2.6.

11.8. Uwagi

Jest wiele wersji metody tablic analitycznych. YLaczy je, by tak rzec, wspolna ideologia, réznia za$ np.
stosowane systemy notacji. Postaramy sie, w wielkim skrocie, powiedzie¢ o tym kilka stéw nizej.

FOrRMULY SYGNOWANE. Popularnym ujeciem metody tablic analitycznych jest rozwazenie tzw. formut
sygnowanych, czyli formul z (metajezykowym) komentarzem dotyczacym ich wartosci logicznej:

e zapis Ta oznacza, ze formuta o ma wartosé 1 (przy rozwazanym wartosciowaniu)

e zapis Fa oznacza, ze formuta o ma wartosé 0 (przy rozwazanym wartosciowaniu).

Wtedy reguly tworzenia tablic atomowych przyjmuja posta¢ nastepujaca:

T(aAp) F(a — f) F(aVg)
Ta Ta Fa
7 ¥ Fs
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T(aVf) T(a — ) FlanpB)

PN N
To T3 Fa Tg Fa Fpg

T-o To

\ \
Fa F-a

Notacja ta ma pewne zalety: m.in. pozwala przejrzysty sposob formutowaé dowody twierdzeri dotycza-
cych tablic analitycznych.

NOTACJA SMULLYANA. Reguly tworzenia tablic atomowych sa dwojakiego rodzaju: rozgaleziajace lub
nierozgalteziajace. W notacji zaproponowanej przez Smullyana rozwaza sie dwa typy formul:

e a-formuty: formuly ktoérych tablice atomowe nie maja rozgatezien (a wiec formuty bedace: koniunk-
cjami, zaprzeczonymi implikacjami, zaprzeczonymi alternatywami, podwojnymi negacjami)

e [-formuly: formuly ktorych tablice atomowe maja rozgaltezienia (a wiec formuly bedace: alternaty-
wami, implikacjami, zaprzeczonymi koniunkcjami).

Uzycie a-fB-notacji utatwia formulowanie wielu twierdzen oraz przeprowadzanie dowodow.

TABLICE O WIERZCHOLKACH ZNAKOWANYCH ZBIORAMI FORMUL. Zamiast tablic analitycznych znakowa-
nych pojedynczymi formulami rozwaza sie tez tablice, ktorych wierzchotki znakowane sa zbioramsi formut.
Dla przyktadu, drzewo atomowe koniunkcji a A § ma postac:

alAp
\
{a, B}
a drzewo atomowe implikacji ma postac:
a—f
/\
{-a} {5}
Takie podejscie ma walory zaréwno teoretyczne (zwiazki z rachunkiem sekwentéw), jak i praktyczne.

ZAP1IS W POSTACI DRZEW A ZAPIS W POSTACI TABEL. Zamiast drzew reprezentujacych tablice analityczne
uzywa sie rowniez tabel. Stad wrziela sie tez nazwa tej metody: E.W. Beth stosowal taka wtasnie notacje.
Tabela podzielona jest na dwie czesci: lewa i prawa. W jednej z nich (np. w lewej) piszemy formuly,
ktore maja wartosé 1 (przy rozwazanym warto$ciowaniu), a w drugiej te, ktore maja wartos¢ 0 (przy tymze
wartosciowaniu). Tabela jest sprzeczna, jesli jakas formula znajdzie sie w obu czesciach tabeli. Reguly
rozgaleziajace kaza w wyjsciowej tabeli tworzyé podtabele. Notacja w postaci drzew i notacja w postaci
tabel sa oczywiscie rbwnowazne.

TABLICE ANALITYCZNE A FORMALIZM GENTZENA. Nie mogac wdawaé sie tu we wszystkie szczegoly
powiemy jedynie, ze metoda tablic analitycznych jest w pewnym sensie odwrotna do formalizmu stosowanego
w rachunkach Gentzena. W tych ostatnich réwniez buduje sie drzewa dowodowe, zaczynajac jednak od lisci
(ktorymi sa aksjomaty) i otrzymujac kolejne wierzcholki drzewa jako rezultaty zastosowari regul (z ustalonego
zestawu) do potomkow tych wierzchotkow. Przykladem systemu tablicowego inspirowanego rachunkami
Gentzena sg tzw. DUAL TABLEAUX, zaproponowane przez Rasiowa i Sikorskiego.

TABLICE ANALITYCZNE A PEWNE TWIERDZENIA METALOGICZNE. ZobaczyliSmy pewne zwiazki miedzy
metoda, tablic analitycznych a niektérymi twierdzeniami metalogicznymi dotyczacymi KRZ. Mozna wyko-
rzysta¢ metode tablic analitycznych w dowodach dalszych takich twierdzen. Przyklady podane zostang w
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semestrze letnim. Dodajmy w tym miejscu, ze twierdzen o trafnosci i petnosci metody tablic analitycznych
mozna dowodzi¢ na roézne sposoby. W tej prezentacji wzorowaliémy sie na sposobie podanym w Nerode,
Shore 1997. Ciekawe sa dowody tych twierdzeri np. w ksigzkach: Smullyan 1968, Fitting 1990.

TABLICE ANALITYCZNE: IMPLEMENTACJE. Jest przeogromne mnostwo implementacji metody tablic anali-
tycznych, w réznych jej wersjach. Zainteresowanego czytelnika odsytamy do powszechnie dostepnych pod-
recznikoéw, np.: Fitting, M. 1990. First-Order Logic and Automated Theorem Proving. lub Handbook of
Automated Reasoning. 2001. A. Robinson, A. Voronkov (eds.). Latwo tez znalez¢ materialy na ten temat w
Internecie.

11.9. Zadania (wraz z rozwiazaniami)

Jak w przypadku kazdego wykltadu, dotaczamy to, co najbardziej lubicie, a mianowicie zadania do samo-
dzielnego rozwiazania. Zaleca sie réwniez zastosowanie metody tablic analitycznych dla rozwiazania zadan
podanych na poprzednich wyktadach.

UwAGA. W zadaniach 3 oraz 4 pytamy o pewne wlasnosci wyrazen jezyka polskiego. Zakladamy, ze
jest odpowiedniosé miedzy semantyka jezyka polskiego a semantyka KRZ, przynajmniej w jakimg§ zakresie.
Panstwo Studentki i Studenci zechca wybaczy¢, ze w niniejszych wyktadach z LOGIKI MATEMATYCZNEJ nie
poswiecamy wiekszej uwagi problematyce ,przektadu” z jezyka polskiego na jezyk KRZ i na odwrét. Na tym
elementarnym poziomie, do ktorego naleza prezentowane zadania jest to, jak sadzimy, catkiem niepotrzebne.
Skoro otrzymatas Swiadectwo Dojrzatosci, to postugujesz sie sprawnie jezykiem polskim, m.in. w Czytaniu
ze Zrozumieniem. Byloby nietaktem z naszej strony (obrazajacym Twoj Intelekt) rozwodzenie sie nad tym,
ktore zdania jezyka polskiego maja strukture implikacji, ktore sa alternatywami, itp.

11.9.1. Zadania
1. Ustal, czy jest tautologia lub kontrtautologia KRZ:

e (a) pA—(g—p)) —r
e b)p—(¢g—(r—y9q)

e (c) (p—q)— (PN —q).
2. Ustal, czy podane reguly sa niezawodne:
e (a) Dla zmiennych zdaniowych p, ¢ i 7:

(pvg) —r
—|’["%p

e (b) Dla zmiennych zdaniowych p, ¢, r i s:

p—4q
r— S

(pVaq) — (rvs)

e (c) Dla dowolnych formul jezyka KRZ:
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a— 0
¥—0
aVy
~(BA9)
(B—=a)A(6—1)

3. Ustal, czy podane teksty sa semantycznie sprzeczne:

e (a) Bracia i Siostry! Wtedy i tylko wtedy osiggacie zbawienie, gdy postuszni jestescie Pasterzom. Jesli
taca jest pusta, to nie jestescie postuszni Pasterzom. Kosciol jest ubogi, jesli taca jest pusta. Ale
przeciez — najmilsi — jesteScie jednak postuszni Pasterzom. Pamietajcie! Jesli jestescie postuszni
Pasterzom, to osiggacie zbawienie i jednoczesnie KoSciot nie jest ubogi. Idicie tedy w pokoju, a nie
zapommijcie o tacy!

e (b) Lubie zyé dostatnio. A jesli lubie zyé dostatnio, to wyjde za Roberta lub za Mariana (kazdy z nich
ma wiekszq kase, niz ci wszyscy profesorkowie z Instytutu, razem wzieci!). Jesli wyjde za Mariana, to
bede nianczyé bachory i spedzaé caty czas przy garach. Niedoczekanie! Ani nie bede niariczyé bachoréw
ant nie bede caltego czasu spedzaé przy garach. Za Roberta tez nie wyjde. Kto chcialby zyé z takim
dziwkarzem i pijakiem?

e (¢c) Klamie doktadnie jedno z dwojga: Gazeta Wyborcza lub Radio Maryja. Jesli Gazeta Wyborcza
ktamie, to Rzeczpospolita ktamie. Radio Maryja nie ktamie, o ile Nasz Dziennik ktamie. Jesli Rzecz-
pospolita ktamie, to Nasz Dziennik tez ktamie.

4. Ustal, czy podane wnioskowania sa dedukcyjne:

e (a) Panie piekny i mtody! Jesli dacie pienigzek, to Cyganka prawde Wam powie. Bedziecie szczesliwi, o
ile: nie dacie pienigika lub kupicie ten lubczyk. Jesli nie kupicie lubczyka, to Cyganka nie powie Wam
prawdy. Wy, Panie, uczony, widzicie wiec, ze z tego com powiedziata wynika, Ze szczesliwi bedziecie.
To jak bedzie z tym pienigzkiem? A moze lubczyk? A moze...?

o (b) Jesli dobrze zaptacisz, to: dokonasz cudu, o ile masz znajomosci w Kurii. Jesli dobrze zaptacisz,
to: o ile zdazysz sie ochrzcié, to zostaniesz Swietq. Dobrze zaptacisz, a w dodatku co najmniej jedno z
dwojga: zdgzysz sie ochrzcié lub masz znajomo$ci w Kurii. Cudu to ty nie dokonasz. Ale nie martw
sie! Przeciez juz z tego, co przed chwilg ustalilismy jasno wynika, Ze zostaniesz Swietq.

o (c) Jezeli Niebo jest puste, to bede potepiona, ale jesli Piekto jest puste, to bede zbawiona. O ile zdarzajg
sie cuda, to: jesli nie bede potepiona, to bede zbawiona. No cdz, cuda sie nie zdarzajq. Zatem ani Niebo
ani Piekto nie sq puste.

11.9.2. Rozwiazania i wskazéwki

1. (a) Stawiamy hipoteze, ze formulta (p A =(¢ — p)) — r jest tautologia. Probujemy wykluczyé, ze ma
ona warto$é¢ 0 przy jakimkolwiek wartosciowaniu.
Budujemy tablice analityczna dla formuty =((p A =(¢ — p)) — 7):

62



W)%@AﬂwrpDHﬂLH
(1g) p ‘A (g —0p
(1(1) -r

(29)

(24) —(q
(34)

(34) ﬁ‘p

X2

) 2"

p) 3.7

——— e

ga3d

Tablica jest sprzeczna, czyli jest dowodem tablicowym formuty (pA—(¢ — p)) — r. Na mocy twierdzenia
o pelnosci metody tablicowej, formula ta jest wiec tautologia KRZ.
1. (b) Stawiamy hipoteze, ze formuta p — (¢ — (r — ¢)) jest tautologia. Probujemy wykluczyé, ze ma

ona warto$¢ 0 przy jakimkolwiek wartosciowaniu.
Budujemy tablice analityczna dla formuty =(p — (¢ — (r — ¢))):

——

0) =(p— (¢ — (‘7‘ —q))) "
(1g) 1‘7
(1a) =(g— (r ‘—> q)*

(2g) ~(r—q) >

‘ q
(3g) 7
(3a) ﬁ‘q
apa,
Tablica jest sprzeczna, czyli jest dowodem tablicowym formulty p — (¢ — (r — ¢)). Na mocy twierdzenia

o pelnosci metody tablicowej, formula ta jest wiec tautologia KRZ.
1. (c¢) Stawiamy hipoteze, ze formuta (p — ¢q) — (p A —q) jest tautologia. Probujemy wykluczyé, ze ma

ona warto$¢ 0 przy jakimkolwiek wartosciowaniu.
Budujemy tablice analityczna dla formuly =((p — q) — (p A —q)):

63



(0) ~((p — q) ‘—> (pA—g)
(1g)p T q”
(1q) =(pA=g) >

—

y\ }p)q\

(31) ﬂl\’ (3p) ﬁﬁ‘q (3 ﬁlr (3p) ﬂ?q -
o1 4) (‘1 03 5) (‘1
09 o4

Hipoteza, ze formuta (p — ¢) — (p A —q) jest tautologia nie potwierdzila sie. Powyzsza tablica nie jest
sprzeczna, a to oznacza, ze formula —((p — ¢) — (p A —¢)) ma wartosé¢ 1 przy pewnych wartosciowaniach

(jakich?). W konsekwencji, formuta (p — ¢q) — (p A —¢) ma przy tych wartosciawaniach wartosé¢ 0, czyli nie
jest tautologia KRZ.

Stawiamy hipoteze, ze formuta (p — q) — (p A —q) jest kontrtautologia. Probujemy wykluczyé, ze ma

ona warto$é¢ 1 przy jakimkolwiek wartosciowaniu.
Budujemy tablice analityczna dla formuly (p — ¢) — (p A —q):

0 (p—q —@PA-q "

T

(L)p—q* (1,) pA—g 3"

/\ \
@) (%)q <3g>‘p

0‘1 0‘2 (3a) —q

o3

Hipoteza, ze formula (p — ¢) — (p A —q) jest kontrtautologia nie potwierdzita sie. Powyzsza tablica nie
jest sprzeczna, a to oznacza, ze formuta (p — ¢q) — (p A =¢) ma warto$¢ 1 przy pewnych wartosciowaniach
(jakich?). W konsekwencji, formuta (p — ¢) — (p A =¢) nie jest kontrtautologia KRZ.

2. (a) Stawiamy hipoteze, ze badana regula jest niezawodna. Probujemy zatem wykluczyé, ze istnieje
wartosciowanie, dla ktérego przestanka ma warto$é 1, a wniosek ma wartosé 0. Gdyby istnialo takie war-

tosciowanie, to tablica analityczna rozpoczynajaca sie od przestanki oraz zaprzeczonego wniosku bylaby
sprzeczna. Budujemy te tablice:
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(1g) _“7"

(1a) —p
(20) =(pVq) 3 (2p) ‘7"
(39) _‘]‘9 X19’2

Powyzsza tablica nie jest sprzeczna, ma galaz otwarta. Hipoteza, ze badana reguta jest niezawodna nie
potwierdzilta sie: istnieja wartoSciowania, przy ktérych przestanka reguly ma wartosé 1, a jej wniosek ma
warto$¢ 0. Wniosek nie wynika logicznie z przestanki.

2. (b) Stawiamy hipoteze, ze badana regula jest niezawodna. Probujemy zatem wykluczyé, ze istnieje
wartosciowanie, dla ktorego wszystkie przestanki majg warto$é¢ 1, a wniosek ma wartos¢ 0. Gdyby istniato
takie wartoSciowanie, to tablica analityczna rozpoczynajaca si¢ od przestanek oraz zaprzeczonego wniosku
bytaby sprzeczna. Budujemy te tablice:

0.1)p—q®"
(0.2) r ‘_> 537

(0.3) ~((pVg) = (rvs) b
(lg)pVag*

24) -r

|

(24) —s

(31) —r (3p) ‘s
/\ X2, 3,
(4) p (4p) q
/\ /\

(51) ﬂ‘p (5p) ‘q (51) ﬁf (5p) ‘q
X4,,5; 01 02 03

Powyzsza tablica nie jest sprzeczna, ma galezie otwarte. Hipoteza, ze badana regula jest niezawodna nie
potwierdzita sie: istnieja wartoSciowania, przy ktorych przestanki reguly maja warto$é 1, a jej wniosek ma
wartos¢ 0. Wniosek nie wynika logicznie z przestanek.

2. (c) Stawiamy hipoteze, ze badana regula jest niezawodna. Probujemy zatem wykluczyé, ze istnieje
wartosciowanie, dla ktorego wszystkie przestanki majg wartosé¢ 1, a wniosek ma wartos¢ 0. Gdyby istniato
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takie warto$ciowanie, to tablica analityczna rozpoczynajaca sie od przestanek oraz zaprzeczonego wniosku
bytaby sprzeczna.

Poniewaz tablica analityczna jest w tym przypadku zbyt duza (jak na wymiary tej kartki), podzielimy
prace na etapy. Zauwazmy, ze aby wykazaé¢ niezawodno$é reguly:

a—f
=0
aVy
~(BA9)
(B—=a)A(0—7)

wystarczy pokazaé niezawodno$é dwoch nastepujacych regut:

a—f

a—f3
y—0 y—9
aVy aVy
~(BA9) ~(BA9)
f—a

0 —

Budujemy pierwsza tablice, rozpoczynajac ja od przestanek oraz zaprzeczenia formuly 8 — «

01)a—p

mwylw&*

(O&aL74v
@4%%5A®1fA

|
(0.5) ~(8 —a)

ﬂﬁf
(la) ~ox
(30‘ﬂﬁ (3p) =6
X14,3;
(4;) OT (4p) v
o /\
(MﬂT (%W
X4,.5, X3,.,5p,

Tablica jest sprzeczna, a zatem 0 — « wynika logicznie z przestanek reguty.

Budujemy druga tablice, rozpoczynajac ja od przestanek oraz zaprzeczenia formuty § — ~:
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(1g) 6
|
(19) -y
(2l) Y (217) =0
(31) a (3p) ‘7
/\ 14,3p
(51) _‘O“ (517) ‘ﬁ (5l) _‘0“ (517) ‘ﬂ
X3,,5, X2,.,5, X3,,5, X2,.5,

Tablica jest sprzeczna, a zatem § — v wynika logicznie z przestanek reguty.

Na mocy prawa mnozenia nastepnikow otrzymujemy, ze (8 — «) A (6 — ~) wynika logicznie z przestanek
reguly, a wiec badana regula jest niezawodna.

Na mocy (semantycznego) twierdzenia o dedukcji otrzymujemy stad, ze prawem KRZ jest formuta:

((a=B)AN(y =) A(aVy) A=(BAG)) = ((B—a) A0 — 7))

Uwazne stuchaczki tych wyktadéw rozpoznaja w powyzszej formule prawo Haubera odwracania im-
plikacyjz.

3. (a) Znajdujemy zdania proste w podanym tekscie i przyporzadkowujemy im zmienne zdaniowe:

e p — Osiggacie zbawienie.

q — Jestescie postuszni Pasterzom.
e r — Taca jest pusta.

e s — Kosciol jest ubogi.
Znajdujemy struktury sktadniowe poszczegdlnych zdan ztozonych:

pP=q

r — g
r— S

q

q— (pA-s)
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Przypuszczamy zyczliwie, ze wszystkie te formuly maja warto$é¢ 1 przy jakims wartosciowaniu. Budowe
tablicy analitycznej rozpoczynamy od tego wlasnie przypuszczenia:

01)p=g*

(0.2) r ‘_> —q %

0.3) r ‘_> 53
0474

|
(0.5) g — (pA—s) T

—

(1) ﬁ‘q (1) pA-s 2.
X0.4,1, (2g) ‘P
(24) —s
(3) Bl
/\ X1,3,
(4ig) Z" (4pg) ﬁ‘p
(41a) q (4pa) —q
/\ ‘
(50) ~r (5) s
C‘J ><2L75p

Tablica nie jest sprzeczna, ma jedna galaz otwarta. Badany tekst jest zatem semantycznie niesprzeczny.
Zauwaz, ze wszystkie zdania tego tekstu sa prawdziwe, gdy:

e Osiagacie zbawienie.

o Jestedcie postuszni Pasterzom
e Taca nie jest pusta.

e Kosci6t nie jest ubogi.
Przemysl to.

3. (b) Znajdujemy zdania proste w podanym tekscie i przyporzadkowujemy im zmienne zdaniowe:

e p — Lubie zy¢ dostatnio.
e ¢ — Wyjde za Roberta.

o r — Wyjde za Mariana.

s — Bede nianczy¢ bachory.

t — Bede spedzaé caly czas przy garach.
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Znajdujemy struktury sktadniowe poszczegolnych zdan ztozonych:

b
p—(qVr)
r— (sAt)
s A\t
g

Przypuszczamy niesmialo, ze wszystkie te formuly maja warto$é 1 przy jakim$ wartosciowaniu. Budowe
tablicy analitycznej rozpoczynamy od tego wlasnie przypuszczenia:

01)p
(0.2) p L (qvr)*
(0.3) r L (snt) 2
(0.4) —s /‘\ —t 1"

(0.5) ¢
(1 JS
|
}t\
(20) - (2,) s A3
|
/\ ) (3g) S
(4 -p (4 qvr® |
| /\ Gt
X0.1,4; (5l) ‘q (5[)) ‘T ><14‘71,301
X0.5,5; X2”5P

Tablica jest sprzeczna. Nie istnieje zatem wartosciowanie, przy ktéorym wszystkie rozwazane formuty
maja warto$¢ 1. Badany tekst jest semantycznie sprzeczny.

3. (¢) Znajdujemy zdania proste w podanym tekscie i przyporzadkowujemy im zmienne zdaniowe:

e p — Klamie Gazeta Wyborcza.
e ¢ — Klamie Radio Maryja.
e r — Klamie Rzeczpospolita.

e s — Klamie Nasz Dziennik.
Znajdujemy struktury sktadniowe poszczegolnych zdan ztozonych:

-(p=q)
p—r
3—>—|q

rTr— S



Przypuszczamy ze spokojem, ze wszystkie te formuly maja wartos¢ 1 przy jakims$ wartosciowaniu. Po-
niewaz tablica analityczna dla tego zbioru formul jest zbyt duza (dla tej kartki) prace podzielimy na dwa

etapy:

e (1) zbudujemy tablice dla formut p, -q, p — r, s — —q oraz r — s;

e (2) zbudujemy tablice dla formut —p, ¢, p — r, s — —q oraz r — s.

Zauwazmy, ze —(p = q) jest rownowazna alternatywie: (p A —q) V (—p A q). Tak wiec, tablice dla (1) i (2)
daja tacznie tablice dla —(p = q) oraz pozostatych przestanek.

Budujemy tablice analityczng dla (1):

(0.1) p
|
(0.2) —¢
I
03)p—rt
| -
(0.4) s — —q
|
(0.5)r — s 2
(L) —p (1p) r
|
X0.1,1;
(25)‘ -7 (2p) s
1,,2 /\
b3 s (3p) ~q
| |
Xgp’gl o
Tablica nie jest sprzeczna, ma jedna gataz otwarta.
Budujemy tablice analityczna dla (2):
(0.1) —p
\
(0.2) ¢
I
03)p—r?
| -
(0.4) s — —q *
-
(05)r —s2
(L) —s (1p) —q
\
/\ X0'271p
(20) —r (2p) s
/\ ‘
(31) —p (Bp) T o2
| |
o) Xghgp



Tablica nie jest sprzeczna, ma jedna galaz otwarta.

Badany tekst jest zatem semantycznie niesprzeczny. Prosze zauwazy¢, ze z informacji zawartych w
tabelach (1) i (2) widaé, ze w np. dwoch sytuacjach wszystkie rozwazane zdania sa prawdziwe:

e (1) Tylko Radio Maryja nie klamie, pozostale zrodta informacji ktamia.

e (2) Tylko Radio Maryja ktamie, pozostale zrodta informacji nie ktamia.

4. (a) Znajdujemy zdania proste w podanym tekscie i przyporzadkowujemy im zmienne zdaniowe:

e p — Dasz pieniazek.

e ¢ — Cyganka powie ci prawde.
e r — Bedziesz szczesliwy.

e s — Kupisz lubezyk.

Znajdujemy struktury sktadniowe poszczegdlnych zdar zlozonych i budujemy regute, wedle ktérej prze-
biega wnioskowanie:

p—4q
(-pVs)—r

—|3—>q

Stawiamy hipoteze, ze jest to reguta niezawodna. Prébujemy zatem wykluczyé, ze przestanki maja przy
jakim§ wartosciowaniu warto$é¢ 1, a wniosek ma przy tymze wartosciowaniu warto$¢ 0. Budujemy tablice
analityczna dla przestanek oraz zaprzeczonego wniosku:

(0.1)p—gq 4.7

\
(02) (~pVs) —rt

\
(0.3) =s — ¢ %

(0.4)
CRCITE. a7
(24) ~p*
(24) ﬁ‘s
3)p
(0 (4.
T ) ﬁm g
of |



Tablica nie jest sprzeczna, ma galaz otwarta. Badana reguta wnioskowania nie jest zatem niezawodna.
Whnioskowanie przeprowadzone wedle tej reguty nie jest wiec dedukcyjne. Kontrprzyktadem, pokazujacym,
iz wniosek nie wynika logicznie z przestanek jest sytuacja, w ktorej: kupites lubczyk, dates pieniazek, usty-
szale$ prawde, a szczesliwy nie jestes (czyli sytuacja, w ktorej wszystkie przestanki sa prawdziwe, a wniosek
fatszywy).

4. (b) Znajdujemy zdania proste w podanym tekscie i przyporzadkowujemy im zmienne zdaniowe:

e p — Dobrze zaplacisz.

e ¢ — Dokonasz cudu.

e r — Masz znajomosci w Kurii.
e s — Zdazysz sie ochrzcic.

e { — Zostaniesz swieta,.

Znajdujemy struktury sktadniowe poszczegdlnych zdar zlozonych i budujemy regute, wedle ktérej prze-
biega wnioskowanie:

p—(r—q

p—(s—1)

pA(sVr)

S S
t

Stawiamy hipoteze, ze jest to reguta niezawodna. Prébujemy zatem wykluczyé, ze przestanki maja przy
jakim$ wartosciowaniu wartos¢ 1, a wniosek ma przy tymze wartosciowaniu warto$¢ 0. Budujemy tablice
analityczng dla przestanek oraz zaprzeczonego wniosku:
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(0.4) —¢
(0.5) Jt
0)p
(14) s ‘v P
(20) ﬁ/\@ﬂ)S—) 3
X1g,21

)

(31) —s (3p) ‘t
/\ XO.S,SP
(4) —p (4p)r —q %"
\
X1g,4

e Ny

N (s (6,) 4

\ \

X6, X0.4,6,,

Tablica jest sprzeczna. PokazaliSmy tym samym, ze badana reguta wnioskowania jest niezawodna: kazde
przeprowadzone wedle niej wnioskowanie jest dedukcyjne. Wniosek wynika logicznie z przestanek.

4. (c) Znajdujemy zdania proste w podanym tekscie i przyporzadkowujemy im zmienne zdaniowe:

e p — Niebo jest puste.
e ¢ — Pieklo jest puste.
e r — Bede potepiona.
e 5 — Bede zbawiona.

e { — Zdarzaja si¢ cuda.

Znajdujemy struktury sktadniowe poszczegdlnych zdan ztozonych i budujemy regule, wedle ktorej prze-
biega wnioskowanie:

p—r
q—3s
t— (-r —s)
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Stawiamy hipoteze, ze jest to reguta niezawodna. Prébujemy zatem wykluczyé, ze przestanki maja przy
jakim$ wartosciowaniu wartosé 1, a wniosek ma przy tymze wartosciowaniu wartosé 0.

Tablica analityczna potrzebna w tym przypadku jest za duza, jak na rozmiary tej kartki. Zauwazmy
jednak, ze (poniewaz wniosek jest koniunkcja) badana reguta jest niezawodna wtedy i tylko wtedy, gdy
niezawodne sa obie ponizsze reguly:

p—r p—r
t— (—r—s) t— (-r—s)
~t ~t
-p g

Zajmiemy si¢ najpierw Niebem. Budujemy tablice analityczna dla przestanek oraz zaprzeczonego wniosku
—\—|p:

01)p—r 2"
mqus&
@&tLpWHQ4*
mg%

\
(05)ﬁﬁp

/\

—

(40) —t (4p) ~r —s? (40) —t (4p) r— 5"
0‘1 /\ 0‘4 /\
(5;) == & (5p) s (7)) =—r & (7p) s
(6‘) r 0‘3 (8‘) T 0‘6
. o

Tablica nie jest sprzeczna, ma galezie otwarte. Z przestanek nie wynika logicznie, ze Niebo nie jest puste.

Zajmiemy si¢ teraz Pieklem. Budujemy tablice analityczna dla przestanek oraz zaprzeczonego wniosku

—\—\q:



(0.1)p — 73~

02) g 52

(0.3) t — (Lr — )4
(0.4) ¢

\
(05)ﬂﬁq

/\

—

(31) =p (31)) r
/\ /\
(41) _‘Y‘f (4p) - — s> (41) _“t (4,,)/—|7’<
o (5;) —\ﬂ%(\{ip)s o (7)) ~—r & (T,)s
(6) 7‘“ 0‘3 (8)r 0‘6
|
09 ©5

Tablica nie jest sprzeczna, ma galezie otwarte. Z przestanek nie wynika logicznie, ze Pieklo nie jest puste.

7 przestanek nie wynika zatem, ani ze Niebo nie jest puste, ani ze Piekto nie jest puste.
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