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Wprowadzenie

Oméwimy teraz jeszcze jedna operacje konsekwencji w KRZ, a mianowicie
konsekwencje wyznaczong przez tablice analityczne.

Systematyczne badania nad tego typu konsekwencjami prowadzone s3 od
prawie p6t wieku. Sama metoda znana jest pod réznymi nazwami, méwi
sie np. o:

tablicach analitycznych

tablicach semantycznych

tablicach Smullyana

dual tableaux

e 6 6 o o

drzewach semantycznych.

Coraz wieksze zainteresowanie omawiana metoda wigze sie m.in. z jej
zastosowaniami w automatycznym dowodzeniu twierdzen.
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Wprowadzenie

Doktadne oméwienie metody tablic analitycznych, wraz z dowodami
twierdzen o trafnosci i petnosci tej metody, podajemy w pliku tabkrz.pdf.

W niniejszej prezentacji ograniczamy sie do pobieznego oméwienia
praktycznych porad dotyczacych stosowania tej metody w rozwigzywaniu
standardowych probleméw formutowanych w jezyku klasycznego rachunku
zdan: ustalania, czy dana formuta jest tautologia badz kontrtautologia tego
rachunku, ustalania, czy dany zbiér formut jest semantycznie niesprzeczny,
badania, czy zachodzi wynikanie logiczne.
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Woprowadzenie

Uwagi terminologiczne

Terminéw: tablica analityczna oraz drzewo semantyczne uzywamy
zamiennie, w odniesieniu do tych samych konstrukgcji.

Zwracamy jednoczesnie uwage, ze termin drzewo semantyczne bywa
rozumiany nieco inaczej w informatyce.

Wszystkie pojecia dotyczace drzew (np.: korzen, lis¢, gataz, itd.)
niezbedne do postugiwania sie tablicami analitycznymi podano nizej.

Zaktadamy, ze stuchacze s3 oswojeni z tymi pojeciami z zaje¢ z Wstepu do
Matematyki.
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O drzewach

Grafem nazywamy dowolng pare (X, R), gdzie X jest zbiorem, a R jest
podzbiorem X x X. Elementy zbioru X nazywamy wierzchotkami, a
elementy zbioru R krawedziami grafu (X, R).

Mowimy, ze relacja R na zbiorze X jest (ostrym) czesciowym
porzadkiem w X, jesli jest ona asymetryczna i przechodnia w X (lub, co
na to samo wychodzi: przeciwzwrotna i przechodnia w X).

Kazdy spojny porzadek czesciowy nazywamy porzadkiem liniowym.
Liniowy porzadek R w X nazywamy dobrym porzadkiem w X, jesli kazdy
niepusty podzbiér X ma element R-najmniejszy.
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O drzewach

Drzewem (o korzeniu xy) nazwiemy kazdy ukfad (X, R, xo) taki, ze:
e (X,R) jest grafem;
@ xp jest elementem R-najmniejszym w X;
@ R jest przechodnia w X;
@ R jest asymetryczna w X;

o dla kazdego elementu zbioru X — {xo}, zbiér jego wszystkich
R-poprzednikéw jest dobrze uporzadkowany przez relacje R.

Zauwazmy, ze jesli (X, R, xp) jest drzewem, to:

@ zbior wszystkich R-poprzednikéw kazdego elementu zbioru X — {xp}
jest liniowo uporzadkowany;

o relacja R jest przeciwzwrotna w X.
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O drzewach

Niech D = (X, R, xo) bedzie drzewem o korzeniu xo.

Lisémi drzewa D nazywamy wszystkie te jego wierzchotki, ktére nie maja
R-nastepnikéw.

Jesli D jest drzewem, to przez rp oznaczmy wierzchotek D, a przez Lp
zbiér wszystkich lisci drzewa D.

Jesli (x,y) € R jest krawedzig w D, to x nazywamy przodkiem y, a y
nazywamy potomkiem x. Jesli (x,y) € R — R? jest krawedzia w D, to x
nazywamy bezposrednim przodkiem y, a y nazywamy bezposrednim
potomkiem x.

Kazdy podzbiér zbioru wierzchotkéw drzewa D, ktéry jest uporzadkowany
liniowo przez R nazywamy faricuchem w D. Kazdy tancuch maksymalny
(wzgledem inkluzji) w D nazywamy gafezia w D. Zamiast terminu faricuch
uzywa sie réwniez terminu Sciezka. Przez dfugosc¢ tancucha P rozumiemy
liczbe elementéw zbioru P. Pniem drzewa D nazywamy cze$¢ wspélna
wszystkich gatezi D.
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O drzewach

Rzedem wierzchotka x nazywamy moc zbioru wszystkich potomkéw x.
Rzedem drzewa D jest kres gérny rzedéw wszystkich wierzchotkéw drzewa
D. Drzewo D jest skonczone, jesli zbiér jego wierzchotkéw jest skonczony.
Drzewo D jest nieskorniczone, jesli zbiér jego wierzchotkéw jest
nieskonczony. Drzewo D jest rzedu skonczonego, jesli jego rzad jest
liczba skonczona.

Przez indukcje definiujemy poziomy drzewa:

@ poziom zerowy to zbiér jednoelementowy, ztozony z korzenia drzewa;
@ poziom k-1 to zbiér wszystkich bezposrednich nastepnikéw
wierzchotkéw poziomu k.

Wysokoscia drzewa jest najwieksza liczba n taka, ze istnieje poziom n w
drzewie. Jesli drzewo ma wierzchotki poziomu n dla kazdej liczby naturalne;j
n, to méwimy, ze wysokos¢ drzewa jest nieskoriczona (réwna w).
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O drzewach

Kazde drzewo, w ktérym kazdy wierzchotek nie bedacy lisciem ma najwyzej
n bezposrednich potomkéw, nazywamy drzewem n-arnym. W
szczegdblnosci:

o Kazde drzewo, w ktérym kazdy wierzchotek nie bedacy lisciem ma
najwyzej dwoch bezposrednich potomkéw nazwiemy drzewem
nierozwojowym w sensie watykanskim, w skrécie nw-drzewem.

o Kazde drzewo, w ktérym kazdy wierzchotek nie bedacy lisSciem ma

doktadnie dwéch bezposrednich potomkéw nazywamy drzewem
dwdjkowym (uzywa sie tez terminu drzewo binarne).

Waznym twierdzeniem, z ktérego wielokrotnie bedziemy korzysta¢, jest
nastepujacy:
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O drzewach

Lemat Ko6niga. Jesli drzewo D rzedu skonczonego jest nieskonczone, to
ma gataz nieskonczona.

Dowéd. Przypusémy, ze D jest nieskoniczone. Zdefiniujemy gataz nieskonczong
{x0,x1,x2,...} w D przez indukcje.

Za element xg bierzemy korzen drzewa D. Poniewaz D jest nieskoficzone, wiec xg
ma nieskonczenie wiele R-nastepnikéw.

Przypusémy, ze xg, x1, X2, - . . , Xo—1 zostaty zdefiniowane tak, ze x; nalezy do
i-tego poziomu drzewa D oraz x; ma nieskonczenie wiele R-nastepnikéw.

Z zatozenia, x,_1 ma tylko skonczenie wiele bezposrednich R-nastepnikéw.
Poniewaz x,_; ma nieskonczenie wiele R-nastepnikéw, wiec co najmniej jeden z
jego bezposrednich R-nastepnikéw takze ma nieskoficzenie wiele R-nastepnikéw.
Wybieramy wiec element x, z n-tego poziomu drzewa D o tej wtasnie wtasnosci.
Wtedy x, ma nieskonczenie wiele R-nastepnikéw. Poniewaz jest tak dla kazdego
n, pokazalismy istnienie nieskonczonej gatezi {xg, x1, x2, ...} w drzewie D.
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O drzewach

Lemat Kdniga mozna tez wystowi¢ nastepujaco:

@ Jesli D jest drzewem rzedu skonczonego i dla kazdej liczby naturalnej
n w D istniejg tancuchy o co najmniej n elementach, to D ma tancuch
nieskonczony.

Mowimy, ze (Y, Q, yo) jest poddrzewem drzewa (X, R, xp), gdy:
01)YCX, Q=RNY?
@ 2) (Y, Q, o) jest drzewem o wierzchotku yp.

Jesli Dy jest poddrzewem Ds, to piszemy D; < D».

Jesli P jest gatezig (skonczona) w drzewie D, to niech Pgs oznacza lisé
drzewa D nalezacy do P.
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O drzewach

Niech D1 = (X, R, x0) i Do = (Y, Q, yo) beda drzewami, X N Y = {), niech
P bedzie gatezia w D; i niech drzewo D3 = (Z, S, z) bedzie zdefiniowane
w sposob nastepujacy:

Z=XUY
Z0 = Xo

SNX?2=R
SNY?=Q
(PU,yo)ES.

Méwimy wtedy, ze drzewo D3 jest przedtuzeniem drzewa Dy na gatezi P
o drzewo Dy i piszemy Dy Lip; Dp T Ds.

Przedtuzanie polega zatem, intuicyjnie méwiac, na ,doczepianiu” drzewa do lisci
innego drzewa. Zauwazmy, ze jest to relacja czteroargumentowa.
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O drzewach

Dla dowolnych drzew D; oraz D3 oraz gatezi P drzewa D, jesli istnieje Dy
takie, ze Dy Up, D> T Dj, to piszemy Dy Cp, D3. Dla dowolnych drzew
D; oraz D3, piszemy D; C Ds, jesli istnieje gataz P w D; taka, ze

Dy Cp, D3. Piszemy D = D; Up, D», jesli istnieje D3 takie, ze

D1 Up, Do C D3. Piszemy D = Dy U D5, jedli istnieje gataz P w D; taka,
ze D U py D> C D.

Relacje < oraz [ s3 czesciowymi porzadkami (w ustalonej rodzinie drzew).
Nie beda nam potrzebne zadne specjalne operacje na drzewach (m.in.
wyznaczone przez te porzadki), oprécz pewnego specjalnego sumowania
drzew. Niech mianowicie D = {Dy, Dy, ...} bedzie rodzing (by¢ moze
nieskoniczong) drzew, dobrze uporzadkowana przez relacje . Przez sume
rodziny D rozumiemy najmniejsze drzewo, ktére jest przedtuzeniem
wszystkich drzew z D. Tak zdefiniowana sume rodziny D oznaczamy przez
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O drzewach

Wszystkie wierzchotki dowolnego drzewa mozna liniowo uporzadkowa¢
(odpowiednio je kodujac). Szczegélnie wazne s3 dwa tego typu porzadki:

@ ,Porzadek poprzeczny”. Niech dana bedzie Scisle rosnaca funkcja f ze
zbioru wierzchotkéw drzewa D w zbiér liczb naturalnych V.
Wierzchotek x f-poprzedza wierzchotek y wtedy i tylko wtedy, gdy:
poziom x jest mniejszy od poziomu y lub, gdy x i y s3 na tym samym
poziomie drzewa, f(x) < f(y).
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,Porzadek wzdtuzny”. Niech dana bedzie Scisle rosnaca funkcja f ze zbioru
wierzchotkéw drzewa D = (X, R, xp) w zbiér liczb naturalnych A/. Tym razem
f-porzadek wierzchotkéw drzewa D okreslimy przez indukcje. Za bezposredni
f-nastepnik korzenia xo drzewa D (czyli za x;1) bierzemy ten z elementéw
pierwszego poziomu drzewa, dla ktérego wartos¢ funkeji f jest najmniejsza. Jesli
X1 nie jest lisciem, to rozpatrujemy z kolei zbiér wszystkich jego bezposrednich
R-nastepnikéw, dla znalezienia kolejnego elementu f-porzadku, tj. elementu xo:
bedzie to ten z bezposrednich R-nastepnikéw wierzchotka xq, dla ktérego wartosé
funkcji f jest najmniejsza. Jesli x; jest lisciem, to za nastepny w f-porzadku
(czyli za xp) bierzemy ten z bezposrednich R-nastepnikéw xg réznych od xi, dla
ktérego wartos¢ funkcji f jest najmniejsza. Przypus¢my, ze wierzchotki

X0, X1, - - -, Xn—1 zOStaty juz ustawione w ciag liniowy. Sposréd bezposrednich
R-nastepnikéw wierzchotka x,_1 wybieramy ten, dla ktérego wartos¢ funkgji £
jest najmniejsza i niech bedzie to kolejny wierzchotek w budowanym f-porzadku,
tj. wierzchotek x,. Jesli wierzchotek ten nie jest lisciem, to rozpatrujemy z kolei
zbiér wszystkich jego bezposrednich R-nastepnikéw, dla znalezienia kolejnego
elementu f-porzadku, tj. elementu x,.1. Jesli x, jest lisciem, to za nastepny w
f-porzadku (czyli za x,41) bierzemy ten z bezposrednich R-nastepnikéw x,_1
réznych od x,, dla ktérego wartos¢ funkcji f jest najmniejsza.
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Porzadek wzdtuzny wierzchotkow:

Wierzchotki drzewa numerowane wedle porzadku wzdtuznego.
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Porzadek poprzeczny wierzchotkéw:

(T) (T)
(“1) (5)

(6) (7) (8)
N \ \
(g") (1‘0) (11) (12)
(13) (14)

(1‘5)
(1‘6)

To samo drzewo, wierzchotki numerowane wedle porzadku poprzecznego.
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O drzewach

Wierzchotki nw-drzewa moga by¢ takze kodowane ciagami liczb (tu: 0, 1
oraz 2) np. wedle nastepujacej zasady:

@ korzen drzewa otrzymuje kod (0)

@ jesli wierzchotek o kodzie (ny,..., n,) ma doktadnie jednego
bezposredniego potomka, to 6w potomek otrzymuje kod
(n,...,nm,0)

o jesli wierzchotek o kodzie (ny, ..., n,) ma doktadnie dwéch
bezposrednich potomkéw, to otrzymuja oni kody: (ni,..., npy, 1) oraz
(My...,Nm,2).

Mozna tez uzy¢ w kodowaniach jedynie dwéch liczb, np. 0 1.
Wierzchotki drzewa z powyzszego przyktadu zakodowane zostana tak:

Jerzy Pogonowski (MEG) Logika Matematyczna 11-12 3, 10 stycznia 2008 18 / 102



Kodowanie wierzchotkow:

(0)
(0,1) (0,2)
(, ‘1 0) (o, ‘2 0)
(0, 1,‘ 0,0)
(0,2,0,1) (0,2,0,2)
0.1,6.0.1) (0,1,0,0,2) (0,2, (‘), 1,0) (0,2, (‘), 2,0)
(o,1,o,‘o,1,o> (0,1,0,‘07270>
(0,1, 0, (‘), 2,0,0)

\
(0,1,0,0,2,0,0,0)
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O drzewach

Rozwaza¢ bedziemy tzw. drzewa znakowane. Przez drzewo znakowane
(elementami ze zbioru L) rozumiemy pare uporzadkowana (D, f), gdzie D
jest drzewem, a f jest funkcja ze zbioru wierzchotkéw drzewa D w zbiér L.
Zwykle L bedzie pewnym zbiorem formut. Znakowanie drzew formutami
pozwala w precyzyjny sposéb méwi¢ o wystapieniach danej formuty w
drzewie.

Graficzne reprezentacje drzew sa rysunkami, na ktérych wierzchotki (jako$
znakowane — punktami, liczbami, formutami, itd.) potaczone s3 liniami,
odpowiadajacymi krawedziom. Przy tym, jesli (X, R, xo) jest drzewem, to
na rysunku zaznaczamy tylko krawedzie nalezace do R — R? (przy tym,
poprzedniki R umieszczane s3 nad nastepnikami).
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Intuicje dotyczace metody TA

Jak pamietamy z poprzednich wyktadéw, dla dowolnej formuty o jezyka
KRZ i dowolnego wartosciowania w zmiennych zdaniowych, wartos¢
formuty o przy tym wartosciowaniu jest jednoznacznie okreslona.

Jesli pamietasz tabelki prawdziwosciowe spéjnikéw logicznych, to obliczenie
wartosci dowolnej formuty przy danym warto$ciowaniu wykonaé mozesz
catkiem mechanicznie, bezmyslnie.

Jest to przy tym procedura typu bottom up — ustalasz kolejno wartosci
coraz bardziej ztozonych formut.

W metodzie tablic analitycznych mamy do czynienia z procedurg odwrotna:
top to bottom, w tym sensie, ze znajac wartos¢ pewnej formuty ustalamy
jakie s3 wartosci jej podformut.
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Intuicje dotyczace metody TA

Dla przyktadu, jesli implikacja & — 3 ma wartos¢ 0 przy danym
warto$ciowaniu zmiennych zdaniowych, to przy tymze warto$ciowaniu
formuta o ma wartosé 1, a formuta 8 ma wartosé 0.

A jesli implikacja o — B ma wartos$¢ 1 przy danym wartosciowaniu
zmiennych zdaniowych, to przy tymze wartosciowaniu nie moze by¢ tak,
aby o miata wartos¢ 1, a § miata wartos¢ 0.

To z kolei oznacza, ze zachodzi co najmniej jedno z dwojga: badz o ma
wartos¢ 0, badz 8 ma wartos¢ 1.

Nie jest jednak konieczne uwzglednianie trzech odpowiadajacych tej
sytuacji przypadkéw — wystarcza wspomniane dwie.
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Intuicje dotyczace metody TA

Podobnie, jesli alternatywa « VV 3 ma wartos¢ 1 przy danym wartosciowaniu
zmiennych zdaniowych, to przy tymze warto$ciowaniu badz o ma wartos¢
1, badz 8 ma wartos¢ 1.

Roéwniez w tym przypadku wystarczy rozwazy¢ jedynie te dwie mozliwosci. |

Jesli natomiast alternatywa « V 3 ma wartos¢ 0 przy danym wartosciowaniu
zmiennych, to przy tymze wartosciowaniu zaréwno o ma wartos¢ 0 jak i 3
ma wartos¢ 0.

Podobnie rzecz sie ma z pozostatymi formutami ztozonymi: koniunkcja i
réwnowaznoscia.
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Intuicje dotyczace metody TA

Dla dowolnej formuty o budujemy drzewo, w ktérego wierzchotku
umieszczamy formute a i ktérego pozostate wierzchotki sa podformutami
lub negacjami podformut formuty «; ile jest takich wierzchotkéw i jak s3
one pofaczone krawedziami okreslajg precyzyjne reguty, ktére oméwimy za
chwile. Ograniczmy sie w tym miejscu do jednego przyktadu; rozwazmy
mianowicie zaprzeczenie podanego na jednym z poprzednich wyktadéw
prawa Demokratycznego Upowaznienia Poprzez Aplauz, czyli
rozwazmy formute:

~(((p—= @) A(=p—q)) — q).

Jesli przypuscimy, ze ma ona wartos¢ 1 (przy jakims$ wartosciowaniu
zmiennych), to musimy kolejno uzna¢, ze (przy tymze wartosciowaniu):
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Intuicje dotyczace metody TA

e (1) formuta ((p — q) A (—p — q)) — g ma wartos¢ 0;

e (2.1) formuta (p — g) A (—p — g) ma wartos¢ 1, a jednoczesnie (2.2)
formuta ¢ ma wartosé 0;

@ (3.1) formuta p — g ma wartos¢ 1 oraz (3.2) formuta =p — g ma
wartos¢ 1;

@ (4) skoro p — g ma wartos¢ 1, to badz: (4.1) p ma wartos¢ 0, badz
(4.2) g ma wartos¢ 1;

o (5) warunki (2.2) oraz (4.2) s3 wzajem sprzeczne;

@ (6) skoro —=p — g ma wartos¢ 1, to badz: (6.1) —p ma wartos¢ 0,
badz (6.2) g ma wartos¢ 1;

@ (7) warunki (2.2) oraz (6.2) s3 wzajem sprzeczne;

@ (8) skoro —p ma wartos¢ 0 (z (6.1)), to (8.1) p ma wartos¢ 1;
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Intuicje dotyczace metody TA

@ (9) warunki (4.1) oraz (8.1) sa wzajem sprzeczne;

@ (10) przypuszczenie (1) musimy odrzuci¢;

@ (11) nie ma wartosciowania, przy ktérym formuta:
=(((p — q) A (=p — q)) — q) miataby wartos¢ 1;

e (12) formuta =(((p — q) A (—p — q)) — q) ma zatem wartos¢ 0 przy
kazdym wartosciowaniu;

(13) zatem formuta ((p — q) A (-p — q)) — g ma wartos¢ 1 przy
kazdym wartosciowaniu.
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Intuicje dotyczace metody TA

Intuicje dotyczace metody TA

Powyzsze rozumowanie reprezentowane moze by¢ poprzez drzewo
nastepujacej postaci:
~(((p = a) A (=P — q)) — q)
(p—q)A(-p—q)
-q
\
pP—q
\
/\
-p q
/\ ‘
—p q X
\
X

\
p

|
X
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Intuicje dotyczace metody TA

Gatezie tego drzewa odpowiadaja ciagom krokéw przeprowadzanego wyzej
rozumowania. W miejscach, gdzie dany wierzchotek ma dwéch potomkéw,
odpowiadajacy tej sytuacji krok rozumowania polegat na rozpatrzeniu
alternatywy przypadkéw. Kazda gataz tego drzewa konczy sie lisciem x,
umownie oznaczajacym, iz na gatezi jest para formut wzajem sprzecznych.
Prosze zauwazy¢, ze krok (8) w powyzszym rozumowaniu jest zbedny:
skoro ustalilismy w (4.1), ze p jest ma wartos¢ 0 oraz w (6.1), ze —p ma
wartos¢ 0, to juz w tym momencie otrzymalismy sprzecznos¢: nie ma
wartosciowania, przy ktérym p oraz —p maja wartos¢ 1.

Rozpatrzmy jeszcze jeden tylko przyktad: sprawdzmy, czy formuta

(p—a)A(pVa)

jest ma wartos¢ 1 przy jakims wartosciowaniu. Rozumujemy wtedy tak:
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Intuicje dotyczace metody TA

o (1) jesli (p — g) A (pV g) ma wartos¢ 1, to (1.1) p — g ma wartos¢ 1
oraz (1.2) pV g ma wartos¢ 1;

) skoro p — g ma wartos¢ 1, to badz: (2.1) p ma wartos¢ 0, badz
2.2) g ma wartos¢ 1;

e (3) w przypadku (2.1) mamy, skoro p V g ma wartos¢ 1, to badz:
3.1.) p ma wartos¢ 1, badz (3.2) g ma wartos¢ 1;

° (2
(
(
(
o (4) w przypadku (2.2) mamy, skoro p V g ma wartos¢ 1, to badz:
(4.1) p ma wartos¢ 1, badz (4.2) g ma wartos¢ 1,
(5) przypadki (2.1) oraz (3.1) sa wzajem sprzeczne;

(6) wszystkie (trzy) pozostate powyzsze przypadki s3 mozliwe;

(

7) formuta (p — g) A (p V g) ma wartos¢ 1 przy pewnych
wartosciowaniach zmiennych zdaniowych.
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Intuicje dotyczace metody TA

Rozumowanie to reprezentowane jest przez drzewo:

(p—>q)A‘(p\/q)

p—q
\
pVaq
-p q
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Intuicje dotyczace metody TA

Dodajmy jeszcze pare ogélnych uwag o metodzie tablic analitycznych.
Dwie najwazniejsze cechy tej metody to:

@ apagogicznos¢;

@ analitycznosc.

Apagogicznosé polega na tym, ze omawiana metoda jest metoda nie
wprost: sprowadza sie do wykluczania zajscia pewnych sytuacji. W
pierwszym z rozwazanych wyzej przyktadow wykluczylismy, ze prawo
Demokratycznego Upowaznienia Poprzez Aplauz ma przy
jakimkolwiek warto$ciowaniu zmiennych zdaniowych wartos¢ 0. W drugim z
powyzszych przyktadéw wykluczyliSmy, ze formuta (p — q) A(pV q) ma
wartos$¢ 0 przy wszystkich wartosciowaniach. O réznicach miedzy
metodami wprost i nie wprost (i o przewagach tych drugich) styszeliscie na
wyktadach w ponure czwartkowe popotudnia jesienia 2007 roku.

v
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Intuicje dotyczace metody TA

Analitycznos¢ metody polega na tym, ze przy ustalaniu wtasnosci
semantycznych formut (tu: wykluczaniu, ze maja wartos¢ 1 lub
wykluczaniu, ze maja wartos¢ 1) odwotujemy sie jedynie do wtasnosci
semantycznych podformut (oraz negacji podformut) badanej formuty.

W przypadku KRZ dochodzi jeszcze algorytmicznosé, w przypadku KRP
(Klasycznego Rachunku Predykatéw) jedynie péfalgorytmicznosé.
Dowiemy sie o tym wiecej w semestrze letnim.

Uwaga. Odwotania do semantycznych wtasnosci formut (ich
spetnialnosci przez wartosciowania) w powyzszych sformutowaniach sa
jedynie chwytem reklamowym. Omawiana metoda jest metoda
syntaktyczng. Okreslimy pewna relacje konsekwencji wyznaczona przez
tablice analityczne oraz pojecie tezy systemu tablicowego, a dopiero potem
pokazemy, ze pojecia te sg dobrane rozumnie i adekwatnie, tj. iz zachodza
twierdzenia o trafnosci oraz petnosci metody tablicowej.
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Tl siemeus
Tablice atomowe

Niech « oraz 3 beda dowolnymi formutami, a p dowolna zmienna zdaniowa
jezyka KRZ. Tablicami atomowymi s wszystkie drzewa (znakowane)
jednej z dziewieciu nastepujacych postaci:

-
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Definicja tablic analitycznych Tablice atomowe

Tablice atomowe

XR— R — >

—(a V)
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Tl siemeus
Tablice atomowe

aVp a—f —(a A p)
« I5] -« - 0
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Definicja tablic analitycznych Tablice atomowe

Tablice atomowe

Z pewnych powodéw (na potrzeby twierdzen o trafnosci i petnosci)
wygodnie jest uwaza¢ = za termin zdefiniowany (np. przez — i A) i nie
rozwaza¢ drzew atomowych dla =. W praktyce, mozemy (i bedziemy)
stosowa¢ reguty dotyczace formut w postaci réwnowaznosci oraz
zanegowanej réwnowaznosci:

a=pf —(a=p)
/\ /\
a e «Q e’
| | | |
B - - p
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Definicja tablic analitycznych Tablice atomowe

Tablice atomowe

Drzewo atomowe o wierzchotku (znakowanym przez) o bedziemy oznaczaé
przez D,.

Uwaga. Mozna budowa¢ rachunek tablic analitycznych dla dowolnego
zupetnego uktadu spéjnikéw prawdziwosciowych. Postugiwanie sie
symbolami zdefiniowanymi wymaga wtedy dodania regut zastepowania.
Uwaga. Mozna przyja¢ umowe, ze dla atomowych tabel rozgateziajacych
dany jest kanoniczny porzadek (poprzeczny lub wzdtuzny) , tj. ze w
rozgatezieniach zawsze piszemy w lewej gatezi np. pierwszy argument (lub
negacje pierwszego argumentu) formuty z korzenia tabeli atomowe;.
Umowa taka pozwolitaby méwi¢ w sposéb jednoznaczny np. o ,najbardziej
lewe]" gatezi drzew ztozonych.
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Definicja tablic analitycznych Tablice analityczne

Tablice analityczne

Tablica analitycznag jest kazde (znakowane) nw-drzewo powstajace przez
zastosowanie ponizszych konstrukcji:

@ (1) Kazda tablica atomowa jest tablica analityczna.

@ (2) Jesli D jest tablica analityczna, P jest gatezia w D zawierajaca
wierzchotek (znakowany przez) «, to D Lp, D, jest tablica
analityczna.

e (3) Jesli Dy, D1, Dy, ..., Dy, ... jest ciggiem tablic analitycznych
takim, ze Dpy1 powstaje z D, (dla n > 0) przez zastosowanie kroku
(2), to || Dy, jest tablica analityczna.
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Telifies anifiaens
Tablice analityczne

Uwaga. Czesto, dla uproszczenia wystawiania sie, bedziemy opuszczaé
zwrot ,znakowana przez'. Nie powinno to prowadzi¢ do nieporozumien.
Zauwazmy jednak, ze znakowanie wierzchotkéw drzewa formutami jest
istotne: jesli np. na gatezi P w tablicy D wystepuja formuty a A (3 oraz
a Ay i P = PUp, Dysg, to na gatezi i P/ Upy, Do~ formuta o wystapi
dwukrotnie.

Uwaga. W mys| powyzszej definicji, wykonanie kroku (2) kaze powtarzaé
wystapienie formuty na branej pod uwage (przedtuzanej) gatezi. W
praktyce, bedziemy dopisywa¢ do gatezi nie cate drzewo atomowe D,,, ale
jedynie graf powstajacy z D, poprzez usuniecie korzenia rp_. Sytuacja
bedzie nieco inna dla tablic analitycznych w Klasycznym Rachunku
Predykatéw, ale tym bedziemy sie martwi¢, za przyzwoleniem Losu, dopiero
wiosna tego roku.
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el spraeis
Tablice sprzeczne

Niech D bedzie tablica analityczng, a P gatezia w D. Méwimy, ze:

@ P jest sprzeczna, gdy istnieje formuta « taka, ze zaréwno «, jak i —«
s3 elementami P.
@ Tablica D jest sprzeczna, jesli kazda gataz w D jest sprzeczna.

Uwaga. Zamiast ,gataz sprzeczna” méwimy tez ,gataz zamknieta’, a gdy
P nie jest sprzeczna, to méwimy, ze P jest gatezig otwarta.
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Bewaily lieeus
Dowody tablicowe

e Dowodem tablicowym formuty o nazywamy kazda tablice sprzeczna
o korzeniu —a.

o Moéwimy, ze « jest tablicowo dowodliwa, jesli istnieje tablicowy
dowdd «. Jesli « jest tablicowo dowodliwa, to piszemy Fq.p av.

e Tablicowym odrzuceniem formuty « nazywamy kazda tablice
sprzeczna o korzeniu «.

e Moéwimy, ze « jest tablicowo odrzucalna, jesli istnieje tablicowe
odrzucenie . Jesli o jest tablicowo odrzucalna, to piszemy ;.5 .
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el et
Troche heurystyki

To co najwazniejsze, jesli chodzi o metode tablic analitycznych da sie
stresci¢ tak oto. Masz jakas formute jezyka KRZ. Budujesz jej tablice
analityczng. Kazda z konstruowanych gatezi odpowiada prébie konstrukg;ji
wartosciowania, dla ktérego rozwazana formuta ma wartos¢ 1. Jesli gataz
jest zamknieta (zawiera pare formut wzajem sprzecznych), to gataz taka
nie moze odpowiada¢ zadnemu wartosciowaniu, dla ktérego badana
formuta ma wartos¢ 1. Zamykanie gatezi to zatem wykluczanie
zachodzenia pewnych sytuacji. Natomiast istnienie gatezi otwartych w
tabeli analitycznej danej formuty ukazuje, ze istnieja wartosciowania, przy
ktérych formuta ta ma wartosé 1.
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el et
Troche heurystyki

Jesli podczas tworzenia fancucha formut w konstruowanej tablicy
analitycznej uzyskamy w tym fancuchu pare formut wzajem sprzecznych, to
dalsza praca z tym fafncuchem jest niepotrzebna: mozemy ja zakonczy¢,
doklejajac do takiego fancucha lis¢ z informacja o uzyskaniu sprzecznosci i
otrzymujac w ten sposéb gataz zamknieta drzewa, traktowang jako twor
kompletny. Pamietasz: Sprzecznos¢ to smier¢ logiczna. Nadto, z kultury
masowej pamietasz: A kto umart, ten nie Zyje. Podstawowym celem
budowania tabel analitycznych jest uzyskiwanie fancuchéw zamknietych, tj.
zbioréw formut wsréd ktérych jest para formut wzajem sprzecznych. Jesli
jakis zbioér formut zawiera pare formut wzajem sprzecznych, to kazdy jego
nadzbior takze te pare zawiera. Mozna zakonczyé prace.
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el et
Troche heurystyki

Zasada 1.
Sprawdzaj po kazdym kroku, czy mozesz zamknac, ktéras z gatezi.
Jesli tak, to oznacz ja x i nie przedtuzaj.

Poniewaz kolejne kroki dotycza wszystkich otwartych gatezi drzewa, warto
(dla unikniecia, jesli to mozliwe, podwdojnej pracy) przestrzegac tez zasady:

Zasada 2.
Najpierw stosuj reguty nie powodujace rozgatezienia drzewa,
a dopiero potem reguty powodujace rozgatezienie.
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Notacja i analiza przyktadéw, z komentarzem Notacja
Notacja

Omowimy teraz jedng z mozliwych notacji, stosowanych w praktycznych
zastosowaniach metody tablic analitycznych. Notacja uwzglednia¢ bedzie:

@ numeracje wykonywanych krokéw

e informacje dotyczaca regut wykorzystywanych w poszczegélnych
krokach

@ wyniki wykonania poszczegélnych krokéw.

Uwaga. Wymienione wyzej informacje nie sg elementami sktadowymi
tablic analitycznych. Stanowia (metajezykowe) komentarze, utatwiajace
odczytywanie dowodéw tablicowych.
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Notacja i analiza przyktadéw, z komentarzem Notacja

Stosujemy nastepujace konwencje: )

e Formuta umieszczana w korzeniu tablicy otrzymuje numer (0), z lewej
strony. W dalszym ciggu, gdy bedziemy rozpoczyna¢ budowe tablicy z
zatozen, poszczegélne zatozenia a1, ap,. .., a, otrzymaja numery:
(0.1),(0.2),...,(0.n), odpowiednio.

@ Numer kazdego kroku (w tworzeniu tablicy) piszemy z prawej strony
formuty, do ktérej stosujemy 6w krok. Jest to liczba z kropka,
umieszczana w goérnej frakcji. Za tym numerem dodajemy informacje,
jaka reguta jest wykorzystywana w danym kroku. Jest to oczywiscie
informacja nadmiarowa, poniewaz dla dowolnej formuty mozna
zastosowa¢ tylko jedna regute rozktadu, ale — jak sadzimy —
przydatna dydaktycznie, co najmniej na poczatkowym etapie uczenia
sie rozwazanej metody.

@ Wynik wykonania kroku o numerze n. (a wiec pewna formuta lub
formuty) jest numerowany z lewej strony, liczba w nawiasach
okragtych: (n) (z indeksami, o ktérych nizej).
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Notacja i analiza przyktadéw, z komentarzem Notacja

Przyjmujemy nastepujace konwencje dotyczace numeracji wynikéw
wykonania poszczegélnych krokéw:

o Jesli w kroku n. zastosowano regute nierozgateziajaca tworzenia tablicy
atomowej dla podwdjnej negacji, to wynik wykonania kroku n.
otrzymuje numer (n).

o Jesli w kroku n. zastosowano (inna niz powyzsza) regute
nierozgateziajacy (a wiec regute tworzenia tablicy atomowej dla:
koniunkgji, zaprzeczonej implikacji lub zaprzeczonej alternatywy), to
wynikiem jest para formut, ktére zapisujemy jedna pod druga na danej
gatezi i ktére numerujemy: (ng) i (ng).

o Jesli w kroku n. zastosowano regute rozgateziajaca (a wiec regute
tworzenia tablicy atomowej dla: zaprzeczonej koniunkgji, implikacji lub
alternatywy), to wynikiem jest para formut, tworzaca rozgatezienie;
formuty te uzyskuja numery: (n;) i (np).
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Notacja i analiza przyktadéw, z komentarzem Notacja

Zgodnie z zastrzezeniem dotyczacym réwnowaznosci =, podanym po
definicji tablic atomowych, nie powinnismy budowa¢ tablic analitycznych
dla formut postaci o = 3, uzywajac w takich przypadkach tablicy np. dla
formuty (o — B) A (8 — «). Niejedno juz w zyciu popetnilismy
swinstewko, i w tym przypadku réwniez na swinstewko sobie pozwolimy.
Bedziemy budowac tablice dla formut postaci o = 3 oraz —(a = 3). Przy
tym:

@ Wynikiem wykonania kroku n. dla formuty postaci o = /3 jest para par
formut, tworzaca rozgatezienie. Formuty pierwszej pary, w gatezi lewej
otrzymuja numery: (ny) i (ng) i podpisywane sa jedna pod druga na gatezi
lewej. Formuty drugiej pary, w gatezi prawej otrzymuja numery: (npg) i
(npa) i podpisywane s3 jedna pod druga na gatezi prawe;j.

@ Wynikiem wykonania kroku n. dla formuty postaci —(« = 3) jest para par
formut, tworzaca rozgatezienie. Formuty pierwszej pary, w gatezi lewej
otrzymuja numery: (ny) i (ng) i podpisywane sa jedna pod druga na gatezi
lewej. Formuty drugiej pary, w gatezi prawej otrzymuja numery: (npg) i
(npa) i podpisywane s3 jedna pod druga na gatezi prawe;j.

Jerzy Pogonowski (MEG) Logika Matematyczna 11-12 3, 10 stycznia 2008 48 / 102



Notacja i analiza przyktadéw, z komentarzem Notacja
Notacja

Gataz zamknieta tablicy opatrujemy lisciem X, 5, gdzie m oraz n s3
numerami wzajem sprzecznych formut, wystepujacych na tej gatezi.
Gatezie otwarte tablicy opatrujemy lis¢mi o, numerowanymi kolejno, jesli
jest ich wiecej niz jedna. Czasem stosujemy tez inne znaczki dla gatezi
otwartych, np.: &, &, Qi #.

Uwaga. Wymienione wyzej symbole dla oznaczania gatezi zamknietych i
otwartych tablicy nie sg elementami tablicy, s3 (metajezykowymi)
komentarzami, majacymi utatwia¢ czytanie dowodoéw.

Uwaga. Wynik wykonania kroku n. powinien zostaé umieszczony na
kazdej gatezi, ktéra zawiera formute (doktadniej: wystapienie formuty), do
ktorej 6w krok jest stosowany. W praktyce, nie bedziemy stosowa¢ sie do tej
powinnosci w odniesieniu do gatezi zamknietych: wynik wykonania kroku n.
bedzie umieszczany na kazdej otwartej gatezi, ktéra zawiera formute
(doktadniej: wystapienie formuty), do ktérej 6w krok jest stosowany.
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Notacja i analiza przyktadéw, z komentarzem Notacja
Notacja

Uwaga. Tablice analityczne sg cafosciami, tworami, by tak rzec,
statycznymi. Gdy méwimy o budowaniu tablicy analitycznej, to
traktujemy ja dynamicznie, jako twor, ktéry jest krok po kroku
konstruowany. Rzecz ma sie tu doktadnie tak samo, jak w przypadku
dowodéw dotychczas omawianych (aksjomatycznych lub zatozeniowych).

Powtoérka. Procedura budowy tabeli analitycznej nie jest deterministyczna:
mozemy w réznej kolejnosci wybiera¢ z danego taincucha formuty i stosowaé
odpowiednie reguty. Zaréwno ze wzgledéw estetycznych, jak i biorac pod uwage
ekonomie konstrukcji tablic, zaleca sie stosowanie: najpierw regut
nierozgateziajacych, a w dalszej kolejnosci regut rozgateziajacych. Innym
zaleceniem w budowie tablic analitycznych jest: sprawdzaj w kazdym kroku, czy
na ktérejs z budowanych gatezi nie wystapita juz para formut wzajem
sprzecznych. Jesli tak jest, to oznacz te gataz lisciem x jako zamknieta
(sprzeczna) i nie uwzgledniaj jej w dalszej konstrukgji.

Jerzy Pogonowski (MEG) Logika Matematyczna 11-12 3, 10 stycznia 2008 50 / 102



Notacja i analiza przyktadéw, z komentarzem Notacja

Kodowanie wierzchotkéw tablicy analitycznej

Niech wystapienie o w tablicy analitycznej D ma kod (n1, ..., nm). Wtedy:J

@ jesli & ma posta¢ == (3, to (3 otrzymuje kod (ni,...,nm,0)

o jesli D, jest drzewem nierozgateziajacym, to jego wierzchotki (rézne
od rp, ) otrzymuja kody: (ni,...,nm,1) (pierwszy wierzchotek gatezi
rézny od rp,) oraz (ni,...,nm,2) (drugi wierzchotek gatezi rézny od
rDa)

e jesli D, jest drzewem rozgateziajacym, to jego wierzchotki (rézne od
rp, ) otrzymuja kody: (ni,...,nm,1) (w gatezi lewej) oraz
(n,...,nm,2) (w gatezi prawej).

Uwaga. Terminy: ,pierwszy"”, ,drugi’, ,lewy” oraz ,prawy” odnoszj sie do
rysunkéw w definicji tablic atomowych. Nie bedziemy nizej korzystaé z tego
kodowania, pokazujemy jedynie, ze jest mozliwe.
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Notacja i analiza przyktadéw, z komentarzem Analiza przyktadéw
Przyktad 1

Tablica analityczna formuty (p — ¢) A (p V q): )
(0) (p— q) ? (pVa) L
(1) p T g
(1)) pva®”
(21) —p (25) q
/\ /\
(31) p‘ (3p) ? (31) /‘J (3p) TI
X2,.3 o1 02 o3
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Notacja i analiza przyktadéw, z komentarzem Analiza przyktadéw
Przyktad 1

Sposéb budowania tego drzewa jest widoczny z umieszczonych w nim
komentarzy:

@ W korzeniu umieszczamy formute (p — q) A (p V q) i opatrujemy ja z
lewej strony numerem (0).

o Gtéwnym spdjnikiem formuty (0) jest koniunkcja. Wykonujemy zatem
krok 1. wedle zalecen tablicy atomowej dla koniunkgji.

e Otrzymujemy formuty bedace cztonami tej koniunkgji: p — g oraz
pV q. Przypisujemy im numery: (1,) oraz (14) i podpisujemy obie
formuty pod korzeniem drzewa. Utworzylismy w ten sposéb tancuch
skfadajacy sie z formut o numerach: (0), (15) i (14).

e Gtéwnym spéjnikiem formuty o numerze (1) jest implikacja.
Wykonujemy zatem krok 2. wedle zalecen tablicy atomowej dla
implikacji, tworzac rozgatezienie w drzewie.
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Notacja i analiza przyktadéw, z komentarzem Analiza przyktadéw
Przyktad 1

o W lewej gatezi umieszczamy zaprzeczony poprzednik implikacji (1),
czyli formute —p i opatrujemy te formute numerem (2)).

o W prawej gatezi umieszczamy nastepnik implikacji (15), czyli formute
q i opatrujemy te formute numerem (2,).

@ Zbudowalismy w ten sposéb dwa fancuchy, ztozone, odpowiednio, z
formut o numerach:

o (0). (1), (La) i (21)
° (0). (1g), (1) i (2p)-

e Jedyna formuta, do ktérej mozna jeszcze stosowaé jakies reguty
wyznaczone przez tablice atomowe jest formuta o numerze (14), czyli
pV q. Jej spéjnikiem gtéwnym jest alternatywa. Wykonujemy zatem
krok 3. wedle zalecen tablicy atomowej dla alternatywy, tworzac dwa
dalsze rozgatezienia w drzewie: zaréwno pod formuta o numerze (2)),
jak i pod formuta o numerze (2,).
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Notacja i analiza przyktadéw, z komentarzem Analiza przyktadéw
Przyktad 1

o W lewej gatezi wyniku wykonania kroku 3. piszemy formute p
(pierwszy czton alternatywy p V q) i opatrujemy ja numerem (3;). W
prawej gatezi wyniku wykonania kroku 3. piszemy formute g (drugi
czton alternatywy p V q) i opatrujemy ja numerem (3,).

@ Do zadnej z formut nie mozna juz zastosowaé zadnej reguty rozktadu
podanej w definicji tablic atomowych. Poniewaz na gatezi ztozonej z
formut o numerach: (0), (1g), (14). (2/) oraz (3/) wystepuje para
formut wzajem sprzecznych (a mianowicie formuty o numerach: (2/) i
(31)), wiec gataz te oznaczamy jako zamknieta (sprzeczna),
podpisujac pod nig lis¢ x», 3,. Pozostate (trzy) gatezie sg otwarte.
Jegli jest to potrzebne (np. dla podania wartosciowan, przy ktérych
formuta z korzenia drzewa przyjmuje wartos¢ 1, jak bedziemy to
pdzniej stosowad), to gatezie te jakos numerujemy, np. tak, jak
zrobiono to na rysunku.

Jerzy Pogonowski (MEG) Logika Matematyczna 11-12 3, 10 stycznia 2008 55 / 102



Notacja i analiza przyktadéw, z komentarzem Analiza przyktadéw
Przyktad 2

Przywotajmy po raz kolejny $wietnie nam juz znane prawo
Demokratycznego Upowaznienia Poprzez Aplauz, odgrywajace jakze
fundamentalna role w wielu wyborach:

((p—aq)A(=p—q)) —q.

Zbudujemy tablice analityczng dla zaprzeczenia tego prawa, tj. dla formuty:

(*) ~(((p—a)A(=p—q)) — q).

Budowe tablicy rozpoczynamy od korzenia, w ktérym umieszczamy formute
(%), a nastepnie stosujemy reguty rozktadu formut (wyliczone w zestawie
tablic atomowych):
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Notacja i analiza przyktadéw, z komentarzem Analiza przyktadéw
Przyktad 2

1.7~

(0) ~(((p — q) /‘\ (-p—q)) — q)
(1) (p— ) A(=p—q) "
(14) ~q

(2g)p—>q3‘

(24) =P —q*~

(31) —p (3p) g
\
— X1d73p
(4) =—p * (4p) ‘q
\
(5)p X1g:4p
\
X4,,5
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Notacja i analiza przyktadéw, z komentarzem Analiza przyktadéw
Przyktad 2

@ W korzeniu tablicy umieszczamy formute
=(((p — @) A(=p — q)) — q) i opatrujemy ja numerem (0). Je]
spojnikiem gtéwnym jest negacja (implikacji), a wiec krok numer 1.
wykorzystuje regute podang dla tablicy atomowej zanegowane;j
implikacji. Umieszczamy, jedna pod druga, formuty:

(Ig) (p— q) A(—p — q) (poprzednik implikacji (0)) oraz (1g) —q
(nastepnik implikacji (0)).

@ Formutfa o numerze (1) jest koniunkcja, a wiec w kroku 2. stosujemy
regute podana dla tablicy atomowe] koniunkcji: umieszczamy, jedna
pod druga, formuty: (2,) p — q (pierwszy czton koniunkcji (1))
oraz (24) —p — q (drugi czton koniunkgji (1)).
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Notacja i analiza przyktadéw, z komentarzem Analiza przyktadéw
Przyktad 2

e Mamy teraz wybér: nastepny krok moze dotyczy¢ badz formuty o
numerze (2;), badz formuty o numerze (24). Kazda z tych mozliwosci
owocuje rozgatezieniem. Wybierzmy pierwsza z nich. W kroku 3.
stosujemy zatem regute podana w tablicy atomowej dla implikacji do
formuty: (25) p — q. Wyniki wykonania tego kroku zapisujemy w
rozgatezieniach: w lewej gatezi piszemy (3,) —p, a w prawej piszemy
(3p) @

@ Zauwazamy (!) w tym momencie, ze gataz prawa zawiera pare formut
wzajem sprzecznych: sg to formuty o numerach (14) oraz (3,).
Zgodnie z podanym wyzej zaleceniem, gataz te zamykamy, dopisujac
do niej lis¢ informujacy o wystapieniu pary formut wzajem
sprzecznych: x1,3,. W dalszej konstrukcji tabeli, gatezi tej nie
bierzemy juz pod uwage.
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Notacja i analiza przyktadéw, z komentarzem Analiza przyktadéw
Przyktad 2

@ Pozostaje zatem gataz konczaca sie formuta o numerze (3,) oraz jedna
tylko formuta niezredukowana, czyli taka, do ktérej dotad nie
zastosowano zadnej reguty rozktadu podanej w spisie tablic
atomowych. Jest to formuta o numerze (24), bedaca implikacja. W
kroku 4. stosujemy do niej regute dla implikacji, podana w spisie tablic
atomowych: tworzymy rozgatezienie, umieszczajac w lewej jego gatezi
formute (4)) ——p (czyli zaprzeczony poprzednik implikacji (24)), a w
jego prawej gatezi formute (4,) g (czyli nastepnik implikacji (24)).

e Zauwazamy (!) w tym momencie, ze gataz prawa zawiera pare formut
wzajem sprzecznych: s3 to formuty o numerach (14) oraz (3;).
Zgodnie z podanym wyzej zaleceniem, gataz te zamykamy, dopisujac
do niej lis¢ informujacy o wystapieniu pary formut wzajem
sprzecznych: x1,4,. W dalszej konstrukcji tabeli, gatezi tej nie
bierzemy juz pod uwage.

Jerzy Pogonowski (MEG) Logika Matematyczna 11-12 3, 10 stycznia 2008 60 / 102



Notacja i analiza przyktadéw, z komentarzem Analiza przyktadéw
Przyktad 2

e Jedyna pozostata gataz otwarta to cigg formut zaczynajacy sie od
formuty (0), a konczacy sie formuta (4/). Do formuty o numerze (4),
a wiec do formuty ——p stosujemy, w kroku 5., regute dla podwdjnej
negacji, wymieniona w zestawie tablic atomowych. W rezultacie
wykonania kroku 5. otrzymujemy formute o numerze (5), czyli p,
ktéra podpisujemy pod formuta o numerze (4).

e Zauwazamy (!!) teraz dwie rzeczy:

o Na gatezi zaczynajacej sie od formuty (0), a konczacej sie formuta (5)
wystepuje para formut wzajem sprzecznych: s3 to formuty o numerach
(3/) oraz (4/), a takze formuty o numerach: (3,) oraz (5). Zgodnie z
podanym wyzej zaleceniem, gataz te zamykamy, dopisujac do niej lis¢
informujacy o wystapieniu pary formut wzajem sprzecznych: x3, 5
(albo: x3, 4,).

o Wszystkie gatezie tablicy sa zamkniete (sprzeczne). Zbudowalismy
zatem sprzeczng tablice analityczng o korzeniu

~(((p=q) A (=P —q)) = q).
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Notacja i analiza przyktadéw, z komentarzem Analiza przyktadéw
Przyktad 2

Koniec pracy. Pozostaje tylko ogtoszenie wyniku: skoro tablica o korzeniu
=(((p — q) A(=p — q)) — q) jest sprzeczna, to pokazalismy tym samym,
ze formuta:

((p—a)A(-~p—q))—aq,
nasze ulubione prawo Demokratycznego Upowaznienia Poprzez
Aplauz, ma dowdéd tablicowy (jest nim wtasnie zbudowana przed chwila
tablica). W innym jeszcze, réwnoznacznym, sformutowaniu: formuta ta jest
tablicowo dowodliwa (jest teza systemu tablic analitycznych):

Feab (P — @) A (=P — q)) — q.
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Notacja i analiza przyktadéw, z komentarzem Analiza przyktadéw
Przyktad 2

Uwaga. Zauwazmy, ze dla zamkniecia ,,najbardziej lewej" gatezi powyzszej tablicy
nie byto konieczne wykonanie kroku 5.; juz wczesniej (przed wykonaniem tego
kroku) na gatezi tej znajdowata sie para formut wzajem sprzecznych: byty to
formuty o numerach (3/) oraz (4).

Uwaga. Zaleca sie poréwnanie konstrukeji powyzszej tabeli analitycznej (w tym
przypadku: dowodu tablicowego) z komentarzem dotyczacym prawa
Demokratycznego Upowaznienia Poprzez Aplauz zamieszczonym wyzej.
Uwaga. Staramy sie, aby rysowane drzewa byty, w miare moznosci, estetyczne, a
wiec np.: gataz pod dang formuta rozpoczynata sie pod spéjnikiem gtéwnym tej
formuty, formuty pod taficuchami ,biegnagcymi” w lewo lub prawo znajdowaty sie
mniej wiecej w takim miejscu, aby dochodzaca do nich krawedz wypadata w ich
wsrodku”, itp. Nie zawsze sie to udaje i porazka estetyczna nie jest powodem, aby
chlipa¢ i rozdziera¢ szate. W przypadku tabeli wyzej pokazanej, np. korzen
drzewa nalezatoby usytuowa¢ na rysunku nieco inaczej niz to uczyniono.

W dalszym ciagu bedziemy czasem korzysta¢ z mozliwosci liniowego
uporzadkowania wierzchotkéw tablicy analitycznej.
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Notacja i analiza przyktadéw, z komentarzem Analiza przyktadéw
Przyktad 3

Zbudujemy tablice analityczne: )

e (1) dla formuty (p — q) — —=(p — —q) oraz
@ (2) dla zaprzeczenia tej formuty, tj. dla formuty
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Notacja i analiza przyktadéw, z komentarzem Analiza przyktadéw
Przyktad 3

©) (p—aq) —=(p——q) "
(1) ﬁ(PTq) 2 (1) ﬁ(prﬁq) s
(2g) ‘P (3g) ‘P
(24) ﬁ‘q (34) _'ﬁ‘q 4
01 (4) ¢‘7
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Notacja i analiza przyktadéw, z komentarzem Analiza przyktadéw
Przyktad 3

(0) —l(p— q) T R CE))
(lg) pP—q >

(1a) —~=(p L —q)

2 p L -q *

—

5.7

—

(41) _‘F" (4p) _“q (41) _'I‘J (4p) —‘\q

01 02 o3 X3,,4p
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Poprawno$é metody TA Trafnoéé metody TA

Trafnos¢ metody TA

Twierdzenie 11.1. Trafnos¢ Metody Tablic Analitycznych.
Jesli o ma dowdd tablicowy, to « jest tautologia KRZ.

Tak wiec, wszystko, co mozemy udowodni¢ metoda tablicowa okazuje sie
prawem (tautologia) KRZ.
Jest (w potowie) dobrze.

Dowdd twierdzenia 11.1.: w pliku tabkrz.pdf. ]
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Peliese sttty TR
Petnos¢ metody TA

Twierdzenie 11.2. Petnos¢ Metody Tablic Analitycznych.

Jesli « jest tautologia KRZ, to o ma dowdd tablicowy.

Tak wiec, kazde prawo (tautologia) KRZ ma dowdd tablicowy.
Jest catkiem dobrze.

Dowdd twierdzenia 11.2.: w pliku tabkrz.pdf. ]
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Hemeedtomie iEliicous
Tabele analityczne ze zbioru zatozen

Niech X bedzie (by¢ moze nieskonczonym) zbiorem formut jezyka KRZ.
Definiujemy tablice analityczne ze zbioru zatozenn X przez indukcje:

o Kazda tablica atomowa jest tablica analityczng ze zbioru zatozen X.

@ Jesli D jest tablica analityczng ze zbioru zatozen X oraz a € X, to
| |(D Up ) jest tablica analityczng ze zbioru zatozen X, gdzie suma | |
brana jest po wszystkich gateziach otwartych w D.

@ Jesli D jest tablicg analityczna ze zbioru zatozen X, P gatezia w D, a
a € X, to DUp D, jest tablica analityczng ze zbioru zatozen X.
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Hemeedtomie iEliicous
Konsekwencja tablicowa

Dowodem tablicowym formuty o ze zbioru zatozen X nazywamy
kazda sprzeczna tablice analityczna ze zbioru zatozen X o korzeniu —a.

Jesli istnieje dowdd tablicowy formuty a ze zbioru zatozen X, to méwimy
ze « jest konsekwencja tablicowa X (lub: « jest tablicowo dowodliwa
(wyprowadzalna) z X) i piszemy wtedy: X b5 «.

e Operacja konsekwencji tablicowej C.,;, zdefiniowana jest
nastepujaco:

Ctab(X) = {Oé S FKRZ - X l_tab a}.
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Poprawno$é metody TA Konsekwencja tablicowa

Trafnos¢, petnosé, zwartoscé

Twierdzenie 11.3. Trafnos¢ dowodow tablicowych z zatozen.
Jesli @ ma dowdd tablicowy z zatozen X, to X Ekrz «, czyli o wynika
logicznie z X.

Twierdzenie 11.4. Petnosé dowoddéw tablicowych z zatozen.
Jesli o wynika logicznie z X (czyli X Ekrz @), to @ ma dowdd tablicowy z
zatozen X.

v

Twierdzenie 11.5. Zwartosé.

Niech X bedzie nieskoniczonym zbiorem formut jezyka KRZ. X jest
spetnialny (semantycznie niesprzeczny) wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy
skonczony podzbiér Y zbioru X jest spetnialny.

Dowody twierdzen 11.3.-11.5: w pliku tabkrz.pdf.
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Hemeedtomie iEliicous
| co dalej?

Wiedzac, ze metoda TA jest trafna i petna, mozemy ja wykorzystac¢ dla
ustalania czy:

@ dana formuta jest spetnialna,

@ dana formuta jest odrzucalna,

@ dana formufa jest tautologia KRZ,

@ dana formuta jest kontrtautologia KRZ,

@ dany zbiér formut jest semantycznie sprzeczny,

@ dana formuta wynika logicznie z podanego zbioru formut.
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Tautologie i kontrtautologie KRZ

Przypominamy: )

e Formuta « jest tautologia KRZ (prawem KRZ) wtedy i tylko wtedy,
gdy Val(a, w) =1 dla kazdego wzz w.

o Formuta « jest kontrtautologia KRZ wtedy i tylko wtedy, gdy
Val(a, w) = 0 dla kazdego wzz w.

Aby méc stwierdzi¢, ze formuta ma przy kazdym wartosciowaniu warto$é:

o 1 — nalezy wykluczy¢ mozliwos¢, ze ma ona wartos¢ 0 przy jakim$
wartosciowaniu,

@ 0 — nalezy wykluczyé mozliwos¢, ze ma ona wartos¢ 1 przy jakims

wartosciowaniu.
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Przyktad 4

Przyktad 4. Czy formuta (p — q) — —(p — —q) jest tautologia czy
kontrtautologiag rachunku zdan?

Rozpoczynamy od sprawdzenia czy formuta ta jest tautologia KRZ.
Budujemy tablice analityczna dla negacji tej formuty (co odpowiada
przypuszczeniu, ze formuta w korzeniu przyjmuje wartos¢ 1 dla jakiegos
wartosciowania):
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Tautologie i kontrtautologie KRZ

1.7~

-[(p—q)— F(p — —q)]

(g) p—q >
(14) ﬁﬂ(prﬂq) a
K
(4) —p (4p) —q (4) —-p (4p) —q
! ! ! -

Z istnienia gatezi otwartej w powyzszym drzewie wynika, ze formuta
(p — gq) — —(p — —q) nie jest tautologia.
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Tautologie i kontrtautologie KRZ

Sprawdzimy, czy jest ona kontrtautologia:

(p—q)— ~(p— —q)

s

(1) ~(p—q) > (1p) ~(p— —q)

(2¢) p (3g) p
(24) TCI (34) ﬁrq T
o (4) q

Wida¢, ze formuta (p — ¢) — —(p — —q) nie jest réwniez kontrtautologia KRZ.
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Tautologie i kontrtautologie KRZ

Przyktad 5. Modus ponendo ponens: (a« — ) Aa —

la—=Bra—pl b
(1g) (a ‘—> B)Na 2"
(1a) ﬂ‘ﬁ
20) a5 o
(24) C‘%
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Przyktad 6. Modus tollendo tollens: ((a« — ) A =) — -«

lla A3 =] 1
(1) (a T BYA-3 3"

(1g) —a 27

(2) «

|
(3g) a— B s
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Semantyczna niesprzeczno$é

Semantyczna niesprzecznosc¢

Przypominamy: |

Zbiér formut X jest semantycznie niesprzeczny, wtedy i tylko wtedy, gdy
istnieje warto$ciowanie, przy ktérym wszystkie formuty z tego zbioru maja
wartos¢ 1. W przeciwnym przypadku méwimy, ze zbiér ten jest
semantycznie sprzeczny.

Zatem, zbiér formut jest semantycznie sprzeczny wtedy i tylko wtedy, gdy
nie istnieje wartosciowanie przy ktérym wszystkie formuty z tego zbioru
maja wartos¢ 1.
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Semantyczna niesprzeczno$é

Do badania czy dany zbiér formut jezyka rachunku zdan jest semantycznie
niesprzeczny mozna zastosowac tabele analityczne w nastepujacy sposéb:

@ Przypuszczamy, ze istnieje takie wartosciowanie, przy ktérym wszystkie
formuty z rozwazanego zbioru przyjmuja wartos¢ 1.

© Budujemy tablice analityczna, w ktérej umieszczamy formuty z badanego
zbioru (numerujac je przez 0.1,0.2,...).

© Z ksztattu otrzymanego drzewa odczytujemy odpowiedz:

i) zbiér jest semantycznie niesprzeczny, gdy drzewo ma co najmniej
jedna gataz otwarta,

ii) zbiér jest semantycznie sprzeczny jezeli wszystkie gatezie drzewa s3
zamkniete.

Przypadek ii) przeczy zatozeniu poczynionemu na poczatku (w punkcie 1)
przypuszczeniu, co oznacza, ze nie istnieje takie wartosciowanie przy ktérym
wszystkie formuty z rozwazanego zbioru maja warto$¢ 1. A co za tym idzie,
badany zbiér zdan jest semantycznie sprzeczny. W przeciwnym przypadku jest on
semantycznie niesprzeczny, a warto$ciowanie przy ktérym wszystkie formuty z
rozwazanego zbioru przyjmuja warto$¢ 1 mozna odczytac z gatezi otwartej drzewa.
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Przyktad 7

Przyktad 7.
Sprawdzimy, czy zbiér formut:

{p,=q,—r,p—(sVit),t—(rAq)}

jest semantycznie niesprzeczny.

Skorzystamy z liniowego uporzadkowania wierzchotkéw budowanej tablicy
analitycznej, poniewaz cafa tablica nie miesci sie na tej kartce. Jest to
porzadek wzdtuzny. Mozna z niego zrekonstruowaé odnosne drzewo.
Cwiczenie: zréb to.
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Semantyczna niesprzeczno$é

ook wbdH=
A~ N N N N

0 ~
—~
N =
T
0

10. (3,) rAg *
11. (4g) r
12. (44) g
X0.2,44
13. (2,) ¢
14. (3)) —t
X253
15. (3,) rAg?®
16. (5) r
17. (54) q
X0.3,54

Tabela ma gataz otwarta (formuty o numerach: (0.1), (0.2), (0.

(0.5), (1

niesprzeczny.

p): (21), (3/)), a wiec rozwazany zbiér jest semantycznie

3), (0.4),
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Przyktad 8

Przykfad 8.
Sprawdzimy, czy zbiér formut:

{p—=q,r—q,pVvr—q}

jest semantycznie niesprzeczny.

Skorzystamy z liniowego uporzadkowania wierzchotkéw budowanej tablicy
analitycznej, poniewaz cata tablica nie miesci sie na tej kartce. Mozna z
niego zrekonstruowa¢ odnosne drzewo. Cwiczenie: zréb to.

Tabela ma (akurat wszystkie) gatezie otwarte, a wiec rozwazany zbidr jest
semantycznie niesprzeczny:
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Semantyczna niesprzeczno$é

1. (01) p—gqt

2. (02) r—gq >

3. (03) pvr—gq ?

4. (1) -p 13. (1) q
5. (2) ~(pvr) 3 14. (2) ~(pvr) *7
6. (3¢) —p 15. (4g) —p
7. (34) —r 16. (44) —r
8 (5/) -r 17. (5/) -r
9. (5,) g 18. (55) g
10. (2,) ¢ 19. (2) g
11. (5) -r 20. (5)) —r
12. (5,) ¢ 21. (5) q

Jerzy Pogonowski (MEG) Logika Matematyczna 11-12 3, 10 stycznia 2008 84 / 102



Przyktad 9

Przykfad 9.
Sprawdzimy, czy zbiér formut:

{p—r,pvr,qVvr,r— —p,-p— —r}

jest semantycznie niesprzeczny.

Skorzystamy z liniowego uporzadkowania wierzchotkéw budowanej tablicy
analitycznej, poniewaz cata tablica nie miesci sie na tej kartce. Mozna z
niego zrekonstruowa¢ odnosne drzewo. Cwiczenie: zréb to.

Tabela analityczna ma wszystkie gatezie zamkniete, a wiec rozwazany zbiér
jest semantycznie sprzeczny:
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Semantyczna niesprzeczno$é

o

10.
11.
12.

13.

NogsrwbH

1.~

X2p,4p

Jerzy Pogonowski (MEG)

14.
15.
16.
17.

18.
19.

20.
21.
22.

23.
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Wynikanie logiczne

Przypominamy:

@ Formuta o wynika logicznie ze zbioru formut zdaniowych X
wtedy i tylko wtedy, gdy formuta @ ma wartos¢ 1 przy kazdym
wartosciowaniu, przy ktérym wszystkie formuty ze zbioru X maja
wartos¢ 1.

Szczegélnym przypadkiem jest wynikanie logiczne formuty z formuty:

e Formuta 8 wynika logicznie z formuty a wtedy i tylko wtedy, gdy 3
ma wartos$¢ 1 przy kazdym wartosciowaniu, przy ktérym formuta o ma

wartosc 1.

v
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Woynikanie logiczne

Do sprawdzenia, czy dana formuta o wynika ze zbioru formut zdaniowych X
mozna wykorzysta¢ tabele analityczne w nastepujacy sposéb:

@ zaktadamy, ze wszystkie formuty ze zbioru X maja wartos¢ 1 przy dowolnym
wzz w,

@ przypuszczamy, ze formuta o ma wartos$¢ 0 przy wzz w (tzn. formuta -«
ma wartos¢ 1 przy tym wzz w),

@ budujemy tablice analityczna, w ktérej umieszczamy wszystkie formuty ze
zbioru X oraz formute —a.

Gatezie otwarte w otrzymanym drzewie odpowiadaja wartosciowaniom, przy
ktérych wszystkie formuty ze zbioru X maja wartos¢ 1, a formuta o ma wartosé
0. Zatem, jesli drzewo:

@ ma cho¢ jedna gataz otwarta, to formuta « nie wynika logicznie ze zbioru
formut zdaniowych X,

@ ma wszystkie gatezie zamkniete, to formuta o wynika logicznie ze zbioru
formut X.

v
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Woynikanie logiczne

Jezeli otrzymane drzewo ma wszystkie gatezie zamkniete, to oznacza to, ze
nie istnieje wartosciowanie, przy ktérym wszystkie formuty ze zbioru X
maja wartos¢ 1, a formuta o ma wartos¢ 0. Wtedy, zgodnie z definicja,
formuta o wynika logicznie ze zbioru formut X.

Innymi stowy:
@ Formuta o wynika logicznie ze zbioru formut X wtedy i tylko wtedy,
gdy zbidr formut X U {—a} jest semantycznie sprzeczny.

e Formuta « nie wynika logicznie ze zbioru formut X wtedy i tylko
wtedy, gdy zbiér formut X U {—a} jest semantycznie niesprzeczny.
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Przyktad 10

Przykfad 10.
Sprawdzimy, czy formuta =g — —p wynika logicznie z formuty p — gq.

Przypusémy, ze istnieje takie wartosciowanie, przy ktérym formuta p — g
ma wartos¢ 1, a formuta =q — —p ma wartos¢ 0 (odpowiada to
przypuszczeniu, ze przy takim warto$ciowaniu implikacja

(p — q) — (—g — —p) ma wartos¢ 0). Sprawdzamy, czy takie
warto$ciowanie istnieje budujac tablice analityczna, w ktérej umieszczamy
formuty: p — q oraz =(—q — —p):
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Woynikanie logiczne

p—q3
(—q — Lp) L
(1g) Lq
(1) ~op 2
@) »
(3/) —p (3p) @
‘><273, >‘<1373,,

Otrzymane drzewo ma wszystkie gatezie zamkniete. Nie istnieje zatem
wartosciowanie, przy ktérym formuta p — g ma wartosé 1, a formuta =g — —p
ma wartos$¢ 0. Zatem formuta =g — —p wynika logicznie z formuty p — g.
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Woynikanie logiczne

Przyktad 11.

Sprawdzimy, ktére ze zdan:

a) Bog istnigje.

b) Bég nie istnieje.

c) Zycie ma sens.

d) Zycie nie ma sensu.

wynika logicznie ze zdania

e) Nieprawda, Ze: Zycie nie ma sensu, o ile Bég nie istnieje.

Mamy zdania proste: p — Bdg istnieje oraz ¢ — Zycie ma sens. Schematy
rozwazanych zdan wygladaja nastepujaco:

a) p

b) -p

<) q

d) —q

e) ~(-p— —q)
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Woynikanie logiczne

Istnienie Boga a Sens Zycia

1 . 2 .
(0.1) ﬁ(ﬂp‘—mq) t (0.1) ﬂ(ﬂpTﬂq) >
(0.2) —p (0.2) ——p 177
(1g) —p 1) p
(14) ﬂﬁc‘l 2 (2¢) —p
(2) q (24) =g
o X1,2¢
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Woynikanie logiczne

Istnienie Boga a Sens Zycia

’ (0.1) ~(=p——gq) - * (0.1) ~(=p——gq) 2
(0.2) —q (0.2) —‘—|c‘] L
(1) ~» ok
(lg) =—q 2 (2¢) —p
(2) q‘ (24) ﬁﬂ‘l s
>‘<0.2,2 (3) t‘v

o]

Poniewaz drzewa 2 oraz 3 sa zamkniete, ze zdania Nieprawda, ze: Zycie nie ma
sensu, o ile Bég nie istnieje wynikaja logicznie zdania: Bdg nie istnieje oraz
Zycie ma sens. Przemys| to.
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Zadania domowe

Zadanie domowe 1

1. Sprawdz, czy jest semantycznie sprzecznym zbiorem zdan: )

Rodaku! Jesli jestes prawdziwym Polakiem, to gfosujesz na PPP (Partie
Prawdziwych Polakéw). Wtedy i tylko wtedy PPP wygrywa wybory, gdy Ty
na nig gtosujesz. Co najmniej jedno z dwojga: albo jestes prawdziwym
Polakiem, albo jestes za wfaczeniem Polski do Unii Europejskiej. PPP nie
wygrywa wyborow, jesli jestes za wtaczeniem Polski do Unii Europejskiej.
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Zadania domowe

Odpowiedz. Znajdujemy zdania proste oraz struktury sktadniowe zdan
ztozonych:

—  Jestes prawdziwym Polakiem

Gftosujesz na PPP

—  PPP wygrywa wybory

—  Jestes za wtaczeniem Polski do Unii Europejskiej

n S QT
|

{p—q,r=qpVvss—r} J

Skorzystamy z liniowego uporzadkowania wierzchotkéw budowanej tablicy
analitycznej, poniewaz cafa tablica nie miesci sie na tej kartce. Mozna z
niego zrekonstruowaé¢ odnosne drzewo. Cwiczenie: zréb to. Tablica ma
gatezie otwarte, a wiec rozwazany tekst jest semantycznie niesprzeczny:
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Zadania domowe

A\

Jerzy Pogonowski (MEG)

10.
11.
12,
13.
14.
15.

16.
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©eoNo»

(Lg) r
(1) q
(2)) —p
(31) —s
(4) p

X244
(4p) s

><3/7"’»
(3p) —r
Xllg=3p
(2p) q
(3/) —S
(4) p

(4p) s

><3/74;)
(3p) —r

X 1/573P

17.
18.
19.
20.
21.

22.

23.
24,

25.

26.
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Zadania domowe

Zadanie domowe 2

2. Sprawdz czy podane wnioskowanie jest dedukcyjne: )

Jezeli poziom inflacji jest staty, o ile wzrasta produkt narodowy, to
bezrobocie sie zmniejsza. Ale okazuje sie, Ze bezrobocie nie zmniejsza sig,
chociaz przecietny obywatel nie trzyma oszczednosci w NBB (Naszym
Bezpiecznym Banku). Jednakze zachodzi co najmniej jedno z dwojga: albo
produkt narodowy wzrasta, o ile poziom inflacji jest staty, albo doradcy
ekonomiczni rezygnuja. Bez watpienia, jesli doradcy ekonomiczni rezygnuja,
to spada bezrobocie lub wzrasta produkt narodowy. No i co z tego wynika?
Ano to, Ze przecietny obywatel trzyma oszczednosci w NBB.
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Zadania domowe

Odpowiedz. Znajdujemy zdania proste oraz struktury sktadniowe zdan z’foionych:J

—  Poziom inflacji jest staty.

Wzrasta produkt narodowy.

—  Bezrobocie sie zmniejsza.

—  Przecietny obywatel trzyma oszczednosci w NBB.
—  Doradcy ekonomiczni rezygnuja.

~ W S QT
|

(@—=p)—r

=r \ s

(p—aq)Vt

t—(rva)
S

Skorzystamy z liniowego uporzadkowania wierzchotkéw budowanej tablicy
analitycznej, poniewaz cata tablica nie miesci sie na tej kartce. Mozna z niego
zrekonstruowa¢ odnosne drzewo. Cwiczenie: zréb to. Wnioskowanie nie jest
dedukcyjne, poniewaz tablica analityczna dla przestanek i zaprzeczonego wniosku
ma gatezie otwarte:

v
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Zadania domowe

1. (0.1) (g—p)—r 2" 15.

2. (02) =rA-s 1"

3. (03) (p—q)vt*’ 16.

4. (0.4) t—(rvg) %"

5. (0.5) -t 17.

6. (1g) —r 18.

7. (1d) -S

8. (2) ~(g—p) > 19.

9. (3¢) g 20.

10. (34) —p

11. (4) p—gq 57 21.

12. (5) —p

13. (6, -t 22,
O

14. (6,) rvg ™’ 23.

X1g72p
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Zadania domowe

Zadanie domowe 3

3. Zastosuj metode tablic analitycznych do rozwigzania podanych
poprzednio wybranych (np. 30) zadan. J
Bede nudny: Bez umiejetnosci rozwigzywania zadan nie zdasz
egzaminu z logiki matematycznej. Wybér nalezy do ciebie. J
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Koniec

Na tym koficzymy omawianie KRZ. Poznalismy pewne podstawowe fakty
dotyczace semantyki KRZ i pie¢ operacji konsekwencji w KRZ:

Cs,, konsekwencje matrycowa,

Cirz, konsekwencje aksjomatyczna

Cjas, konsekwencje zatozeniowa

Crez, konsekwencje rezolucyjng

Ctab, konsekwencje tablicowa.

Na zajeciach 17 oraz 24 stycznia 2008 roku dokonamy tzw. ewaluacji
przyswojonej przez stuchaczy wiedzy.

W semestrze letnim omawiany bedzie Klasyczny Rachunek Predykatéw. )
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