WLODZIMIERZ LAPIS

Matematyka dla laika

(z wprowadzeniem z zakresu logiki i metodologii nak)

Podecznik podstaw matematyki dla humanistow
(aby nie byli ignorantami)

"Nie przejmuj s, jesli masz problemy z matematyk
Zapewniam Gj, ze ja mam jeszcze wksze."
Albert Einstein

Inne sentencje:

Od Mentum (z http://forum.liceum36.pl/):
1) Matematyka jest wiedzw ktorej, jeeli sic wie, to s¢ wie, ze sk wie.
2) "Czy cztowiek nie umiegy liczy¢ , ktory znalazt czterolistnkoniczyry , ma te prawo do szaegcia ?"
3) "wigcej potu n&wiczeniach , mniej goryczy na pisemnej maturze" .
4) Przystowie moéwi :"Cztowiek uczysha bedach” , ale dodaje Zycie jest krotkie i lepiej uczysie na
cudzych b¢dach"

Marcina Wéjcika, autora skeczy i zaj@iela kabaretu Ani Mru-Mru, matura 1993
"tylu baranéw przede mrezdawato, to i mi te sie jakos uda".

Opanowanie tak trudnej dziedziny jak matematyka
daje prawo do wkraczania na inne obszary.
/B. A. Russell/
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OZNACZENIA

W opracowaniu tym;

- cze$¢ materiatu ujta zostata w prostakne ramki z cieniem, dla lepszego uwypuklenia nialietypu
.metodyka matematyka”, ktéry ,nie zngigt si¢” w rozdziale ,Metodologiczne podstawy matematyki”

~
- cze$¢ materiatu ujta zostata w prostakne ramki z zaokiglonymi rogami, dla lepszego uwypuklenia
materiatu wtaconego (spoza gtéwnegathku rozwaan), a nie ledacego kategorii ,metodyka matematyka

.

Dodatkowo:
1) Znakiem © oznace&edziemyzart / dowcip (zawsze sprzyda),
2) Znakiem | — wytlumaczenia péjmatematycznych,
3) Aznakien ?  —wae rzeczy do zapagiania (rownie spoza matematyki) ;

4) Dla czsto stosowanego w tékie wyraenia ,wtedy i tylko wtedy, gdy” —dglziemy stosowaskrot
~Witw gdy”.



. PRELIMINARIA

1. Wprowadzenie, czyli dlaczego warto uczysie
matematyki

11 listopada 2001 r. w tygodniku ,Wprost” ukazat sekst Krzysztofa toziskiego pt. ,Lek na
ignorancg; Dlaczego maturZgi powinni zdawé matematyk”, ktory napisat w nim:

Kilkanascie lat temu uczestniczytem w spotkaniu z kilkumaat wyksztalconymi Glizykami z
Singapuru i Hongkongu, kilkoma Hindusami, Jageykami oraz kilkoma Polakami. Oczyeie wszyscy rodacy
legitymowali s¢ wyeszym wyksztatceniem i usedi sie za swiattych ludzi. W pewnym momencie jeden z nich
powiedziat: ,Nigdy nie mogltem zrozuniienatematyki, ale na szazie nie byta mi do niczego potrzebna”. U
Chiriczykéw, Hinduséw i Jagozykéw zdanie to wywotato szok. Ludzie ci, a zwksdapaéczycy, uwzajq, ze
przyznanie g do niemenaosci opanowania matematyki na poziomie szkolnym komipuje kadego, kto chce
uchodzf zaswiattego cztowieka.

Minister Krystyna tybacka tlumaczyla tymczasem radi@rzom,ze ,wprowadzenie obowzkowego
egzaminu z matematyki w szkole ponadgimnazjalnejcsk s¢ katowaniem humanistow matemagtyk
Zacytowanie tej opinii przez prasamerykaskg grozitoby powstaniem nowych polish jokpsewybredne
amerykaskiezarty o Polakach — W.L.Eatwo sobie wyobrazina przyktad taki dowcip:

,C0 mowi Polak, kiedy nie umie obliezpodatku VAT?". ©
»~Jestem humanigt — tak brzmiataby prawidtowa odpowiéd

Problem ujawniony przez minister edukac;ji jest zmée powaniejszy nd tylko to, czy na maturze mady
egzamin z matematyki, czy nie. Konieczne jest editlylprzewartéciowanie pogé: ktos, kto nie moze opanowad
szkolng] matematyki, to nie humanista, leagnorant. [wytluszczenie moje — W.L.]

Whbrew powszechnym wyobeaiom matematyka w szkole niezgtiedynie do tego, Bgny nauczyli i
liczy¢. Gdyby tak byto, wystarczytoby képiazdemu kalkulator zamiast sterty pedenikéw. Matematyka uczy
logicznego m§tenia i dyscypliny naukowej. Ich brak wiflav produkcji naukowej humanistéw i przedstawicieli
nauk spotecznych. Domimuprace bez tezy i dowodu, czyli bezwgctowe. (...)

Zaden kraj, a tym bardziej kraj na dorobku, nie zmobie pozwali na ignorowanie matematyki i
zwigzanej z nj logiki. W takim kraju nie ma miejsca dla ,naukow6szukajcych wartgciowasci helu,
obalajgcych zasady termodynamiki czy przeprowagzajh operacje statystyczne na trzech liczbach. idsien
matematyki z egzaminu maturalnego jestcwiderzeniem w polgkgospodark, uderzeniem w spoteaiwo i
jego przyszix.

Tekst ten zawiera wieleatkéw. Wsréd nich przewija si
1) thuczenie s z nieznajoméci matematyki stowami ,jestem humanis§wiadczy o kompletnej ignorancji
wypowiadajcej te stowa osoby,
2) warto uczy sig matematyki, gd¥ nie dé¢, ze przydaje si roznych dziedzinach wiedzy, to jeszcze
odpowiednio rzgbi bruzdy w naszym mézgu.

Zobacz 20 najwaniejszych powodow dlaczego warto zdéwaatematyk na maturze, przytoczonych za
rektorem Politechniki Gdsskiej, prof. Januszem Rachoniem (podanych gdy raatumatematyki jeszcze nie byta
obowiazkowa):

. Matura z matematyki jest furtklo kariery zawodowej.

. Matura z matematyki daje ¢lisze maliwosci na znalezienie atrakcyjnej pracy.

. Matura z matematyki decyduje wzgjimierze o przysztym sukcesie zawodowym.

. Matura z matematyki decyduje o naszyn alpo nie by na europejskim, a nawdtviatowym rynku pracy.
. Matura z matematyki daje przettie wyzsze zarobki w przysziyrayciu zawodowym.

. Matura z matematyki znagzo zmniejsza szanse na zasilenie szeregéw bezyaboinvyzszym
wyksztatceniem.

7. Matura z matematyki zmniejsza goe przymusowej emigracji zarobkowej po gkaeniu studiow.

8. Matura z matematyki dowodzi rzeczywistej dojoget w ksztattowaniu swojej przyszoi.

9. Matura z matematyki sprawige studia techniczne sv zasggu naszych mgiwosci.

10. Matura z matematyki utatwia studiowanie nakidsachscistych i technicznych.

11. Matura z matematyki dajaviadectwo analitycznego sposobudtepia przydatnego wgdzie, niezaleénie od
rodzaju pracy.
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12. Matura z matematyki daje motywado nauki samej matematyki.

13. Matura z matematyki wyzwala od zahamawakontaktach z matematyka co dzié.

14. Matura z matematyki pozwala lepiej radgdbie wzyciu codziennym.

15. Matura z matematyki dowodzi umigjosci logicznego rozumowania i jasnego formutowanialimy

16. Matura z matematyki chroni przed analfabetyzmmatematycznym.

17. Matura z matematyki nie pozwala na manipuloearaimi przerodki masowego przekazu i politykdw.
18. Matura z matematyki daje poczucie bezpigstrea w obcowaniu z otacagym nasswiatem liczb.

19. Matura z matematyki daje tézee spojrzenie na wszechobecne dane statystyczne.

20. Matura z matematyki, pobudzejdo mylenia, wybudza z letargu intelektualnego.

To, co daje Ci matura z matematyki, daje Ci i samadematyka.

Tak jak zapewne nie wyoliasz sobie nieznajordd jezyka ojczystego, czy co najmniej jednego z
migdzynarodowychgzykéw obcych — tak samo jak widzisz trudno jestisalayobrazé wyksztalconym osobom
kogds, kto jest ignorantem matematycznym.

Przy tym, co tu bardzo wae!, matematyka przydajeeshie tylko matematykom (by ghi¢ humanistéw) czy
adeptom naukcistych czy technicznych, ale ma zastosowanie WZREJ dziedzinie wiedzy. Porslysobie
chatby o lekarzuktéry w cizggu dwudziestu minut wyfa sie o planowanym zabiegte:

a) wigze sk z ryzykiem jak jeden do miliona,

b) jest w 99% bezpieczny,

c) zazwyczaj przebiega bez komplikaciji,

to na ile lekarz ten powinien byviarygodny dla pacjenta w podejmowaniu decyzkiganog zaway¢ na jego
zdrowiu czy nawetyciu? A mee kolejnym krokiemdolzie zapisanie na recepcie 10% roztworu pewnego lek
zamiast 0,1%? Czy takiviadectwo matematycznej ignorancji nai@rzyj¢ jako norng? (tekst z artykutu
BarbaryCwikiet pt. ,Czy warto zdaw&matematyk na maturze”)

Wtedy — niestety — jak najbardziej na miejscu j@st, ktéry otrzymatem w przestanym mi e-zinie (eHuimpl,
numer 125/2002):
Spotykag sie dwaj kumple ze studiow.
Jeden do drugiego: ©
"Wiesz co Jasiu, jak sobie paftgyjaki ze mnie igynier, to sg k* boje is¢ do lekarza..."

W kwestii nauczania / uczenia;shatematyki nie chodzi @t o to, by §¢ na tatwizr, ale by zdobywawiedz; i
umiejgtnosci. Jak widd, ,,czkawky” moze to s¢ odbié na kadym z nas.

Do tego, Ty Studencie, spojrz na matematgkzyjaznym okiem i zgbiaj (wyselekcjonowane tu dla Ciebie) jej
fragmenty, chéby bardzo przyziemnie ,egoistycznie” gig¢ o sobie samym:

1. zeby moc zalicz§ ten przedmiot (co jest podstawo ukaiczenia roku, a to z kolei do ukezenia studiow),

2. zeby nie mié etykietki ,ignorant”,

3. zeby radz sobie na innych przedmiotach i w ogéleyeiu.

Aby jeszcze bardziej €i,nagrz&” na matematyk, poniej przytaczam jeszcze (koreday z list 20 powodow
prof. Rachonia) tekst Marka Legutko, ktéry znalazh Przegidzie Tygodniowym z 7 kwietnia 1999 r. (s. 20):

Matematyka rozwija szczegolnie uraiepsci:

rozpoznawania, czy dany obiekt spetnia slirge kryteria (przy postugiwaniugsdefinicjami);

klasyfikowania obiektow (przy formutowaniu definicj

argumentowania, korzystgj z danych faktow (przy postugiwaniyg svierdzeniami);

dostrzegania ogolnych prawidtowm, podobigistw i analogii dotyczcych danych obiektéw (przy

formutowaniu hipotez, wnioskéw i og6inych zasad);

wskazywania i uznawania konsekwencji ptgygh zataei (przy logicznym wnioskowaniu);

okreslania instrukcji i krok6éw pogpowania;

postpowania wedtug danych regut;

opisywania danych obiektéw i proceséw za pamdiczb, funkcji i figur geometrycznych (tzw.

matematyzowanie);

korzystanie z danych Hoiowych i jakdciowych opisanych w tly sposéb (przy interpretacji danych

statystycznych);

10. postugiwania si jezykiem w sposob jasny, zmly, wiaiciwy dla danej sytuacji (matematyka sprzyja
ksztattowaniu szacunku dlezjyka).

N hrowbpE
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Ucz sk wiec matematyki! Marek Piekarczyk (lider heavy-metadgw zespotu TSA) powiedziatl swego czasu
(wypowied z artykutu ,Wszyscy mus? z ,Gazety na Mazowszu” - wktadki do ,Gazety Wybweej” z 31VIII —
11X 1991 r.):

Ludzie! Najpgkniejsza rzecz néwiecie to uczy sie i poznawé swiat. Rébcie wszystko, aby wam belfry tego nie
obrzydzity. Jak ktbprzestanie siuczy, poznawd, to ju koniec, star§é. Juz nic nowego hie zobaczy. Nawet jak
sie ma te géwniane tréjki, nie przejmosvaie, robi¢ swoje, i kochate matne niezaleénie od baby ktéra jej uczy i
chce ci § obrzydzi.

By¢ maze myslisz sobie: ,No dobrze, ale jak ja sobie z tym pima jesli jestem ignorantem?!”. Po prostu sprébu;
przekoné sig do matematyki (j@i jeszcze to nie nagpito po przeczytaniu tych ,paru” stow mego
wprowadzenia).

Aby zackci¢ Cig jeszcze bardziej — na koniec jeszcze kilka wypduiignanych osob.

Byly minister edukaciji - prof. Mirostaw Handke —ego czasu powiedziat:
1. Matematyka jest pkna, tam jest czysta logika.
2. Nie ma ludzi, ktérzy niegsmatematycznie uzdolnieniy $ylko ci, ktérzy mieli pecha i trafili na zlego
nauczyciela lub przespali &% lekcji.

Z kolei w ,Gazecie Wyborczej” z 12-13 VI 2004 r., artykule ,0 czym nie mowi szkota” (str. 19-20),
znajdziemy nagpujace ciekawe wypowiedzi nt. nauczania matematyki:

1) Prof. Lukasz Andrzej TURSKI:
Uwazam, ze ka&dy powinien zn& matematyk Nieszcgzscia, ktore spotkaly cywilizacje, zyziane byly z tynre
spoteczéstwa gitupiaty. | to glupiaty na wtasrigczenie, giéwnie dlategeée nie znaly matematyki.

2) Danuta ZAGRODZKA:
W czasach, w ktdrych cogpiminut pojawiag sie jakies nowe przedmioty czy nowe technologie, bez matkmaty
naukscistych daleko nie zajdziemy. Zostaniemy w tyksyiat bedzie nam dalej uciekat.

3) Prof. Wiktor OSIATWSKI:

Jest dla mnie oczywistée cztowiek, ktory kixzy szkal, powinien mié elementarne umiginasci logicznego
mylenia, wiedzy matematycznej i umngteps¢ postugiwania si jezykiem matematycznym na niezbyt
skomplikowanym poziomie.



2. Wslep

Ksiazka ta zostata napisana celem przidaia matematyki studentom patowych lat kierunkdw
humanistycznych. Ze wzglu na ograniczorsé czasow takiego kursu na uczelni, réwaieawarty w niej
material zostal powaie ograniczony. Z biegiem lat zamierzam go jednakszerzy, tak aby poszczegdlini
wyktadowy — ktdrzy bda chcieli z niej korzysta— mieli mazliwo$¢ wybierania tych partii materiatu, ktére uznaj
za najbardziej padane dla swoich studentéw (jakdge, juz zapewne tak jest z edych, jako ze zawiera ona
wigcej materiatu i mozna zrob¢ w ciagu tradycyjnego 30-godzinnego, jednosemestralnegsuk w przypadku
kursu dhiszego, oczywicie mazna wybrad wigcej materiatu).

Niniejsze wydanie sktadaestz czterech cgci. W pierwszej z nich, zatytutowandpRELIMINARIA .

1. Zaczlismy odwprowadzenia w ktorym dowiedziakesie juz, ze WARTO SE UCZYC MATEMATYKI.

2. We wstepie (czyli teraz) znajdziesz opis zawastotej ksizki i wyttumaczenie dlaczego akurat takie (a nie
inne) partie materiatu siw niej znalazty.

W nastpnych dwdch rozdziatach oméwimy warsztat matematyka

3. W pierwszym z nich oméwmlpgiczne podstawy matematykiktére stanowa odpowiednio dwa rachunki —
rachunek zdai i rachunek kwantyfikatorow .

4. W nastpnym rozdziale zajmiemyeimetodologicznymi podstawami matematyki gdzie oméwimy szereg
podstawowych pef, z ktérymi spotykamy simapc kontakt z matematyk

Wiedzc juz, jak sk porusza po terenie matematyki, na weawy jej podboj wyruszymy w kolejnych
czesciach niniejszej kaiki.

W czdci ll, zatytutowanej ZBIORY | LICZBY ™

5. w rozdziale teoria mnogaici” oméwimy teore mnogaci, zajmupca Sie zbiorami, gdzie dodatkowo w
praktyczny spos6b zaznajomimy gi zasadami budowy teorii formalnej,

6. wiedzc juz jak zbudowana jest teoria mnégg w nasgpnym rozdziale (@lgebra zbiorow’) przejdziemy
do jej praktycznego wykorzystania w opisie zbiolidmykonywaniu operacji na nich,

7. w rozdziale pieelementarna arytmetyka liczb naturalnych (teoriaPeano} dowiesz s¢ jak wykorzysté
teorie mnogaci do konstrukcji zbioru liczb naturalnych, nauczy dodawa i mnazy¢ i dowiesz s, co to
znaczy ,dziatd indukcyjnie”,

W Il czgsci, zatytutowanej RELACJIE ™

8. w rozdziale relacje — podstawowe informacjé dowiesz s¢, ze Kartezjusza naty cent nie tylko za
wprowadzenie do matematyki ,karteagkiego uktadu wspoterinych”, lecz rownie za wprowadzenie
Jloczynu kartezjaskiego”; dowiesz sico to jest relacja (f#i nie studiowaté wczeniej matematyki, jestem
sktonny zalay¢ sie, ze tego nie wiesz!) oraz jak rama j scharakteryzowa

9. w rozdziale ytasndéci formalne relacji” oraz jak mana scharakteryzowalowolra relacg, jak rowniez w
jaki sposd6b mzna reprezentowadane (m.in. w oparciu o grafy, ktéorymi zajmuje simatematyka
dyskretna” /ciekawa nazwa, nieprawt ale poki co na razie jej nie rozwjrgdyz w mysl jednej z zasad
dydaktyki, ,lepiej nie dopowiedzéeniz przegadd&’, a zaintrygowany czytelnik zapewne sam zacznikaz
jej wyjasnienia),

Kolejne trzy rozdziaty

10. ,réwnowaznos¢”,

11. ,funkcja”

12. i, porzadek i czsciowy porzadek”

poswigcone § szczegdlnym rodzajom relacji, a omOwione w nicazhienia (j. np. klasy abstrakcji, zasada

abstrakciji, bijekcja, surjekcja, iniekcja, i inngdwinny Ck szczerze zainteresodgna pewno zaintrygal), a

jesli ,sumy, iloczyny i produkty uogélnione” nie odasz Cie — to juz bedzie bardzo dobrze!,

Po takiej ju — sporej — porcji matematyki, w IV (ostatniej zju czesci ksiazki, zatytutowanej

,ROZSZERZENIE™:

13. w rozdziale zatytutowanymmoce zbioréw/, zmierzymy s¢ z badaniem ich liczebsdoi, dochodac przy
tym do wielu ciekawych spostrzen (np., ze liczb catkowitych jest tyle samo, co naturalnyainot
naturalne, to zaledwie ich ,podzbiér Wawy”, czy tez ze istnieje nieskiczenie wiele rodzajow
nieskaiczongci) oraz poznamy ciekawe oktenia (np. liczby /a nie btly!/ kardynalne, continuum, czy alef
zero),



14. w rozdziale glgebra Boole'd zapoznamy si z tym dzialem matematyki (¢&a pekny truizm!), a teos te
omawiamy tu ze wzgHu na jej izomorfizm z innymi systemami z zakresgiki czy tez matematyki (co to
jest izomorfizm te sie dowiesz z tej kaizki).

[ Truizm — banalna prawda, na kignie warto strgpi¢ sobie gzyka” ] ?

15. w nastpnym rozdziale oméwimyelementy lingwistyki matematycznej i teorii automadw”, aby studenci
autentycznie wiedzieli, o czy méai rozumieli to, co z kolei gido nich méwi.
Tu dygresja — cytat z kgiki (Michael J. Gelb, ,Myle¢ jak Leonardo da Vinci; siedem krokéw do
genialndci na co dzi&”, przetazyt Piotr Turski, Dom Wydawniczy REBIS, Pozn2002, s. 99):
(...) Leonarddda Vinci — W.L.] ze smutkiem zauvd, ze przecgtny cztowiek
.patrzy, nie widzc, stucha, nie styge, dotyka, nie czug, je, nie smakuyr,
porusza si bezswiadomaci swojego ciata, wdycha, nie zdajsobie sprawy
z zapachu ani aromatu, i wreszcie mowi, lecz nidimy
Teraz, gdy migto juz kilka stuleci, opinia ta brzmi jak zagia do doskonalenia zmystéw, a przy
okazji —rozwijania umystu i wzbogacaniasddadcze.
16. dopetnienie kursu, na wyiae zyczenie prof. dra hab. JerzegorBaerowskiego, stanowi rozdziatlementy
mereologil’, czyli nauki opisujcej swiat za pomog poje¢ ,bycia czscig” i ,nastepstwa czasowego”
(niezmiernie przydatny dla humanistowezykoznawcéw).

UWAGA!
Paragrafy 15. i 16. Jako opracowane zastiidane dopiero w ngginych wydaniach niniejszego pedenika.

Przez caly kurs przewifssie bedzie ,zagadnienie metod reprezentacji danych”,atorjajbardziej jest tu
na miejscu, gdy matematyka jest wiaie narzdziem stiacym nam do opisu otaczagj nas rzeczywistgi

Widzisz wkc zapewneze czeka nas ogrom pracy, ale — jak podatem we wgulaeniu — z maji Boza
pomoa na pewno dasz sobie kadczywicie, jeli i sam se przylozysz do pracy, gdy— jak mi to ktéd kiedys
powiedziat —sg tylko nie-uki i samo-ukiczyli innymi stowy, nikt nikogo nie jest w stania sit niczego nauczy
jesli de factoten sam sido tego nie przyitoy.

Niniejsza ksizka (rozdziaty 5 — 10 i 12 — 13) powstata w opareimoje notatki z wyktadu ze ,wgtu
do matematyki” prof. Czajsnera na kierunku ,materkat UAM w Poznaniu, w ktérych to zggiach w roku
akademickim 1985/86 miatem przyjensdaiczestnicz.

Dodam, ze wiele pog¢ i zagadnié z zakresu matematyki znajdziesz na http://pl.vekip.org/wiki/
Podstawowe_zagadnienia_z_zakresu_matematyki. lotheqzniki z matematyki (szczerze polecam):
— do przedmiotu ,wsfpu do matematyki” znajdziesz na www.math.uni.wriehraszew/sources/Main.pdf
— aodnoszce st gtéwnie do logiki:
— na www.cyf-kr.edu.pl/~atolszad/dl/wyklady z logillia_roku_pierwszego_v6.pdf
— inawww.republika.pl/logikadlaopornych .

Ksiazka ta jest z serii ,,... dla laika”.

LAIK (zgodnie ze ,Stownikiem wyrazéw obcych” Tok&iego), to (w stosownym u nas
znaczeniu) ,cztowiek nie zngy sk na danej rzeczy, niekompetentny w danej dziedzinie ?
dyletant”

Drogi czytelniku. Prosg nie przyjmuj tego oki&denia do Siebie jako pejoratywnego

?
[ Pejoratywny — w negatywnym znaczeniu ] ’

lecz jedynie jako wpasowaniegsiv swoj poziom, wiedz, ze gdyby zacat czyta® madre ksazki, napisane
bardzo mdrym jezykiem, to zapewne (a me i nawet na pewno)

[ .Zapewne” pisze girazem, a ,na pewno” oddzielnie ] I




nic (lub prawie nic) b¥ z niej nie zrozumiat. Po co wi by Ci ona byla potrzebna? A tak — presardzo. Masz

ksiazke dla siebie ,jak ulat’. Ot, i cata ,filozofia”.
Ja — wecale niedalac laikiem — mentalnie wszedtem w skdaika, aby méc do niego (=do Ciebie) przemg§wio

w ten sposdb, alsymaégt mnie zrozumie



3. Logiczne podstawy matematyki

Tak jak matematyka jest krélawnauk, tak krélow matematyki jestlogika. Najogdlniej mana
powiedzi€, ze jest ona naukzajmupca sie metodologs badania prawdy(a jakee dokonuje si tego poprzez
dowodzenie — jest ona nauk dowodzeniu). Sktadaesona z wielu dziatéw, spodd ktdrych pokrétce omowimy
tylko dwa, ktére stanowipodstaw do dalszych naszych rozwa. Sa to konkretnie dwa ,rachunkitachunek
zdan i rachunek predykatow (czsto zwany teé rachunkiem kwantyfikatorow, cha: ,predykat” i
.Kwantyfikator” to okreélenia odnoszce s¢ do czegé innego). Poriej rachunki te omawiamy JEDYNIE
POKROTCE, pamitajac, ze kshzka ta nie nazywa si,logika dla laika”, lecz ,matematyka dla laika"h@¢ i o
napisaniu ,Logiki dla laika” powanie mysli autor niniejszego opracowania).

A. RACHUNEK ZDA N

W logice zajmujemy si jedynie tymi zdaniamiegyka naturalnego, o ktérych rhma orzec,ze @
prawdziwe lubze g fatszywe. Zdaniami w sensie logicznym ®i¢c jedynie zdania orzekgje (tak twierdzce,
jak i przeczce), a nie g nimi ani pytania, ani polecenia. O zdaniu ,#sic swieci swiattem odbitym”, maesz
orzec (w oparciu o swoj zas6b wiedzsg, jest ono prawdziwe, a 0 zdaniu ,najstarszy czdwrjacy naswiecie
ma 300 lat” ze jest falszywe. Z kolei nie sposob jest orzec pmawos¢ zdania ,Co jutro Jasiu Kowalski robi po
obiedzie?” (pytanie), czy tezdania ,Podejdldo mnie!” (zdanie rozkazage).

W potencjalnym sformutowaniu ,zbaélarawdziwa¢ zdania”, ?
kryje sk polecenie ,orzec, czy jest ono prawdziwe, czy te

O zdaniach prawdziwychelziemy mowg, ze maj wartas¢ logiczra 1, a o zdaniach falszywychze
maja wartas¢ logiczm 0. (W niektérych podicznikach mana spotkd tez oznaczenial w przypadku zda
prawdziwych /z ¢zyka angielskiego, odrue = prawdd oraz F w przypadku zda falszywych /z ¢zyka
angielskiego, odalse= falsz).

Dotychczas miefimy do czynienia jedynie ze zdaniami prostymi. Owatziwosci tych zda orzekalsmy
wchodzc w semanty& (znaczenie) i odwoldaf sk do wtasnego zasobu wiedzy (czyli orzekaj,czy jest tak, jak
mowi to zdanie, czy tenie?”). Na dobg sprave, ciekawie robi si dopiero w przypadku zdaztozonych. Logicy
wyrodzniaja 4 podstawowe typy takich zalabudowanych w oparciu o 2 zdania proste.

Na ,pierwszy ogi@” wezmy na przyktad zdanie ,Mam masoboty i nie wiem co rokf. Sktada s¢ ono
z dwoch zda prostych: ,Mam mas roboty” i ,Nie wiem co roh$”, potaczonych spdjnikiem ,i”. Z kolei w
przypadku zdania ,Jestem bogatymeagzyzry”, ktére ch@ ,na pierwszy rzut oka” jest zdaniem prostym, to
jednak dla logika jest ono tej samej struktury peprzednieDe factokryje ono bowiem w sobie 2 zdania proste:
~Jestem bogaty” i ,Jestem giczyzmy”, gdyz o tych dwoch faktach orzeka. O zdaniach tego tgguwiec
mowiacych, ze ,zachodzi tak i tak”), &dziemy moéwe, ze s onekoniunkcjami, a ,i” (wystgpujace w pierwszym
z nich) nazwiemyspojnikiem koniunkcji . Poniewa drugie z omawianych tu zfldez jest koniunkgi, wiec i w
nim wystpuje spdjnik koniunkcji, lecz w postaci niejawn€czywicie, w gzyku naturalnym mamy jeszcze
wiele innych spéjnikow koniunkgciji, j. np.jak take, jak réwnie, tudzie, oraz tak ... jak i ...zaréwno ... i ...itp.
Dod& do tego trzeba jeszcze spéjniizas i z kolej taczace zdania pozostge ze solp w opozycji (np. ,Ja
jestem tu, a ty jestgam”).

Zauwamy przy okazji,ze zdanie ,Jan jest pospolitym ztoézy” nie glosi wcaleze ,Jan jest pospolity”

i ze ,Jan jest ztoczyca”, a wiec, ze jest to koniunkcja dwéch zalgrostych. Okréenie ,pospolity ztocziica” jest
bowiem zwazkiem frazeologicznym, a wé wskazuje na ,ztocace”, ktéry wcale nie musi by osoly
»pospolita”. Nie nalezy wiec tu (i nie tylko tu!) dziath mechanicznie, lecz zachowajuwag dziata® rozwanie.

W rachunku zdéa do oddawania zdaprostych wywa sk tzw. zmiennych zdaniowych, ktére oznaczamy matymi
literami @, b, c, ... lub czsciejp, q, r, ...). Z kolei do palczenia ich w koniunkej uzywamy tzw. spdjnika
zdaniowego koniunkcji oznaczonego symboleniT, (jednego, uniwersalnego, nie baczna ukazane vegj
bogactwo jego oddania wzyku naturalnym). Kade z przytoczonych w poprzednim akapicie rellaniunkcji
zapiszemy wic w postacip [0 q, gdzie w przypadku zdania pierwszgge ,Mam mas roboty”, q = ,Nie wiem

co robt”, ap Oq jest ap [Iq jestformutg rachunku zdan (FRZ) kedaca schematem catego rozpatrywanego
zdania. Jezeli zdanie jest koniunkgj to o jego schemaciezgpowiemyze jestkoniunkcj a.

W analogiczny sposo6b buduje gidania innych typéw. Obrazuje to pasea tabela, w ktérej dodatkowo:
- ze wzgkdu na zachowanie jej komplementaitipdokczono omdéwioa juz koniunkcg,

- a nadto — z uwagi na wzglm czstos¢ stosowania (i mdiwos¢ pomylenia z alternatyay — dohczono
dyzjunkcg (inaczej: alternatywwytaczapca).



Nazwa zdania Spojt Sposéb | Nazwy dlal Przyktadowy | Przyktadowe Przykiad odpowiednie-
nik |uzycia |wystkpujacych |(najczsciej |oddania spojnikago zdania w gzyku na-
zda- |spojnikaltu piq stosowany) | zdaniowego w turalnym przy p =
niowy | zdanio- sposéb jezyku naturalnym | ,Mam masg roboty”, q

wego odczytu FRZ = ,Nie wiem co robt”
w FRZ
koniunkcja O |pCq czynniki piqg a, z4&, tudzie, i, jak| Mam mas roboty i nie
réwniez, oraz, tak .., wiem co robg.
jaki ..., zaréwno ... |i
alternatywa O |pCq sktadniki plubq lub, ldz, albo Mam mas roboty lub
nie wiem co rohi.
implikacja - |p-q |odpowiednio: |J&lip,toq |jedli..., to...; skoro...|J&li (w tym przypadku
i = lewa i prawa zatem... ; o ile tylkgraczej: gdy) mam mas
strona woéwczas ..froboty, to nie wiem co
implikaciji poniewé..., zatem...| robi¢
réwno- - p - g |odpowiednio: |p wtedy i|wtedy itylko wtedy,Mam mag roboty
waznos¢é i = lewa i prawa|tylko wtedy,|gdy wtedy i tylko wtedy,
strona gdyq gdy nie wiem co roldi
réwnowaznosci

dyzjunkcja v pvq sktadniki Albo p alboq | Albo ... albo ... Albo mam masoboty

(alternatywa albo nie wiem co robi

wylaczajaca)

Uwagi i wnioski:

1) spos6b wyraania w gzyku naturalnym musi liydopasowany do zdaskltadowych (zob. w powgzej
tabeli przykiad zdania dla implikaciji);

2)

spojniki zdaniowe implikacji i rownowaoici podane s w dwoch wariantach. Na co daistosujemy

jednak te ,z pojedynezkresk poziomy”, gdyz wymagag mniej wysitku przy pisaniu (nie jest to wcale
zart, gdy autentycznie taka jest przyczyna takiego gmsivania!);

3)

znaczek dyzjunkcji, to znaczek alternatywy rozsaeyzo kropk miedzy ramionami ,v-ki".

Teraz sprawa najwaiejsza. Jak wartas¢ logiczra map zdania ztaone? Poniewaw tej kwestii ludzka
intuicja jest czsto zawodna, zatem w naukach formalnych, jakimilagika i matematyka (aby uniké
nieporozumi@) potrzeba tego typu kwestieisle okrelic.

Zalenosci te ustala nagpujaca tabela prawdziwosciowa (dla formut ze spéjnikami
dwuargumentowymi)
1 1) 1) 1] 1] 1] O
1]1]0] 0| 1| 0] 0] 1
0 1] 0] 1] 1| 0] 1
0O | 0| O] O] 1] 1| O

W pierwszych jej dwéch kolumnach podano wszystkiezliwe kombinacje podstawieO i 1 zapi g W
nastpnych kolumnach oddane svartasici wyrazen postaci p — spojnik zdaniowy -g°. Przypatrzmy si im z
bliska. Najpierw pokrotce, a naphie szerzej:

1) koniunkcja jesprawdziwa witw gdy oba jejczynniki sa prawdziwe. (dycie tu zwrotu ,wtedy i tylko wtedy,
gdy” oznaczaze wtedy jest tak jak mowimy, a w pozostatych pradi@zch tak nie jest, czylie wowczas
wyrazenie to przyjmuje wartg logiczr zero, czyli jest falszywe).

Alternatywa jesfatszywawitw gdy obydwa jepktadniki 53 falszywe.

Implikacja jestfatszywa witw gdy jej poprzednik jest prawdziwy, a (mimo to) jejastepnik jest fatszywy.
Jesli wigc jej poprzednik jest falszywy, to (bez wegll na warté¢ jej nasgpnika) jest prawdziwa. Oznacza
to, ze ,z falszu wynika (lub: mma wyprowad#i) dowolne (a wic zaréwno prawdziwe, jak i falszywe)
zdanie”.

Réwnowanos¢ jest prawdziwa witw gdy obie jejstrony (tak lewa, jak i prawa) maj te sanmy wartas¢
logiczm.

2)
3)

4)



5) Dyzjunkcja jesprawdziwa witw gdy obie jejstrony (taklewa, jak i prawa) map tg¢ sam, wartcs¢ logiczr

Omoéwmy szerzej te typy zda

1)

2)

3)

4)

5)

Poniewa koniunkcja mowi ,jest tak i tak”, wc aby byla spetniona — musi byak pierwsze ,tak”, jak i

drugie ,tak”. Aby koniunkcja nie zachodzita (nietayspetniona) - musi zachodzedna z pozostatych trzech

sytuacji (tj. nie zachodgico najmniej jedno z dwu powszych ,tak”).. Wzyciu codziennym cgsto zamiast

JJub” uzywa sk ,i”. Np. zdanie ,Na imprez zaprositem kupli i dziewczyny”, logik-formalista

wypowiedziatby: ,Na impreg zaprositem kumpli lub dziewczyny”. Moim jednakardem, powinrimy

trzyma® si¢ ustalonych konwenansoéw, idyciu stosowa regutyzyciowe, a w logice — logiczne.

Wiele os6b wartériuje (na co dzie— wzyciu, ale niestety i w logice) alternatguwak, jak podaje tabela dla

dyzjunkcji. Niestety, jest to bdlem. Alternatywa zachodzi (= ma wastdogiczry 1, jest prawdziwa) nie

tylko wtedy, gdy jeden z skftadnikow jest prawdziwg,drugi fatszywy, czy te na odwrét, ale te w

(newralgicznej w tym opisie) sytuacji, gdy oba g&fadniki g prawdziwe. Przypatrzmy sizdaniu: ,,do kina

moa i$¢ ci, ktdrzy mag bilet lub dysponyj 20 ztotymi”. Kto mae ¢ do kina? Wszyscy oprocz tych, co nie

maja biletu, ani wystarczago dwo pientdzy. Tak wec s to:

- ci, co maj tylko bilet,

- ci, co maj tylko pienadze,

-  jak réwniez ci, co maja tak bilet, jak i piesize (ale wtedy - rzecz jasna - pigddy nie musz juz
wykorzystywa).

Takie jest wianie znaczenie alternatywy.

W przypadku dyzjunkcji, kt@rczytamy za pomacspéjnika ,albo... albo ...” (ewentualnie ,.... albd’, gdy

nie wprowadza to nieporozunile sprawa ma gj jak w przypadku pewnego przepisu na ciasto, wykio

znajduje s zdanie: ,dodaj kostkmasta albo margaryny”, gdzie oczyeaie wypiek s¢ uda tylko wtedy, gdy

w cieicie znajdzie si kostka jednego (doktadnie jednego!) z wymieniongtabzczow. A wgc albo 1 kostka

masta albo 1 kostka margaryny, a nie po jednejckostasta i margaryny (jak réwaieie bezzadnego z tych

ttluszczow).

Z kolei rownowanos¢ orzeka,ze obie jej strony mugzmieé identyczm wartas¢ logiczra (tj., ze musi by 1 z

11lub 0 z0), a gdy jest inaczej (tj. gdy mamy zdania anj wartgci logicznej) — woéwczas réwnowaosé

nie jest spetniona lub (innymi stowy) jest fatszywa

Niebywale istotne jest rozz@ienie znakéw « i <. Co prawda, w przedostatniej tabeli zostaty pod@he
jako wymienne, to jednak owa wymiersdaigdy nie jest stosowana przez tego samego tzmagoego
logika! Po prostu a&¢ logikow w tej sytuacii, w jakiej 6w znak réwnowmosci zostat uyty w owej
tabeli, wywa go w postaci-, a czs¢ w postaci<, i s3 w tym konsekwentni. My przyjmiemye w
formutach ledziemy uywaé go w postaci-, a znaczek- stwzy¢ nam kdzie do wskazywani
réwnowanosci miedzy catymi zdaniami, formutami, itp.

Implikacja, to najtrudniejszy rodzaj sfpg6d omawianych tu typow zdaMéwi ona:

jesli zachodzi poprzednik, to musi zachafiziastpnik, 1)
czyli (innymi stowy):
nie maze by tak,ze zachodzi poprzednik, a mimo to nie zachodziepausk. (2)

| rzeczywicie, w tabeli tylko ¢ jedm sytuacg oznaczylmy zerem, a pozostate jedynkami. Z Kolei

wychodzc od zdania (1) — widzimyie zaczyna giono od stowa J&LI: ,Jesli jest TAK, to musi by SIAK”.

Owo ,jesli” ma tu dwie konsekwencji :

- jesli rzeczywicie jest TAK, to musi by SIAK, a wicc nie mae by wtedy inaczej (ij. jest /prawdziwe/
1 - 1, a nie mae by /a wiec i nie jest/l — 0),

-z drugiej strony, to ,jéi” swiadczy,ze zdanie to méwi TYLKO co mudiyé gdy 6w warunek &dzie
spetniony, nie moOwi Zanic o wartdci nastpnika w przypadku, gdy poprzednim nie jest speipion
dopuszcza wic dowolry jego wartd¢ (tj. przy poprzedniku 0, formuta jest prawdziwek tarzy
nastpniku réwnymo, jak i1, tj. prawdziwe 8.0 - 0i 0 - 1).

Spojrzmy obecnie na jakprzyktad odnénie implikacji. Najlepszy, jaki dotychczas udato sig wymysli¢

jest nastpujacy. Wezmy zdanie: ,Jéi zostatg wybrany do sejmu, to znaczg masz co najmniej 21 lat”.

,CO Najmniej” pisze & oddzielnie, podobnie jak ,co najus]”; |
Znamiennee ,przynajmniej”’ pisze gijednak razem!

Co najmniej x = x lub vécej ?
Co najwyzej x = nie wicej niz X, czyli x lub mniej




Zapewne kady sk z nim zgadza (w takie ,szczegOhye nie mana by réwnoczénie pozbawionym praw
obywatelskich, nie wnikamy tu). Co to zdanie ozr&cPopatrzmy po kolei:
Jeli zostateg wybrany do sejmu, to znaczg masz co najmniej 21 lat

— ~— J - ~— J
p - q
p | q | Wybrany (p)| Przykladowy wiek jesttoconaj- | Moze | Zatem warté¢
niej 21 lat (q) | tak by p-(
1] 1 TAK 30 lat TAK TAK 1
1]0 TAK 5 lat NIE NIE 0
0|1 NIE 30 lat TAK TAK 1
0|0 NIE 5 lat NIE TAK 1

Gdzie (jak zwykle)l oznacza prawdziwg zdania, @ — jego fatlszywec.

Poniej zamieszczartabelg prawdziwosciowa dla negacji (spéjnik jednoargumentowy)

p -~
110
0] 1

~ (tzw ,falka” - standardowo) luby (tzw. ,rosyjskie g”), to jednoargumentowy spojnigiczny negacji. Jego
dodanie (przed zdaniem, czy zmighpowoduje zmiag jego wartdci naprzeciwna, tj. z prawdy {) na fatsz Q)
lub z falszu Q) na prawd (1).

Dwie liczby @ i b) nazywamy przeciwnymi, jesSli maja przeciwny znak, act samy wartas¢
bezwzgtdna (tj. gdy spetniony jest warunek = -b, czyli gdy a + b = 0), a odwrotnymi
(pamitasz zapewnege ,podzielt, to pomnayc¢ przez odwrotn& dzielnika”,
czylia: b =a- (Ub), czyli liczba odwrotna db, to 1/b),
jesli b jest odwrotnécia a (czyli b = Va), czy tez (rownowanie) a jest odwrotnécia b (tj. a = 1/b), co
zresz4 — z przeksztalcenia dowolnego z tych warunkéwje dam po prostua-b = 1.

Zadanie
Jak mylisz, dlaczego w logice mamy do czynienia z wasi@ami przeciwnymi, a nie odwrotnymi?

Spojnik negacji (oznaczany:lub- ) czytamy:nie; nie jest takze; nie jest prawd, ze; nieprawdacze .
Np. jesli p = ,Jan jesttysy”, to-p = ,nie jest prawd, ze Jan jest tysy” lub po prostu ,Jan nie jest tysy”.
Trzeba jednak uwaé! Nie zawsze jest bowiem take gdy ,nie jesk’, to ,jest niex’!

PRZYKLAD!

Wezmy znane ze szkoty pgjia: ,funkcja parzysta” i ,funkcja nieparzysta”.

f jest parzysta witw, gdy A f(-x) = f (X), tj. gdy jej wykres jest symetryczny wzdem osi QY (tej pionowej).
XD

f jest nieparzysta witw, gdy A f(-X) = - f(X), tj. gdy jej wykres jest symetryczny wzdem pocztku uktadu

&D

wspotrzdnych (tj. punktu@,0)).

Moga jednak by funkcje, ktére nies ,ani parzyste, ani nieparzyste”, np. takajatnajdziesz na ponszym

wykresie

Y A

/ (0,0) | X
\\/ d l

v




Jej wykres nie jest ani symetryczny wgdgm osi OY, ani wzghlem punktu (0,0).

Tak wiec pogcia ,funkcja parzysta” i ,funkcja nieparzysta” weask nie dopetniaj. Konsekwengj tego jest

fakt, ze czym innym jest stwierdzenie ,X nie jest n”, iceinnym , X jest nie-n”, a zatem obydwa one wymagaj
oddzielnej definicji i olbrzymiej osteaosci z naszej strony (by ich nie pomg)li Taka dziataln& wecale nie jest
nadmiarowa i (wbrew pozorom) nic tu nie jest ,pradgne”.

Podajmy jeszcze dwiawagi nt. rGwnowanosci:
1) RoOwnowanos¢ nie jest tasama z implikagj, gdyz rézni sig od niej w tabelce prawdziwoiowej (w wierszu
p =1, g = 0). Mimo to, wiksza¢ oséb myli, ze jak ojciec méwi do syna: ,Jaktiziesz grzecznypj, to
dostaniesz na bilet do king){ (jest to implikacjal!), to
- znaczy to,ze wyraa tym samym pogt, ze ,jak syn nie bdzie grzeczny, to nie dostanie na bilet do
kina”
- a ponadto pozostale sytuacje (ocZpi przy zat@eniu stowndci ojca), ze syn jest grzeczny, a nie
dostaje, lukze syn nie jest grzeczny, a dostaje, nie wchadzachuk.
Otéz, odndnie pierwszego z tych mniemajego prawdziwé mazna tatwo obali, do czego wystarczy
spojrzeé do naszej tabeli prawdziéciowej.

Tu mi sk przypomniata pewna fraszka (jak dobrze pgam — Jana Sztaudyngiera):
Ona mniemaze mnie ma, potem stwierdza oniemiag@mnie nie ma i nie miata! ©

Na obecnym etapie twojej wiedzy logicznej, analizozemy poprowadzi na dwa sposoby (w zaideosci od

»Szerokaci” naszego rozumienia pgjia implikacji).

1. (przy szerszym) 38 implikacja miataby te zachodzt w drug: strorg — wéwczas jej tabela musiataby
by¢ symetryczna (tj. gdyldyny zamienili miejscami zmienne zdaniowg i q — wéwczas w
poszczegoblnych wierszach powitmiy byli otrzymywa identyczne wyniki, jak poprzednio).

2. (przy wezszym) Zauwa, ze jesli warunekp nie jest spetniony, tq moze mie tak wart@¢ 1, jak i 0. Nie
jest wiec ta wartd¢ zdeterminowana na 1, podczas gdy w przypadkuwgdyunekp zachodzi, to wart@

g jest zdeterminowana jako 1.

Z kolei odndnie drugiego z tych mniemato jest ju calkiem inne zagadnienie, zwane z rozumieniem

implikacji, ktére to oméwikkmy za pomog przyktadu o wyborach do sejmu.

2) Roéwnoweanos¢ (R) jest dopetnieniem dyzjunkcji (D), tj. te dwalania w danych sytuacjach zawsze
przyjmuja przeciwr wartcs¢. Tak wiec w wierszach w tabeli prawdzidciowej, w ktérych R przyjmuje

warta¢ 0 — D ma wart& 1, a w ktérych R przyjmuje wagé1l — D ma warté 0.

Uwaga

Powyzej pisalsmy takp = 1, jak ip = ,Jan jest tysy”. Byt to hid! Wiasciwie, drugi zapis byt poprawny (bo
zmienna zdaniowa zagtuje zdanie), a pierwszy (w tej sytuacji) — nie!rifRalnie rzecz biaic, powinnémy
bowiem pisa w(,Jan jest tysy’) = 1 lub w(p) = 1, gdziew jest funkcj okreilajaca wartas¢ logiczra swego
argumentu (u nas — odpowiednio zdania i zmiennapmdvej, w kadym z tych przypadkéw 1), przy czym
zawsze musi ona przyjmowa tych przypadkach waré 1 (prawda) lub wartd 0 (fatsz).

Przy zmiennych zdaniowych (i formutach rachunku @darzyjeto sig jednak, ze nie jestémy takimi
formalistami-rygorystami, i w zwku z tym, opisujemy ich wargé logiczra bezpdrednio, a w¢c bez owegav,
czyli piszemy np.p =1, (p - q) = 0, oczywicie przy wczéniej okrelonychpi q.

Gdy mamy zdania zimne z wekszej liczby zda prostych lub z dwéch (czy nawet jednego), ale pahe
bardziej skomplikowanie nito podano w dotychczasowych naszych roaméach, to celem rozeznania jego
wartasci logiczneyj:

1) najpierw zdanie zkone zapisujemy przy pomocy odpowiag&go mu schematu rachunku zdaoprzez
konsekwentne podstawienie za poszczegélne zdawostepodpowiadagych im zmiennych zdaniowych
(np.:~~p, @@~ ), pO@0p)),

2) a nastpnie pod poszczegllne zmienne zdaniowe podstawisamycsci logiczne 0 i 1, w zalaosci czy
odpowiadajc im zdanie gzyka naturalnego jest falszywe czy mrawdziwe.

Uwaga

Spojrzmy jeszcze, jakieysnozliwe uktady wartdci logicznych poszczegélnych ztarostych (reprezentowanych
w odpowiadajcej im formule przez poszczegdlne zmienne zdaniopyeqg, r itd.). Dane z tych rozwan
prezentowé bedziemy w poniszej tabeli. Otd kolumny reprezentaj poszczeg6lne zmienne zdaniowe, a
poszczegolne wiersze — kolejne uktady (kombinaoge)i jedynek (w sumie wszystkie aiiove).



Gdybysmy mieli tylko jedm zmienna (jest tak w podanej poaij tabeli dla negacji) — mieliByny jedynie 2
wiersze — jedynie z odpowiednio 0 i 1. Teraz, wropro t tabet, gdybymy tworzyli analogiczna dla dwdéch
zmiennych — woéwczas ten uktad przepisujemy pania obok (po lewej stronie) przyeszi starej zapisujemy
jedynki, a przy nowej — zera (patrz — pmra tabela, pola zaznaczone na szaro). Analogidedigie, gdy w
oparciu o tabeldla 2 zmiennych ddlziemy tworzy tabet dla 3 zmiennych — najpierw przepisujemy peiito,
co juz mamy (tj. przepisagc cz$¢ zacieniowan, z wierszy q i r), a nagtnie po lewej stronie (tj. w kolumni@
przy tym, co ja wczeniej mielismy wpisujemy jedynki, a przy tym, co dopiero przeluvila dopisalimy —
wpisujemy zera. Procedura ta gwarantuje nam uzyskaszystkich wynikéw (zer i jedynek we wszystkich
mozliwych kombinacjach w poszczeg6inych wierszach liabe

OO0 |O|F ||k IFT
OO |RIO|IOCIFIF|a
olk|o|~RIOIFPIO|IFR| =

6 INFORMATYKI: \

Algorytm, to $cisle okr&lony sposdb pospowania, dajcy gwaranai oshkgnigcia
zamierzonego rezultatu w skazonej liczbie krokéw.

Procedura (pojecie pochodne) — to wewtrznie spéjna ag¢ algorytmu, odpowiedzialna za
realizacg funkcjonalnej jej cgsci (np. przy algorytmie rozwezywania rownania kwadratowego, jej
cze$¢ odpowiedzialna za wyliczenie delty).

Pojcie procedura wyspuje tez w znaczeniu potocznym, o takim znaczeniu, jak a@ost
okreslony powyzej algorytm. Wtedy okrdenie ,zalgorytmizowana procedurd znaczy po prostu
»postepowanie algorytmiczné, czyli icisle okr&lone, dajce gwarangj osikgniecia zamierzonego

&elu w skaczonej ilgci krokow. j

O kazdej z tych kombinacji zer i jedynek (w tym rOwnigestawieniu samych zer, czyzteamych jedynek)
mowimy, ze jestwartosciowaniem ciagu zmiennych zdaniowych (i to zaréwno, gdy dziéfets w tabelce, jak i
w konkretnej FRZ). Liczba tych wasciowan wyraza sk wyrazeniem 2", gdzie n jest liczta zmiennych
zdaniowych rozpatrywanych w danej formule (dfl liczba wartéciowan wynosi 2, dla2 — 4, dla3 -8, dla 4 —
16, ...).

Oprocz zda prostych i zda ztozonych z dwéch zdaprostych, méena budowd (czy tez analizowa&) zdania
bardziej ztaone, i oczywdcie odpowiadajce im FRZ. Przy rozpatrywaniu FRZ, najepamkta¢ o kolejnaci
wykonywania dziala, podobnie zresat jak to ma miejsce np. w arytmetyce, czy algebiak jak tam, tak i tu
normalnie dziatania wykonujeesod lewej do prawej, chybae:
- s zmodyfikowane nawiasami (albo tylko agiymi, chatby wielokrotnie zagibionymi, lub te z
dodatkowym wykorzystaniem nawiasow kwadratowyctankowych.
- lub moa wiazan: najsilniej waze negacja-), potem koniunkcjal(), nastpnie alternatywal({), stabiej
implikacja (- ), a najstabiej rownowaos¢ (- ).

Zauwa, ze stosujemy tu pewien skrot ghgwy, gdyz mowimy )
Lkoniunkcja”, a na myti mamy ,spojnik koniunkcji’ :
Przyktad
Zdanie ,Jéli jutro bedzie phtek, to jeli sie dobrze wypie, a zawczasu dobrze przygatujo zdam”
%(—J . ~ J [\ ~ W) H_J
P q r s
- ~— —/ |
Lw R
%K—J ~ ~— ~
L P

ma post& p - (q Or - 9), 3)



a zatem formula ta (jak i cale rozieme zdanie)ssimplikacjami (o lewej stronid i prawej stronieP, gdzie
wyrazenie w nawiasieR/ tez jest implikacy o lewej stronid.,, /ktéra z kolei jest koniunkej i prawej stronieP,;
dolny indeks w zostat tu obrany ze wall na ck¢ ukazania,ze mamy tu do czynienia z ,implikacj
wewnetrzna”; dodatkowy nawias obejmagy koniunkcg nie byt tu potrzebny, ).

Gdybysmy z kolei mieli & formuk, ale bez nawiaséw, to fayy ja rozumieli w nasfpujacy sposob (wg. zasady
,0d-lewej-do-prawej”): (b - q) Or) - s

i tez nazywalibymy ja implikacja .

O formule postaci (3) (a co za tym idzie, o zdarkitgre ona opisuje), niemy orzeké czy jest
prawdziwa, czy te fatlszywa. Musimy jednak zdawartaici logiczne poszczegélnych, sklaglaych sk na ni
zmiennych zdaniowych (przypomnijmy: reprezestych zdania proste skladag sé na rozpatrywane zdanie).
Jaliwigcnp.p=1,9g=0,r=1is=0, to mamy:

1. (001- 0)
——
1.(0 -0

1- 1
%(_J
1
Zdanie to wgc jest (przy takim wart@iowaniu) prawdziwe.

Zobaczmy, jak si ,sprawy maj” przy innych wartéciowaniach. W tym celu musimy pgpbwanie to powtérzay
dla pozostatych 2— 1 = 15 przypadkéw (tj. wardoiowan). Latwiej (nie zgubimyzadnego przypadku) i
przejrzyciej jest to jednak zrobiw jednej tabeli (celem zachowania komplement&ih@amigcimy w nigj
réwniez juz ,przerobiony” przypadek).

p-(q0Or-ys),
P lair|s|iqCr |gCr-s p-@LCr-ys),
lub krécej(...) |lub krécejC (od: caldé)

1 (1]1]1 1 1 1
1 (1]1]0 1 0 0
1 (1]0|1 0 1 1
1 (1]0/0] O 1 1
1 (0]1]1 0 1 1
1 (0]1]0] O 1 1
1(0]0|1 0 1 1
1 (0/0|/0] O 1 1
0 [1]1]1 1 1 1
0 [1]1]|0 1 0 1
0 [1]0]1 0 1 1
0 |[1]0/0|] O 1 1
0 |[0]1]1 0 1 1
0 |0]1/0|] O 1 1
0 |[0]0]1 0 1 1
0 |0]0j0|] O 1 1

Jak widzisz, ta formuta akurat w jednej sytuacjt jlatszywa, a w pozostatych prawdziwa.

Sq jednak i takie FRZ, ktore zawsze grawdziwe (tj. przy kadym wartgciowaniu mag wartcs¢ logiczm 1) —
nazywamy jetautologiami, jak i takie, ktore zawszey $atszywe (tj. przy kadym wartgciowaniu majg wartasé
logiczm 0) — nazywamy jé&ontrtautologiami .

UWAGA!
Pojcie kontrtautologii szerzej omawiane jest w roztiziabiory i liczby’ — teoria mnogi

Zwigzek miedzy tautologi a kontrtautologi.
Jezeli przez T oznaczymy dowaintautologe, a przez KT — kontrtautologito:



1) ~ T jest kontrtautologi(bo T daje same jedynki w ostatniej kolumnie tgleejesli formutg t¢ poszerzymy o
znak ~ na pocgku, to w naszej tabeligolziemy musieli na kiicu dod& jeszcze jeds kolumrg i w niej
Znajdy sie same zera, jako wdaie negacje owych jedynek, a to oznacegjest ona kontrtautolagi

2) ~ KT jest tautologi (bo KT daje same zera w ostatniej kolumnie tatzejesli formute te poszerzymy o znak
~ na pocaztku, to w naszej tabeliddziemy musieli na kicu dod& jeszcze jednkolumre i w niej znajd, sie
same jedynki, jako wkmie negacje owych zer, a to oznaczajest ona tautolog)

Jeili teraz wprowadzimy oznaczenia;, T, — dowolne tautologie (a wé by¢ moze nawet T=T,),

KT4, KT, — dowolne kontrtautologie (a ga by¢ moze nawet KT = KT,), to:

1) Tio Ty

2) KT; o KT,

3) ""'Tl A KT]_,

4) ""'KTl A Tl-

Zadanie
Udowodnij powyisze 4 wlasni.

CO WYRAZAJA TAUTOLOGIE?

Tautologie § zdaniami zawsze prawdziwymia $ne prawami obowrujacymi w catymswiecie, jednak o tym

dwiecie nic konkretnego nie moéavi(nie wnosza nic nowego). % tylko narzdziami, pozwalajcymi nam

przechodzi od zd& prawdziwych do zdaprawdziwych.

Spojrzmy na podstawowe tautologie:

1) p O~p. Czytamy je: p lub nie p. Jest to niechybniarid zawsze prawdziwe (awibez wzgidu na to, co
stoi na miejscu p — zdanie prawdziwe, czy talszywe; przy kadym z tych podstawie /wartagsciowan/
otrzymamy bowiem,ze cate to wyrzenie ma wart& logiczm 1). Ponadto spéjrzmy na przyktady tego typu
zda: ,jestem gruby lub nie jestem gruby”, ,jest te@ma lub nie ma teraz zimy”, ,pada deszcz lub rad®
deszcz” itp. Jest to typowa wypowiepytyjska.

Wypowied: pytyjska — to taka wypowigg ktéra nic ciekawego nie wnosi, a zawsze jest frawa, ?
a to ze wzgidu na swaj specyficzr skladng (np.: ,jutro kzdzie pada lub nie kxdzie pada”)

Prawo to nazywamy prawem wylaczonego srodka” (ze wzgkdu na brak jakichkolwiek nidiwosci
posrednich).

2) p - p. Jest to prawo tozsamaci”. Zdanie to czytamy: 3é (jest) p, to (jest)p. Przyktady zda: ,jesli jestem
Polakiem, to jestem Polakiem”, giestonce jest planat to stace jest planet, ... Pierwsze z nich jest typu 1
- 1, a drugie typu: @- 0, a zatem (w oparciu o tabelgrawdziwgciowa) oba g prawdziwe. Prawdziwig
tego dowolnego zadnia tego ksztaltu jestonmagwarantowana (przez nasze sprawdzeaiprzy dowolnym
wartasciowaniu /tu jedynie dwéchp = 0 ip = 1/ odpowiadajca jej FRZ jest zawsze prawdziwa). Zrasgdy
poprzednik implikacji ma warté logiczra zero, wOwczas nie trzeba jej sprawidfezy tez dowodzé), bo
(zgodnie z tabalprawdziwdciowa) i tak jest prawdziwa

Zapewne ju zauwaytes$, ze tautologie rzeczywtie s po prostu banatami. Jak bowiem warté¢ poznawcz

maja zdania: ,nosg okulary lub nie nosgokularéw”, czy ,jgli jestem studentem, to jestem studentem”, a co za

tym idzie zadnia postacp O ~p czy p —» p? Zgodz sie z Toky, ze same w sobie zadnej(bo g po prostu

banatami).

[ Banat — prawda oczywista ]

Za ,oczywiste” rozumiem tu ,bezwarunkowe”, a nieigwczne na pierwszy rzut oka”. W tych przypadkach
rzeczywicie jest to rownie,widoczne na pierwszy rzut oka”, jednak nie zawszesi tak by.

W tym celu przypatrzmy siinnym tautologiom (nie pigz pozostatym, bo tautologii — niestety — jest
nieskaiczenie wiele, a wt nie bylibydmy w stanie wszystkich ich wypiéga

Prawa rachunku zda

LP | Prawo Nazwa

1 |p-p Prawo tasamdci

2 pC~p Prawo wyhczonegasrodka

3 ~(pC ~p) Prawo sprzeczrioi

4 ~~p-p Prawo podwojnej negaciji

5 (p > ~p) - ~p Pierwsze prawo redukcji do absurdu




6 ((p->q)C(p->~q) - ~p Drugie prawo redukcji do absurdu

7 (PCQ) - (QC p) Prawo przemienngi koniunkcji

8 (PCQ) - (qCp) Prawo przemienrigi alternatywy

9 (Pp-q) « (=9 ~p) Prawo transpozycji prostej

10 |~(pCq) o (~pLC~0q) Prawo de Morgana dla koniunkcji
11 |~(pCQq) ~ (~pC~Qq) Prawo de Morgana dla alternatywy
12 |~(p- ) - (pC~q) Prawo zaprzeczenia implikacji

13 |(p->q) o ~(pC~q) Prawo zasipowania implikacji

14 |(p- )~ (-pCQq) j-w.

15 |(pCQq) » ~(~pC~q) Prawo zasjpowania koniunkcji

16 |(pCQ) - ~(p- ~q) j-w.

17 |(pCqg) » ~(~pC~q) Prawo zasfpowania alternatywy

18 |(pCa) - (-p- Q) jw.

19 [poq o ((p->9LC(g-p) Prawo zasfpowania rOwnowzanosci
20 |~po g)o (<P~ 9g)C~(g- p) Prawo zaprzeczania réwnoivemsci

21 |~(p~ 9)~ (PCE~g)C (L ~p)) jw.

22 |((p > LCp)-g Modus ponendo ponens

23 |((p - Q)L ~q) —» ~p Modus tollendo tollens

24 |(pCq)C~p) - q Modus tollendo ponens

25 |[((~pC~q)Cp) > ~q Modus ponendo tollens

26 [(pCqg) >1n o ((pC~n - ~q) Prawo transpozycji zimnej

27 |[(p-(@-1nN)o (- (P-10) Prawo komutacji

28 |[(pC->nNeo (pP-(Q->1) Prawo eksportacji i importaciji

29 [(PC(QLCN) o ((PCgL) Prawo hczngici koniunkcji

30 |[(pC(QLCIN) o (PCQ L Prawo hczndici alternatywy

31 |[(pC(LCN) o (PCQLC (L) Prawo rozdzielngi koniunkcji wzgkdem alternatywy
32 [(pC(LN) o (pPCQC (L) Prawo rozdzieln¢ei alternatywy wzgidem koniunkcji
3B [(p>aLC(pP->nN)o (p-(gCr) Prawo mnaenia nasfpnikow

34 [(((p-nNC@-1r)- (pCq) -1 Prawo dodawania poprzednikéw
35 |[(p-@-1)-(p-0a) - (p-T1) |Sylogizm Fregego

36 |[(p->qPC(@->1)->(@E-1) Koniunkcyjny sylogizm hipotetyczny
37 P> ->(g-1 - (p-1) Bezkoniunkcyjny sylogizm hipotetyczny

Jak zapewne zauvsges, sa one nazwane prawami rachunku izda kada/kade z nich ma swajnazw; wiasry.
Przypatrzmy i tym dwom ich aspektornt

Jednak tylko og¢ z nich ma swoje nazwy wilasne. €&z ze wzgéddw historycznych, a €% ze wzgédu na
swoje wakie znaczenie. 38 jednak ,ze wzgtdow historycznych”, to i ,ze wzgtlu na swoje wzkie znaczenie”,

jako ze w przeciwnym razie historycznie by nie zaistniaty

Sprébujmy § przeanalizowa

3)

4)

~(p O ~p) —prawo sprzeczngci.

Mowi ono, ze niepodobna, aby zarazem zachodzito (byto prawezilene zdanie i jego negacja

~~p - p —prawo podwdjnej negaciji

Méwi ono, ze podwdjnie zanegowa to tak, jakby w ogodle nie negowaMozna t& powiedzi€, ze
.podwojna negacja siznosi”. Ta tak, jak mam wtzone (lub wyiczone)swiatto, negu¢ ten stan poprzez
jego zmiam na przeciwny (odpowiednio: wadzony/whczony) i ponownie negejgo poprzez zmian
obecnego stanu na przeciwny (tym razem odpowiedmigczony/wyhczony), dochod tym samym do

stanu pocatkowego.

[ ,W 0gole” pisze sj oddzielnie ]




5)

6)

7

8)

9)

(p - ~p) - ~p —pierwsze prawo redukcji do absurdu
Mozemy odczyta je nasgpujaco: jeli z pewnego zdania nina wyprowadz jego negagj, to zdanie to jest
falszywe.

[ ~absurd” pisze siprzez ,b” (a nie przez ,p” ] !

((p - 9 O(p - ~g)) - ~p —drugie prawo redukcji do absurdu.
Jeli z danego zdania miaa wyprowadz dwa zdanie, nawzajem przeciwne, to zdanie to adbadzi (tj. jest
falszywe).

(pdq) « (gqdp) —prawo przemiennasci koniunkgc;ji .

Koniunkcja jest przemienna , tj. dowolnie w jakigjlejncsci ja wezmiemy, zawsze dgizie miata tai samy
wartas¢ logiczra.

Tutaj préba o odrobin ostraznosci. Czy ktg powie: ,pobrali s¢ i mieli dziecko”, czy te: ,mieli dziecko i
sig pobrali”, to dla domorostego logika, jest to sardednak zapewne nawet i Ty Laiku dostrzegagmicé
miedzy stwierdzeniami tych zdaW zyciu bowiem czsto jedne spojniki logiczne wyra sk stosujc inne
spéjniki (czsto w logice zarezerwowane dla cz€gmego), takze dochodzi do istnego galimatiasu.

Kto méwi ,pobrali st i mieli dziecko” ma zapewne na 8liy ze zaszty obydwa te fakty, a przy tym zaistniaty
w przytoczonej tu kolejnii.

Kto z kolei méwi ,mieli dziecko i s pobrali”, ma zapewne na Hliynie tylko to,ze zaszly owe dwa fakty,
lecz i to, ze drugi z nich {lub) byt niejako wymuszony pierwszym (dzieckiemgstito wec implikacja:
-pobrali sk, poniewa mieli dziecko” (gdzie: "mieli dziecko” — to jej pozednik, a ,pobrali §' — to jej
nastpnik).

(pdq) « (gqOp) —prawo przemiennadci alternatywy.
Alternatywa jest przemienna , tj. dowolnie w jaki®jlejncsci ja wezmiemy, zawsze dgizie miata tak sam
wartas¢ logiczra.

(p - q) - (~q - ~p) —prawo transpozycji prostej, czsto zwane po prosiprawem transpozyciji.
Implikacja jest rownowzna implikacji w drug strore, jednak z negagjjej stron. Jest to bardzo wee
prawo! Wikszai¢ laikow uwaa, ze (p - q) « (~p - ~Q), bo to ,takie logiczne”. Jednak (jak przysta
laikbw) — myh sie sromotnie. Zobacz. Zdanie ¢face implikacp): ,Je&sli cos jest kwadratem, to i jest
prostolatem” jest oczywécie prawdziwe (bo kaly kwadrat jest spetnia definicjprostolita). Z kolei
(btednie powstate z niego) zdanie (prawdziwe wedtugkidg-laikéw) ,jesli cos nie jest kwadratem, to i nie
jest prostoktem”, wcale prawdziwe nie jest! (zobacz np. prostak bokach 2 i 3 jednostki), a g owo
prawo logikéw-laikéw jest rzeczyégie chybione. Z kolei — omawiane tu — prawo tramgpp, oczywkcie
jest prawdziwe. W sytuacji przytoczonego tu przgkta mowi, ze ‘jak cc jest kwadratem, to i jest
prostolgtem, to to samo, co: jak €aie jest prostaktem, to i nie jest kwadratem” (bo i w jaki sposab?)

10) ~(pOq) « (~pUd~qg) —prawo de Morgana dla koniunkcji. Lub: prawo negacji koniunkcji

Czytamy je krétko: negacja koniunkciji, to alternaynegaciji. ,Catym zdaniem”: negacja koniunkcji 6
zdah jest alternatyw negacji tych zda Sprébujmy je obi¢ intuicyjnie. Co oznaczaze nie zachodzi
koniunkcja dwoch zd& Czego potrzeba i wystarcza zarazem, aby onaauleodzita? <e chad jedno z
nich kydzie fatszywe (= niedalzie zachodZj, a to wignie oddaje to prawo.

11) ~(pOQq) -« (~pO~qg) —prawo de Morgana dla alternatywy. Lub: prawo negacji alternatywy

Analogicznie, czytamy je krétko: negacja alternatywo koniunkcja negaciji. ,Catym zdaniem”: negacja
alternatywy dwoch zdajest koniunkcy negacji tych zda Sproébujmy i je ohj¢ intuicyjnie. Od prawej - co
oznaczaze nie zachodziadne z tych zda(ani pierwsze, ani drugie). Gtd®znacza, ze niepodobna, aby
chat jedno z nich zachodzito, a to Wiae wyraza lewa strona tej réwnoumosci.

12) ~(p - q) « (pO~q) —prawo zaprzeczenia implikaciji

Gdy zanegujemy obydwie strony réwnawmasci 13, i nastpnie do prawej strony tak otrzymanej
rownowanaosci zastosujemy prawo podwdjnej negacii, to dmte otrzymamy omawiane tu prawo. Prawo to
mowi, ze niezachodzenie implikacji, to innymi stowy zachedie jej poprzednika i niezachodzenie
nastpnika.



13) (p -» q) « ~(pO~q) —prawo zaskpowania implikacji (1)
Niezmiernie wane. Gdy spojrzysz na takebrawdziwgciows dla implikacji, to zauwaysz, ze implikacja
falszywa jest tylko w jednej sytuacji — gdy zachigej poprzednik, a mimo to nie zachodzi jej masik. To
spostrzeenie oddaje winie to prawo mowice, ze zachodzenie implikacji rownowae jest niezachodzeniu
(czyli: wyklucza s¢ z sytuacy zachodzenia) jej poprzednika i negacji jej gpsika. Krotko: implikacja
oznaczaze nie mae by tak,ze zachodzi jej poprzednik, a nie zachodzi jej ¢rask.

14) (p - q) « (~pOq) —prawo zasgpowania implikacji (2)
Przeksztalcimy powssze prawo 13:
(Pp-0a) - ~(pP0~0q) - ~pU~~q- ~pUq
! ! I
prawo 13 zprawa 10  stosujenamar podwdjnej negacji (tj prawo nr 4) do ~ ~q
W ten sposéb otrzymaliny omawiane tu prawo zagbwania implikacji.

15) (pdq) « ~(~pO~q) -prawo zasgpowania koniunkcji (1)
Otrzymujemy je wprost z przeksztalcenia prawa 1lfaWj@a de Morgana dla koniunkcji), poprzez jego
obustronne zanegowanie.

16) (pdq) « ~(p - ~qg) —prawo zaskpowania koniunkcji (2)
Gdy w prawie 12 (prawie zaprzeczania implikacji): ~(p- q) « (pO~q)
W miejsce g wstawimy ~q: ~p ~q) » (pO~~Qq)
nastpnie zniesiemy podwéinnegact przy q: ~(p- ~q) » (pOQ)
i w koncu odwr6cimy strony réwnowaosci miejscami:  (A1q) - ~(p - ~q)
to wiadnie otrzymamy nasze prawo.

17) (pdq) « ~(~pO~q) —prawo zasgpowania alternatywy (1)
Analogicznie, jak w 15, otrzymujemy je wprost z gkgztalcenia prawa 11 (prawa de Morgana dla
alternatywy), poprzez jego obustronne zanegowanie.

18) (p Q) « (~p - Q) —prawo zasgpowania alternatywy (2)
Analogicznie, jak w 16:
gdy w prawie 14 (prawie zaprzeczania implikacji): (p- q) « (~pOQ)
W miejsce p wstawimy ~p: (~p q) - (~plQq)
nastpnie zniesiemy podwojnnegacg przy p: (~p- q) - (pOQ)
i w koncu odwrécimy strony réwnowaosci miejscami:  (g1q) « (~p - Q)
to wiadnie otrzymamy nasze prawo.

19) (p - q) - ((p ~ 9)T(g - p)) —prawo zasepowania rGwnowaznosci
Réwnowanos¢ swiadczy o wspotzachodzeniu zddewa i prawa jej strona zawsze masmiet te sany
wartas¢ logiczrma, aby i cata réwnowanos¢ byta prawdziwa. To juwiemy. Z kolei przytoczone tu prawo
zastpowania réwnowznosci ustanawia rownowanos¢ miedzy rGwnowanoscia, a zachodzeniem implikacji
w obydwie strony. Ména zreszt powiedzi€, ze rownowanos¢, to implikacje w obydwie strony. Prawo to
stwierdza,ze réwnowanos¢, to nie to samo, co implikacja, lecz to samo, roplikacja w obydwie strony.
Poprzez réwnowmos¢ definiuje s¢ pojecia — definicja musi by réwnowanosicia (= miet postad
rownowanasci), aby byta adekwatna. Qi temu, ze réwnowanosé, to dwie implikacje — dzki jednej z
nich poprawna definicja nie jest zaska, a dziki drugiej z nich — definicja ta nie jest za szexok

20) ~(p ~ q) « (~(p - 9)O~(g - p)) —prawo zaprzeczania réwnowanosci (1)
Biorac powyzsze prawo 19 (prawa zagbwania réwnowznosci): (po qQ) e ((p->9 0O - p)
i negujC jego obie strony, otrzymamy: ~pe q) e ~((p- 90O - p))
a po zastosowaniu do jego prawej strony prawo niek@tunkcji (nr 10), otrzymamy nasze prawo.

21) ~(p~ q) « (pO~g)0(qO ~p)) —prawo zaprzeczania rownowanosci (2)
Podstawiaic w powy:szym prawie 20, po prawej jego stronie, w miejsegatji implikacji zgodnie z
prawem 12 [~(p~ q) « (pO~q) —prawo zaprzeczenia implikacji], otrzymamy wianie nasze prawo 21.

Ponizsze cztery prawa mgjacinskie nazwy ze wzgtlu na ich doniosks i historyczne znaczenie.

22) ((p - ) Jp) - q —modus ponendo ponens



Modus ponendo ponemsaczy: sposob przez potwierdzenie potwiergzajPrawo to méwize jesli
prawdziwa jest jakaimplikacja (tu: p— q), a nadto zajdzie jej poprzednik (tu: p), tousnzag¢ jej
nastpnik.

Np. przyktad: jéli dzisiaj jest patek, to jutro jest sobota (p q), a dzisiaj jest ptek (p), zatem jutro jest
sobota (q). Dociekliwy laik zapyta zapewne, ,ajed dzisiaj nie jest ptek?”. Wtedy po prostu:

((p-a)0p)-q
Oe—— mamy gt

0 D
-

1 <«— ajakee jest ona poprzednikiem implikaciji, to i cala ifkptja jest prawdziwa.

zatem i koniunkcja jessigiwa

Prawo to w pewnej modyfikacji nosi nazweguty odrywania, kt@rodpowiednio czytamy i zapisujemy jak

ponizej:

- jesli zajdzie (= jest prawdziwe) Pq
- p
- to i zajdzie (musi z&¢) o}

Czesto regud taka czyta s¢ tez: skoro ... (to, co nad kregk— zatem ... (to, co pod kregk
Stwzy ona do przeprowadzania wszelkiego rodzaju dowodbywyjasnien, a co za tym idzie, matematyce
bardzo § sobie ceni (jakoze lubup sic w dowodzenie twierdze®© ).

23) ((p - 9)0~q) - ~p —modustollendo tollens
To z kolei jest ,,sposéb przez zaprzeczenie zapegoy?’ . Je&li mamy implikacg (p - q), | wiemy,ze nie
zachodzi jej nagpnik (~q), to maemy by pewni,ze i jej poprzednik jest falszywy (~p).
tatwo je udowodrd.
J&li mianowicie mamy: p- q
To w mysl prawa transpozycji prostej (prawo nr 9: {pq) - (~q - ~p) ), mamy: ~¢ ~p.
Z kolei, jeli zachodzi ~q (aze tak jest, wiemy z zakenia), to w myl dopiero co oméwionegomodus
ponendo ponens((p - q)0p) - gq] {lub: reguty odrywania} — zachodzi ~p.

24) ((p O q)d~p) - g —modustollendo ponens
Jak tatwo ju odczytd (tak z ksztattu formuly, jak i faciny), prawo t@si nazwg sposéb przez zaprzeczenie
potwierdzajcy. Rzeczywdcie, jeli mamy alternatyw (ktéra ,mowi™: jest tak lub tak), i wiemyze jej
pierwszy sktadnik (a ze wzglu na prawo przemiengéad alternatywy — wiéciwie dowolny) jest fatszywy, to
drugi z jej skladnikbw musi lyprawdziwy (=zachodz). J&li wiem, ze w prawej kieszeni spodni masz
pistolet lub n@, a ty z cat stanowczécia zaprzeczasz jakobymiat w niej nG (a — nawiasem moéwt —
jesté przy tym prawdomoéwny), to megby¢ pewien,ze masz w niej pistolet! Oto w catej okazatio—
modus tollendo ponenlla pewno go znadd stosowat§, ale nie umialetak madrze naukowo nazwa

25) (~p0O~q)dp) - ~g —modus ponendo tollens
Ostatnim prawem z serii tatskiej, jestmodus ponendo tollerssposéb przez potwierdzenie zaprzegzaj
Jest to formuta identyczna z poprzegdr ta réznica, ze na poszczeg6lnych pozycjach gdzie byly negacje —
teraz ich nie ma, a gdzie nie byto — taagn Sposéb ten ,méwi”; jdi co najmniej jednego z dwdch nie ma, a
jest jeden z nich, to na pewno nie ma drugiego. mé&w(podobnie jak poprzedni sposéb) i ten jest
intuicyjnie oczywisty.

Zauwa laiku (juz chyba nie calkiem "laiku®), ze te 4 sposoby, to juwszystkie maliwe. C&, w ich nazwie
jest bowiem zawsze na pagizu modus(=sposo6b), potem me by ponenddub tollendo(tj. przez potwierdzenie
lub przez zaprzeczenie) — togwina dwa sposoby, a potem wzegm z nich, na ostatniej — trzeciej — pozycji
ponenslub tollens a wic w kazdym z tych 2 przypadkdw na 2 sposoby. Rzeczgieis, wiec 4 maliwosci (i
tylko 41).

26) (pCQq) - 1) » ((pO~r) - ~q) —prawo transpozycji ztazonej
Jeili omawiamy tu prawo transpozycji zionej (PTZ), przypomnijmy wpierw prawo transpozypjiostej
(PTP - prawo nr 9): (p~ q) « (~q - ~p) . W PTP poprzednik implikacji zamienia; shiejscem z
nastpnikiem implikacji, przy czy skutkuje to zanegowam tych wyraen. Z kolei w PTZ mamy do



czynienia z analogicansytuacy, jednak nasgpnik implikacji zamienia i miejscem jedynie z jednym z
czynnikow poprzednika teg implikacji (i w tym przypadku wytgenia zamieniace s¢ miejscami g
negowane po zmianie miejsc).

Mozna wkcz powiedzié, ze PTP jest szczegbdlnym przypadkiem PTZ, czy — jakvoli —ze PTZ jest
rozszerzeniem PTP (0 niezmienny /co do waita miejsca/ czynnik w poprzedniku implikacji —
koniunkcji).

27) (p - (g-1)) « (g > (p - 1) —prawo komutaciji
Omoéwimy po naspnym.

28) (pOq) > 1) » (p - (g - 1)) —prawo eksportacji i importacji
Zwro¢ uwag; na pravg strorg tej implikacji. Mowi onaze jesli zajdzie p, to jéli zajdzie g, to (dopiero)
wtedy zajdzie r. Tak wC zafcie r jest gwarantowane poprzezsedg zarazem p i q. Prawo to jest
rownowanoscia. Jakoze rownowanos¢ mozemy rozbé na dwie implikacje, zatem daje nam tozineo $¢
otrzymania dwoch nowych praw:
- implikacja w prawg strore — toprawo eksportaciji: ((pOq) 1 > (pP-(@-1)
- implikacja w leva strore — toprawo importacji : ((pOq) > N<—(p - (q-1),
a wiasciwie (bo — formalnie rzecz bigec — w rachunku zdanie ma strzaltki w lewstrorg : «):
(P~ (@-n1)~((pOQ) -1

Nazwy wyszczegolnionych tu praw ttumaczy si sposob oczywisty:

- Jimportujemy” (czyli sprowadzamy) do poprzednikaplikacji q,

- ,eksportujemy” (czyli wyprowadzamy) z poprzednikaplikacji q;

- a jakoze import i eksport dziatajw przeciwne strony — tak i my mamy strzatki impldji w obydwie
(przeciwne) strony, dage razem réwnowanosc.

Czas na poprzednie prawo komutacji. ©slowo ,komutacja” pochodzi od fakiego commutatio=
zmiana, przemiana. Tutaj wigie zmieniag sig miejscami dwie pierwsze zmienne zdaniowe (p i @Qrawe;j
i lewej stronie owego prawa — rownoimesci. Czas je udowodbi

Wyjdziemy od jego lewej strony i rOwnowaosciami dojdmy do prawe;j.

L=(pP-@-1) - ((PUa-1n - (@Op)-1n - @-@P-1N)=P

! ! !
Z prawa 28 Z prawa 7 (przemien- Z prawa 28
(prawo nosci koniunkcji) (prawo
impostacji — stosowanego dla impostacji —
eksportaciji) poprzednika implikacji eksportaciji)

Wida¢ wiec, ze czy najpierw powiemyze zaszedt warunek (poprzednik) pierwszy, a potemgidczy te
podamy to w odwrotnej kolejioi, nie ma najmniejszego znaczenia.

Przykiad: jgli ktos jest dorosly, to, jdi nie jest ubezwlasnowolniony, to e gtosowa

Jest réwnowane stwierdzeniu: i kto$ nie jest ubezwlasnowolniony, tosjejest dorosty, to mee
glosowa.

Jasne i oczywiste (nawet dla zatwardzialego 1&iKg

29) (pO(q0Or)) « ((pOq)Or) —prawo taczndéci koniunkcji
Stwierdzenie: zaszto p oraz q i r oznacza to samatwierdzenie: zaszio p i g, a nadto r.
Odpowiednikiem tego prawa w algebrze jest prawi(hi@ = (dB)id (co znamienne - zgadza siez
nazewnictwo cztonéw — w obydwu przypadkach mamgzdmienia z ,,czynnikami”).

30) (pO(qOr) « ((pOq)dr) —prawo tacznasci alternatywy
Prawo analogiczne do poprzedniego.
Stwierdzenie: zaszto p lub zaszto q lur r oznaozsaimo, co stwierdzenie: zaszto p lub q, lub zaszto
Odpowiednikiem tego prawa w algebrze jest prawdbae) = (a+b)+c (co znamienne - zgadza t&i
nazewnictwo cztonéw — w obydwu przypadkach mamygzmienia ze ,skladnikami”).

31) (pO(@0Or) « ((pOq)d(pdr)) —prawo rozdzielnaci koniunkcji wzgledem alternatywy
Proste! ,Zrob¢ pierwsze (p) i [ drugie (q) lub trzecie (r) ]” catea to samo, co:
~Zrobie¢ pierwsze (p) i drugie(q) lub zrappierwsze(p) i trzecie (r)".
W algebrze jego odpowiednikiem jest prawo rozdzigghmnazenia wzgédem sumy: gb+c) = db+dd,



| tak jak tu nie trzeba stawiapewnych nawiaséw (bo mgenie silniej wiaze niz dodawanie), tak i z
odpowiednich (odpowiadagych mu) nawiaséw mma zrezygnowd w prawie rozdzielnéci koniunkcji
wzgledem alternatywy, otrzymag: pO(qOr) o pOqOp0Or,

jednak dopoki jest siLaikiem (= nie do kaca jeszcze ,0bstukanym” w arkanach logiki), wagdrjak
stosowa nawet zbyteczne nawiasy, ba na pewno to nie zdggka dopomo6c me ...

[ .nNa pewno” pisze gioddzielnit ] |

Zwrdémy jeszcze uwagna etymologi nazwy tega prawa. Nosi ono nazw,prawo rozdzielnéci
koniunkcji wzgkdem alternatywy”, gdiyw prawie tym wysipuje tak koniunkcja jak i alternatywa, ale to
wiasnie koniunkcja ,st rozdzielita” (byta jedna — po lewej stronie,sadwie — po prawej stronie).

32) (pO(QOn) o ((pOq)d(pOr)) —prawo rozdzielncéci alternatywy wzgledem koniunkcji
Jest to prawo analogiczne do poprzedniego, jedigalna swojego odpowiednika w algebrze. Musialoby
bowiem by: a+(bd) = (a+b){a+c) , a tak nie jest! ROwnié to prawo ma etymologicznie popragnazve.
W tym bowiem przypadku ,rozdzielagSialternatywa (byta jedna, a slwie!).

33) (p-9)d@pE-171) - (p -~ (gOr)) —prawo mnozenia nastpnikow

Wyprowadzé z p dwa zdania (q i r), znaczy wyprowadzip ich koniunkaj.

Jako réwnowanos¢ — prawo to miéci w sobie dwie implikacje:

a) (p-90@E-r")- (- (g0n) - jesli z jednego zdania mma wyprowadzi dwa zdania, to znaczy,
ze mazna i wyprowadzi z niego ich koniunkej

b) (p - @dn) - (p- a)O( - r) - jeili z jednego zdania mma wyprowadzi koniunkcg dwoch
zda, to znaczyze mazna i wyprowadzi z niego kade z nich z osobna.

Wystepujace tu wyraenie ,wyprowadz z jednego zdania drugie” oznacza ,z jednego zddWw/SZE

mozna wyprowadz drugie”, co oznaczae mamy do czynienia z implikacja, a zatemzmete: stosowa

zamiennie inne okéenia synonimiczne, jak np. z jednego zdania wyrikagie zdanie, czy e pierwsze

zdanie pociga za sob (lub: implikuje) drugie.

3 (p-nN0@-1) - (pOQg) - r) —prawo dodawania poprzednikdw

Prawo to (kdace réwnowancscia), najlepiej jest rozway¢ jako dwie (,ichce” w przeciwna strag)

implikacje:

a) ((p-nO@->1)->(pOqg) - r) — j&li r mozna wywigé¢ (tj. wyprowadz¢) z dwdch (bg moze
roznych) zda (p i g), to mana wyprowad4 je z dowolnego z tych zdgczy tez innymi stowy — z ich
alternatywy).

b) (pOqg) -1 > ((p~>1r)d(g - r) — jesli z zajcia dowolnego z dwédch danych adanozna
wyprowadz¢é trzecie, to owo trzecie zdanie ama wyprowadai tez z kazdego z tych dwdch zdaz
osobna.

35 (P-@-n) - ((p-a) - (p~ r)-sylogizm Fregego
W celu zanalizowania povigzego prawa, postymy sk tzw. metod odrywania.
Gdy mamy implikagj (a wigc zdanie czy formgtpostaci p— q), wéwczas gdy chcemy zbdadaj
prawdziwa¢, to wcale nie musimy simartwic o jej warté¢ gdy p=0, bo wtedy i tak (zgodnie z tabel
prawdziwaciowa dla implikacji), cata ta formuta (implikacja) ikdedzie prawdziwa.

- q Potocznie méwi si zreszy, ze z fatszu
} S . . . mozna wyprowadzi dowolny wniosek (bo
ytuacje opisane wg| implikacja o fatszywym poprzedniku, bez
} To omawiamy poriej wzgledu na warté¢ nastpnika /"wniosku”/
zawsze przyjmuje warfé logiczra 1, tj.

jest prawdziwa).

R P OIO|T
[llell llelie]

R|O|Rr|Rr[C

Mozemy wkc zatayé¢, ze 0w poprzednik jest prawdziwy i badawowczas, jak wartagsé logiczra ma jej
nastpnik:

1) Jéli 1, to i implikacja jest prawdziwa (bo tak orzetedela),

2) a j&li 0, to i implikacja jest falszywa (bo tak orzetebela).

Jaka wgc jest warté¢ nastpnika (przy zateeniu prawdziwéci poprzednika), taka tejest warté¢ catej
implikaciji.



Jaka wgc jest warté¢ nasepnika (przy zateeniu prawdziwéci poprzednika), taka tejest warté¢ catej
implikacji. (trzeba tu jeszcze rozranié¢: w konkretnym warto §ciowaniu i w ogole)

Dobra sprawa! Na pogiku badakmy implikack p - g (bo nic o niej nie wiedzigliny). Aby sk w niej
rozezna (tj okresli¢, czy jest prawdziwa, czyidatszywa), zatgylismy, ze p=1 (bo gdy p=0, to sprawa jest
jasna) i wowczas badéy tylko g. Mniej mielsmy juz do zbadania (tylko war£é q), a przy tym od razu
wiecej wiedzielsmy (wartg¢ p), co mogémy wykorzysté do wykazania g. Tacy ta £wani ci matematycy
©.

Wréemy do naszego sylogizmu Fregego:4p(q - 1)) - (0 - a) - (p - 1))
Obecnie
A« v { Obecnie

przy zatgeniu musimy udowoddi

(P-(@-1) () () {

Z tym, co musimy udowod-
ni¢ - postpmy tak samo

e v

Przy zigeniu ~ musimy udowodfi

P-4 =T { | jeszcze raz
Przy zlmﬁg mu*simy udowodéi raz tak samo

P r

R

TAK WIEC OBECNIE: atyle wiedac jedynie do tego mamy dej(= to udowodni)

Jeli z zalazenia 3 wiemy,ze p, to od razu (w néy reguly odrywania), z zal@n 1 i 2, wiemy,ze
(odpowiednio) (g— 1)) i g, a s4d z kolei (réwnig z reguty odrywania)e r, czyli to, co dowodziimy (= do
czego miebmy dogc¢).

To jest dowdd poprawroi catej tej formuty. Dopiero w oparciu o ten dowdddzimy sens owej formuty.
Ciekawe...

36) (p - 9)0(g - 1)) > (p — 1) —koniunkcyjny sylogizm hipotetyczny
To takie ,prawo przechodnioi”: jesli z pierwszego zdania wynika drugie, a z drugiégecie, to meemy
powiedzi€, ze z pierwszego wynika trzecie. Zamiast stowa ,wwgiiknazemy tu teé wstawt: "pociaga”
(oczywiscie z odpowiednimi korektami sktadni zdania)§lJpierwsze pociga drugie, a drugie — trzecie — to
mozemy powiedzié, ze zagcie pierwszego posgga zagcie trzeciego (gdzie liczebniki odnaszic do zda).

3N (p-9q) - (-1 - (p - r)—bezkoniunkcyjny sylogizm hipotetyczny
Przypomnij sobie prawo eksportacji i impostacjinkeevaz jeste laikiem — pomog Ci w tym:
(pOg) -1« (P-(@-T1)).
Aby w prawie tymnie wystpowaly te same zmienne, co w omawianym bezkoniynkay sylogizmie
hipotetycznym (aby nam esinie mylity miedzy tymi dwoma prawami), zagtmy je odpowiadacymi im
wielkimi literami: (POQ) - R) o (P - (Q - R))
Teraz tatwo zauwgysz,ze bezkoniunkcyjny sylogizm hipotetyczny ma pogieawej strony prawa
eksportacji i impostacji,
P-9)- ((q-r) - (p - r) —bezkoniunkcyjny sylogizm hipotetyczny
— ——

( P -( Q - R ) -prawa strona prawa eksportacji i istpoji

A poniewa prawo to jest rOwnowaoscia, wieC — 0 oparciu 0 RBi —
sylogizm ten meemy zapisé w takiej postaci, jak ma lewa strona prawa
eksportacji i importacji:

( P O Q )- R ) - lewa strona prawa eksportacji i @stacji
— —
[(p-q)0(@ - nN] - (p - r)—zmodyfikowany bezkoniunkcyjny sylogizm hipbiczny
do koniunkcyjnego sylogizmu hipotetycznega ¢sbie réwnowzne!)



Powyzej powiedzielimy, co wyraaja tautologie o otaczagym nas s$wiecie (nic!, & tylko schematami
przeksztalcania jednych alprawdziwych w inne zdania prawdziwe; wszystkie enguizmami).

Poniej podamy jeszczeco wyrazaja kontrtautologie i zadnia, ktére nie @ ani tautologiami, ani
kontrtautologiami .

1) Kontratutologie same w sobiey dezwartéciowe, gdy sa zdaniami zawsze fatszywymi. Jak to jednak
zostato powiedziane kilka stron wgj, ich negacja daje nam zawsze zdania zawsze prae/gtautologie), a
zatem do tego celu zawsze maig nam przyshay¢ kontrtautologie.

2) Z kolei zdania, ktére nieasani tautologiami, ani kontrtautologiami We&wie dopiero one (i tylko one)
opisup nam zastanywiat. Dokonuj bowiem rozrénien (inaczej: dystynkcji) wrod wszystkich maiwych
sytuacji, poprzez wskazania przy ktérych z nich adanie jest prawdziwe, a przy ktérych (=pozostig}
ono fatlszywe.

JAK SIE TWORZY FORMULY

Metody przechodzenia z formut prawdziwych do fornprawdziwych (a wic wyprowadzania z formut
prawdziwych formut prawdziwych /a tylko na takicam zaley!/) oddap nam reguty (rachunku zdp

Reguty rachunku zdeotrzymujemy z dowolnego prawa rachunkurzdadacego implikacy, zapisugc najpierw
jego poprzednik, potem go podkiagac, a pod kresk piszac jego nasfpnik. Tak na przyktad, z prawaodus
ponendo poneni ((p - q) 0dp) - q ), otrzymujemy tzw. regefodrywania:

(P-q)0p
q

Jeli (tak, jak w powyiszym przyktadzie), poprzednik jest koniurkcjwoéwczas kady z jego czynnikow
zapisujemy w oddzielnej linii:

pP-q
p

q

Zdania zapisane nad kresknazywamy przestankami, a zdania spod kreski — sknéon. Przy takim
nazewnictwie, ow regut hazywamy schematem wnioskowania.

Mozemy p odczyta@: poniewa zachodg przestanki P1 i P2, wt i zachodzi wniosek W
lub: poniewazachodzi P1 i P2, zatem mamy wniosek W
lub: z przestanek P1 i P2, wynika ossk W
lub: .... (sam sprébuj pddelka innych przyktadow).

Omawiany tu rachunek zfldazuje na dwoch waroiach logicznych: 1=prawda i O=fatsz.
Istnieja réwniez rachunki oparte na wkszej liczbie wartéci logicznych — tzw. logiki modalne. Poniesigdnak
jestes laikiem — péki co nie &de zaprata¢ Ci nimi glowy. ©

Pozostaniemy wt przy dziedzinie pracy Klasycznego Logika

Klasyczny logik — logik zajmugy sk logika klasyczn, ta ktdra tu omawiamy, tj. dopuszczap
tylko dwie wartdci logiczne: 1 = prawda i 0 = falsz; termin utwonyoanalogicznie do np.: ?
filozof = cztowiek zajmujcy sk filozofia, algebraik = czlowiek zajmagy sk algebu, ...

Zdaniem w logice nazywany kada wypowied, a ktérej mana orzecze jest prawdziwa lube jest fatszywa. Do
tego typu zda zaliczap si¢ wigc zdani twierdzce i zdania przeaze. Nie § za& nimi pytania, czy polecenia.

O zdaniu powiemyze jest prawdziwe, i jest ono zawsze prawdziwe. Na przyktad zdaiiczé ma 31 dni
jest prawdziwe (styczezawsze ma bowiem 31 dni), a zdarlieity ma 28 dninie jest ju prawdziwe, bo nie
zawsze luty ma 28 dni (zdarzaie bowiem takie lute [chyba jest to poprawna forma/L.], ze maj 29 dni).
Méwimy tu o tzw. prawie generalizacji — gdy nie @yeujemy wypowiedzi, zawsze nale przyja¢, ze
poprzedzamygj stowem ,zawsze”.



Stad tez (omawiana ji) prawdziwgé zdania zt@onego jest orzekana pozytywnie tylko wtedy gdy palzin
zawsze — bez wzgllu na wartéci logiczne konstytuagych je zda sktadowych. O zdaniu takim mowimse jest
prawda logiczg (kazde zdanie o takim jak ono schemacie jest zawsze&vdamiwe, bo schemat ten jest
tautologa).

Z kolei tautologicznéci zdaa dowodzimy na podstawie jednej z podanych yuwyzej lub za chwié podanych

metod:

1) tzw. petna metoda 0-1-kowa - omoitiy ja juz w przyktadzie kilka stron wiej, za pomog tabeli (mana
tez kazda z mazliwosci kombinacji O i 1 rozpisywapoza tabe), jak to zrobilsmy tam, przed tabglzaledwie
z jednym takim zestawem);

2) poprze wyprowadzenie jednych tautologii z drugigitdgniej juz udowodnionych), jak to rozbdimy z
przytoczonym wcz@niej zestawem trzydziestu kilku tautologii (stosnoje tu réwnie tzw. prawo
podstawiania i reggtodrywania).

3) metody zalazeniows, jak to czynilsmy z formuh nr 35,

4) niepetny metod; 0-1-kowy

Ponizej oméwimy ostatni z tych metod. Wigciwie jest to: dowdd nie wprost niepetmetod, 0-1-kows.

[ »nie wprost” pisze s oddzielnie, jako 2 (a nie 3!) stov ] |

Mamy udowodni, ze pewna formuta jest tautolagiczyli ze zawsze przyjmuje waddlogiczra 1. | wiadnie w
dowodzie nie wprost przyjmujemse tak nie jest, tznze w pewnym przypadku przyjmie ona watidogiczna O.
Jesli na bazie tego dojdziemy do sprzecric- bxdzie to znacz, ze tak nie mée by, a wkc, ze formuta ta
nigdy nie przyjmuje wartei logicznej 0, czylize zawsze przyjmuje wadologiczm 1, czylize jednak jest
tautologi. Jeli z kolei nie uda nam siznaleré takie wartéciowanie, przy ktérym formuta ta przyjmuyvartasé
logiczm 0, to kxdzie to oznacza ze nie jest ono tautologi Schematycznie:

Chcemy sprawdzitautologiczné¢ pewnej FRZ

Zaktadamyze przy pewnym warteiowaniu osiga warté¢ logiczm. Sa dwie maliwosci:
1) udaje nam siznalex¢ takie wartdciowanie — wowczas ta FRZ nie jest tautologi
2) dochodzimy do sprzeczéw — formuta ta jest tautologi

Zobaczmy to na konkretnych przyktadach:

Przykiad 1)
Wezmy formuk nr 24 (nodus tollendo ponep ktorej wiemyze jest tautologia. Porej udowodnimyze
rzeczywicie.

(pOg)~p) - q

N J 0 - zakiladare ta formuta przyjmuje takwartai¢ logiczna
Poniewa mamy tu do czynienia z implikaci aby to mogto za§, musi by, ze

- J 1 U 0 Jej poprzednik jestvpotaiwy, a mimo to jej nagpnik jest fatszywy .
U Co ozragze =0,

a nadakgze koniunkcja jest =1, wc i kazdy z jej czynnikéw musi by-= 1
To daje namze skoro ~p = 1, wt p=0

Te dwie war=
téci podstawiamy tu i sprawdzamy, co nam wyjdzie
000
0 SPRZECZNU'!

Nie maze wigc by tak, ze bazowa formuta przyjmuje waktologiczna 0, a vic zawsze przyjmuje warké
logiczm 1, a wic jest tautologi.



Przykiad 2)
Wezmy z kolei formut jak poniej. Poniej udowodnimyze nie jest ona tautologi
(pOg)O~p) - p
N /) 0 -zaktadane ta formuta przyjmuje takwartos¢ logiczna
Poniewa mamy tu do czynienia z implikaci aby to mogto za&§, musi by, ze
Jej poprzednik jestvitaiwy, a mimo to jej nagpnik jest fatszywy .
Co 0znaezap=0,
a nagako ze koniunkcja jest =1, wc i kazdy z jej czynnikéw musi by-= 1
To daje nanze skoro ~p = 1, a wt znowuze p=0

U
1] 1

Zastanowmy s, czy jest
mozliwe, aby przy ustalony p=0 to wyi@nie przyjmowato zadarnwartcs¢ logiczry 1.

a) gdy g=0, to mamy: 00, czyli O,

b) a gdy g=1, to mamy: @1, czyli 1,

W tym drugim przypadku (przy p=0, g=1) zachodziinia, ze wyjsciowa formuta jest wtedy falszywa. Nie jest
to wigc tautologia.

Taki przyktad obalajcy jakies twierdzenie (czy tez przypuszczenigg cG jest twierdzeniem) nazywany
kontrprzyktadem.

ZAPAMIETAJ: Dowodzc nie wprost, sprzeczgd oznacza prawdzivwdé dowodzonej tezy, a znalezienie
kontrprzyktadu — jej prawdzivg .

Inng metod, jestmetoda drzew

Aby m6c j stosowd, najpierw wprowadzamy 9 regut:

formuta | koniunkcja alternatywa implikacja rownowasé negacja
bez | D PLAQ 3) pLq 55p-4¢ nNpe-q
negacji | ~—
; /\ /\ p-q
q p q ~p q q-p
z [2-(pLa) |9 =(pLa) |&=(p-0q) |8~-(P~0) 9-Cp
negacy /\ - 0 )
L q —a ~(p-a)~@- p

Kreska oznacza tu: ,niesz zasipi¢ przez / na”

To co jest pod it

a) jesli zapisane jest ,jedno pod drugim” — oznaczaztozachodg obydwa (tak jedno, jak i drugie),

b) jesli zapisane s,w rozwidleniu” — oznacza ta;e zachodzi co najmniej jedno z dwojga (@av innymi
stowy — jedno lub drugie).

1) Tak wiec reguh 1) oznaczaze koniunkcja oznacza Zaje kadego z jej czynnikdw.

2) Reguta 2) odnosi sido negacji koniunkgciji, a ta (z prawa de Morgars} plternatyw negacji, a zatem i w ten
sposoOb jest tu rozpisana.

3) Reguta 3) nie wymaga komentarza (bo wgrana faktze alternatywa, to alternatywa, i tyle!)

4) Negacja alternatywy, to koniunkcja negacji adstez w ten wignie sposob to tu zaznaczyty

5) Z tabeli prawdziwéciowej: implikacja p — Q oznaczaze nie mae by tak, ze zajdzie jej poprzednik, a nie
zajdzie naspnik: ~(pC~(Q), a shd dalej (z prawa de Morgana) otrzymujemy: pL ~~ qczyli
~ pL g, cowtanie zaznaczysimy w regule 5).

6) Jeli implikacia p - q to ~(pPC~Q) (co wyja&nilismy powyzej), to jej negacja:~(p — Q) to
~~(pC~q) czyli (pC ~Q), co wianie oddakmy w tej regule

7) Roéwnoweanosé to po prostu zachodzenie implikacji w obydwie s§ro

8) W takim razie (zgodnie z prawem de Morgana) negasjgmowaznosci, to alternatywa ich negaciji.
9) W koncu podwdjna negacjaesznosi.



W ten spos6b oméwiiny juz wszystkie powysze 9 regut.

Bazupc zaledwie na tych 9 regutach, meony dowozt (czy tez sprawdzatautologicznéc¢) dowolnych formut

rachunku zda

Zobaczmy jak to girobi.

Wezmy wiec ,dowolna formule jezyka rachunku zdd.

Zapiszmy § poprzedzajc jej zapis znakiem negacji umieszczonym w kétken&xza on 2 rzeczy:

1) ze jest on dodany w ramach dowodu nie wprost

2) ze obejmuje swym zagiiem ca4 lezaca za nim formu¢ (a wiec — dziki temu — nie trzeba jej dodatkowo
calej br& w nawias).

Potem caly ten zapis oddzielamy od tego, co daldgzibmy pod nim zaznac&dinia prost

| dalej pod mi stosujemy ju te 9 regut, przy czym:

1) robimy to tak dtugo, anie otrzymamy pojedynczych zmiennych lub ich n@igaeguty te pozwalaj nam na
to, bo stosuyj sie do wszelkich spéjnikéw logicznych),

2) do formuly przetworzonej ju nie wracamy (dlatego warta j,odfajkowa”, by speinté zada@é temu
warunkowi),

3) mozemy rozpisywé dowolm z jeszcze nie rozpisanych dofka formut, pamitamy jednakze:

a. najlepiej j&li najpierw kedziemy rozpisywa formuly, ktére sprowadzajsie do koniunkcji (a wigc
rozpisup sie ,edna pod drug’), a dopiero potem sprowadzag st do alternatywy (a wC
.fozwidlajace st”),

b. rozpisupc po rozwidleniu formut sprzed rozwidlenia — umieszczamy wynik dzialard&kardej z gatzi,
ktére z nich wychodg (Wwtasnie ze wzgidu na ¢ zasad, wprowadzilimy powyzsz sugest a), aby nie
powtarz& czegd ,po gakziach”, co mogtoby po prostu tylko raz wysic ,w pniu”)

Gdy juz rozpiszemy kompletnie wszystkie formuty, wéwczas peszczegolnych — powstatych w wyniku

powyzszej procedury $ciezkach drzewa, wysgpuje jakd zmienna i jej negacja. sletak — to £ zmienny, (sam

Zauwamy, ze cah procedug prowadzilémy tu nie wprost. Sprzedétny, czy podobna, aby cata formuta byta

kiedys sprzeczna (poprzez jej zanegowanie na gtkaz. | teraz:

1) przy takim zatéeniu wszystkie gakie ,wyschr’ — to musimy da tu odpowied negatywn (bo zawsze
doprowadza nas to do sprzecrip

2) w przeciwnym razie (tj gdy co najmniej jednaggajnie wyschnie” — to oznaczdo kxdzie,ze) istnieje takie
wartagsciowanie zmiennych zdaniowych rozpatrywanej formedygniowejze przy nim formuta ta przyjmuje
wartas¢ logiczr O (czy te — innymi stowy — jak to zakylismy na pocatku po prostu jest falszywa).

Przeledzmy te procedu¢ na dwdch konkretnych przyktadach.

Przykiad 1.
Of(p-aC(@-r)]-(p-r)

(p-qL(q-r

;(p}ir)>

Uwagi:
1) wszystkie gaizie ,wyschty” wigc wyjsciowo formuta jest tautologia.
2) Wyrazenia P —» ( nie rozpisywakmy na gazi r, bogahz ta juz wyschtal



Przykiad 2.
OD[(p-a)ld -~p

(p-aLlq
0 ::>

p

P-4

@

/\

~p q
Uwagi:

1) wszystkie wyraenia porozpisywalimy ,
2) Co prawda jedna gat uschia, ale druga — nie!
3) Zatem rozwaana formula nie jest tautologia.

Wyrazanie jednych spéjnikdw za pomog innych, optymalizacja i ujednoznacznianie zapisu

Jak ju zapewne zauwgles, zdanie wyraone przy pomocy jednych spéjnikdw ima wyrazé za pomog

innych. Tak na przyktad:

1) dzkki prawu de Morgana dla alternatywy [~(bq) - (~p O ~q)] — negujc jego obie strony, memy

alternatyw zapisa za pomog koniunkgji i negacji (g1 q) « ~(~pO0~q)]

2) z kolei dz¢ki prawu zaprzeczania implikacji [~(p q) « (p O~q)] — ma&na zapisaimplikacje tez za pomog

koniunkcji i negacji: (p- q) « ~(pd~q)

3) Jéli z kolei wezmiesz rdwnowanosé, to zauwaysz,ze w oparciu 0 prawo zaprzeczania rOWnamgsci:
~peoq) e~ (pO~q)0(qO ~p)), po zanegowaniu obydwu jego stron (i korajst przy tym z prawa de
Morgana) — mena p wyrazic za pomoe spojnikdéw koniunkgcji i negacji: (B> q) « ~(pO~q)d~(qO ~p).

Tak wigc kazde wyraenie gzyka rachunku zdada s¢ tak przeksztaici aby wyraz je jedynie przy pomocy

spojnika koniunkcji i negaciji.

Analogicznych sprowadaenazna dokonywa z innymi zestawami spéjnikdw logicznych.

Zapytasz jednak zapewne: ,p0 co ham ta zabawa®” @ 2 celow.

1) Zdanie ztgone, ktére mee brzmi€ niejednoznacznie, d#i odpowiedniemu przebudowaniu struktury
stanie s ono jednoznaczne,

2) Mozemy wykaza, ze dwa zdania o innej strukturze znadoktadnie to samo (to znaczy np. &kteypowiada
jakas mysl w postaci zdania X, ty go nie rozumiesz i w zzkiu z tym przeksztatcasz je do rownawago
mu zdania Y, ktére jest sjudla ciebie zrozumiale).

3) (dla zainteresowanych — rmua tez zastosowatzw. KPN, czyli koniunkcyja post& normalry)

Jesli Jan jest rozgdny — to oczywtie przystpi do matury; a — i oczyddie nie deni sk z Kaskg!

Nie wiemy jak je interpretowia Czy jako (p- q)Or, czy tex jako: p— (gqOr).

Aby to wiedzi€ mozna:

1) odpowiednio (pod wzgblem intonacyjnym dla danej sytuacji) przecémazdanie,

2) przy pomocy odpowiednich stéw akcentujemy dane zemie — np. drugie mowg:
Jesli Jan jest rozgdny — to zaréwno przygti do matury jak i — co dozenku — zostawi Kée na lodzie!

3) zmieniajc jego struktug — na przyktad w | znaczeniu [(p q) O r], korzystajc z prawa przemiensoi
koniunkcji (p0qg - qOp) —otrzymamy [f1(p - q)], czyli powiemy:
Jan na pewno niezeni sk z Kakg, a j&li Jan jest rozgdny — to oczywcie przysgpi do matury

Mozna tak s ,bawi¢” rowniez z innymi spojnikami”.

Zauwa jednak,ze wynikowo otrzymakmy 2 spojniki.

Zaciekawi c¢ wiec zapewne, czy istnieje taki spojnile za jego pomaecmazna oddawéa wszystkie pozostate.
Odpowiem Cize tak, i to nawetss?2 takie spojniki.

Jeden nazywa skreska Sheffera, a drugi strzatka Pierce’a.

1) kreska Sheffera: plg¢ ~pO~q

Inne funktory logiczne za jej pomedefiniowane g w sposéb nagpujacy:



-p = plp,

pAg=-=(pAq)=-(plg) = (ple)|(rle),
pVg=--(pVq)=-((-p)A(—q) = -((plp) A (gl9)) = (plp)|(dq),
p — q = pl|(glg) = p|(plg).

Jej znaczenie przedstawia pgsra tablica prawdy:

A B A*B[neg]
1

=k O O
= O F»r O

1
1
0

W algebrze Boole’a i uktadach przetnikowych opisuje sije jako NAND

2) Strzalka Pierce’a — to zdanie ani p ani g, cgyti -~ ~p0~q
W algebrze Boole’a i uktadach przetnikowych opisuje gije jako NOR

Semantyka, a syntaktyka
Syntaktyka — to inaczej struktura, budowa (w radtwurda — formut rachunku zdg
Semantyka — to z kolei znaczenie.

Zasady przeksztatcania formut z wykorzystaniem inngh formut, podstawowe prawa i metody (odrywania,
podstawiania — w oparciu 0 odpowiednie reguty)

Istnieje aksjomatyczna metoda przeksztalcanie jedfiyrmut rachunku zdaw drugie

W tym celu czs¢ z nich obiera si jako ,aksjomaty”, a resgtwyprowadza s z nich za pomac 2 narzdzi:
odrywania i podstawiania.

1) jesli wiemy, ze prawdziwe gformuty p — g i p, to i prawdziwa jest formuta g.

2) w formule mana (konsekwentnie) zagi¢ dowolm zmienry dowolnym (poprawnie pod wzglem
syntaktycznym) zbudowanym wyteniem gzyka rachunku zda(nie musi by tautologa), a uzyskamy tym
samym tautologi

2 podegcia (tautologiczne i formalne)

Jest to tzw. aksjomatyczna metoda dowodowa. Zatieymujemy prawa. Pokazujezdiest to tzw twierdzenie o
zupeingci rachunku zda), ze wszystkie tautologie, to doktadnie wszystkie mhw

Czemu jest rownowana implikacja?

Jak ju sie przekonal§, implikacja jest naczelnym spéjnikiem w logice. lazza ona bowiem wynikanie (z
przestanek wniosku), a logika, to nauka o dowodzémiwiec wykazywaniuze z danych przestanek rzeczyoie
wynika wskazany wniosek).

Przypatrzmy i wiec blizej implikaciji.

| aspekt

Wiesz,ze mana j czyta na r@&ne sposoby:
1) J&li...., to....

2) Odiletylko ....., wowczas ......

3) Skoro (jakoze)...., zatem....

4) Poniewa ...., wieC .....

Widzisz zapewneze kazde z nich méwi trochico innego (nie od paradyzyk polski jest bogaty).

Najtatwiej zauwaysz, ze pierwsze dwie z powgzych wyraaja potencje (zajdzie wniosek, gdy tylko zajdzie
jego przestanka). Z kolei dwie ostatnie wiapm aktualnos¢ — zaszta przestanka, ggii zachodzi wniosek.

Il aspekt
Wazne, aby pamktal, ze implikacja, to nie rownowmos¢. Nie jest wgc prawem logiki nagpujaca formuta:

(p - Q) o (~p —~Q). Zachodzi za to (znane Cizuprawo transpozycji{p - Q) « (~q -~ p) .



Il aspekt

Whprost z tabeli prawdzivge wigC stosupc prawo podwajnej
ciowej otrzymujemyze: negacji &~ q < () — otrzymujemy:
| “

(p-0q) 5~(pC~Qq) o~pCL~~q-~pLq

a jakaze dalej
(z prawa de Morgana):

Drugie z tych wyraen wyklucza sytuag, gdy implikacja nie zachodzi (= przyjmuje wasiologiczry 0), a
ostatnie z nich — wskazuje 3 sytuacje, gdy impl&aachodzi (= przyjmuje waré logiczm 1).

IV aspekt

Wynika on z zanegowania pierwszej z pasaych réwnowanaosci, czyli (finalnie) z:

~(p-0 -~ (pL~0).

Chodzi o to,ze jeli chcemy udowodri zachodzenie implikacji (a wkszd¢ tworzer jest wignie w postaci
implikacji), to wystarczyg zanegowd i doj$¢ do sprzeczrgei — jej lub rownowanej jej (podanej tu po prawe;j
stronie réwnowanosci) formuty (0 dowodach tego typu piszemy ponegj).

Zobaczmy, jak wyglda tabeli implikacji

R|R|o|o|o
R |Olr|(o|la
ROkl

Zauwa mianowicie, ze jest ona fatszywa tylko w jednym przypadku — gubprzednik jest prawdziwy, a

nastpnik fatszywy. Niesie to ze salkilka implikacji:

1) gdy poprzednik implikacji jest fatlszywy, to cata plikacja jest prawdziwa (niezaleie od wartéci
nastpnika!). Matematycy mowi ze implikacja orzeka, cogdzie jak zajdzie warunek ze musi i wtedy
zajs¢ wniosek (a wic ze jedynie nie mze by tak, ze zajdzie warunek, a wniosek nie). Oznaczaeogdy
warunek nie zajdzie — to wniosek mgozaréwno zdf, jak i nie (a implikacja i takdulzie wtedy prawdziwa).
W takiej sytuacji badanie, czy zachodzi implikapjaeprowadza sijedynie sprawdzag, co st dzieje gdy
zachodzi poprzednik — gdyethzie i wtedy zachodgi nastpnik, to implikacja jest prawdziwa, a w
przeciwnym razie (tj. gdy naginik nie zajdzie wtedy) — to implikacja jest fatsm). Krocej maemy to uj¢
nastpujaca: aby zbada prawdziwa¢ implikacji, sprawdzamy jaka jest waéto nastpnika przy
prawdziwym poprzedniku, i takez wartas¢ przyjmuje ta implikacja, jak 6w nagmnik.

2) Istnieja tu dwie metody badania prawdzisedp implikacji. Zaktada s mianowicie,ze jej poprzednik jest
prawdziwy (bo gdy jest falszywy — to nie ma co hiadm wtedy i tak /bez wzgllu na warté¢ nastpnika/
cala implikacja jest prawdziwa). Wtedy peany prowadzi dowdd metod wprost lub nie wprost:

a) dowod metoda wprost — przy zaémiu zachodzenia poprzednika implikacji, dowodzireymusi wtedy
zajs¢ jej nasgpnik (co — innymi stowy — daje narge nie mae wtedy nie z&f jej nasgpnik). J&li nam
si¢ uda —$wiadczy to o prawdziwii tejze implikacii.

b) dowdd metoda nie wprost — przy zamiu zachodzenia poprzednika implikacji, zaktadajay
nastpnik nie zachodzi i:

- albo dochodzimy do sprzeczwg co $wiadczy,ze nie jest taka sytuacja tliwa, tzn.,ze przy
prawdziwym poprzedniku i nagtnik musi by prawdziwy, czyli,ze implikacja ta jest prawdziwa,

— albo znajdujemy taki przyktad, ktor§wiadczy ze jest to maliwe (taki przyktad nazywa si
kontrprzyktadem) i tym samym obalamy twierdzeniegendowodzona implikacja jest prawdziwa.

Dodatkowe informacje z zakresu logiki

1) Méwimy, ze dane zdanie jest prawtbgiczna, jéli kazde Zanie o takiej jak ono strukturze (syntaktycyrest
zawsze prawdziwe — jedynie ze wadl na sw struktue (a wiec gdy jego schemat jest tautolaygi
2) Méwimy, ze zdanie Z2 wynika logicznie ze zdania Z1, gdy ml@ostaci Z1- Z2 jest prawd logiczra.



3) Méwimy z koleize zdania Z1 i Z2asrownowane logicznie, gdy zdania zaréwno Z1Z2 jak i Z2 - Z1 @
prawdami logicznymi. (czyli innymi stowy /w oparctuprawo nr 19: (p- q) - ((p - 9)0(q - p)) —prawo
zaskpowania réwnowaznosci), ze Z1 - Z2.

Wynikanie dedukcyjne.

Bazufc na powyszym p. 2), wprowadzimy pegie wnioskowania dedukcyjnego. Méwimy mianowicie,Z
przestanki P mina wyprowadzi w spos6b dedukcyjny wniosek Wljezdanie postaci R W jest prawd
logiczm.

Zeby zbadadedukcyjnéé wnioskowania badamy wé tautologiczné odpowiadajcego mu schematu
zdaniowego. Czynimy to metaahie wprost. Patrzymy czy mlwym jest, aby cata formuta (B W) byta kiedy
falszywa. Mae to zachodZitylko w jednej sytuacji — gdy P = 1, a W = Oslienajdziemy takie wart@iowanie
zmiennych zdaniowych, z ktérych zbudowanedania P i W o powszych wartéciach logicznych — wéwczas
zadamy ktam tezieze wnioskowanie to jest dedukcyjnesligednak dojdziemy do sprzeczéoh — to wowczas
udowodnimy,ze z prawdziwej przestanki nie m@wynika fatszywy wniosek, wic — innymi stowyze i wniosek
musi by wtedy prawdziwy (co dowodzi nam dedukcyjoiocbadanego wnioskowania).

Zwykle zamiast P~ W piszemy

P

w

co czytamy: z przestanki P wynika wniosek W (kreska witanie ,wynika”),
a przy badaniu dedukcyjid tegaz wnioskowania zapisujemy
P=1

wW=0
| rozpisujemy te wyrzenia

Zobaczmy to na konkretnym przyktadzie.

Przykiad 1.

Zbadaj dedukcyjn@ wnioskowania:

Jesli Jan zakochat giw Marii, to jest w niej zabujany, ale na pewno jeist w niej zabujany. Zatem Jan nie
zakochat si w Marii.

Mamy tu przestankP = ,Jdli Jan zakochat siw Marii, to jest w niej zabujany, ale na pewno jeist w niej
zabujany.” Oraz wniosek W = ,Jan nie zakochahgiMarii.” (stowo ,zatem rezerwujemy dla strzatkilw
sposobie zapisu lub kreski przy drugim sposobiészap

Wyszczegdlnijmy wysipujace tu zdani proste:

1) najpierw z przestanki:

p — Jan zakochatesiv Marii.

g — Jan jest zabujany w Marii (zauarzy tym,ze ,jest w niej zabujamy” prezekszta ditiy do
przedstawionego tu PELNEGO zdania prostego — unigredgo o podmiot dondiny ,Jan” i wskazany prze
stéwka ,jej” — ,Marii”).

Zdanie ,na pewno nie jest w niej zabujany? pie definiujemy, bo jiaje mamy — jest ono po prostu negacj
zdania q

2) nastpnie z wniosku — w tym przypadku rownirie musimy definiow&zdanialan nie zakochat giw Marii
(jako nowego zdania prostego), gggst ono po prosty negaddania p.

Tak wiec Bedziemy wychodzi od formuty i wartosciowat ja nastpujaco”
P P=1
W W=0

Czynimy wkc to: Wychodzimy od formuty: Wychodzimy od formuty:
(p-a)0~q (p-a)0~q =1
~p ~p =0

Whnioskujemy:
1) skoro~p=0,wicp=1.
2) Skoro (p~q)0~q =1, wic:
- tak (p-q) = 1,



-jaki~g=1(asdq=0).

3) Majac ,obliczone” (a wiciwie: wydedukowane) p = 1iq = 0, podstawiamwagtasci do implikacji
tak p—q (ktéra ma by = 1), i otrzymujemy 1.0 = 0, co jest SPRZECZNE z faktene, mam by = 1!

4) Doszlismy do sprzeczrimi (w metodzie nie wprost), wé udowodnilimy tym samymze wnioskowanie
JEST dedukcyjne.

Czesto w poprzedniku implikacji mamy tu nie jedna,Zedele przestanek.
Whnioskowanie, ktdre badamy jestewipostaci: PT1P20...0Pn - W,

Tak wiec badajc wnioskowanie: | bedziemy zaktada(nie wprost)
P1OP20..0PN- W |[P1OP20...0Pn-> W]=0,
CzyliP1OP20..0PN=1iW=0,
CzyliP1=1,P2=1,...,.Pn=1iW=0

Czyli Whnioskowanie bedziemy wartéciowa (w ramch ,dowodu nie wprost”)
P1 P1=1
P2 P2=1
Pn Pn=1
w W=0

Pozostaje nam jeszcze jedna kwestia — badaniernéesmdci zbioru zda:

Czy dany zbi6r zdajest niesprzeczny, tj. czy rownoéné mog, ze sol wspaotistnié.

- czyliczy mae by Z10Z20... 0Zn = 1. Oznacza to zbadanie, czy rownénEmae bye:
Z1=1iz22=1i..iZn=1.

Tym razem jest to metoda ,wprost”.sllev tej sytuacji uda nam siznale¢ takie wartéciowanie zmiennych
zdaniowych konstytuggych te zdania, toeolzie znaczytoze zdania tegniesprzeczne. Z kolei gdy z tej sytuacji
doprowadzimy do sprzeczém — bedzie to znaczyloze zdania te twokgsprzeczny zbiér.

Co nadto, jdi tylko zdani te leda tworzy¢ sprzeczny zbidr, to ich koniunkcjadrie miata wartéc logiczm 1, a
co za tym idzie z ich koniunkciji (jako zdania fateego) edzie mana wyprowadzi dowolne zdanie (tak
prawdziwym jak i falszywe, bo tak wiaie jest, gdy poprzednik jest fatszywy, a ta kokitja bydzie wianie
owym poprzednikiem — koniunkgcprzestanek).

B. RACHUNEK PREDYKATOW

Rachunek zda nie wystarcza do opisu takzmnej materii, jak jest gzyk. Doktadnie, chodzi mi tu o
zdania zawierape sformutowania typu: wszystkieadne, niektére, do konstrukcji ktérych potrzebngt jpi
rachunek predykatéw, zwany réwaieichunkiem kwantyfikatorow.

Oczywiscie, musimy zacg od zaznajomieni siz tymi pogciami, abgmy wiedzieli, 0 czym mowimy.

Cha¢ kwantyfikator i predykat, to dwa zupehiezrn twory, to jednak, jakee (oprocz nargzi i tworéw
jakie dostarcza nam rachunek #&pado konstrukcji wyraen w tym rachunku fywa sk wiasnie
charakterystycznych dla niego predykatéw i kwakstforéw (oraz obiektdw z nimi zwzanych, jakimi g
zmienne indywiduowe /ktére w skrécie &dziemy nazywa zmiennymi/ i nazwy indywidualne /zastpuja
konkretne obiekty/) — to wignie ich nazwy staty siczesciami sktadowymi dwoch réwnowaych sobie nazw
tego rachunku (predykatow vel kwantyfikatorow).

Zacznijmy odkwantyfikatorow . Ju. zapewne zetkies sic z nimi w szkole.

1. Symbolu A” uzywamy dla oddania kwantyfikatora zwanego (wymiejindezym, generalnym i ogélnym.
Wymaga s, aby znalazia sipod nim jeszcze zmienna do ktérej oq@inosi (tj. — innymi stowy — o ktorej
opiewa). Wtedy przybiera on poéta i czytamy go ,dla kadegox’, ewentualnie z dopowiedzeniem ,jest

X
tak, ze” (oczywkcie, zamiasix-a, mae stg& tam dowolna inna zmienna). Teraz za nim musi EsXtd
wyrazenie méwice, co jest z tynx-em, co s z nim dzieje. Do budowy tego typu wyeh uzywa sk tzw.
predykatow. Najprostsze asjednoargumentowe, postae{x), ktére czytamy x jestP”, gdzie w miejsceP
naley wstawt wyraz (przymiotnik lub rzeczownik), ktory jest pz nie reprezentowany (est nazw tego
predykatu, a — jego argumentem). Poniexvaajlepiej jest dobietaoznaczenia mnemotechniczne, zatem w
tym przypadku znaczy to npx jest pijany” albo x jest pijakiem”.

Oznaczenie mnemotechniczne — zgodne z naaparte o ni, kojarzce st z nig, o)
nawizujace do niej, np. zbidr ludzi oznaczamy priefd: ludzie) lub C (od: czlowiek,
co kxdzie wygodniejsze przy czytaniu predykatu), a meep np. przeK




Przyjmijmy, ze P(X) oznacza x jest poczciwy”.
Wtedy w sumie bdziemy mie&: A P(X), a przeczytamy to: ,dla kdegox, x jest poczciwy”, lub (bardziej po
X

polsku) ,wszystkiex-y sa poczciwe”. To jednak jeszcze nie koniec. Nie wiebowiem, co to zx-y, a to

dlategoze nie okrélili $Smy dziedziny, a - powiedzmy - chcemy, aby naszmida odnosita sido ludzi.

Najwyzsza wec pora to naprawi Mozemy to zrobt¢ na kilka sposobow:

1) wczeniej z gory zaznaczy na jakim zbiorze operujemy (w naszym przypadka:zbiorze ludzi), i
wtedy formut te przeczytamy: ,dla kadego obiektu ze zbioru ludzi jest tale jest on poczciwy”, czyli
po prostu (po polsku!): ,Kaly cztowiek jest poczciwy”;

2) przyja¢ oznaczeniel — zbior ludzi, i wtedy formugt te zapisg w postaci A P(x), i wtedy formug te

XL
przeczytamy: ,kademux-owi ze zbioru ludzi, przystuguje wias§iobycia poczciwym”, czyli innymi
stowy: ,kazdy cztowiek jest poczciwy”;

3) przyja¢ oznaczeniel nie za zbidr ludzi, lecz za predykat, i wtedy zafpibysmy to tak A P(x), co

L(x)
przeczytalibgymy w nas¢pujacy sposob: ,dla kadego x-a, co jest cziowiekiem, jest take jest on
poczciwy”, czyli znowu po prostu: kay cztowiek jest poczciwy”.

co = ktory, ktéra; wgzyku polskim archaizm, glez'yicie jak najbardziej poprawne (porownaj z| -
cytatem z Inwokacji z ,Pana Tadeusza”; ,PaiSmacta, co Jasnej bronisz &tochowy (...)"), )
stosowany tu ze wzgllu na wegksz przydatnéé od okrélen synonimicznych

2. Symbolu V" uzywamy dla oddania kwantyfikatora zwanego (wymienimaltym, egzystencjalnym i
szczegoélnym. Analogicznie, jak powsj, zapis V czytamy ,istnieje (takie) (, ze)". Teraz, przy zaleeniu
X
jak powyzej, ze P(X) oznacza % jest poczciwy”, wyraenie V P(x), przeczytamy: ,istnieje takie (dla
X

pewneg, pewienx) jest poczciwy”. To znowu jednak jeszcze nie kanidie wiemy bowiem, co to zay,

a wiemy,ze chcemy, aby nasza formuta odnositads) ludzi. Wtedy znowu:

1) jesli wezesniej z gory zaznaczymy, na jakim zbiorze operujgmynaszym przypadku: na zbiorze ludzi),
to formuk te przeczytamy: ,dla pewnego obiektu ze zbioru lydzt tak,ze jest on poczciwy”, czyli po
prostu (po polsku!): ,Pewien cztowiek jest poczciywy

2) przyjmujac oznaczeniel — zbiér ludzi, formu te zapisujemy w postaci WP(X), i czytamy §:

XL
.PeEwWnemu x-owi ze zbioru ludzi, przystuguje wilasio bycia poczciwym”, czyli innymi stowy:
.pPewien cztowiek jest poczciwy”;
3) przyjmujemy oznaczenié nie za zbior ludzi, lecz za predykat, i wtedy zapgmy to tak VP(x), co
L(x)
czytamy: ,pewierx-a, co jest cztowiekiem, jest poczciwy”, czyli znowo prostu: ,pewien cztowiek jest
poczciwy” lub: ,niektéry ludzie s poczciwi”.

UWAGA
To, ze ca istnieje, oznaczage istnieje ,to c§” co najmniej jedno (tj. jedno lub edej).
Tak mielsmy wiasnie powyzej: ,istnieje cztowiek, ktéry jest poczciwy”, tj.pewien cziowiek jest uczciwy”.
Stwierdzenieze istnieje cé jedno, gwarantujeze takie cé istnieje, ale nie orzeka w jakiej liczbie, tj.doyoze —
co znamienne, wyciu zwykle tak bywa — w wkszej liczbie. Zapewne z tego powodu, jak révrde wzgédu n
specyfile jezyka naturalnego, w takiej sytuacji méwimy zwyklaektorzy [liczba mnoga!] ludzieaspoczciwy”,
co jednak musi oznaczalla nasze gdy mamy takie zdanie, to powikmy rozumie je jako ,istnieje ...”, a nie
Jstnieja...”! Mamy w logice metody oddawania tego typu zd®t&, stwierdzenie ,istnigj...” znaczy,ze @ 2
lub wigcej. Mazna tez odda zdania ,istnieje co najmniey’, ,istnieje co najwyej n” i istnieje doktadnien” dla
dowolnegon naturalnego, i to z wykorzystaniem jedynie tyehdkéw, ktére ja znamy. Poniewajednak w
dalszej czsci kursu nie kdzie to nam ji potrzebne — w zwiku z tym nie hdziemy ju rozwija¢ tego tematu.
Badz co mdZ jedna z zasad dydaktyki mowie lepiej jest niedomowj niz przegadé, gdyz w tym pierwszym
przypadku zaintrygujemy czytelnika /stuchacza, &ym drugim, niestety jedynie zniegtimy przez znudzenie.
Wspomnijmy jedynieze w matematyce istnieje nieformalna metoda oddawakitu,ze istnieje dokladnie 1 x,
ktére spetnia okrdony warunek. Oddaje sito za pomog wykrzyknika umieszczonego bezpednio za znakiem
matego kwantyfikatora: VIP(x), co czytamy: ,istnieje dokladnie jeden x, ktépetia warunelP(x)”.

X



[ ,CO Najmniej” i ,co najwyej” pisz oddzielnie! ]

Oprocz predykatow jednoargumentowych, mamy tezykayg dwu-, trzy- i wecej- argumentowe. Np.:
B(x,y) — xjest bogatszy ogra

M(x,2)- x jest mniejsze o@; rownowany mu:x < 2; jako argumenty nie mugzaviec 2-argu-
Wystepowa® tylko zmienne, ale i konkretne waftd (tu: 2), o czy byta zresatmowa mentowe

na pocztku tego paragrafu (zobacz: zmienne indywiduowaziwy indywidualne),

P(x,y,? — xpozyczyt y-owi z-a. - 3-argumentowy

Spostrzerenia:

1. Przypatrzmy gizdaniu: Vx<2. Oczywgcie przeczytamy je: istnieje takie5, ze x<2 lub (innymi stowy):
x5
istniejex takie,ze x<5 i x<2. Mozna to wic zapisé: V (x<5 [0 x<2).
X

Tak wec: : Vx<2 o V (x<50x<2).

x<5 X
Widzimy wiec, ze jeili mamy zdanie szczegotowe z predykatem pod kwéatidrem, to meemy zamierd je
na réwnowane mu, wycigmé Ow predykat za kwantyfikator ia¢zac go z reszt wyrazenia znakiem
koniunkcji, a pod kwantyfikatorem zostawiajtylko jego argument.

Dla niezorientowanych — na chtopski rozum (gdbgdz co mdz jest to ,matematyka dla laika”) — predykat to
formalne ugcie pewnej wlasn@i przynalene pewnym obiektom. U nag sbiekty X i 2, a zalenoi¢ jak
migdzy nimi zachodzi, tox < 2. Mozna j tez zapis& M(x,2) — ,x jest mniejsze od 2”.

2. Przypatrzmy siz kolei zdaniu: A x<2. Oczywicie przeczytamy je: dla kdegox<5 jest tak,ze x<2
x<5
lub (innymi stowy): dla kadegox jest tak,ze jesli X<5, tox<2. Mozna to wic zapisé: A (X<5 - x<2).
X
Takwec: AX<2 o A (X5 - x<2).
x5 X
Widzimy wiec, ze jesli mamy zdanie ogélne z predykatem pod kwantyfikawe, to maemy zamierd je na
réwnowane mu, wycigajac 0w predykat za kwantyfikator adzac go z reszt wyrazenia znakiem implikacji,
a pod kwantyfikatorem zostawigj tylko jego argument.

Te dwa spostrzenia dag nam metod pozbywania si predykatu spod znaku kwantyfikatora.
Przypatrzmy i blizej drugiemu z nich.

Otdz, nieraz mamy do czynienia ze stwierdzeniami katgganymi tycacymi si obiektow, ktore nie istnigj Np.
przy zataeniu,ze ufoludki nie istnigj, stwierdzenie ,wszystkie ufoludkizielone” jest prawdziwe!
Rzeczywicie. Oznaczmy:

U(x) — xjest ufoludkiem

Z(X) — xjest zielony

Wtedy zdanie to meemy wyrazé w nasgpujacy sposob: A Z(x)

u(x)
jak réwniez — z jego przeksztatcenia wedtug metody podanej spastrzeéeniu: A (U(X) —» Z(X)).
X
a jakoze zawsze (tj. dla dowolnegojakiego bymy tylko nie brali)u(x) = 0, TN
jakiego bymy tylko nie brali = jakikolwiek bymy brali, 2
a to ze wzgldu na specyfikjezyka polskiego )
Schematycznie:
a co za tym idzie, poniewajest to poprzednik implikacji, zatem cala t A UK - Z(X).
implikacja (,nawias”) jest prawdziwa (implikacjafatszywym poprzedniku X , )
zawsze /tj. bez wzgtlu na warté¢ logiczra nastpnika/ jest prawdziwa), 0
a to dodatkowo poprzedzone kwantyfikatorem ,dladegox’, daje nam w Y 1
sumie formu¢ ,zawsze prawdziw/, a wiec po prostu prawdziyy N

1



Whiosek
~Wszyscy” maze wigC oznaczé ,zaden”.

Zanim przejdziemy dalej, wprowachy dwaprawa de Morgana dla rachunku predykatow:
| prawo de Morgana dla rachunku predykatowA (x) « V ~@(x)

X X
Il prawo de Morgana dla rachunku predykatow: ~@() ~ A ~@(x)

X X
gdzie &(x) oznacza dowolne wyzanie rachunku predykatéw, zawiereg (ch@ szczerze méwt niekoniecznie)
zmienny indywiduowg X.
Prawa te méwi nam o przechodzeniu znaku negaciji przez (w lewonlpprawo) znak kwantyfikatora (dego lub
matego). Nieformalnie, w skrécieadznie, a zarazem metodologicznie, prawa tezmaoupé w nastpujacy
sposob:
Przy przechodzeniu negacji przez znak kwantyfikatmmieniamy jego orientacha przeciwa (j. z dwego na
maty czy te z matego na diy).
| prawo de Morgana mowige sformutowanie ,nie wszystkie spetriajest rownowane stwierdzenie ,pewien nie
spetnia”
Il prawo de Morgana moéwge sformutowanie ,nie istnieje taki, ktory by spelfiijest rownowane stwierdzenie
.Kazdy (tj. w jezyku polskim:zaden) nie spetnia”.

Inna konsekwengj owych spostrzeen jestfakt, ze
1) z kwantyfikatorem ogélnym zwzany jest spojnik zadaniowy implikacji
2) z kwantyfikatorem szczeg6lnym zygiany jest spojnik zdaniowy koniunkciji.

Przyktad

Niech:

M(x) — x jest muzykalny

F(x) — x jest fizykiem
Operujemy na uniwersum ludzi.
Spojrzmy teraz na zdania:

1) niektérzy fizycy a muzykalni: VIE(X) OM(X)]
2) niektére osoby muzykalne fizykami: )il M(x) O F(X)] ]
X

3) niektorzy fizycy nie g muzykalni: XVFE(X) O~M(X)] \
4) niektore osoby muzykalne nie zykami:  V M(x) 0 ~F(x)] \
5) wszyscy fizycy 8 muzykalni: /)\( [F(X) - M(X)] —
6) wszystkie osoby muzykalne fizykami: /\X[M(x) - F(X)]
7) zaden fizyk nie jest muzykalny: VX-[F(x) OM(X)] ] lUbA [F(X) - ~M(X)]
8) zadna osoba muzykalna nie jest fizykiem: ” ~MOf) OF(X)] lubA [l\);l(x) - ~F(X)]
9) tylko fizycy s muzykalni: /\X[M(x) - F(X)] ’

o X _
10) tylko muzykalne osobyasfizykami: N [F(X) - M(X)]
11) nie tylko fizycy & muzykalni: ~/\X[M(x) - F(X)] lub: V [+(X) OM(X)] /
12) nie tylko muzykalne osobwdizykami: ~/< [F(X) - M(X)] lub: V [):Vl(x) OFX)]

X X



13) tylko fizycy nie & muzykalni: A [~M(X) - F(X] 7

14) tylko muzykalne osoby nieagizykami: /)\( [~F(X) - M(X)] -~

15) nie tylko fizycy nie g muzykalni: ~/\X[~M(x) - F(X)] —~  lub: V [-M(X) O~F(X)]

16) nie tylko muzykalne osoby nie §izykami: ~/)\( [~F(X) - M(¥)] J lub:V EiF(x) O~M(X)]
X X

Klamrami umieszczonymi z prawej strony dodatkowgean tu zdania (a co za tym idzie — formuly) ,méee”
doktadnie to samo (cldaczywicie innymi stowy).

Uwaga
Zauwa, ze w formutach tych (wszystkich, a & i zmodyfikowanych — tych po stowie ,lub”), rzeaziécie
stosuje s ostatnio podany fakt o ,skojarzeniu™-, z ,A” i, O’z V"

Apel

Laiku! Nie ucz st tego zestawienia na pagtl Jeli sig tego nauczysz na pagdj to kgdzie znaczy, ze: laikiem

bytes, laikiem jesté i laikiem pozostaniesz! ...a chyba tego nie chcdszpisac t¢ ksiazkg, zestawienie to
stworzylem ,z gtowy”. Tobie je podgj aby w czasie nauki ,nie zbtlzit". Gdy bowiem ju sie nauczysz, czyli
innymi stowy ,bedziesz rozumiat to, co méwisz, a w resttwie tego, &dziesz umiat to zapigg to po co

nadaremno to wkuw& Po to, aby niepotrzebnie ofpa@¢ swoj umyst? Doprawdy .nie warto!

A wiec do pracy! (czy jak kto woli — do roboty!)
Objasnienie powyzszego przyktadu
Przyjmijmy skrétowe oznaczenia: F — fizyk / fizye — muzykalny / muzykalni

LP Typ formuty Nr w zestawieniu, gdy w miejscu kekpodpowiednio:
F,M M, F

1 Pewien jest .|. 1 2

2 Pewien ... hie jest .|. 3 4

3 Kazdy jest ... 5 6

4 Kazdy (tj. zaden) ... nie jest ... 7 8

5 Tylko ... ... 9 10

6 Nie tylko ... &... 11 12

7 Tylko ... nie s... 13 14

8 Nie tylko ... nie ... 15 16

Mamy wiec 8 typéw formut, a w kadym typie po dwie, ze wzgllu na maliwosé¢ przestawiania predykatow
miejscami. Owe 8 typdw dzieligsha 2 kategorie:

- 0LP1-4 (pewien/ kaly ... jest/ nie jest ...)

- 10LP5-38(tylko/ nie tylko ...as/ nie g ...).

Zestawienie to zostalo wd stworzone bardzo systemowo (@@¢ to zostato opisane w metodyce pracy!), aldzi
temu jest ono przejrzyste i wyczerpcg.

Ponizej zobaczmy po kolei, jak je tworzytem.
W tym celu wykorzystamy wykresy — diagramy, zakrestazw:
- fizyk, a wicc obrazujcy zbioér wszystkich fizykow — oznaczymy go przez F,

- osoba muzykalna, a @g zbiér wszystkich os6b muzykalnych — oznaczymygmz M.

Ad 1 niektorzy fizycy § muzykalni

= M X — 0znaczaze w polu w ktérym
st znajduje, musi co byt



Zdanie to moéwize wsrdd fizykéw muszznaléé sie osoby muzykalpe
czyli innymi stowy,ze  musz by¢ takie osoby, ktéreddgc fizykami 8 muzykalng
czyli ze sq takie osoby, ktére jednoczée g fizykami i § muzykalne

Ta wtasnie mysl oddaje zapis VH(x) OM(X)]
X

Ad 2 niektére osoby muzykalneg fizykami

F M
Zdanie to méwize wsrdd oséb muzykalnych muysznaléeé sie fizycy
czyli innymi stowy,ze  musz by¢ takie osoby, ktéreddgc muzykalnymigsfizykamj
czyli ze sq takie osoby, ktore jednogzée s; muzykalne igfizykami

Ta whasnie mysl oddaje zapis VVI(X) O F(X)]
X

Zauwa, ze odndnie punktow 1. i 2.:

-z jednej strony oba te wykresy wydhja identycznie - musgzwigc opisywa identyczne sytuacje,

-z drugiej strony ostatnie zawarte w nich stwierdaqrochyle wyraaja te sana mysl, wiec (innymi stowy) —
musz, opisywa tg sam sytuacg

- Z trzeciej strony — gdy weniemy formalny zapis 1. zdania i zastosujemy dojdijacego s¢ w nim w
nawisie kwadratowym wyggnia prawo przemiengoi koniunkcji /rachunku zdd), to otrzymamy wiénie
formalny zapis 2. zdania. £t tez wnioskujemyze zdania te opisgjidentyczne sytuacije.

Ad 3 niektorzy fizycy nie $ muzykalni

F M

Zdanie to mowize sq fizycy, ktérzy niegsmuzykalni,
czyli innymi stowy,ze  sq takie osoby, ktére jednogree s; fizykami i § muzykalne

Ta whasnie myél oddaje zapis VHE(X) O ~M(X)]

X
Zamiast tak kombinowia moglimy od razu zauwg¢, ze jest to zadnie identyczne, jak 1., z tyenzamiast ,8
muzykalni”, mamy w nim ,nie # muzykalni”, a zatem wystarczy w zdaniu 1. bezpdnio przedM(x) wstawi
znak negacji-.

Ad 4 niektére osoby muzykalne nie izykami
- analogicznie

Ad 5 wszyscy fizycy 8 muzykalni

M

Zdanie to méwize kazdy fizyk jest muzykalny,
czyli innymi stowy,ze  kazdy, kto jest fizykiem, jest muzykalny

Ta whasnie myél oddaje zapig\ [F(X) » M(X)]
X



Oznacza onoze zbior fizykow musi by zawarty w zbiorze osob muzykalnych, w przeciwnyazie (patrz
rysunek porsej) istniat by taki osobnik, ktéry zadawatby ktamszemu zdaniwé wszyscy fizycy § muzykalni,
bo ten akurat nie jest!).

Tak nie mae by

Na podstawie tych rozwian mozemy zapisé, ze tak nie mee by, co kxdzie akurat réwnowme naszemu
zdaniu:
~V [F(¥) O~M(X)]
X
Stad dalej wnioskujemyze zdanie to jest negacidania 3.
Z kolei negacja zdania 3. na rysunku vag#l nastpujaco:

F M - —o0znaczaze w polu w ktérym

sk znajduje, nic nie ma by

Tamto (,X”) w tym polu nakazywato kondby¢, a to (,-") zakazuje.

Ad 6 wszystkie osoby muzykalne fizykami
— analogicznie

Ad 7 zaden fizyk nie jest muzykalny

Lo

F M

Zdanie to méwize nie ma takiego fizyka, ktéry by byt muzykalny,
czyli innymi stowy,ze  nie ma takiego osobnika, ktry by byt jednéniefizykiem i muzykalnym

Ta whasnie my§l oddaje zapis: ~ VH(X) OM(X)].
X

Poza tym od razu wida ze ,zaden fizyk nie jest muzykalny” jest negagdania 1. (,niektorzy fizycy as
muzykalni”); wida to tez po poréwnaniu rysunkéw z punktu 1) i drugiego rjauwz tego punktu (stwierdzap
czesci wspolnej zbioréw F i M odpowiedni: jest niepugest pusta).

Jeszcze inaczej patiz, zdanie  zaden fizyk nie jest muzykalny
Znaczy jakiegokolwiek bymy nie wazili fizyka, to na pewno nie jest on muzykalny
Co zapisujemy symboliczni& [F(X) - ~M(X)]

X
Formuta ta zostata utworzona analogicznie jak ¥Wngk tutaj zamiast ,muzykalni” mamy ,nie muzykalri"std
wihasnie przed predykatem M znak negacji (~), no i zamjerszyscy” zaden”, ale to ju jedynie specyfikagzyka
polskiego.

UWAGA

To,ze: ~V[F(X) OM(X)] o A[F(X) - ~M(X)]
X X



mozemy te otrzyma stosujic proste przeksztatcenia:
~VI[FX) OMX)] o A~[FX) OMX)] - A[F(X) - ~M(X)]
X X X
z |l prawa de Morgana  z rozumowanie jak pepprzy p =F(x), g =M(X)

wiemy, ze: Pq o ~(PO~q)
gdy teraz w podstawimy tam ~q w miejsce g —otrayiyia p- ~q - ~((pPO~~q)- ~(pOQq)

z zasady podwadjnego przeczenia

Ad 8 zadna osoba muzykalna nie jest fizykiem
— analogicznie, otrzymujemy to samo co pagjy(tak jak w przypadku formut 1. i 2.), a zatermzgimana formuta
réwnowana (A [M(x) - ~F(x)] ) jest rownowana z analogicznz poprzedniego punktu{ [F(X) - ~M(X)] ).
X X
Mozemy to zresztotrzyma drogy wyprowadzenia formalnego, i to na dwa sposoby:
1. W poprzednim punkcie pokazatiy, ze: ~V [F(X) OM(X)] « A [F(X) - ~M(X)]

Teraz analogicznie memy pokazé, ze: ~ V M(X) OF(X)] « A [M(X) » ~F(X)]

X X

Poniewa lewe strony tych rownowaosci s3 sobie row- ﬂviqc z przechodnii relaciji
nowane (ze wzgidu na prawo przemieniéa koniunkcji réwnowanosci, otrzymujemy
zastosowane do wyrania w nawiasie kwadratowym), réwnowanos¢ ich prawych stron.

2. Mozemy od razu pokazadwnowanos¢ tych prawych stron, stosigj do wyraenia w nawiasie kwadratowym
zmodyfikowane prawo transpozycji:
- wychodzimy od prawa transpozyciji: pPp->Qqe ~q-~p
- wstawimy | w miejsceq: p-~qQeo ~~g->~p
- stosujemy prawo podwodjnego przeczen@i» ~g « q - ~p
Z podstawieniemp = F(x), g = M(X).

Ad 9 tylko fizycy sa muzykalni
Od tego momentu, wchodzimy w ,séetylko™. Musimy zastanowg sig, co to stowo oznacza.
Spéjrz na poriszy rysunek. Przedstawia on wi& sytuacgj z naszego zdania (,tylko fizycy s muzykalni”).

Rzeczywicie, przy takim ustawieniu zbiorow M i F, tylko ten, kto jest fizykiem, jest muzykalny
Mamy tu analogiczne ustawienie, jak w przypadkwzZym ze o przeciwnej orientacji (wtedy F bylo w M, teraz
M jest w F), a zatem nasza formuta tedzie miala ¢ samy posta, lecz z przestawionymi predykatami (tj. —
innymi stowy — implikacja bdzie przebiegaw drug strore), a wiec przyjmie ona posta/A [M(xX) - F(X)]

X
Widzimy wigc, ze ,tylko” znaczy: ,stosuj implikagj w drug strorg”.

Uwaga
Fakt, ze ,tylko fizycy sa muzykalni” wcale nie oznaczaeby np. okularnicy (O) nie mogli Bymuzykalni (patrz
rys),

0]



czy tez by rbwnoczénie ,tylko biolodzy (B) byli muzykalni”

O

badz by ,$cistowcy” (S) nie mogli by muzykalni

S

Jylko fizycy” znaczy bowiem ,tylko ten, kto jestdykiem”, a nie ,ten, kto tylko jest fizykiem”!

Ad 10tylko muzykalne osobyadizykami
- analogicznie

Ad 11 nie tylko fizycy & muzykalni
- rzecz oczywista, negacja zdania 9., ecviormuta przyjmie posta~A [M(X) - F(X)]
X
Posta alternatywn (V [~F(X) OM(X)] ) mozemy otrzyma na dwa sposoby:
X
1. poprzez analigzdania
2. poprzez przeksztalcenie poprzedniej formuty

Ad 1
.Nie tylko fizycy sa muzykalni” znaczy ,istnieje k& kto nie kedac fizykiem jest muzykalny”, co zapisujegstak
jak tegozadamy.

Na bazie tego rozwania od razu mamy rozstrzygat jak wyghda rysunek odnosey sk do tego przypadku.

F M + — 0znaczaze w polu w ktérym

sk znajduje, cé musi wys#pic

Zauwamy przy tym,ze zdanie to wcale nie mowig fizycy s muzykalni! Dlatego te nie wstawiamyzadnego
znaczka na przegiie sk tych dwdch zbioréw . Z drugiej strony

Zdanie (nr 9) ,Tylko fizyce & muzykalni” oznaczaloze ,muzykalni zwarci & w fizykach”. Zanegowanie tego
faktu oznacza ,muzykalni jusie nie mieszcg w fizykach”, leczze ,wylewaj si¢” poza nich. Wniosek ten jest
identyczny z tym, do ktérego dosatiy w poprzednim akapicie.

Ad 2
~AMK) - F¥] - V~MX) - FX] « V[-FXx OM(X)]
X ¢ X ¢ X
z | prawa de Morgana w oparciu oliznajak pongej i podstawieniu p £(x) i g =M(X)]

prawo zasfpowania implikaciji: p->g e ~@E0~
negujemy obie strony powgzej rGwnowanosci: ~P->9Q o ~~p0~q
do prawej strony stosujemy prawo podwdjnego prz@eze (p - ) - (pJ~0Q)

Ad 12 nie tylko muzykalne osobydizykami
- analogicznie



AD 13 tylko fizycy nie & muzykalni
Zdanie o identycznej postaci, jak 9. (,tylko fizysy muzykalni”), z tymze ,s3 muzykalni” zostato zamienione tu
na negagj tego stwierdzenia, tj. na: ,nies snuzykalni’. Dlatego te formuta ma identyczn postd&, jak tamta
(A M(X) = F(X)] ), z ta roznica, ze zamiast predykatM(x) stoi jego negacja (M(x)), co daje nam formet

X
A [-M(X) - F(X)] .
X

Sprébujmy przeksztai€ite formutle.

Korzystajc z prawa: (p- q) - (~pQ)

i wstawiapc w miejsce p — ~M(x), a w miejsce q — F(x)

oraz poprzedzag obie strony dzym kwantyfikatorem z podpisanym pod nim x-em, otnzyemy:

A[MX) - FX)] o AMX OFX)] o ~V~MX OFX] « ~V[-MX O~F(X)]
X X /4 X t X
i dalej: po podwojnym zaprzeczeniu formuty  z prawa de Morgana

i przegciu z jednym ze znakdéw negaciji dla rachunku zda
przez znak kwantyfikatora

W oparciu o te formuty, sprébujmy znadedla tej sytuacji rysunek:

- z drugiej z nich ,czytamy”ze wszystkie elementy musby¢ zawarte w sumie zbioréw M i Z, czyli innymi
stowy: nie mae by zadnego elementu poza sutgch dwéch zbioréw,

- z kolei z ostatniej z tych formut ,czytamyZe nie istnieje taki element, ktéry by zarazem rhig poza zbiorem
M i poza zbiorem F.

Obie te konkluzje sprowadzagic to nas¢pujacego oznaczenia:

U

Dodatkowo zaznacziny tu uniwersum U, aby mégym samym pole, w ktorymebiziemy mogli zaznaczy,+".
Dopowiedzmy tu od razuge zawsze powin@imy tak rob¢, by byt wyznaczony obszar, w ktéryng gioruszamy!
Przy tym:

- hazywamy go przestrzeni oznaczamy X, gdy prowadzimy roziemia czysto teoretyczne — abstrakcyjne (ij.
matematyczne),

- hazywamy dgo uniwersum i oznaczamy U, gdy romama odnosi sii beda do konkretnego obszaru
semantycznego (np. gdy poruézk bedziemy wérdd grzybow).

Ad 14tylko muzykalne osoby niegydizykami
- analogicznie

Pokaemy jeszczeze formuta taf\ [~F(X) - M(X)] ) jest rownowana poprzedniej A\ [~-M(X) — F(X)] ).
X X

W tym celu wystarczy wykazadwnowanos¢ wyrazen z nawiasow, tj. (przy p E(x), g =M(x)) ze:

~P-Qq « ~Q-0p

Ot6z, wiemy, ze (prawo transpozycji): p-g o ~g->~p

Dokonujemy podstawienia ~p za p: ~p-0 « ~q->~~p

| stosujemy prawo podwojnego przeczerig. - q o ~q - p

Ad 15 nie tylko fizycy nie § muzykalni

Zdanie to jest negacidania 13. (,tylko fizycy niessmuzykalni”), a zatem wystarczy je zanegéway otrzyma

schemat naszego zdaniaA{~M(x) - F(X)] . To samo wyraenie maemy otrzymé wychodzc od zdania 11.
X



(,nie tylko fizycy a1 muzykalni” ze schematem A [M(X) —» F(X)] ), i zamieniagc w jego schemaci®i(x)

X

(odpowiednik ,.a muzykalni”) na M(x) (odpowiednik ,nie 8 muzykalni”).
Przeksztatmy nasze wyrzenie (~A [-M(X) » F(X)] ) do formy réwnowanej ( V [-M(X) O~F(X)] ):

~A[~M(X) - F(x)]
X

X

z Il prawa c*e Morgana

prawo zasfpowania implikaciji:
W miejsce p podstawiamy ~ p:

negujemy obie strony powgzej rGwnowanosci:

o V~[-M(x) - F(X)]
X

o V[~-M(X) O~F(X)]

X

X

W oparciu o peaie rozwaania (przy p sM(x), g =F(x))

P-0g«~@P0~9

P-Qq - ~(p0~q
~(p-0Q - ~~(p0~9
do prawej strony stosujemy prawo podwdjnego prz@eze (~p - @) « (~pd~Q)

Zdanie 13. oddawdiiny na rysunku, zaznacaajna nim ,-” poza sumzbioréw F i M, ,méwicy” ze w tym
obszarze nic nie ma. To zdanie (15.), jako jegaogg oznaczamy ,+"-emna tym samym polu, ,mfoyim” ze
jednak na nim cojest.

Ad 16 nie tylko muzykalne osoby nig §zykami

- analogicznie, jako negacja zdania 14. (,tylkozykalne osoby nieasfizykami” ) i /lub przeksztalcenie zdania
12. (,nie tylko muzykalne osoby nie fizykami”). 18wzna tez otrzyma z 15. przez przestawienie predykatow.
Przegcie do réwnowanej formuty — analogicznie jak w 15. lub przez mtasvienie predykatéw w rownoviaej
formule z punktu 15.
Formuly 15. i 16. s sobie rownowane (wystarczy zastosowgprawo przemienriei koniunkcji dla formut
réwnowanych).

Wszystkie te 16 formut (i wszelakich ich oddarzy pomocy formut rachunku predykatéw) ina oddé w jedne;j
— poniszej tabeli.

LP | Stownie rysunek

1 niektéreA s3 B A( [x) 1B V [A(X) C B(X)] ~AN[AX) - ~BX)] |~A[BX) - ~AX)]
niektoreB 5 A X X X

2 niektoreAniesB |A(x[ ) ]B VAKX C~BX)] |~A[AX - B(X)] ~N[-B(X) - ~AX)]
nietylko Bsa A X X X

3 niektoreBnies A |A( [ )x]B V[FAX) CBX)] |~A[FAX) - ~BX)] |~ A [B(X) - AX)]
nietylko A B X X X

4 nietylko AniesB |A( [ ) 1B x V[~FAX) C~BX)] |~A[FAX) - BX)] |~A[~B(X) - AX)]
nietylko B nie g A X X X

5 |zadenAniejesB |A( [-) 1B ~V [A(X) C B(X)] A [AX) - ~B(X)] A [B(X) - ~AX)]
zadenB nie jestA X X X

6 wszystkieA s3 B A(-[ ) 1B ~V[AKX) C~B(X)] ATAKX) - B(X)] A [-BXX) > ~AX)]
tylko Bss A X X X

7 wszystkieB s3 A A( [ )-]B ~V [~A(X) C B(X)] A[~AKX) >~B(X)] | A[BX - AX)]
tylko A B X X X

8 [tylko Anie B AC L) IB=-|~V[FAXLC~BX] | A[~FAX - BKR)] | A[-BX - AX)]
tylko B nie ¢ A X X X

Najpierw zamieszczdliny tutaj uproszczony rysunek, a potem @golny — tzw. diagram Venna.
Okresla on ogélne potzenie (tu) 2 zbioréw.

Wychodzimy od uniwersum U.

U

Oczywiscie wyznacza ono (w ramach siebie) jedno pole (gaieersum U).
Gdy na tak okrdonym uniwersum wydzielimy pewien zbiér A, to poelzion to uniwersum na 2 ¢i.
Gdy z kolei dodany drugi — przecinay go zbior — to kade z 2 istniejcych pdl (bo rownig reszg uniwersum)
podzieli on na 2 a&ci — i w ten sposédb e%ci tych kedziemy mi€ juz 4 (jak na ostatnim diagramie).




Whioski z zestawienia 16-u formut

1. Kazda z tych formut mana przedstawiw postaci generalnej (,dla kdego”) lub egzystencjalnéjistnieje”)
2. Kazda z tych formut ma wéd pozostatych jediréwnowana, a wec mamy 8 par formut rownowzaych
3. Generalne ,minusyf, egzystencjalne ,iksuj.

Dodatkoweuwagi.

1. Nazwy maly i day kwantyfikator § nieadekwatne, gdykwantyfikatory te g tej samej wielkéci!

2. Oprocz przedstawionej tu, istniejezt&zw. migdzynarodowa notacja kwantyfikatorow, tym gaag nad
tradycyjra znamy Ci ,szkolm”, ze zmiennych nie podpisujeggdod nimi tylko pisze siza nimi, co daje nam
wygodny zapis linearny.

3. W formutach wystpujace koto siebie kwantyfikatory tego samego typudtjia due lub dwa male) mma
przestawia miejscami, a rgnych typow — to tylko mena przestawi malego za diego (nigdy w drug
strorg!)

4. Zdania gzyka naturalnego bez kwantyfikatorow (na przykigosy sz wierne”) oznaczaj kwantyfikacg
generalyn (1j. tu: ,wszystkie psygwierne”).

5. Formuly gzyka kwantyfikatorow naley tak budowad, by tworzyly zdania, tj. by wszystkie wyglijace w

nich zmienne byly zwizane — podpisane pod kwantyfikatorem lub weasiodpowiedniego kwantyfikatora

— znajdowaly & w najblizszym predykacie lub byly efie w stosowny nawias). W przeciwnym razie — gdy

wystepuja zmienne wolne, nie mamy do czynienia ze zdaniamatem nie memy bada wartcci logicznej

tego typu formut.

Uwazaj, by mowt ,predykat”, a nie ,predykator”!

Mamy tez pojecie kwantyfikator ilgiciowy” ale to juz ,wyzsza szkota jazdy” Mae powiem tylkoze

Zamiast pisaV P(x), dla oddania faktue takix jest doktadnie 1 zwyklo sipisa (potformalnie): VIP(x).

X X
(a wiec doszedt wykrzyknik).

No

4. Metodologiczne podstawy matematyki

Matematyka, to rozlegta i dé niejednorodna dziedzina wiedzy obejgug tradycyjnie wiele wzszych
dyscyplin naukowych o specyficznej, bardzamdrodnej tematyce i z#dicowanych metodach badawczych, w
zwiazku z czym wymyka si wszelkim probom jej zadowalgjego zdefiniowania. tadne zdanie, niepras®ia
Niestety, nic z niego nie wynika. Takich Zdjaiz wigcej w tej ksiazce nie ledzie! Przejdmy jednak do meritum
sprawy. Ot@, wielu laikom matematyka kojarzy esiz rachunkami, obliczeniami, zadaniami. Studentom
matematyki z egzaminami, zaliczeniami, kolokwiamA z czym powinna kojarzy sic Tobie? Najlepiej z
narzdziem, dz¢ki ktéremu tatwiej poradzisz sobie z innymi przedtaimi na studiach i wyciu. Da Ci ona
mozliwos¢ innego spojrzenia na otaczey Cig swiat. A to naprawe cenne... i emocjongge... Powodzenia!

Poszczegolne dzialy matematyki episywane przez ube teorie, a jakaze matematyka jest namk
formalm — std tez teorie te nosgmiano (tak z nazwy, jak i specyfiki) formalnych.

Tworzac teork (formalm) wychodzi s¢ od tzw. pojeé pierwotnych, tj. odgérnie przyjmowanych
okreslen niedefiniowalnych, jak rownie od tzw. aksjomatow — w analogiczny spos6b (tj. odgodrnie)
przyjmowanych twierdae Aksjomaty okrélaja wiasnaci poje¢ pierwotnych oraz ustalpjzachodzce medzy
nimi zaleznosci. Fakt, ze aksjomaty & przyjmowane odgérnie oznaczze nie wymagaj one dowodu (jako
wejsciowe” s wiec przyjmowane ,na wiaf). Wyraz temu daje rownieinne ich okrélenie, a mianowicie:
~pewnik’. Wystepuje ono gtdwnie jako czton nazwy wilasnej aksjomdtyp. ,pewnik wyboru”). Innym
okresleniem aksjomatu jest stowapstulat (czesto wystpuje jako czé¢ nazwy wiasnej danego aksjomatu, wraz z
nazwiskiem ,postulanta”).

Pojecia pierwotne i aksjomaty twarpodstaw teorii. W oparciu o nie i nowe pggia (ktérych znaczenie
wyjasniane jest przez tzvdefinicje — mazemy wiec powiedzié, ze definicje je ,wprowadzaf), tworzy sk nowe
twierdzenia, ktore jednak wymagajuz dowoduy, tj. uzasadnienia prawdziwc w oparciu o aksjomaty tej teorii i
wczesniejsze (wczéniej w tej teorii udowodnione) twierdzenia, staguj niezawodne metody logiki
matematycznej (tj. gwarantige przejcie od twierdzé prawdziwych jedynie do twierdaeprawdziwych).

W teorii formalnej mamy véc:

pierwotne (pocatkowe, zadane) wtorne (dodane)
okreslenia pogcia pierwotne definicje
whasndici wezeniej podanych obiektow aksjomaty twierdzenia
oraz zachodgych midzy nimi zaleénosci




Na ogét (nie zawsze tak jest — zobacz komentarpowatku omawiania aksjomatu II' w rozdziale ,teoria
mnogaci’) od aksjomatéw wymaga i aby zadnego z nich nie dalo esiwyprowadzé z pozostatych (w
przeciwnym razie nie bytby on przeziaksjomatem, ale twierdzeniem)sli¢ak jest, to méwimyze aksjomaty te
tworza zbidr niezalezny. Poza tym wymagamy (tym razenyjlkategorycznie), aby nasz zbior aksjomatow byt
niesprzeczny tj. aby nie mana byto wyprowad#i z nich dwéch zdawzajemnie sprzecznych.

Zbioér wszystkich twierdzg ktére dadz sie wyprowadzé z danego zbioru aksjomatéw (wraz zdham z
tych aksjomatow w oparciu o prawazsamdaci — patrz niej) nazywamyeoria.

[ Prawo tasamgci: p - p ]

Gdybys spojrzat do zeszytu studenta matematyki, ujrzaibyim zapewne aksjomaty, goja pierwotne,
i w olbrzymiej liczbie definicje, twierdzenia i ictlowody. Sporadycznie jakivykres, czy przykiad. D sucho
... S jednak pewne ubarwienia.

PRZYJRZYJMY S| E NAJPIERW TWIERDZENIOM

Wsrdd twierdzé wyrdéznia sk szczegolne ichodzaje:

1) Lemat — to twierdzenie pomocnicze, we nie tyle samo w sobie, ile jako ngizie do dowodu twierdzenia
nadrzdnego.

2) Whniosek— to bezpérednia konsekwencja (napstwo) definicji, to to co bezgpednio z jej tréci wynika.

3) Wiasnosé — to ca, co przystuguje danemu obiektowi lub klasie obdektczy te operacji (np. ,wlasnei
dodawania zbioréw” w rozdziale 7.),

4) Spostrzezenie — zauwaenie (i stwierdzenie) faktuze jest tak a tak”, ktére od razu zawiera uzasataie
tegw faktu,

5) Fakt — proste, a przy tym znagz spostrzeenie

6) Zwiazek, zaleznos¢ — to odpowiednik wiasrigi, jednak tyczcy sk wigkszej liczby obiektow czy te
operacji typow operacji (zobacz np. ,zki miedzy sum i przekrojem” w rozdziale 6.),

7) Prawo (np. prawo przemiendoi mnazenia) — to formuta do uniwersalnego stosowaniarnagie omawianej
teorii (w odr&nieniu od lematu, ktéry co prawda na gruncie daseyii jest prawdziwy zawsze moa
stosowd, jednak zastosowanie ma jedynie w konkretnychasyach dowodowych).

8) hipoteza nierazteza (np. ,teza Churcha” /czyt.: czerczal) — to twierdie, ktore nie &da aksjomatem danej
teorii, zostato do niej warunkowo ydzone mimoze nie zostalo jeszcze udowodnione. Zddak by w
dwdch sytuacjach:

- gdyz po prostu takiego dowodu nie da przeprowadd, i matematycy o tym wiedz

- albo dowdd taki mena przeprowadzi/czy wiecz wykazé, ze twierdzenie takie jest fatszywehds tez
nie da st przeprowadz zadnego z tych dwdéch wywodow (tj. potwierdzenia labalenia jego
prawdziwgci), ale matematycy o tym nie wiegzz sytuaci taka mielismy do niedawna w przypadku
JLwierdzenia o czterech barwach” (ktére nositogtalazwe, chat de factobyto hipotea, poniewa w
praktyce zawsze @isprawdzato i w zwizku z tym wszyscy matematycy bykwigcie przekonani”ze
jest prawdziwe, chbzaden z nich nie znat jego dowodu).

.Twierdzenie o czterech barwach” mowke kada mapg polityczra mazna stworzy
wykorzystupc do malowania pstw jedynie 4 barwy, przy zateniu, ze kade pastwo
malujemy jednym kolorem, a pstwa sasiadupce bokami (a nie wierzchotkami!) musby¢
malowane innymi koloram

Formuluje st je, gdy przy ich zatgeniu, tatwo, pgznie i z paadanymi wynikami mana rozwija& dary
teorie matematyczm (a wid& ma ona wakie znaczenie lub owe konsekwencyensd wymiar ciekawe).

9) Kryterium - to takie twierdzenie (najexiej wlasnd¢ lub zwizek czy zalenosé), ktére kedac w postaci
rownowanosci z powodzeniem mogtoby Bydefinicja jednego z pak o ktdérych s¢ wypowiada, gdy
wczesniej nie zostata przyfa klasyczna definicja tego pgja (kryterium to okréatoby je réwnowanie,
czyli doktadnie w tym samym zakresie przedmiotowym)

10) Zasada (np. ,zasada indukcji matematycznejfgguta (np. ,reguta odrywania”) — to prawa, o ktérym
wyrazamy s¢ w ten sposéb, aby podKig, ze zostalo stworzone ze wzdl na jego przeznaczenie do
wykorzystywania w dziataniu praktycznym.

Na gruncie danej teorii (tj. w oparciu o prgy w niej aksjomaty), twierdzenia mphy¢ prawdziwe lub fatszywe.

Wtaczamy do niej jednak jedynie twierdzenia prawdz{tyete, ktére dadz sie /a wiaciwie: juz daty st/ z tychre

aksjomatéw wyprowadgzj czy tez innymi stowy ,udowodni”). Wyjatek stanowg tu tylko (hipo)tezy, jak to byta

na ten temat mowa w poprzednim akapiciéli e teorii takiej znajdziemy sprzeczéo(przypadek, na ktérymj

Lnhamierzylsmy” nazywamy antynomia”) — wéwczas zmusza nas to do weryfikacji jej zato pierwotnych (tj.



aksjomatow, gdy najwidoczniej tworz sprzeczny zbior zdd lub wtérnych (tez czy hipotez)Zyveryfikowa ¢”
znaczy tutaj ,odrzuéi’ lub odpowiednio ,zmodyfikow&' — tak, aby usugt juz owa antynomi. Dodajmy,ze
zamiast méwd ,antynomia”, maemy te stosowa okreslenia ,paradoks” i ,dylemat” (ch® w niektorych
sytuacjach majone inne znaczenia), przy czym
sparadoks” jest mniej formalnym olkdleniem,
- a,dylemat” wystpuje gidwnie jako ag¢ nazwy wtasnej danej antynomii (np. ,dylemat gabithy”).
Twierdzenia przewanie podawaneasw formie implikacji : ,Jesli ... (warunek), to ... (teza)”. Stowo
.tezd zostato tu ayte w innym ugciu niz to miatlo miejsce dwa akapity wgj. Tam bowiem to, co ona glosita
obowizywato na gruncie danej teorii bezwarunkowo, téimay dodatkowynzatozenie danym ,warunkiem”.
Tak wigc, jesli ,warunek” jest spetniony ,teza” musi zachodzijesli zas nie jest on spetniony — ,teza” me
zachodz, ale nie musi (twierdzenie to bowiem o tym nieel&). To samo widazreszi analizupc tabed
prawdziwagciows dla implikacji. Gdy spojrzysz w niej na poprzediikplikacji, to gdy ma on warté logiczm O
— wowczas (bez wzgliu na warté logiczm jej nastpnika) implikacja jest prawdziwa. Gdy gpoprzednik ma
wartai¢ logiczre 1 — wéwczas cata implikacja ma gakartas¢ logiczm, jak jej nastpnik. Tak wic rzeczywicie
przy dowodach ,twierdze implikacyjnych” wystarczy bra pod uwag, ze zaladenie zachodzi (,ma warié
logiczm 1) i wtedy dowodzt jedynie jego teg (ij., ze zachodzize ,ma warté¢ logiczra 1"). Jest to d&t
(pozytywnie) znamienne zjawisko, jake dzeki niemu zamiast ,dowodziduzo” (cate twierdzenie) — nie d6, z
mamy dodatkow informacg (,zachodzi zataenie”) dowodzimy mniej (jedynie tezego twierdzenia).
Przy dowodach tego typu twierdzenie trzeba wcale przeprowadzBEZPGSREDNIEGO cigu
implikaciji:
L—>A1—>A2—>...—>An—>P
(gdzie: L — lewa strona implikacji /zatenie twierdzenia/; P — prawa strona implikacji @&ewierdzenia/; A —
zdanie wynikajce z L; A, ..., A, — kolejne zdania wynikage ze zda A o indeksie 0 1 mniejszym.
Czesto stosujemy bowiem tzw. metpgrstepujaco — wstpujaca” Polega ona na tynie
-z jednej strony wychodzimy od L iaggiem implikacji dochodzimy do pewnego, Ak < n), w nas{pujacy
sposéb L A; - A, - ... 5 Ay, ,mbwiac sobie”; jest L, zatem jest;Azatem jest A ..., zatem jest A
-z drugiej strony mamy &g implikacji: A - A4 > ... > A, > P, ktéry z kolei budowaimy od prawej
strony (czyli od ,wyniku”, do ktéregale factomamy doj¢), czytajc to tym razem: mamy udowodnP,
zatem wystarczyze udowodnimy 4, ..., zatem wystarczie wykazemy,ze jest A.
Jesli teraz okae sk, ze A = A, to juz jest koniec, bo jumamy caly cig implikacji od L do P:
L—>A1—>A2—> ...—»Ak:A|—>A|+1—> —>An—> P.
Jeili zas tak nie jest, do dalej nate prowadzt zblizanie L z P, jednak juna blizszym odcinku, gdyjedynie z
A do A. Moze sk nawet zdarz§, ze bezpérednio mana otrzymad A, z A, i wtedy tex bedziemy mieli petny
ciag implikacji od L do P:
L—>A1—>A2—> ...—>Ak—>A|—>A|+1—> —>An—> P.

Dowdd twierdzenia implikacyjnego moa rownie przeprowadza (zreszi bardzo cgsto stosowas) a
niestety nie do kica rozumian przez studentéw) metadnie wprost” (jest to tzw. gowdd nie wprost).

[ .nie wprost” pisze si oddzielnit ] !

Tym razem, aby udowodhimplikacje, zakladamy zachodzenie jej poprzednika (jej nieadzenia nie ma co
rozwaza¢, bo wtedy i tak cata implikacja jest prawdziwéqgae implikacja o falszywym poprzednik jest /zgodnie
z tabel, prawdziwaciows dla implikacji/ zawsze /tj. bez wzglu na warté¢ logiczm nastpnika/ prawdziwa).

Przy owym prawdziwym poprzedniku ,nie wprost” fijejako ,na przekér” tabeli prawdziwoiowej dla

implikacji) zaktadamyze nas¢pnik nie zachodzi, i w swym paegtowaniu dowodowym dochodzimy do
sprzecznéci, co oznaczante tak by nie mae, tj.,ze przy prawdziwym poprzedniku rowaieastpnik musi

by¢ prawdziwy. To kéczy dowdd.

Przy omawianiu ,twierdzenia implikacyjnego” omoéwimgszcze pajcia: ,warunek konieczny” i
.warunek dostateczny”. O#9w twierdzeniu postaci L» P:
- L jest ,warunkiem dostatecznyni dla P (bo ,wystarczyze jest L, by byto P”, bo ,gdy jest L, to i jest
/wynikajace z niego/ P"),
- a P jest warunkiem koniecznynt dla L (bo ,gdy jest L, to koniecznie musi %" /bo z niego wynika/).

Twierdzenia mog tez by¢ podawane w postaobwnowaznosci: ..... (I zdanie) wtedy i tylko wtedy, gdy
... (Il zdanie)". Wtedy jednak (w oparciu 0 pram@stpowania rOwnowznosci)

[ prawo zasfpowania rownowanosci: (p « @) - [(p - @ C(q - p)] ]




de factosktada sj ono z dwoch twierdze,implikacyjnych”, wzajemniedualnych (tj. takich, w ktérych zatzenie
z tea wymieniap Sig miejscami, a jakoze réwnoczénie one zachodz — wiagnie w sumie daj nam
réownowanosé.

Mamy tak np. w przypadku (zapewne) znanego wsaystkiierdzenia Pitagorasa,

ktére w formie petnej (,réwnowanosciowej”) ustanawia réwnowaos¢ miedzy
,byciem tréjkatem prostoktnym” i ,zachodzeniem warunkaf + b = ¢,

Ich dowdd polega wéwczas na przeprowadzeniu dwéeroddw owych sktadowych twierdzelualnych, lub te
bezpdrednio wskazanie ggu réwnowanosci:
L<—>A1<—>A2<—> <—>An<—> P
Poniewa twierdzenie ,implikacyjne” gtosi, ze ,przy zachaslrie zalégenia zachodzi pewna teza”, zatem
dowodzc je, zaktadamy, ze jego ,zaenie zachodzi” i ograniczamyesivtedy do udowodnienia jego tezy (co —
w zwiazku z tym — kdczy jego dowdd). W przypadku ,twierdzeréwnowanosciowych”:
- w powyzszy sposob przeprowadzamy dwa dowody jego dwu pbofub twierdzé dualnych,
- badz tez postpujemy od razy tak samo jak w dowodzie twierdzémiplikacyjnego, jednak stosig w nim
nie implikacje ), lecz rGwnowanosci (- ).

Istnieje jeszcze jeden £o czsto wystpujacy rodzaj twierdzé - tzw twierdzen
wieloréwnowaznosciowych. Sq one postaci:

Niech A. Wowczas nagbujace warunki (lub: zdania, stwierdzenia itpa)sobie réwnowane:

1) W,

2) W,

n) W,

Dowodzi mazna je (najogdlniej rzecz ujmug) na dwa sposoby.

1) Zaktadamy A. Nagpnie wykazujemy W o W, o ... « W, (ewentualnie wyrzenie W /i=1, 2, ..., n/ w tym
ciagu mog wystpowa: w innej kolejndci, byle by wszystkie wyspity), a wowczas ze stosowanego wiele
razy prawa przechodnioi rGwnowanosci, otrzymujemy réwnowanos¢ warunkéw W, W, ..., W, ,kazdego
Z kazdym”.

[ Prawo przechodnggi réwnowanosci: [(p « @) C(q « 1] « (9 - 1] ]

Na dowdd ten skfadaesiviec n-1 dowoddw réwnowanosci, czyli 2- (n-1) = 2n —2 dowodow implikaciji.

2) Zaktadamy A. Przeprowadzamy dowody; W W,, W, - Wj, ..., W1 > W,,. W ten sposéb mamy
udowodniony ,cag implikacji”: W; - W, - W3 - ... - W, ; - W,. Nastpnie zamykamy go ,w koto”
dowodem implikacji W - W;. W ten sposéb ,po strzatkach” ara prze§¢ od dowolnego WHo dowolnego
W; (1<i,j<n), aco zatym idzie rownie od;Vdo W , czyli (z prawa zagpowania rownowznasci) ich
wzajemmn, rownowanos¢, a co za tym idzie otrzymujemy wzajemmdwnowanos¢ wszystkich W(i=1, 2, ...,
n) ,kazdego z kadym”. Oczywicie réwnie: w tym przypadku, kolejn@ ustawienia w pockowy ciag
poszczegolnych (byle wszystkich), (i1, 2, ..., n) jest dowolna.

Dowdd ten sktadat siz n dowoddéw implikacji.

Rozwigzujac nierdwndé: n < 2n —2(przy zalaeniu,ze n jest liczh naturala), otrzymujemy rozwjzanie: n > 2,

czyli n> 3. J&li wiec w twierdzeniu tego typwaso najmniej 3 warunki, ktérych rownowaosé nalezy

udowodné, wéwczas jego dowdd optaca $ze wzgkdu tzw. ,ekonomicznéi dziatania”) wykona drug
metod.

UWAGA:
Twierdzenie tego typu nie by tez postaci: ,Niech A. Wéwczas...”. Wtedy oczyeie do jego dowodu nie
wiaczamy koniecznii istnienia tego warunku A.

Wazkie twierdzenia, lematy, (hipo)tezy, i antynomiepiawa nosz nazwe swoich twdrcow czy
odkrywcow (nieraz dwoch, gdy razem nad nim pracow#) gdy niezalénie doszli do tych samych czy
podobnych wynikéw mniej wtej w tym samym czasie). Zdarza $&, ze za nazw wlasm otrzymup temat,
ktorego dotycz (wtedy nosz nazwe ,twierdzenie o ...").

UWAGA

Wiekszai¢ 0sob, jak s dowiadujeze ma cé udowodné, to sk przeraa! Blad!!! Nie nalezy sie w takiej sytuacji
przeraat, lecz cieszy. Tak, ...ciesz§! O wiele tatwiej jest bowiem udowodntcas, niz obliczy¢. Zobacz zresat
sam. ,Oblicz2 + 2" — musisz to oblicz§, a gdy ju tego dokonasz, nie wiesz, czy otrzyndattobry wynik.



L=Jdowodnij, ze 2 + 2 = 4" — tez musisz obliczy sumg 2 + 2, ale z gory wiesz, jaki masz otrzyénaynik, a to z
kolei oznaczaze
-z jednej stronyze jak go otrzymasz, to wiesz, zegugites prawidtowy wynik,
- a z drugiej strony sam wynik naprowadza na widciwa drog: dojscia do niego, co jest znacznym
utatwieniem w catym pogpowaniu.

UWAGA

Poszczegoblne prawa (szeroko rozumiane, tj. twigridzéematy, ...) w danej teorii moa udowadniatylko
dlategoze jest ona ,zaksjomatyzowana”. Z kolei podguigm tym nie tyle kryje sifakt, ze ,ma ona aksjomaty”,
ile, ze ,jest formalna”.

UWAGA

Oprécz stownych specyfikacji dowodow ze wadji na sposoéb ich przeprowadzania, mamy réivicie stowne
specyfikacje z wzghu na to do jakiego rodzaju twierdezsic one odnosz Ot&, jezeli jedynie do wlasni, to
wtedy czsto stosujemy do nich olglenia: sprawdzenie wyttumaczenie

Z kolei rzadziej stosowane oktenie weryfikacja odnosi st do ,dowodow” (tj. uzasadnig hipotez, tez i teorii.

UWAGA dotyczaca dowodow

Wiekszai¢ 0sob, jak s dowiadujeze ma cé udowodné, to sk przeraa! Blad!!! Nie nalezy sie w takiej sytuacji
przeraat, lecz ciesz§. Tak, ciesz§! O wiele tatwiej jest bowiem udowodnicas niz obliczy. Zobacz zresat
sam: ,Oblicz2 + 2" — musisz to oblicz§, a gdy ju tego dokonasz, nie wiesz, czy otrzynfatimbry wynik.
LJdowodnij, ze 2 + 2 = 4" — tez musisz obliczy sung 2 + 2, ale wiesz jaki masz otrzyravynik — to oznaczaze
jak go otrzymasz, to agimates prawidtowy wynik, a z drugiej strony wynik naprodza cg na wigciwa drog
dojscia do niego. Dowody nie powinny ga Ci¢ paralizowat, lecz mobilizowa!

OBECNIE PRZYJRZYJMY SI E DEFINICIJOM.

Definicja, to inaczej okrgenie, co czym jest, za co mamy tcs envazac. Wprowadza sije, aby nie byto
watpliwosci, co do zakresu znaczeniowego tychepdij. by wscisli¢ ich potoczne rozumienie) lubzby wrecz je
wprowadzé.
Wszystkie definicje zbudowane & nastpujacy sposob:
- Xjestto...",

~X-em nazywany takie / kale / te ...",
Pierwszy podany w nich czton — to co definiujengylcpojecie definiowane, to z tacingefiniendum.
Drugi ich czlon (podczniku: jest to, nazywamy, ...), to czton definiry, z taciny nosgcy nazwve definiens.
Dobrze (tj. poprawnie) zbudowana definicja musi bwnowaznaoscia, tj. zakres pajciowy definiendunmusi
pokrywa si¢ z zakresem peogiowym definiens
Moga zdarzy si¢ hastpujace sytuacje:

1) definiens  2) definiendum  3)

definiendu definie definiens fimlendum
definicja za szeroka definicja zaska definicja cgciowo adekwatna
4) 5)

definiens definiendum definiens = definiendum

definicja nieadekwatna definicja adekwatna (popraw

Tylko sytuacja 5. jest poprawna. Spad sytuacji niepoprawnych (1. — 4.) najé@ej wysepuja sytuacje 1. — 3.



ZADANIA:

1) Sprébuj poprawnie zdefiniowkilka przedmiotéw z Twego otoczeniahz krzesto, stét, dom, szklaak

2) Sprébuj podapo 1 przyktadzie takich ,definicji”, aby pasowadyne do kadej z podanych wiej sytuacji 1. —
5.

POJECIA ZWI AZANE Z SYSTEMEM - C.D.

Caly czas omawiamy pgjia wystpujace w pewnym formalnynsystemie matematycznych, zwanym
teoria. Systemy takie, oprocz pgji twierdzer (w kazdym z tych przypadkdéw tak pierwotnych, jak i wtéchy
maja oczywicie rowniez swop przestrzen X, na ktérej operuj. Jest to zbior obiektéw, do ktérycke ga teoria
odnosi. Odpowiednikiem przestrzeni w konkretnyctuagjach nieformalnych, jeghiwersum U. Méwimy wiec,
7€ ¢G rozpatrujemy n uniwersum ludzi, alezjoa przestrzeni liczb rzeczywistych.

Metoda — to sposob wykonywania operacji na obiektachesgyat (np. rozwizywanie uktadu rowna
metody przeciwnych wspéitczynnikéw), lub sposob przeprozeada dowodu (np. metoda 0-1-kowa, metoda nie
wprost, ...).

Rachunek (np. zd&, relacji, ...) - to system matematyczny (czy éazgy) postugujcy sk
zalgorytmizowanymi procedurami w swej realizacgistlwic on prosty, nie wymaga abstrakcyjnegostagia. |
.hie wiedzie czemu” studenci mowj ze ,logika jest nielogiczna”, jak w niej nie wyguja wcale ,gkbokie,
zawite, trudne do ogangtia, przemylenia”.

CINFORMATYKI: \

Algorytm, to $cisle okre&lony sposOb pospowania, dajcy gwarangt oskgniecia
zamierzonego rezultatu w skazonej liczbie krokéw.

Procedura (pojecie pochodne) — to wewtrznie spéjna ag¢ algorytmu, odpowiedzialna za
realizacg funkcjonalnej jej czsci (np. przy algorytmie rozwrywania rownania kwadratowego, jej
cze$¢ odpowiedzialna za wyliczenie delty).

Pojcie procedura wyspuje tez w znaczeniu potocznym, o takim znaczeniu, jak &ost
okreslony powyzej algorytm. Wtedy okrdenie ,zalgorytmizowana procedurd znaczy po prostu
»postepowanie algorytmiczné, czyli icisle okrelone, dajce gwarangj osikgniecia zamierzonego

Qelu w skaczonej ilgci krokow. j

Z samym pajciem systemu, kojarzy sréwniez pojecie ,dziatalng¢ systemowa”. W pracy naukowej mamy do

czynienia z kilkoma sposobami dziatadob Jakis pomyst (wynalazek czy odkrycie) @ pojawt sie w wyniku:

a) dziatalndci systemowej (z takto gtéwnie zapewnie kojarzysz peataukove),

b) dzialalndgci chaotycznej (okridenie mae trockk mylace, bo i w tym przypadku wszystko jest
uporadkowane, jednak stochastyczne /= przypadkowe/); yn&onpo prostu do czynienia z szeregiem
doswiadczeéh losowych na bazie ktdrych wygjiamy wnioski o sposobie zachowania sitej populacii (przy
czym owe badania magby¢ prowadzone bez prednio na danych systemach lub jedynie na ich
schematach),

c) w koncu do wyniku w nauce niemy do§¢ na drodze przypadku, w niektorych przypadkach d&nego
jako ,blysk geniuszu”.

STRUKTURY SYSTEMOW

Zbadé& struktur ¢ systemuy to inaczej ,okréli¢ jego wlasnéci wewrgtrzne” (a wic bez rozpatrywania
jego zalenosci z innymi systemami).

Jedn, z takich kwestii (rozpatrywanych w tym paedeniku) jest okréenie ,zbior X jest zamknity (ze
wzgledu) na operagjf ”, ktére oznaczaze wykonanie tej operacji na obiektach z tego zbrawsze daje wynik o
wartasci w tym zbiorze; w przeciwnym przypadku mowinmag zbidr ten nie jest zamky (ze wzgédu) na ¢
operacg. Tak np. zbidr N liczb naturalnych jest zamitpize wzgédu na operagjdodawania (bo suma dwéch
liczb naturalnych zawsze jest liczba natuggla nie jest zamkefy ze wzgtdu na operagj odejmowania (gdy
réznic dwéch liczb naturalnych niekoniecznie must lezbe naturala, np. 5 - 9= - 4).

W matematyce meemy te rozpatrywé& zaleznosci zachodzce medzy r&nymi systemami, a w
szczegllnéci porownywd je. Ot&, w matematyce mowimyze dwa systemyasizomorficzne, jesli istnieje
wzajemna odpowiednéé miedzy nimi. Oznacza tase gdy kedziemy w prawach jednego z nich w konsekwentny



sposoéb zamientaposzczegdlne znaki (symboli, operacji, zmiennydargowych, predykatow, zbioréw, ...) na
odpowiednie (odpowiadaje im) znaki drugiego systemu, to zawszeZiemy otrzymywa odpowiadajce im
prawa drugiego z tych systeméw, przy czym odpowigdrta dziata rownig w drug strore. Systemy takie maj
te samy struktur ¢ (tak ksztaltu praw, jak i metod dowodowych).

Dziata¢ systemowooznacza roldi to w sposob przensdiany, zgodny z okidonym algorytmem, a wtc w sposéb
niezawodnie prowadzy do okrélonego celu i to w miar jak najpraciej.

POZOSTALE POJECIA WYST EPUJACE W MATEMATYCE

Tak po definicji, jak i po twierdzeniu (w szerokimaczeniu tych terminéw), w zeszycie studenta
matematyki ména spotk& mazna spotké nastpujace rzeczy:
1) Omodwienie czyli wyjasnienie, objdnienie - stay ,rozjasnieniu spawy”.
2) Przyktad — rownie: stuzy ,rozjasnieniu spawy”.
3) Zastosowanie- sty wskazaniu celowdei wprowadzenia, czy podania danej definicji czyetdzenia.
4) Uwaga- stwy do uwypuklania pewnych kwestii, zwrdcenia uwagios szczegdlnego

Ponadto, aby utrwalizdobyty material, w zeszycie studenta matematykn fazem ju od ¢wiczen, a
nie wyktadow), spotkamazna — rzecz jasna — szereg:
1) zadan,
2) poleca,
3) ¢éwiczen,
4) aco zatym idzie réwniesprawdzen poprawndci ich wykonania (sam zregziv szkole po rozwazaniu
zadania te ,sprawdzat€”, czy wynik sk zgadza z wymogami zadania)

Podczas sprawdzania, czy jakéwnas¢ jest prawdziwa, czy zachodzi dana wiagndtp., malive s
dwie odpowiedzi: TAK i NIE. Aby odpowiedzetak” — musimy p udowodn¢, a aby odpowiedzée,nie” —
poda (po wczéniejszym znalezieniu) tzvikontrprzyktad , czyli przyktad zadaicy ktam przypuszczeniu
prawdziwgci rozpatrywanej rowniei, czy zachodzenia danej wlagnon itp. Metod; te stosuje si gtéwnie do
twierdzer generalnych:

- pozytywnych (,kade x z rozpatrywanego uniwersum spetnia ...\ tP(X) )
X

- inegatywnych (zadne x z rozpatrywanego uniwersum nie speiatj./\ ~P(x) )
X
W tym celu naley zanegowé cate rozpatrywane stwierdzenie i wykézze tak widnie jest. W oparciu o dwa
prawa de Morgana dla rachunku predykatéw, otrzymyije
-z | prawa dla | z tych stwierdze ze ,istnieje taki x z uniwersunig nie spetnia on ...”
-zl prawa (a wtéciwie z prawa, ktére otrzymamy z niego po zanegdowabu jego stron, tj.
~~VP(X) « ~N\~P(x),
X X
i dalej, zastosowaniu prawa podwdjnego przeczenigego lewej strony, tj. w sumie z prawa:
VP(X) o ~A~P(X) )
X X
dla Il z tych stwierdag ze ,istnieje taki x z uniwersunig spetnia on ...”.
Takie postpowanie jest wic proste - wymaga znalezienia jedynie jednegorkonykiadu, obalajcego nasze
wyjsciowe twierdzenie, rowrig itp.

[ ~~po p -prawo podwdjnego przeczenia ]

| prawo de Morgana dla rachunku predykatowA P(x) « V ~P(X)
X X

Il prawo de Morgana dla rachunku predykatowP{k)  ~A ~P(X)
X X

UWAGI:

1. Pogcia, ktére ju tu sk pojawilty, a mianowicie: sprawdzenie, zadmie (jednak z dopowiedzeniem:
indukcyjne), teza (te z dopowiedzeniem: indukcyjna) i dowdd (rownie dopowiedzeniem: tezy
indukcyjnej) zostam szczegdtowo omowione (zdefiniowane i dioji@ne) w 7.rozdziale niniejszej pracy). Ich
znaczenie &dzie pochodne od dotychczas omoéwionego.



2. Pogcie teza” stosuje sitez nieraz jako réwnowae z pogciami: argument, twierdzenie. (odpowiednio np.
w sformutowaniach: ,na syvobrore przytoczyt nasipujace tezy”, ,w systemie tym zachagnastpujace
tezy”). My jednak w kursie tymdalziemy unikali tego typu podajia, aby zachowaw miar jednoznaczne
rozumienie stowa ,teza”.

Dopowiedzmy tu jeszczee w matematyce pegie rowna¢ i rownanie (a wgc odnoszce seé do takich
Lworow”, ktére posiadaj lewa i prawa strore pofaczone znakiem ,="), oznaczgjco innego!

1) Réwna¢ jest zawsze prawdziwa (przyktad: a + b = b + a)je wyraza ona pewne prawo,

2) Z kolei rownanie j# takie nie jest (przyktad: a + 2 = 7) — je Siozwiazuje, podajc dla jakich
konkretnych wartfci jest prawdziwe.



Il. ZBIORY | LICZBY

6. Teoria mnogdci

Uzyte w tym sformutowaniu pegie ,mnogasé” oznacza,ze jest to teoria opowiadgja o zbiorach. Z
kolei stowo teoria” oznacza,ze bedziemy mieli do czynienia z opisem rzeczywisiodokonanym w sposéb
formalny, a wgc przy pewnych zateniach, jak i z okrdonego punktu widzenia.

Teoria mnogéci powstata w odpowiedzi na zauia na pocztku XX wieku przez angielskiego
matematykaantynom¢ Russella(czyt.: rasela). Stowoantynomia’ oznacza sprzecz®§é migdzy zdaniami, z
ktérych kade wydaje s dobrze uzasadnione, lubzteprzeczn& w obrbie jednego zdania. Za jej przykiad
mozna przytoczy znan, juz od czaséw stapgytnosci tzw. antynong klamcy, ktén w najprostszej postaci oa
wyrazic w nas¢pujacy sposob:

Ktos powiedziat: ,To, co w tej chwili méwj jest klamstwem”. Czy mowit on pragdzy klamat?

Jakiejkolwiek bymy nie udzielili odpowiedzi, zawsze okazatoby, sie jest ona kidna, gdy prowadzi

do sprzecznii. Jeli bowiem uznamyze moéwit prawd, to znaczyze ktamat (bo sam tak stwierdzit w

swojej prawdziwej wypowiedzi). i za$ uznamy, ze klamal, to oznacza (przechadzdo jego

wypowiedzi),ze klamstwem jeste klamat, czylize mowit prawd.
Przeanalizujmy jednak samantynom¢ Russella (a wc juz te, ktéra odnosi sido zbioréw).
Przyjmijmy, ze zbiér jest normalny witw, gdy sam do siebie ra&ety.

Innymi stowy: X jest normalny - X [7X.

[ W telkécie pisanym znak- zastpujemy skrotem witw (ktory czytamy: wtedy i tylkatedy) ]

Zbiorem normalnym jest wt np. zbiér palcéw, gdysam palcem nie jest!

Niech N oznacza zbiér wszystkich zbioréw normalnych (tylkach!).

Zastanéwmy siobecnie: czy (tak zdefiniowany zbid¥)jest normalny?

Rozpatrzmy dwa przypadki:

1) Zatézmy, ze N jest normalny. Wtedy (z definicji zbioru normal@dN O N, a sid dalej wnioskujemy (ze
wzgledu na stowo ,wszystkich” w definicji zbioriN), ze N nie jest normalny (bo, w oparciu o prawo
transpozycji, gdyby byt normalny, to by musiat sdmsiebie natec).

[ prawo transpozycjix{ —» @) - (~q - ~p) ]

2) Zatdzmy z kolei, ze N nie jest normalny. Wtedy (z definicji zbioru normago) N O N, a sid dalej
wnioskujemy (ze wzghu na stowo ,tylko” w definicji zbioruN), ze N nie jest normalny (bo, w oparciu o
prawo transpozycji, gdyby byt normalny, to by méisiam do siebie natec).

W oparciu 0 prawo zagtowania rGwnowazanosci

[ prawo zasgpowania réwnowznosci: [(p - ) C(q - p)] - (P -~ Q) ]

wnioskujemy std, ze:
N jest normalny witw gdyN nie jest normalny.

Otrzymalémy wiec zdanie posta@ - ~ p, ktére (jako kontrtautologia) oznacza sprzeézno

Oznacza toze (dotychczasowe) intuicyjne pojmowanie ¢gajintuicyjne dowodzenie mi@ doprowadi
do fiaska.

Kazda teori¢ matematyczra bedziemy tworzy jako sformalizowama. (zgodnie z wytycznymi
przedstawionymi w rozdziale ,metodologiczne podstamatematyki”). Pogpimy wicc i tak w przypadku teorii
mnogaci, a konkretnie pewnej jej realizacji, zwanej (ndzwisk jej twoércow) systemem Zermelo-Fraenkla.
Wyrézniamy w niej dwgpojecia pierwotne (niedefiniowalne, o ktérych zaktadamag s w jednoznaczny sposéb
rozumiane przez ogét ludzi):

1. ,bycie zbiorem” (co oznaczamy przy pomocy jednoangntowego predykatid, a fakt,ze A jest zbiorem
0znaczamy W nagbujacy spos6bZ(A), czyli jest to predykat),

2. ,bycie elementem zbioru” (lub réwnovmaie: naleenie do zbioru) (co oznaczamy przy pomocy symiigla
fakt, ze x jest elementem zbior zapisujemy w nagpujacy sposébx /7 A).

Zbiory oznaczé bedziemy przy pomocy wielkich liter, a ich elementprzy pomocy matych liter.

A B, C, ..., czyte X, Y, Z— oznaczaj wicc zbiory,



Zasa, b, c, ..., czytexy, z—ich elementy.

Jak jednak definiow@azbiory? Oté mazemy to zroht na kilka sposobdw:
1. bezpdrednio wymieniaic jego elementy;
2. wskazujc (przy pomocy pewnej zaleosci, czy te: wkasndaci), ktdre obiekty g jego elementami;
3. wyrysowupc jego elementy i obwode je wspdlnie kredk
Ad 3
Ten trzeci sposob, stosowaliz zapewne w przedszkolu, a jake zaden matematyk tam nie siedzi — my nie
bedziemy tak rohki. Tylko maty przyktad gwoli przypomnienia.

A

Mamy tu trzyelementowy zbidk, ztozony z kota, kwadratu i trojita.

Ad1

Z kolei zbiory:

B={1, 2 3, 4} —to zbidr zlawony z nasipujacych 4 elementowt, 2, 3i 4 (czyt.:B jest to zbiér ztaony z1, 2, 3
i 4). O tym,ze jest to zbidkwiadczy nawias klamrowy.

C={1,2,34,56,7,8, ...} — to zbior ztaony z1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 itd., czyli po prostu ze wszystkich licz
naturalnych, czyli mzemy powiedzié, ze jest to po prostu zbiér liczb naturalnych. W d@dieniu od
zbioruB (kt6ry byt skaiczony, bo posiadat skozom ilos¢ elementéw) — ten jest nieskazony (bo posiad
nieskaiczom liczbe elementéwswiadcz o tym kropki na jego kitcu). Z tak nieskaiczonGcia bedziemy
tez mieli do czynienia, gdy owe kropki znajdie na jego pocgku (np.D = {..., -5, -4, -3, -2, J— zbior
liczb catkowitych ujemnych), czy zetak na pocatku jak i na kaécu (np.E = {..., -10, -5, 0, 5, 10, }.—
zbidr liczb podzielnych prze3). Kropki mogt wystpi¢ tez w srodku (np.F = {1, 2, 3, ..., 97, 98, 99-
zbiér wszystkich liczb catkowitych otldo99), ale wtedy oznacza to skezory ich liczbe, lecz na tyle dia,
ze ich wszystkich nie wymieniamy, gditak wiemy (bo si jednoznacznie dondlamy) o ktére chodzi.

Ad 2
Zbior liczb parzystych dodatnich zgodnie z punkteropisalibymy: G={2, 4, 6, 8, ...}.

Mozemy to jednak zrobii inaczej:G = {x: x = 2k A k [J C}. Iczyt.: G jest zbiorem tychx-6w, ktdére mana
zapis& w postaci2k, gdziek (jako element powiej zdefiniowanego zbiorC) jest liczky naturaln./ Tak wiec
zbior G sktada si z tych wszystkich liczb, ktéreasdwukrotngciami liczb naturalnych. Jest @ on zbiorem
parzystych liczb naturalnych (czy rownawge: parzystych liczb catkowitych dodatnich, ale mha przecie co
komplikowa sprawy!).

Wsrdd zbioréw znamy jii (z podstawdwki, gimnazjum i szkoly ponadgimnazgflincharakterystyczne zbiory
liczbowe, ktére to (a jako posiade¢ swe nazwy wlasne) oznaczamy (jak to zbiory) kaiditera (w tym
przypadku — jako wimie ,jedyne w swoim rodzaju”) z jedrpodwadjm kresly (pionows lub ukana).

- N — zbi6r liczb naturalnych,

Cze$¢ matematykéw definiuje go od zemd:= {0, 1, 2, ...}, a cz$¢ od jedynki (a wgc nie wlicza do niego|
zera):N = {1, 2, ...}. Aby ustrzec s dwuznacznéci, musimy s¢ zdecydowa na jedn z tych definicji. Ze
wzgleddw praktycznych, lepiej jest ust@al{i my tak widnie zrobimy),ze N = {1, 2, ...}, a wowczas, gd
bedziemy chcieli oddapoprzednie (odrzucone) oznaczeNieto wyrazimy je zapisenNyo =N /7{0} = {1,
2,.}J{0y={0,1, 2, .}

- Q - zbidr liczb wymiernych.

Zauwamy przy tym,ze w zbiorach tych m@my wyr&ni¢ ich podzbiory:



- ze wzgkdu na to, czy mamy do czynienia z ich dodat®y tez ujemry czgsécia (wtedy w przypadku zbioru
liczb catkowitych oznaczaje bedziemy odpowiednio: Zi Z°),

- ajesli uwzglednimy jeszcze mdiwos¢ dofaczenia do nich zera, tatiziemy mieli do czynienia odpowiednio
Z ich cz$ciag nieujemn i niedodatrd (co w przypadku liczb catkowitych oznaczymy odpeenio:
Zy"=Z2"0{0} i Zy =2 0O{0}.

Oczywiscie w przypadku zbioru liczb wymiernych (Q) i rzgegstych (R) stosuj sic analogiczne oznaczenia.

W przypadku zbioru liczb naturalnych dodatkowo mamy
Z'=N,Z,"=Z" 0 {0} = N,.

Poniewa jeden rysunek mowi weej niz tysiac stow, przedstawmy to na paskym diagramie:

O
liczby niedodatnie (£ =20 {0}). liczby dodatnie Z= N

liczby ujemne ( cdby nieujemne (Z =Z* O {0} = Ny)

O

Ze wzgkddéw formalnych, na osi liczbowej (aby mogta¢hyazywana ,0si liczbowy”) dodatkowo zaznaczono
jednostk ,, 1" i co ta & opisuje — tu: X"-y.

Dodatkowo widzimy wic, ze zbiory liczbowe mzna przedstawiatez w inny sposéb:
1) w szczegolnych przypadkach przy pomocy standardowegaczenia, npN, Q, Z";
2) przy pomocy predykatéw <, >,i <, np.: x>3, 4<x8;
3) przy pomocy oznaczegraficznych jak w przypadku vigj przytoczonej osi liczhowe;j.

Obecnie meemy jw przegé do prezentacji poszczegoélnyaksjomatow teorii mnogaci:

| Aksjomat jednoznaczndci (zwany réwniez aksjomatem egzystencjonalrézi):
Jezeli zbiory sktadaj sig z tych samych elementéw, tg islentyczne,
co symbolicznie zapisujemy w nagtijacy sposob:  Z(A) 0Z(B) OA [xOA - xOB] - A=B,
X
co z kolei czytamy:
- jesli Ai B s zbiorami, a przy tym jest talkke dowolny obiekt jest elementem zbiofuwitw, gdy jest
elementem zbior®,
- to (zbiory)Ai B 3 identyczne.

Zwrdéémy uwag na nasgpujace pary zbioréw:

1) A={2,2 5 i B={2, 5 5. W mysl powyzszego aksjomatuasone identyczne, gaysktadaj sic z tych
samych elementéw. W zbiorZenie mazadnego elementu, ktérego nie bytoby w zbidBze— vice versa- w
zbiorzeB nie mazadnego elementu, ktérego nie bytoby w zbiokz&lozna wic zapisé A = B, a nawefA =
B = C, gdzieC = {2, 5, 5} Zapytasz wic zapewne: zaraz, zaraz — télij&tos ma szkole z matmg, 2i 5
(Sredniad), to jest to samo, jakby mi&} 5i 5 (srednia4)? Ot& nie — w dzienniku oceny nie twarbowiem
zbioru, lecz cig. W chgu wazna jest bowiem kolejrig i krotnas¢, a w cagu nie (jak w naszych zbioraéy
BiC).

2) A’ ={2,5i B ={5, 2}. Tutaj analogicznie — oba te zbiory sktaglajc z tych samych elementéw, aewisa
identyczne. Faktze @ one podane w odwrotnej kolegud nie ma najmniejszego znaczenia. Gdyhy
jednak rozpatrywali to w kategorii ocen w dziennika
- w I przypadku nauczyciel sktonny byt bydaczniowi czwork, gdyz ten osiga coraz lepsze wyniki,

- awll przypadku — jedynie trégk ze wzgedu na coraz gorsze wyniki.

3) A" ={1,4}i B" ={1, 2+2}. | w tym przypadku oba te zbhiory sdentyczne. W m§l powyzszego aksjomatu
sktadaj sie bowiem z dokladnie z tych samych elementéw, az¢éojeden z nich jest wyrany w r&ny
sposoOb 4 jako 4 i jako 2+2) nie ma tu najmniejszego znaczenia.

Zdefiniujmy pogcie inkluzji (tj. zawierania ) zbioréw.

Otéz méwimy, ze zbidrA zawiera si w zbiorzeB (lub réwnowanie: zbiorA jest podzbiorem zbiorB, czy te::
zbiér B jest nadzbiorem zbior&) witw, gdy ka:dy element zbioré jest elementem zbiorB.

Poniej przedstawitem to na rysunku, przy pomocy syngzoiego zapisu oraz oméwitem 6w symboliczny zapis.



AOB o A[xOA - xOB]
X
co czytamy:
zbior A zawiera si w zbiorzeB witw, gdy
- dla kazdegox jest tak,ze jsli x jest elementem zbior, to i tox jest elementem zbiomdi
- lub réwnowanie: kazdy element zbior jest elementem zbiorB.

Jak st okazuje, rowné&t zbiorow mana wyrazé za pomog ich inkluzji, w nastpujacy sposob:
A=B - AOBOBOA(co czytamy: dwa zbioryasdentyczne witw nawzajemesw sobie zawiera).

A=B

Jest to zarazeiRYTERIUM réwnasci zbioréw.

[ Stowo ,kryterium” oznaczaze wyrazamy jedno pgjcie za pomoginnych, w sumie rownowaych mu. ]

Przy okazji maemy podéd tu od razu trzy kryteria inkluzji zbioréw — wyrane odpowiednio przy pomocy:
-ichr&nicy: A/[JB - A-B=/[
- ich sumy: AB - A[JB=B
-ich przekroju: A/B « AnB=A

tatwo dostrzeesz ich zachodzenie wprost z definicji tych ggofinkluzja, suma, rénica przekréj, rowng
zbioréw), jak i z samego rysunku:

A

Il Aksjomat zbioru pustego.
Istnieje zbior takize zaden przedmiot nie jest jego elementem,
co symbolicznie zapisujemy w nagtijacy sposoéb: VA xOA
Z(A) X
Przeczytd mozemy to w nasipujacy literalny sposéb:
Istnieje taki zbior, ze jakiegokolwiek bymy nie bralix, to na pewno nie jest on jego elementem.

Ze wzgkdu na specyfik jezyka polskiego, fakte ,dla kadegox nie zachodzi”, czytamy: ,dlaadnegox nie
zachodzi”, w zwazku z czym to co w aksjomacie symbolicznie zapisay ,dl kazdegox, x O A”, podalimy
stownie: ,zadenx nie naley doA”.

@_, Zbiér A nie posiadajy zadnych elementéw

Od razu zauwany tu, ze gdybymy z kolei mieli do czynienia z zapiserh x [1 A, to literalnie przeczytalibyny
X
to ,dla kazdegox jest tak,ze x nalezy do A", a po polsku: ,kady x nalezy do A"

Twierdzenie:
Istnieje co najwyej jeden taki zbidr, do ktéreg@den element nie nailg
Dowdd:



Zaldzmy (nie wprost)ze istniep dwa takie zbioryA i B (ze wzgtdu na specyfik dowodu nie wprost pokamy,

ze doprowadzi nas to do sprzecgrip Na mocy definicji, zbiory te sktadapic z tych samych elementéw, adt
na mocy aksjomatu lasdentyczne, czylA = B. Oznacza toze de factoistnieje jeden zbiér (me tylko na dwa
sposoby nazwany — odpowiednii B).

Teraz, kiedy wiemy jix

1) ze istnieje taki zbior, do ktéregaden element nie nale (z Il aksjomatu),
2) orazze jest on tylko jeden (z povgzego twierdzenia),

zatem maemy w kaicu go zdefiniowé (co niniejszym czynimy):

Definicja:

Zbiér pusty — jest to taki zbior, do ktéregaden element nie naig

II" Aksjomat pary nieuporz adkowanej
(mozna go wyprowad#Zi z innych aksjomatéw, wt jest to widciwie twierdzenie, a nie aksjomat; nazwa
aksjomat pozostata jedynie ze watpw historycznych /kiedy jeszcze tego nie wiedzja@oto nie jest aksjomat/
i ze wzgkdu na jego donios#g; dlatego te oznaczamy go II’, a nie 1lI).
Brzmi on nasfpujaco:
Dla dowolnej pary przedmiotéw; b istnieje zbidr, ktérego jedynymi elementarmiabiektya i b.
Symbolicznie meemy go zapisaw nastpujacy sposéb:A V. A[xOA o x=alx=b]
a,b Z(A) x
Zbior taki oznaczabedziemy {a, b}.

A

W powyzszej rownowanasci (na kton — jak wiadomo ze wzgtlu na prawo(p - Q) « (p - qCgq - p)-
sktadaj sie dwie implikacje w przeciwne strony):
1) implikacja w lew strore (,, < ") 0znaczaze ,taka jak i b 3 elementami zbiord” (bo literalnie czytajc
mamy: jéli co$§ nazywa si a lub b, to to ¢ nalezy do A);
2) implikacja w praw strore (, —") oznacza,ze ,tylko a i b mog nalee¢ do zbioruA” (bo literalnie
czytapc mamy: jéli cos nalery do A — to to c@ to musi by a lub b /a nie co innego!/).
tacznie oznacza tae na zbidA sktadaj sic elementyai b i zaden inny, czylize A= {a, b}.

Il Aksjomat sumy

Wprowadmy oznaczenia:

? (p dwze pisane) — rodzina zhioréw (aewizbidr zbiorow)

S— suma tych zbioréw.

Dla kazdej rodziny zbioréw? istnieje zbioérS, ztozony wyhcznie z tych wszystkich elementéw ktére naleo

ktéregokolwiek zbiorlA rodziny¢.

Symbolicznie meemy to zapisaw nastpujacy sposébZ(?) OAZ(A) - V A[xOSeo V x[JA

A9 49 x Ao

Czytamy to w nagpujacy sposob:

- jesli @ jest zbiorem i kady element? tez jest zbiorem (czylidcznie innymi stowy: jéli @ jest zbiorem
zbiordw, lub jeszcze krécej:4eli @ jest rodzim zbiorow),

- to wowczas istnieje taki zbi@®, ze dla kadegox-a jest takze jest on elementem owego zbi@witw, gdy
jest elementem ktére§ae zbioréw rodziny? (czyli innymi stowy, gdy jest elementem sumy zBwrrodziny
9 — shd witasnie nazwa tego aksjomatu).

A .,
@ - tu zbidr 3-elementowy

S — tu zhiér 10-elementowy

oooo



Surmy zbioréw rodziny? (lub krécej: sum rodziny?, co oznaczamylJ A, a to z kolei literalnie czytamy:
A0 @
suma zbior6wA po A nalezacych do? ) nazywamy zbiér ztmony wykcznie z tych wszystkich elementéw, ktére
naleza do ktoregokolwiek zbioré rodziny? (jest to suma elementow wszystkich zbioréw).
Symbolicznie maemy oddé to w nasgpujacy sposéb: ) A={x: V xJA},

A9 Ao
a std otrzymujemy (réwnowany mu zapis)xd U A o V xOA.
Ao ADQ

Twierdzenie o istnieniu sumy dwoch zbioréw
Dla dowolnych zbior6wA, B istnieje doktadnie jeden zbiér ziony wylcznie z tych wszystkich elementéw, ktére
naleza do zbioruA lub do zbioruB.

Symbolicznie:
A\ V! [xOC - xOAZx0OB],
Z(A), Z(B) Z(C)
w ktorym wykrzyknik po kwantyfikatorze szczegoélnymnaczaze ,istnieje doktadnie jeden obiekt, o ktérym ten
kwantyfikator orzeka”).

Wystepujace w tym twierdzeniu stowo ,lub” oznaczee mamy do czynienia z sytuacja jak na rysunku @i
gdzie zakreskowanie oznacza zbiér o ktérym orzek@skiada si on wiec z tych elementow, ktore sylko w
zbiorzeA, tylko w zbiorzeB, jak réwnie tych, ktre g tak w zbiorzeA jak i w zbiorzeB).

A B

Dowad:
Na mocy aksjomatu pary nieupadkowanej, istnieje obiekt, ktérego jedynymi elementami gbioryAi B
(symbolicznie? = {A, B}).
Na podstawie aksjomatu sumy istnieje suma tej rydzil X (co czytamy: suma zbioré¥po X branych z7)
XOg
1. Sprawdmy, co s¢ na ni sktada:
xOUX o VxOX o VXO2OxOX) o V[(X=AOX=B)OxOX o

X0oe | xae | X v X |

z def. sumy z metody wysuwania predyz definicji zbioru  z prawa rozdziekud alternatywy wzgi-
uogOlnionej katu za znak kwantyfikatora? (9 = {A, B}) dem koniunkcjip/8)F - (pLF) J(qLF)

o V[(X=AOxOX) O(X=BOxOX)] - xOAOxOB
X

z redukcji wyrzen w nawiasach i usuegia kwantyfikatora 24-em (bo nic wéwczas nie wie).

Definicja
Sumy zbiorowA i B nazywamy zbiér ztzony wylcznie z tych wszystkich elementéw, ktére naldo zbioruA
lub do zbioruB.

Symbolicznie: AOB={xxOAOx0OB}
lub réwnowanie: xOAOB - xOAOxOB
Twierdzenie

Dla dowolnych przedmiotow, b i c istnieje doktadnie jeden zbiér, ktérego jedynymheineentami ga, bi c.

Dowdd:

Przypatrzmy @ nastpujacej rownowanosci: X0 X « x=alOx=bOx=c.
Sktadaj sie na ni dwie implikacje:

1) wlewo (~), oznaczajcaze te elementyg, b i ¢) naleza do X,



2) w prawo (), oznaczajcaze j&li co$ nalezy do X, to wianie one §, bi ¢), czyli (innymi stowy)ze tylko one
moa naleze¢ do X.

Udowodnienie twierdzenia sprowadza wiec do udowodnienia owej rOwnow@osci.

Niech a, b i ¢ beda dane. Na mocy aksjomatu pary istaigbiory {a, b} oraz {c, ¢} = {c} (te¢ rownasé

otrzymujemy na mocy aksjomatu jednoznaczijo Na podstawie twierdzenia o sumie zbioréw mjmisuma tych

zbiorow: {a, b} O {c} = X. Tak wkc:

xOX o xO{abf0{c - xO{a b} Ox0{ct o x=alx=bOx=c,

co kaaczy dowaod.

Twierdzenie
Dla dowolnej skéczonej liczby przedmiotéva,, a,, ..., a, istnieje zbior, ktérego jedynymi elementani te
obiekty.

Tun=8

Jeili mamy do czynienia z pewr(nie znan nam) liczba obiektéw, o ktérych wiemy tylkie jest ich skaczona
ilos¢, wowczas obieramy dla nich jgknazve (tu: a), dodatkowo indeksag je u dotu od jeden do (pewnego)
Piszemy wgc: A = {a;, ay, ..., a}-

Dowdd tego twierdzenia przeprowadzasizez indukgj. Nie zamieszczamy go tutaj w petnej formie (mam
nadzieg, ze PT Czytelnik mi to wybacz$), jakoze metoda indukcyjnagdzie oméwiona (i formalnie
uzasadniona) dopiero w Il rozdziale (obecnie jgmtew ). Jednak réwnolegle do vgfsiwego sposobu, a w
dodatku nieformalnie, mma je uzasadai

[ ,.Uzasadnienie” — krdtkie, nie koniecznie formalagkazanie prawdziw&ei danego sformutowania ]

Uczynimy to w nasfpujacy sposob:

Na mocy poprzedniego twierdzenia, mamy zbiéeahy z 3 elementéw. Gdy podobnie jak w jego dowodzie
wezmiemy czwarty § — odpowiednilc) i w konsekwencji §, b, ¢ O {d} = {a, b, c, d}.

Mozemy postpowa tak dalej (owo ,tak dalej” czyni nasz dowod nief@ainym) & do wykorzystania wszystkich
n elementow. To kiczy nasze uzasadnienie.

Definicja pary uporadkowanej

(& b={{a} {a b}

W tej chwili omawiamy teod mnogaci (a wiec — dla przypomnienia — odnagz sie do zbioréw) i w zwizku z

tym pak uporadkowary definiujemy tu w oparciu o zbiory. Jest to tylkoralna definicja (i tak naky ja
traktowa!), ale za to bardzo dobrze oddaje sens tegeci@ojlntuicyjnie bowiem paruporzdkowary rozumiemy

— jak sama nazwa wskazuje - jakogalementéw, w ktorej istotne jest, ktdry z nichista | miejscu, a ktory na

I.

Po prawej stronie tej rowkoi mamy zbidr, ktory skfada @iz dwoch zbioréw: jednoelementowegaoa)) i
dwuelementowego & b}). Ten dwuelementowy wskazuje, z jakich element®ktada st owa para
uporadkowana, a ten jednoelementowy (jego element geltym z elementéw tamtego dwuelementowego) ktory
z nich stoi na | miejscu. Co istotne, gggielismy ten cel, mimoze dysponowadimy jedynie zbiorami, ktére — jak
wiemy — nie rozréniaja kolejndsci. Co nadto, gdybymy zmienili kolejnd¢ elementéw w rodzinie zbiorow,

[ Przypomnijmy: rodzina zbioréw, to zbidr, ktory sttéase tylko ze zbioréw ]

czy tez w jej elemencie — zbiorze dwuelementowym, to idalskalibymy ten sam efekt — pafa, b).
Para uporgdkowana jest véc ciagiem dwuelementowym.



Pytanie: co oznacza zapis: &, { a}} i dlaczego?

Kryterium réwnadici pary
(ab)=(,d) - a=c//b=d

W nazwie tego kryteriumzaylismy pogcia ,réwnai¢”. Mimo ze tak pogcia ,rownasc¢”, jak i ,rownanie”
wyrazamy za pomagznaku =" (réwna sj), to jednak oznaczapne co innego:
- ,Fownos¢” odnosi s¢ do prawa (jest zawsze prawdziwa, ap: b=b + a),

- a ,réwnanie” nie (jego przyktadem jest np.+ x=7).
Roéwnania si rozwiazuje, a prawa stosuje (oczyseie wczéniej wykazupc ich prawdziwéc).

Kryterium to maemy odczytéd w nastpujacy sposoéb:
Dwie pary uporzdkowane g identyczne witw, gdy identyczne &h poprzedniki i nagpniki.

IV aksjomat zbioru potggowego.

Wyobrazmy sobie pewien zbidA. Sktada s on z pewnej liczby elementéw. Memy z nich tworzy dowolne
podzbiory zbiortA.

Zbiorem potgowym zbioruA nazywamy rodzi@ ztozona ze wszystkich podzbioréw zbioAl

ZbiorAi jeden z jego podzbiorow

g
¥

Aksjomat:
Dla dowolnego zbiord\ istnieje rodzina zbioréw(A), ktérej jedynymi elementami svszystkiepodzbiory zbioru
A (oznaczamy j&%).

Tak wiec: X O 2% « XOA.

Przyktady:

1. poniewa {1} O /7, {1} (te i tyko te!), zaten?” (=21") O/7, {1} (te i tyko te!), a zaten2” (=2%) = {7, { 1}}.

2. poniewa {1, 2} O 7,{1}, {2}, { 1. 2} (te i tyko te!), zaten®" (=2'*3) 07, {1}, {2}, {1, 2} (te i tyko te!), a

zatem2” (=2 = {7, {1}, {2}, {1, 2}}.

Zauwamy, ze w tym |l przyktadzie mzemy wyznaczy wszystkie podzbiory zbior& w nastpujacy sposéb:

Spisujemy zbi6rA = {1, 2}, a pod jego elementami wszystkie #iwe ciagi 0-1-kowe: (juz nie w formalny
00 sposodb z nawiasami i przecinkami)

01

10
11

1 oznacza tuze dany element jest w naszym podzbiorzé,—ae go tam nie ma. Tak wd kolejne linie oznaczaj

tu podzbiory:/7, {2}, {1}, { 1, 2}, a wicc w sunie wszystkie elementy zbidli

Owe chgi 0-1-kowe mana tworzy m.in. w nasipujacy systemowy sposob:

1. najpierw na pierwszej pozycji z prawej piszethypod nim1,;

2. nastpnie dublujemy go w do}, a na lewo od niego piszeresa, z& na lewo od cgci zdublowanej —
jedynki;

3. gdybysmy mieli wiccej elementow w zbiorza& odpowiednio tyle razy powtarzalibyy jeszcze krok 2.




V aksjomat nieskaiczondgci
Zauwamy, ze na mocy aksjomatu zbioru pustego istnieje zbistyp (/7). Na mocy aksjomatu pary istnieje zbior
ztozony ze zbioru pustego ({}). Rozwazanie to mana kontynuowé w nieskdiczona¢, otrzymupc dalej po

kolei: {{ 73}, {{ b {{{ 44} -

Jeli z tak otrzymanych zbiorow utworzymy zbiér (a ewi rodzirg zbioréw), to lkdzie on oczywicie
nieskaczony (lzdzie skladé si¢ z nieskdczonej ilégci elementdw, a toze kgda to jedynie zbiory w sumie
zbudowane w oparciu o zbidr pusty, nie ma tu na@smEego znaczenia, czyni jednak z naszego zbioru
potegowego ,wielkie nic”).

My jednak zbudujemy go w inny, c@analogiczny sposéb:
Istnieje rodzina zbior6w o nastpujacych wiasnéciach:

1) 00
2) AD

g)y
P

- AO{A D9

Zobaczmy, jakie po kolei elementydziemy doiczat do tworzonego (w oparciu o w/w aksjomat) zbioru (a

wihasciwie: rodziny)9:

1) w oparciu o punkt 1) — d®nalery /7 ;

2) poniewa (co dopiero pokazdiiny) /7 00 ¢, zatem w oparciu o punkt 2) aksjomatu,®ioalezy réwniez
ooy ={0}

3) poniewa (co dopiero pokazailny) {7} O ¢, zatem w oparciu o punkt 2) aksjomatu,&oalezy réwniez
{A0{y={0{0%

4) poniewa (co dopiero pokazdiny) {7, {7}} O 9, zatem w oparciu o punkt 2) aksjomatu,®loalezy réwniez
{0y OO0 ={0 {00}

Postpujac analogicznie dalej, otrzymujemy w sumie® = {7, {7}, { ,{ A}, {0, {0, {0, {1}, ...}

Przedstawiimy tu proceduy uzyskania zbioru nieskoezonego.

VI Aksjomat wyboru
Dla kazdej rodziny zbiorow? niepustych i rozicznych, istnieje zbiok, ktéry ma doktadnie po jednym elemencie
wspdllnym z kadym ze zbioréw nalecych do rodziny?.

«Q

Jest o bardzo specyficzny aksjomat. Jako jedynyadaje on bowiem, w jaki sposob najlego stosowéa Mowi
on,ze mana cé zrobk, ale nie podaje jak tego doka@ndlatego te méwimy, ze nie jest on konstrukcyjny, a z
tego powodu oz¢ matematykow (tzw. konstruktydi) nie uznaje go (uznajtylko te stwierdzenia, ktére nie
tylko méwia, ze mazna c@ zrobi, ale i podaj jak tego dokong.

[ Stwierdzenie — zdanie orzeke¢ ]

Aksjomat VI' — aksjomat wyré zniania
Dla dowolnego zbiorX istnieje zbi6rA, ktdrego jedynymi elementami $e wszystkie elementy zbioixy ktére
spetniaj warunekd(x).

Ow zbiorA mazna wiec przedstawi w nasgpujacy SposobA = {x 0 X: d(X)}.

Z kolei aksjomat ten symbolicznie zapisujemy gaspco: 4X) - V.  A[XJA o x X OJO(X)],
A X

co czytamy: jeeli X jest zbiorem, to istnieje taki zbidy; o ktbrym mana powiedzié, ze
jego elementamiaste i tylko te obiekty, ktéreaselementami zbiorX i spetniag warunekd(x).



O Ol x @ - obiekt spetniacy warunekd(x)
O ol obiekt nie spetniagy warunkud(x)
o i___, zbior okiiéw spetniagcych warunekd(x)

Aksjomat VIl — zastgpowania (lub rownowaznie: podstawiania)

Jezeli predykatd(x, y) przyporadkowuje kademu elementowk co najwyej jeden elemeny, to dla kadego
zbioru X istnieje zbidrY, ktérego jedynymi elementama e wszystkie obiekty, ktére g przyporadkowane za
pomoa predykatud(x, y) pewnym elementom [ X.

Co symbolicznie zapisujemy i czytamy:

AN e y) DX y) - y=y] - A V AlyOY o V &(xY)]
XYY X) ZAY)y X

Jezeli na danym predykacie jest tak, to dla dowolnego zbiorX istnieje zbidrY taki, ze dla dowolnego obiektu
ze jednemu poprzednikowi przypo- vy jest tak,ze jest on elementem zbiokuwitw, gdy w zbiorzeX istnieje
rzadkowuje zawsze ten sam ngstik  dla niego poprzednik w predykacigXx, y)

Zrébmy stosowny rysunek. Zaznaczamy koteczka (aajgme poszczegodlne elementy). Ngstie heczymy je
strzatkami, ale takze z zadnego elementu nie m® odchodz wiecej niz jedna strzatka do innego (lub tego
samego) elementu (oznaczane owo przypormkowanie predykatowe). Gdy wtedy dowolnie zaznaczyimor

X, to jednoznacznieddziemy mogli wskaz&azbiorY — zbidr tych elementéw, do ktdrychaidtrzatki z elementéw
znajdupcych st w zbiorzeX .

7. Algebra zbioréw

W rozdziale tym oméwimy operacje, jakie ama wykonywa na zbiorach:
- zdefiniujemy je,

- podamy przy pomocy jakich symbolgge zapisuje,

- podamy ich wtasnii i zaleznosci.

Niech wic A, B i C beda zbiorami (tj.Z(A), Z(B) i Z(C)), na ktorych to (jako ,dowolnych zbiorach”kdwiemy
wykonywat te operacje.

Przestrzen X / uniwersum U

Dla dowolnego zbioru obiektéw zawsze jéstyg w stanie okrdi¢ pewien jego nadzbiér, ktéry zwykle
zdefiniowany ldzie w oparciu o jednkategoré rzeczownikow (np. ,zbiér ludzi”) lub przymiotnikow (np.
,obiekty o masie co najmniej 1 kg”). Tak &gi na przyktad dla zbioru lewerznych takim uniwersum jest zbior
ludzi, dla zbioru spodni — zbior ubiraitd. Zawsze mzna tak zrohi, nawet wtedy gdy rozpatrywane obiekty nie
sa ze soh zbytnio ,spokrewnione” — na przyktad dla zboruléfen, szyszka, kskyc} — takim uniwersum &dzie
,Zbior obiektow materialnych”.



Tak jak wswiecie realnym méwimy o semantycznym uniwersumriazzamy je symbolem U, tak w matematyce
— mowimy o (sztucznej jak to jest z obiektami mad&oznymi) przestrzeni i oznaczamy gymbolem X (nie
méwimy wigc o ,uniwersum liczb rzeczywistych”, lecz o ,przeshni liczb rzeczywistych”). Co nadto, méwimy o
zbiorze okrélonym ,w przestrzenie” oraz ,na uniwersum”.

Na rysunku ow przestrzé (czy uniwersum) oznaczabedziemy prostoktem, w ktérym wrysowane eba
wszystkie rozwzane zbiory.

A U (lux)

I.0O- predg‘kat inkluzji , tj. zawierania si zbiorow

c§, co orzeka o czyin(zreszi juz to wiesz)
AOB « AXOA-xOB (®
X
co czytamy; zbi6A zawiera si w zbiorzeB witw, gdy kady jego element jest rowrielementem zbiorB.

Analogicznie mana powiedzié:

- zbidrA jest podzbiorem zbiorB

- zbidrB jest nadzbiorem zbior#&

- zbidr A pozostaje w relacji inkluzji ze zbioreB(najbardziej udziwnione!, ale jak najbardziej pmpne)

Sytuacg te przedstawia ponszy rysunek:

A

Poprzez zanegowanie obu stron rownawedci (*), otrzymujemy warunek (konieczny i dostateggma nie
zawieranie s zbiorow:
AOB o~ V(xOAOxOB)

X
Zadanie: wykazemy, ze rzeczywicie zanegowaniem prawej strony rownawasci (*) jest prawa strona
powyzszej rownowanosci.

~ANxXOA-xOB) «V~xOA-xOB) o VXOAOxOB)
X ¢ X ¢ X
z| prawa de Morgana z2~(p-0) - pO~q
dla rachunku predykatéw:
~ANPX) o V~P(X
X X
Przy okazji dla przypomnienidprawo de Morgana dla rachunku predykatow: ~ V P(x) « A ~P(x)
X X

Wiasnaosci inkluzji:

1) JOA

2) AOA prawo zwrotnfci
3) AOBOBOC - AOC

4) AOBOBUOA- A=B

Dowdd (jedynie p. 1)
DOOA- AXOD - xOA)
X
z def. inkluzji warté¢ logiczna0, bozaden element nie neaig



zbioréw do zbioru pustego (bo jest orepiez pusty!)

Poniewa z& kazda implikacja o fatszywym poprzedniku jest prawdzjwatem i prawa strona tej rownainasci
jest prawdziwa, a co za tym idzie réwhiglowodzona przez nas, rownawma jej ) — lewa jej strona.

Il. Suma zbioréw (wyrazana za pomacsymbolull)
AOB={xxOAOx0OB}
xOAOB - xOAOxOB
xOAOB - xOAOxOB

A B u

A O Bjest to wic pole, ktére zostato ,zakreskowane” — stanovdoye cata ,lornetka”.

Wiasnosci:

1) JOA=A

2) AOA=A

3) AOB=BOA przemienngt
4) AOBOC=AOBOC tacznaié

Zwigzki miedzy inkluzjp a dodawaniem

1) AOAOB

2) (AOBOCOD)-AOCOBOD

3) AUB~ AOB=B kryterium inkluzji zbioréw (wyraone przy pomocy
symbolu funkcyjnego dodawania zbiorow)

Dowdd (jedynie p. 2)

2) Musimy udowodré, ze AOBOCOD) - AOCOBUOD,

tj. przy zat@eniuze A0 B[O C O D, musimy udowodrtize AC CO B O D.

Zalézmy wiec,ze AD Bi C O D (s to nasze zal@niea). Udowodnimyze wowczadA O C [0 B O D (nasza teza).

/ z defy

inkluzji
AKXOA - xOB) A(xOC - xOD) AXxOAOC- xOBOD)
X X X
h Y 78 Y g Sprowadza gito do udowodnienia,
zalzenie 1 zaenie 2 ze przy ustalonynx

xjesli xOAOC, toxOBOD

zak®nie 3 ostateczna teza

v

sfdxOAOxOC
Rozpiszmy tlternatywe:
1. GdyxOA to (z zat. 1x OB, a std (z wt. 1 ,zwiazkOéw migdzy inkluzjp a dodawaniem”x O B O D.
2. Gdyzkoleixd C, to (z zat. 2x 0 D, a std (z wh. 1 ,zwiazkdéw midzy inkluzja a dodawaniem™x 00 B O D.
Tak wigc bez wzgtdu na to czx 0 Aczyx [ C, i takx O B O D, co wianie mielsmy wykaza.

IIl. Przekrdj (iloczyn, cze$¢ wspdllna, mnaenie) zbiorow- wyrazany przy pomocy symbola

AnB={xxOAOxOB}
xOAnB o xOAOxOB
xOAnBo xOAOxOB

A B U




A n Bjest to wic pole, ktére zostato ,zakratkowane” — stanowganje catasrodkowy ,oscypek”.

Wiasnaosci:

1) OnA=0

2) AnA=A

3) AnB=BnA przemienngt
4) An(BnC=AnBnC tacznai¢

Zwigzki miedzy inkluzp a mnaeniem

1) AnBOA

2) (AOBOCOD)-ANnCOBND

3) AUB- AnB=A kryterium inkluzji zbioréw (wyrzone przy pomocy
symbolu funkcyjnego maenia zbiorow)

Zwigazki migdzy sum i przekrojem

1)An(BOC=AnBOANC

Jest to prawo rozdzielboi przekroju wzgddem sumy zbioréw (tatwo zapagtac jego nazw — po prostu przekrgj
sie rozdzielit: byt 1, a $ 2). Po prawej stronie rowic przekroje nie s wziete w nawiasy, gdysa one zbyteczne
(przekrdj mocniej wize niz suma).

2) AOD BN C)=(A0OB) n (AOC)

Jest to prawo rozdzieldci sumy wzgtdem przekroju zbiorow (fatwo zapagtac jego nazw — po prostu suma
sie rozdzielita: byta 1, ass2).

Zauwamy, ze pierwszy z tych zazkéw (w pewnym sensie) jest odpowiednikiem algetm@ego prawa
rozdzielndgci mnazenia wzgédem dodawania: @b + c) = ab + alk.
Drugi z nich, niestety nie ma odpowiednika w algehigdy: nie jest prawal, ze: a + (b(k) = (a + b){a + c).

Dowdd

Udowodnimy drug z tych rowndci. Ot&z zachodzenie rowroi oznacza zachodzenie ich inkluzji w obydwie
strony: A=B - AOBUOBOA.

a) dowod inkluzji w praw strore (00)

Musimy udowodni, ze A (Bn C) O (AT B) n (AO C), tj. (w oparciu o definig inkluzji), ze

AXOAOBNC - xOADOB) N (AOCQ)]

X

(implikacje w drugs strorg — bedaca rownowana odpowiedniej
inkluzji w druga strai— udowodnimy w podpunkcie b)

Mamy udowodné odpowiedna implikacje dla dowolnegx. Wezmy wiecc dowolnex i udowodnijmy § dla niego.
Z kolei udowodnt implikacje, to przyp¢ jej poprzednik jako zal@nie i udowodrd przy nim zachodzenie jej
nastpnika.

Zaktadamy wgc, zex O A0 (B n C). Musimy udowodni, zex d (AQ B) n (A C).

Zobaczmy, do czego doprowadzi nas rozpisaniezeata:

xOAOBNC xOAOxOBN C xOAOxDOBOxOC xOAOxOB)OxXOADOxOC) «
v !

z def. sumy zbiorow z def. frgu zbiorow z prawa rozdzieku alter-
natywy wzgidem koniunkgcji
r xOAOBOxOADO C«lxD(AD B)n (AOC).

z def. sumy zbiorow z def. przekroju zbioréw

Co daje nam tez

Uwaga

Poniewa przy powyszym wyprowadzaniu tezy z zakmia caly czas postugiwéfiy si réwnowanosciami

(chat wystarczyty by implikacje), zatem pokaZaly w ten sposolye zachodzi i implikacja (a co za tym idzie i
odpowiednia inkluzja) w druga strerozpisywanie podpunktu b dowodu nie jestajuz potrzebne).



IV. Odejmowanie zbioréw (wyrazane za pomeacsymbolu funkcyjnego \)

A\B={xxOADOx0OB}
xOA\B - xOAOXxOB
xOAn B~ xOAOxOB

A B U

A\ B jest to wec pole ,zakreskowane” — cafebezB
Prawa de Morgana dla ricy

8) A\(BOC)=(A\B)n (A\C)

9) A\BnC)=(A\B)O (A\C)

Inne zwigzki miedzy inkluzj a odejmowaniem

1) A\BOA

2) AOB~ A\B=/[ kryterium inkluzji wyraone przy pomocy ticy zbioréw
V. Roéznica symetryczna(wyrazana za pomacsymbolu funkcyjnege’)

A+B=(A\B)O(B\A) =(AOB)\(An B)

10 sid

A + B jest to wic pole ,zakreskowane” (tak liniami ukwoymi obrazujcymi zbiér A\ B, jak i poziomymi —
obrazuacymi zbiorB\ A).

Woprost z tego rysunku widzimyeA=B - A=B =7/,
czyli gdy owe zakreskowane pola na paszym rysunku nie ¢tla zawieratyzadnego elementu.

Inne wiasnaci:
1) A-B=B+A
2) A-B+C=A+B=+C

Udowodnimy ostatai z tych réwndci. Dokonamy tego w sposob ,poétformalny”, postugujsi jedynie
rysunkami

A B A B




Linie pionowe — tAA Linie poziome —té&\ + B

Linie poziome —tdB + C Linie pionowe — taC
W takim razieA + (B + C) — to obszar W takim raz{@ + B) + C — to obszar
dotkniety kreslks, ale nie zakratkowany dotkity kresky, ale nie zakratkowany.

Widzimy, ze na oby tych rysunkach, rozieme pola, to ,0bszary dotkié kresk, ale nie zakreskowane”zé s
to doktadnie te same obszary: 3 uszy i saodek. W takim razie réwrsé A+ (B~ C) = (A + B) ~ C jest
prawdziwa, co kaczy dowdd.

VI. Dopetnienie przestrzeni

2 r&zne oznaczenie dopetnienia zbioréw

A=A ={xxOA = U\A={xxOUOxOA}

lub: X lub:X
(N J (N J
Y Y

stosujemy uniwersum uniwersum nie ustalone
gdy: ustalone

xOA o xXOA

xOA o xXOA

]

A’ —to zakreskowane pole
Widzimy teraz jak wane jest uniwersum. W nim bowiem dokonuje gdpetnienie zbioru.

Wiasnaosci uniwersum

1) X=0 (dopetnieniem przestrzeni jest zbiér pusty)

2) [7=X (dopetnieniem zbioru pustego jest cata przesjrze

3) A" =A (podwajne /lub nawet: kde parzyste/ dopetnieniezsinosi)

Zwigzek miedzy inkluzj, a dopetnieniem
AOB~ B OA

DYGRESJA NT. [ZOMORFIZMU

W matematyce méwimyze dwa systemyasizomorficzne, jéli istnieje wzajemna odpowiedrii® miedzy nimi.
Oznacza toze gdy lkedziemy w prawach jednego z nich w konsekwentny @paamienid poszczegdélne znaki
symboli, operacji i predykatow na odpowiednie (odjzalapjce im) znaki drugiego systemu, to zawsgzdziemy
otrzymywa& odpowiadajce im prawa drugiego z tych systemow, przy czymowdednici¢ ta dziata rownie w
drug strore.

Tak wigc, powyzsze prawo wgzyku zda mazemy zapisaw nasgpujacy sposob:

P-q e ~qQ->~p
Ponizej podajemy tabelwzajemnych podstawie



Znak w systemi¢Znak w systemi¢

rachunku zbioréw rachunku zda

A p 3

B q

' ~ \ w naszym przyktadzie

0

C r 3

D s

N O

0 O

\ C~ do wykorzystania rownie
X (lub U) 1 w pozostatych sytuacjach
0 0

+ o

( (

) )

e E ~(o )

itd J

Izomorfizm systeméw jest bardzo przydatnysliJeowiem chcemy udowodaicas w | systemie (twierdzenie,
formule), lecz nie wiemy jak to zrobi (lub wiemy, lecz jest to trudno wykonalne), to wrnras
przeformutowujemy to na Il system, dowodzimy w nimudowodnione prawo przeformutowujemu na | system
Mozna tez pospi¢ inaczej: po przeformutowaniu na Il system, prowagz w nim dowdd, a nagpnie
prowadzimy analogiczny dowéd w | systemie (Il systgest wec dla nas jedynie szablonem dowodu
wihasciwego).

Powr&my do naszych naczelnych rozwea (obecnie zwizanych z dopetnieniem zbioréw).

Zwiazki ogolne

1) AOA=U

2) AnA =0

3) (AnBY=A"0PB’ prawa de Morgana
4) (AOB)=A'nbB } dla rachunku zbioréw
5) A\B=An DB’

Zauwamy, ze powysze prawa 3) i 4)asszczeg6lnymi przypadkami (wceej juz podanych) praw de Morgana
dla ré&nicy zbiorow:

1) AA\BDOC)=(A\B)n (A\C)

2) A\BnC)=A\B)O(A\C)

Jeli bowiem w owych prawach de Morgana dlamity zbiorow w miejsca wstawimyX, w miejsceB —C, a w
miejsceC — B, to otrzymamy:

1) X\(AOB)=X\A)n (X\B)

2) X\(An B)=(X\A)O (X\B)

Poniewa z& dla dowolnego zbioru DX\ D =D’ , wiec otrzymujemy std dalej

1) AnB=A" 0B prawa de Morgana

2) (AOByY=A"nPB dla rachunku zbiorow

czyli wkasnie dopiero co wprowadzone prawa de Morgana dlauraau zbiorow (nr 3) i 4)).

VII. Ciato zbioréw
Algebra (jeden z dzialdbw matematyki formalnej — €lzapewne dotychczagdxzites, ze jest to dzial matematyki

elementarnej, o ile tylko cata matematyka nie il Ciebie czysta abstrakgjopisuje pewne struktury (j. np.
grupy, potgrupy., pigcienie, ciata), ktére definiujegsize wzgédu na zachodzenie w nich pewnych wigsmno



A nuz gdzie sig zetkrydes z czyns takim, wigc — aby sam s§ nie wprowadzat przypadkiem weot — sam podaj
ze: mawiane tu cialo zbiorow nie jest cialem w sersgebraicznym! Przejdhy jednak do rzeczy.

Definicja

Niepusja rodzirg K podzbioréw niepustej okémnej (lub réwnowanie: ustalonej) przestrze nazywamy
ciatem zbioréw witw, gdy

1. rodzinaX jest zamkngta (ze wzgtdu) na dopetnienie, A O K - A’ 0K

2. rodzinaX jest zamknjta (ze wzgtdu) na dodawanie, A, BO X -~ AOBO X

2'. rodzinaX jest zamknjta (ze wzgidu) na mnaenie, tj..A, BOX - An BO X

Zachodzt musz warunki 1 i 2 lub 1 i 2’ (oznacza tee w zestawie z warunkiem 1, warunek 2 jest réwrimwya
warunkowi 2°).

Uzyte w powyszej definicji pogcie ,zbiér zamkngty (ze wzgédu) na pewa operacg (np. dodawanie,
odejmowanie, dzielenie)” wyttumaczymy na konkretngrayktadzie. Wemy zbiér liczb naturalnych (juwiesz
co to jest!). J&di wezmiemy dowolne dwie liczby naturalne, to:

1. ich sumaawsze jest |a zatem zbidr liczb naturalnygbst
liczba naturala zamkngty ze wzgédu na dodawanie

2. ich ré&nicanie zawsze |a zatem zbidr liczb naturalnyctie jest
jest liczba naturalm, zamkngty ze wzgédu na odejmowanie

3. ich iloczynzawsze jest | a zatem zbidr liczb naturalnygést
liczba naturala zamkngty ze wzgédu na mnaenie

4. ich ré&nicanie zawsze |a zatem zbidr liczb naturalnyctie jest
jestliczba naturalm, zamkngty ze wzgtdu na dzielenie

Zatem (krotko:) okrdenie ,zbior X jest zamknjty (ze wzgédu) na operagjf " oznacza,ze wykonanie tej
operacji na obiektach z tego zbioru zawsze dajeikvgnwartagci w tym zbiorze; w przeciwnym przypadku
moéwimy, ze zbidr ten nie jest zamlgty (ze wzgédu) na ¢ operacs.

Uwagal

Powyzej podatemze jesli jest spetniony pewien warunek, to jest tak a @ksli nie jest spetniony éw warunek,
to tak akurat nie jest. Me st komus (albo wecz wielu!) wydawaé, ze zostato to ,przegadane”. Qtdévcale
niekoniecznie! Mamy bowiem na przyklad funkgarzyss (taka, w ktérejf(x) = f(-x)), funkcje nieparzyst (tj.
taka, w ktorejf(-x) = - f(-x)), lecz nie wyczerpugjone wszystkich funkcji — tze mog by¢ jeszcze funkcje, ktére
nie @ ani parzyste, ani niggfieparzyste (krécej méwimy o nicke s ,ani-ani”). Nalezy wiec by ostraznych w
swym matematycznychadach i w zwizku z tym ,na zimne dmuckaby poprzez definigj (a nie domylanie
sig) wtasciwie okreli¢ zakres danego pgjia.

Rozpatrzmy nagpujacy przyktad: zamiast tego mima po prostu napigaX
NiechX ={2, 3, 4}. A
Wtedy 2°={7,{2}, {3}, {4}, {2 3 {2 4, {3, 4}, {2 3 4}}
" ~ -
Sa to wszystkie zbiory:  0-, 1-, 2- i 3- elementowe.

Tworza one rodzig wszystkich podzbioréw zbior.
Bedziemy tworzy kilka przyktadowych zbiorowk, a zeby je odréni¢ miedzy sola, bedziemy je dodatkowo
zaopatrywd w indeksy dolne (fdace kolejnymi liczbami naturalnymi).

Wyjasnienie:

Gdy mamy pewnliczbe obiektow tego samego typu (np. zbioréw, czyseczegdlny tego przypadek — jak to ma

wiasnie miejsce u nas — rodzizbioréw), a

- nie wiemy ile ich lpdzie

- lub przypuszczamy,e mae do ich zapisania zabraknalfabetu

- i/lub chcemy, aby obiekty te byly zaznaczane w fogosposob (co niechybnie wskazywatobg, 1 one
tego samego typu, tej samej klasy)

- i/lub dodatkowo chcemy aby ukazana byta ich wzagnmalenos¢ (oceny kaécowe z matematyki
uzyskiwane w poszczegolnych latach nauki)

wowczas stosujemy zmienne z indeksami.

Indeksy te mgemy umieszczau dotu zmiennych, a gdy jest ichauej niz jeden — to u doty po przecinkach lub u

dotu i u gory.



Przykiady:

1. ALAL A A

2. b, b, .., b

3. C1, C, ..., Ci20;

4. agy,ayp, &3, A4,
A1, A2, A3, A4,
31, 832, 33, A34,
A1, 42, 43, A4,

5. czy tez rbwnowanie ostatniemu przyktadowi:
all, 312, 313, 5114,
azl, 322, 323, 5124,
asl, 332, 333, 5134,

al a’, a’ a'.

Tworzymy maliwe rodziny
1) %K ;sklada si z elementéw:
- {2} - pierwszy element zbioriK ;, o ktéorym zakladamy,e do niego naley
- zatem (na mocy punktu 1. definicji ciata zbior6\g) #} (jako rowne {2} w X) tez nalezy do K
- zatem (na mocy punktu 2. definicji ciata zbiorovg} {0 {3, 4} = {2, 3, 4 = Xtez nalezy do X, a co za
tym idzie rownie /7 (jako rownyX’) tez nalezy do K (wyniki z tego mylnika moglibysmy otrzyma w
odwrotnej kolejnéci, stosujc zamiast punktu 2. definicji jej punkt 2").
W ten sposo6b otrzymaliny (poki co) nasfpujaca rodzirg K 1 K1 = {2}, {3, 4, X, [J}. Sprawdmy, czy
jest to ju ciato zbiorow. W tym celu sprawdzimy w paszych tabelach zachodzenie warunkéw 1 i 2 (oraz —
z formalizmu — 2’) definicji ciata zbiorow.

Warunek 1

A04) {2} {3, 4 X o
A (czyO47?) |{3,4 (TAK) [{2}(TAK) |T(TAK) |X(TAK)

Warunek 2 (na przegiiu wierszy i kolumn znajduje ssuma mnogiiowa wyrazéw z ich nagtowkow, ktére
z kolei @ poszczegdlnymi elementaii B zbioru )

O {22 {34 [X 0
{2} {2} X X {2}
{3,4 |[X {(3,4 [X {3, 4
X X X X X

o {22 {34 [X 0

Wynik sumowania elementéw ; zawsze naley do X ;

Warunek 2’ (na przeetiu wierszy i kolumn znajduje giloczyn mnogéciowy wyrazéw z ich nagtowkow,
ktore z kolei g§ poszczegblnymi elementamiii B zbiorus ;)

n {2 {34 |X 5
{2} {2 |0 {2 |0
34 |0 {34 {34 |0
X {2z [{34 [X O
O O O O O

Wynik mnazenia elementdw #(, zawsze naley do ¥
2) #4=2" — cialo maksymaln} zawsze
3) #4={L, X} - ciato minimalne tworzciato
4) 4={2{23 {34 {8.{24,{3} 0,¢=2=%,
H_A ~ J

od nich wychodzimy te mushetiy dopisé
(jak w przyktadzie 1)). (z uwagi na deiifa zbioréw)



Zadanie:
1. Podaj, ile rénych ciat zbioréw mgemy utworzy¢ w oparciu o przestraeX (méwimy: nad przestrzeniX)
2. Podajj. w., ale z doktad&oia do izomorfizmu (tj. identyczrimi struktury- zob. str20).

8. Nieelementarna arytmetyka liczb naturalnych
(teoria Peano)

Teoria ta tworzy system aksjomatycznygevbudujic ja wyjdziemy od pajé¢ pierwotnych i aksjomatow.

I. pojecia pierwotne

2 Nalezenie do zbioru, te dwa identyczne

2 Bycie zbiorem, } jak w teorinogasci

2 1 (jedynka),N (jeden obiekt — zbiér liczb naturalnyct, (symbol funkcyjny jednoargumentowy funkgciji
nastpnika)

Il. Aksjomaty

0. Z(N) —N jest zbiorem

1. 10 N- jedynka jest liczba naturaln

2. xON - gx) ON- nastpnik liczby naturalnej jest liczba naturalfiteralnie: jezeli cas jest liczba naturalp

to jego nasfpnik tez jest liczly naturaln)
3. xON 5 ~(1=9x) —jezeli x O N, to nieprawdaze 1 jest nasipnikiemx (tj. O nie jest liczla naturali, bo
jedynka nie jest naginikiemzadnej liczby naturalnej)
4, x#y - 9X) # y) — nast¢pniki réznych liczb g rézne (lub — po zastosowaniu prawa transpozycji
Ip-qg -~ ~q - ~p/ — nasipnik oshga dam wartas¢ tylko na okrélonym argumencie)
5. Aksjomat indukcji:
A[LOAOAKXOA S SX)OA) - NOA]
Z(A) X
- dla kazdego zbioru j#li jest tak,ze
- jesli zawiera on jedynki wraz z kadym elementem zawiera jego ngmstik
- to zawiera w sobie zhidr liczb naturalnych.
Inaczej (j@niej) mazna to uj¢ nastpujacymi stowy:
Zbior, ktéry:
1. zawiera jedynk
2. wraz z kadym elementem zawiera jego rgmtik
zawiera w sobie zbiér liczb naturalnych.

Zobaczmy, jak w tym systemie definiuje gposzczegolne liczby (naturalne):

1 =1 (jedynki nie trzeba definiowagdyz jest pogciem pierwotnym)

2 = 1) — czytamy: dwojka jest naginikiem jedynki (a co to jest jedynkazjwiemy!)
3f 92) :\S(i(l)) =S§1) — analiza:

trojka jest ktéra z kolei
nastpnikiem jest nagpni-
dwojki kiem jedynki
“ J
Y
czyli w sumie: trdjka jest nast co maemy krdcej zapisatak,
pnikiem nasipnika jedynki (kt6- | czyli pomijag nawias oddzielagy Sy
rej nie musimy ju definiow&, (pamitajac jednakze to tylko zapis
bo jest pagciem pierwotnym) i ,znaczeniowo” catyasznawias ten tam jest)

lll. Definicja dodawania:

Podam 3 w sposob indukcyjny (zauvraze takie samo miano nosi przytoczony paejys. aksjomat teorii Peano).
Najpierw jednak zastan6wmyesico to znaczyze definicja jest indukcyjna. Z tego typu definicjamiates juz do
czynienia w szkole ponadgimnazjalnej (o ile od motuenapisania przeze mnie tej d&ii nie zmienit s¢
program nauczania w liceum — u nas wszystko jestlim®). O ile dobrze pamtam, jedyna taka definicja w



szkole, dotyczyta pegia silni, ktoy okresla sk dla dowolnej liczy naturalnej (matematycy rpho wiasciwie
szerzej, bo jeszcze dla zera, a nawet wglithygzersz funkcjg — funkcg gamma definiowaq za pomog caiki

Eulera, ale to juacatkiem inna historia — bynajmniej nie dla humanis matematycznego laika).

Tak wiec — dla przypomnienia A (n silni¢) definiujemy w nasfpujacy sposob:

=1

n=(mn-1!h
Co zdumiewajce: silnk definiujemy za pomag silni. Niepodobna tak robi okresla¢ cos za pomog tego
samego, a WC tego, czego jeszcze nie znamy (bo dopiero za ppmep definicji chcemy pozrg. Tu korekta:
zwykle niepodobna, ale nie w przypadku definicfiukcyjnych. Zobaczmy bowiem:

1) 1!—to po prostu (jasno jest to podane w | linii powszej definicji);

2) 21=(2-1)!'[R=1[R=1[R=2(poradzilsmy sobie wykorzystagc na pocatku Il linie definicji);

3) 3 =3-1)!1B=2 03=20[13=6 (poradzilsmy sobie wykorzystac na pocatku Il linie definicji, a przy
przedostatnim znaku réwsa dopiero co obliczona wardé 2! /gdybysmy jej nie znali — dalej liczylibmy:
=1[R[B=6);

4) A=31U=1PR[BMUA=6H4=24

H_J
lub od razu 6
5) iogélnie:n! =1 [B0O..(n-1) Ch, gdzie ,.." oznacza ,i tak dalej (ado)".

Zawsze w¢c mazemy taly funkcje dokladnie rozpisai znaled jej wartgs¢ — opierajgc sk bezpdrednio na
wzorze danym (indukcyjnym) lub wyprowadzonym z wi€g ,.kropeczkami”).

Przejdmy do naszej definicji dodawania (gwararfue zapewne mato kto dotychczas wiedziat na glsprave,
jak to sk robi).

k+1=9K) (doda do liczby 1, to po prostu wai jej nastpnik)

k+9n)= gk+n) (dod& do jednej liczny nagpnik drugiej, to inaczej waé nastpnik ich sumy)
Sprawamy, jak ona ,dziata”;

2+3=2+52) =§2+2) =2+ Y1) = YS2+ 1)) = ISSD)) = I43)) =4 =5

dostosowanie 'sto- dostosowanie wy- stostosujemy |  bierzemy {wierzemy bierzemy

wyrazenia do su- f@nia w nawia- Su- ligidefinicji nasgpnik nastpnik nasgpnik
stosowania Il jemy sie do stosowania jemy dwojki trojki czworki
linii definicji ja I linii definicji B

Zauwamy, ze doda 3 do 2 jest trudniej ni doda 2 do 3 (podobnie jak maf 2 tys. $ zarohi 3 tys. $, jest
trudniej, nz majc 3 tys. $ zaroldi jedynie2 tys. $):

3+2=3+ 1) =3+ 1) = YS(3) = 4) =5

£ i nieprawda,
dostosowanie Sto- stosujemy |’ bierzemypierzemy | ze szybciej
wyrazenia do su- ligidefinicji nasgpnik  nasgpnik i préciej?!

stosowania Il jemy kioj czworki
linii definicji  ja

Zobaczmy jeszczeg Il linia owej definicji mnaenia:k + S(n) = Ik + n),
to nic innego, jakk + (n + 1) = (k + n) + 1, co jest niechybnie prawdnie wzkta sk wiec ona ,z powietrza”).

IV. Definicja mnozenia
Tez jest indukceyjna, przy czym wprowadzajja zakladamyze dodawa juz umiemy (dopiero co siprzecie tego
nauczylsmy!):

kM =k

k§n) =kCh+k
Tutaj z kolei lewy strore 11 linii mozemy rozpisd w nasgpujacy sposébk On+ 1) =kn+ kOl =klh+k a
wiec otrzymujc pravy jej strore (widzimy wiec, ze i ona nie wzi#ta sk ,z powietrza” — matematyka jest b.
logiczna, co oznacza w tym przypadka,nie jest sprzeczna i wszystke @i niej zgadza).

Zobaczmy przyktady:



3(2=3[81)=30+3=3+3=3+52)=...=6
LY_}

dostosowanie  sto- stosu- dostosow&y&

wyrazenia do  su- jemy  zemia do stoso- kontynujemy

stosowania ll jemy Iligi  waniall linii defi-  dodawanie

linii definicji  ja definicji nicji dodawania (tazjumiemy!)

Z kolei:

2B=2[H2)=2[2+2=2[F1) +2:2m+2+2:g+2+2—,_ ... =6
sprowadzifimy do mndaenia o dod@wa
mniejszym stopniu i dodawania ja umiemy!

W ten sposéb dodatkowo zobaczwlly, co to znaczy 2B (dwie tréjki), a co 3R (trzy dwdjki). Mimoze miate

to juz w | klasie szkoly podstawowej, to zapewne od tegasu zatracife umiegtnos¢ identyfikowania tych
przypadkow (zlaty Ci sii w zwiazki z tym ich nie rozréniasz, tym bardzieje wieszze alb = b, wkc i tak
jest to bez znaczenia). Teraz méatdazf przyponie to sobie i jizapewne dobrze to zapataisz!

V. Zasada minimum (twierdzenie rownowane aksjomatowi 5)
Zanim jednakg przytoczymy, podajmy 3 zwzane z nj definicje.

1) Najpierw zobaczmy, co to znaczg jedna liczba naturalnanf jest mniejsza od drugiep);
A [m<no V m+k=n]
m,nC N KN
co czytamy: dla dowolnych dwéch liczb naturalnyektjtak,ze pierwsza z nich jest mniejsza od drugiej witw,
gdy istnieje taka trzecia liczba naturalna,po dodaniu jej do owej pierwszej liczby, otrzynyamdruga.

Stad tez np.3<5, bo istnieje liczba naturalry ktéra po dodaniu d8 daje5 (3 + 2=5).
Sadze, ze po tym przyktadzie powgza definicja jest jucalkiem oczywista i zrozumiala.

2) Nastpnie — w oparciu o powgz definicje — sformutujmy definic§ bycia najmniejszym w zbiorze:
Liczbax jest najmniejsza w zbiorZ@witw, gdy A [yZX - X<Y]

yOA
(tj. gdy jest mniejsza od wszystkich pozostatyclali z tego zbioru).

3) pozostaje nam jeszcze zdefiniawsamo pajcie ,zasada”.

Zasada — proste i podstawowe (naczelne) twierdzgedtnak nie bdace bezpérednim wnioskiem z
zadnego twierdzenia

W tym momencie mgemy jwz pod& sam zasad minimum:
W kazdym niepustym podzbiorze zbioru liczb naturalnysthieje liczba najmniejsza.

Dowod:

NiechX bedzie owym dowolnym niepustym podzbiorem zbiorublicmturalnych.
Tak wiec: X# 7 i XON

Graficznie mana to przedstawinp. w naspujacy sposob:

X
/< \/_

Zalézmy nie wprost,ze w zbiorze tym nie ma liczby najmniejszej (w dowied bedziemy wec dazy¢ do
znalezienia sprzeczan).

Wprowadzamy (poprzez defingj zbiér A: niech A bedzie wtanie zbiorem tych wszystkich liczb naturalnych,
ktére nie nalgg do X i takich,ze liczby od nich mniejsze zenie naléa do X (zbior taki zawsze istnieje, me by
nim chatby zbioér pusty). Na diagramie tym e go wec przedstavd w nasgpujacy sposob:



\_'_I \ )
A, te j# do A nie nalea (bo mniejsze od nich naig do X)
wszystkie te liczby

Z definicji zbioruA, A jest rozhczne zX, tj. An X=/J.
Udowodnimy,ze zbiér wszystkich liczb naturalnych jest zawartdwj. N O A daje nam:
cay oczywistym (z definicji zbiord): AO N A=N
To jednak z wcz@iejszymi trzema podkéeonymi warunkami daje nam sprzeczap
€O 0znacza, ze nasze zadaie ,nie wprost” byto chybione, czyte
jednak w zbiorzeX istnieje liczba najmniejsza, coiarzy dowod

Stosujic 5. aksjomat teorii PeanoA [LOACA XOA - SX)OA) - NOA], Zbierzmy nasze
Z(A) X zalazenia:
do naszego zbiord, otrzymujemyze wystarczy udowoddgj ze AN X=/0
1°°10A 0 2. AXOA - SX) OA), aby otrzyma tym samymze N 00 A 2)A=N
X (a dodegtasnie dazymy — tylko to 3)XON
pozostaje nam do udowodnienia 4 X+ [0
Ad 1°. 1 O A, bo (sprawdzag warunki z definicji zbiorwh):
1) 10 X (bo — z zal@enia nie wprost — W nie ma elementu najmniejszego, Podstawiajc 2) do
a gdybyl O X, to byloby widnie w nim elementem najmniejszym!); 1) otrzymujemy:
2) liczby (naturalne) mniejsze ddnie nalea do X (bo ich nie ma!). Nn X=/1.
Ad 2°. A (xOA - Sx) O A), gdy wemiemy dowolnyx, daje nam to: Stad i z 3) wynika,
X ze X=/[J, co jest
xOA - §x) O A Aby to wykaza, wezmy x [ Ai pokazmy, ze wtedyS(x) O A. SPRZECZNE z 4)!

Otéz, rzeczywicie wtedy tak jest, gdyw przeciwnym razie (tj. gdyb$(x) O A)
otrzymalibymy, ze S(x) O X i wowczas bytoby w nim liczbnajmniejsz (wbrew
naszemu zaleniu nie wprostze wX takiej liczby nie ma).

VI. Zasada indukcji matematycznej
Jeeli:

1. T() -tj. pewne twierdzeni€ jest prawdziwe dla liczb¥
2.  A[T(n) - T(n+1)] - dla dowolnej liczby naturalnej jest tale jeili to twierdzenie jest prawdziwe dla niej,

n N to i jest prawdziwe dlastpnej liczby naturalnej
to wowczas\ T(n), tj. twierdzenie to jest prawdziwe dlazkej liczby naturalne;.
nO N
Dowod:

Zaktadamy 1. i 2. i dla dowodu ,hie wprost” przyjjamy, ze teza tej zasady nie zachodziz§.twierdzenie to nie
jest prawdziwe dla kalej liczby naturalnej, tj. istnieje niepusty zblimzb naturalnych, dla ktérych to twierdzenie
nie zachodzi, a zatem (w oparciu 0o — dopiero cowadimiorn — zasad minimum) istnieje w nim liczba
najmniejsza. Niech wiaie k bedzie ova najmniejsz liczba naturals, dla ktérej to twierdzenie jest falszywe.

k# 1 (wynikato z ,1.”, bo dldal twierdzenie to jest prawdziwe)

Poniewa (z definicjik) k jest najmniejsz liczba naturala, dla ktorej to twierdzenie jest fatszywe, zatemldt 1
twierdzenie to jest jeszcze prawdziwe (symboliczi{k-1)). Jednak z ,2.” dla = k— 1, otrzymujemy:

T(k-1) - T(k=1+1), co przy spetnionynT(k-1) daje nanil(k-1+1), tj. T(K), co jest sprzeczne z nasiefinicja k

(k miato byt najmniejsa liczba naturalna, dla ktérego twierdzenie to nie zachodzi), a zatdwmczy dowdd (nie
wprost).



lll. RELACJE

9. Relacje — podstawowe informacje

Definicja

Niech,]A i B beda zbiorami (tj. Z(A) i Z(B)). lloczynem kartezj@skim zbioréwA i B nazywamy zbior tych
(wszystkich) par, ktérych poprzedniki slementami zbiori, a nastpniki elementami zbior.

Symbolicznie zapiszemy to nagtijaco: AxB={(a, b):alAOb0B}

i rownowanie: ab0AxB - aldAObOB

GdyA=B, toAx B=Ax A= A? (co czytamyA kwadrat lub kwadrat zbiorA)
Zauwamy, ze elementami iloczynu kartefjgkiego § nie poszczegoélne obiekty, lecz pary obiektéw (apb)).

Za przykiad iloczynu kartezjgkiego niech sty nam opis pol szachownicy:

Mamy dwa zbioryA={a, b,c,d, e f,g, h}i B={1,23,4,5,6,7, 8}.

Wéwczas iloczynem kartezjakim tych zbioréw nazywamy zbiér — opis wszystkjeh szachownicy:
AxB={(a, 1), (@2, @3,..@&8?8),b1l,..h 8}

Celem sprawdzenia wdeiwego rozumienia iloczynu karteagkiego, udowodnijmyze:
Ax (B0 C)=AxB0O Ax C (analogicznie zachodzizeAx (Bn C) =Ax B n Ax C).

Dowod:
Po lewej stronie mamy ,zbiér, znak iloczynu karéégkiego, suma zbioréw”, czyli ,zbidr, znak iloczynu
kartezjaiskiego, zbior”, czyli ,loczyn kartezfeki zbioréw” (czyli zbidr). Z kolei po prawej str@ mamy
Jloczyn kartezjaski zbiorow w sumie z iloczynem karteagkim zbiorow”, a w¢c ,iloczyn kartezjaski
zbiorow” (czyli tez zbidr). Po obu stronach mamy ewi ten sam typ elementow: zbidredacy iloczynem
kartezjaskim zbioréw.
JakozeX =Y o A[xOX o yOYV]

X
zatem, aby wykazaréwnai¢ tych zbiorow A x (B0 C) i Ax B A x C), wystarczy wzi¢ dowolny x i wykaza,
ze naley on do pierwszego z tych zbioréw witw, gdy riglelo drugiego z nich. Tak tez zrobimy:

(ab)0Ax(BOC) -~ alAObOBOC - alAOMGOBOLOC) « @0AObOB O@OALOLOC o

z def#ﬂcji z de*inicji Z prawa réTnoéci koniunkcji wzgkdem
iloczynu kartezjaskiego ~ sumy zbioréw  alternatywp:d(qOr) « (pOqg) O(pOr)

o @b0AxBO(a,b)JAXC o (a,b)0AxBOAXC

v v
z definicji iloczynu z definicji
kartezjaskiego sumy zbioréw

Definicja relacji

Relacp pomigdzy elementami zbiori i elementami zbior®B nazywamy kady zbiér par takichze poprzedniki
naleza do zbioruA, a naspniki do zbioruB.

Relacg w zbiorzeA nazywamy relacje portizy elementami zbiorA, a elementami zbiorA.

Innadefinicja relacji
Relacja — dowolny podzbiér zbioru wszystkich paciynu kartezjaskiego.

Wezmy przyktad

Bedziemy okréla¢ relacje na zbiorz€ = {0, m, s, c}, okreslajacym pewn rodzirg (stad tez F — od ,family”, tj.
rodzina), gdzieo — oznacza ,ojciec’'m — ,matka”, s — ,syn”, ¢c — ,corka”. Uwaga! To nie jest rodzina zbiorow
(pojecie matematyczne), lecz ludzi! Dlategmie jest ,pisane”!



Wszelkie relacje zaznaazhedziemy wybieraic odpowiednie pary z iloczynu karteagkiegoF x F.

o |m|s |¢c ~ hastpniki
0
m
S
c
poprzedniki ¢ przekatna nazywamy ,gtéwn”

Wszystkich par w tej relacji nde by¢ maksymalniet (liczba poprzednikéw)4 (liczba nasgpnikéw) = 16
Fakt, ze jaka para naley do relacji, w tabeli oznaczabedziemy znakiem %" na przecéciu odpowiedniego
wiersza (oznaczagego jej poprzednik) z odpowiedriiolumm (oznaczajca jej nasgpnik).

Tak np. relagj bycia dzieckiem przestawiamy w ngafijacy sposob:

0 m S C

o|»n (3|0

lub: C={(s, 0), (s, M), (¢, 0), (c, M} (C — od ang. child = dziecko)
gdzie poszczegdélne pary oznaazaglpowiednio:

(s, 0) — syn jest dzieckiem ojca,
(s, m) — syn jest dzieckiem matki,
(c, 0) — corka jest dzieckiem ojca
(c, m) — corka jest dzieckiem matki

oczywiste

Zjuie koniecznie prawdziw®

Ze wzgkdu na wygod i przytoczone powsej nazewnictwo, zamiast pisaze pewna para jest elementem relacji,
mozna poda, ze jej elementy spehiaje relack. U nas kdzie to wic np.:

(s00dCeo~sCo

(co czytamy: paras( 0) jest elementem reladft witw, gdys jest dzieckieno).

W dalszej cgsci tej pracy kdziemy stosowa gidwnie zapis jak w konwencji podanej po prawepmsie tej
réwnowanosci.

Zastanéwmy s, ile r&znych relacji maemy okréli¢ na naszej rodzini€. Ot& w przypadku kadego z16 pol
tabeli maemy zostawd je wolne lub postawina nim znak x”. W dowolny spos6b numeng miejsca w tabeli
(na przyktad wiersze od géry do dotu, a w nich patalewej do prawej), nmigmy rozwaac, jak ich istnienie
wplywa na liczla wszystkich maliwych relacji. Ot&, gdybymy mieli tylko pierwsze pole, to mieligny
jedynie dwie relacje ( zx i bez ,x" na nim). Fakt,ze mamy jeszcze drugie pole, zWéza ich liczebng
dwukrotnie, gdy w kazdej z powyszych sytuaciji, mamy dwie mliwosci: na polu nr 2 mge by znak ,x” lub

tez moze go nie by. W ten sposéb mamy i 2 [2 = 4 mazliwosci. Analogicznie, trzecie pole, znowu podwaja
liczbe mazliwych relacji. Mamy wic ich juz 2 [2 [2 = 2° = 8. Postpujac tak dalej, otrzymujemyse na szesnastu
polach relacji bdzie2'® = 65 536 Poniewa z kolei16, to 4% (4 — liczba elementéw zbiori), zatem iléé¢ naszych

2
relacji okréla liczba 2% Ogdlnie, jéli moc (= ilos¢ elementdéw) zbiord wynosin, to ilos¢ relacji utworzonych

na kwadracie zbiora (tj. na zbiorzeA?) wynosi 2"

Zobaczmy jeszcze na specyficzne relacje.
1. Moze by relacjaR; = /7. Ma ona zero elementéw (tj. par, czy kezyzykdéw w tabeli).
2. Moze by relacja jednoelementowa, g = {(0, 0)}.
3. Moze by relacja kilkuelementowa (np. podanaasyrelacjaD).
4. W koncu maze by relacja obejmuijca caty iloczyn kartezjski R; = F x F = {(o, 0), ..., €, )}, W
naszym przyktadzie ma @6 ona wszystkié 6 elementow, ktorym odpowiadsb pol w tabeli.



Gdybymy relacje okréali na kwadracie zbior8 = {1}, to oczywiscie B x B = {(1, 1)}, a co za tym idzie, mma
na nim okréli¢ jedynie dwie relacjet/ i{(1, 1)}.

Relacg o najmniejszej liczbie elementéw zawszezme okréli¢ (jest to po prostu’). Nie jest tak niestety w
przypadku relacji maksymalnej, gdynoze jej po prostu nie Wy Dzieje s¢ tak w przypadku, gdy zbidr, na
kwadracie ktorego sija okresla jest nieskaczony co do mocy. Wtedy i owa maksymalna co do metacja jest
pod tym wzgédem nieskaczona, ale i inne jej podzbiory vildwe tez moga mie¢ moc nieskaczory. (0 mocach
zbioréw szerzej d&dzie w pégwieconym im rozdziale).

Zauwamy jeszczeze relacje nie mugzmie¢ nazwy wiasnej. Powagj omawiana relacj&€ — byta to relacja bycia
dzieckiem. Analogicznie mima zdefiniowdé chatby relacje: bycia rodzicem, bycia starszym, byejasamej pici,

itp. Wielu jednak relacjom sgodd przytoczonej wiej (w naszym przyktadzie) ogolnej ich liczb$ 536 trudno

bytoby jakkolwiek nazwé sensownie odnose to dozycia.

Wazne jest Czytelniku, al8y,zapomnial” o potocznym rozumieniu relacji. DlaeBie, jako potencjalnego adepta
kursu podstaw matematyki, relacja to bowiem jedyd@mwvolny podzbiér iloczynu kartezjakiego”.

Wiesz ju, ze konkretn relacg, (jak to zrobilsmy wyzej z relacy C) mazna okrgli¢ podajc ja:

1. w postaci zbioru — wypisug, jakie elementy sina ni sktadaj,

2. w postaci tabeli, z zaznaczeniem w niej odpowiddmdl, ktére odpowiadajsktadagcym sk na ni

elementom,

3. za pomog okreslenia w gzyku potocznym (nie zawsze jest to wykonalne).
Okazuje s jednak,ze jest jeszcze jeden bardzo praktyczny spos6baaawicie za pomacgrafu skierowanego.
Otéz — formalnie rzecz ujmag — grafem takim nazywamy strukéur uporadkowar tréjke: zbiér wierzchotkéw
(ktére oddajemy kropkami), kraszi (oddawanych strzatkami) i funkgjktéra przyporadkowuje poszczeg6ine
krawedzie do odpowiednich par punktow (agwiw przypadku poszczeg6lnych strzalek éleemicdzy ktorymi
kropkami i w kt6y strory maj by¢ one ustawione). Tyle teoria, a teraz praktyka.

Nasza relacj& wygladataby wic w nasgpujacy sposoéb:

0 m
. .
. .
S C

Jéli jednak na wykresie miatobyespojawic wiecej strzatlek, mégtby stasic on mato czytelny. Mzemy uprdcic¢
sytuacg, wprowadzajc 3 rodzaje ,strzatek”. Otd

1. jesli (a,b) O R, a przy tyma = b (tj. de facto mena by napisa(a,a) 0 R lub (b,b) O R), wéwczas tak
.petelka” i oznaczé:

e
* a(=h)
W tabeli sytuacja ta oddanadzie x-em na gtéwnej przejtnej — na przeetiu wiersza i kolumny.

2. jezeli (ab) O R a p,a) O R (a co za tym idziea # b), wéwczas po prostu oznaczymy to przy pomocy
strzalki za dob
a b
L] _’ L]
W tabeli sytuacja ta oddanadzie x-em na przeeciu wierszaa i kolumnyb, przy czym nie &dzie miat
on swojego symetrycznego odpowiednika wdgim gtéwnej przeknej (a wec nie kdzie x-a na
przeckcie wiersza i kolumnya).

3. gdyzatak @b) OR jaki(b,a) OR (a przy tyma # b), wowczas zamiast oznacze sytuacg dwiema
strzatkami (skierowanymi w przeciwne strony: i ), czy tez zastpujaca je jedry podwojm strzatky
(<), dla uproszczenia oddamy jstrzatkg bez grotéw” (—) i nazywiabedziemy bellg (prosz nie myli¢



Zz nazwiskiem ministra finanséw zaaddw SLD, ktory wprowadzit stynny haracz od odsetsdk
oszczdnaici, zwany ,podatkiem Belki”). Sytuagjte przedstawia ponszy graf:
a b

W tabeli sytuacja ta oddangdzie x-em na przeeciu wierszua i kolumny b, orazx-em na przeeciu
wierszab i kolumnya (a wiec x-y te g ustawione symetrycznie wzglem gtéwnej przeknej).

Tak wigc, wracajc do naszego przyktadu z rodzjmelacy, ,bycie tej samej pici” oddamy nagtujacym grafem:

Z(E

o ° m

234>

Wprowadmy jeszcze definicje trzech pgj dziedziny, przeciwdziedziny i pola relaciji.
1. Dziedzing relacjiR nazywamy zbidr wszystkich poprzednikéw skiadgh st na ng par:
D(R) ={x: V xRy}

y
2. Przeciwdziedzim relacjiR nazywamy zbior wszystkich naphikdw sktadajcych s¢ na ni par:
DY(R) = {y: V xRy} (zamiast pisaD™, mazna te pisa&: D', D i(]—D odwrécone)
X
3. Polem relacji R nazywamy sum jej dziedziny i przeciwdziedziny (poniewadziedzina i
przeciwdziedzina s zbiorami, jest to oczywtie suma mnogaiowa): D(R) = D(R) O D(R). Jest to
wiec zbidr wszystkich poprzednikéw i naghikow relacjiR.

W przypadku omawianej reladi: D(C) = {s, ¢}, D(C) = {o, m}, P(C) = {s, ¢, m, o}.

Rozpatrzmy jeszcze jedg@nzykiad.

Niech mianowicie danyduzie zbiorz = {1, 2, 3, 4, 5, 6}. Na zbiorze tym okrédmy relacj bycia dzielnikiem

wihasciwym, w nasgpujacy sposobx W ywitw gdy x jest dzielnikiem wiéciwym vy, tj. gdy istnieje taka liczba
catkowitaz, zex (z=vy, a przy tymx # 1i x # y (np. 2 jest dzielnikiem wtaciwym 10-ki, bo istnieje taka liczba
catkowita, a mianowici®, ze wianie 2 (b= 10, a przy tymb# 1i5# 10).

1/2]|3]4|5/6
1
2 X X
3 X
4
5
6
D(W) ={2, 3}, (poprzedniki, ktére majnasgpniki)
DH(W) = {4, 6}, (nastpniki, ktére maja poprzedniki)
P(W) = {2, 3, 4, 6}. (sumaD i DY

10. Wiasndci formalne relacji

Kazdej z relacji mog bowiem przystugiwé rézne wiasnéci. Ot& o relacjiR okreslonej w zbiorzeA powiemy,
ze jest ona:

1. zwrotna witw, gdyA x R x
XA

Kazdy z elementdw rozpatrywanego zbioru musi byec w relacji sam z seb Oznacza toze:
- w tabeli na gtéwnej przeknej wszystkie pozycjeazaznaczone,
- aw grafieze w kadym wierzchotku jest ¢gelka.



Oto przyktadowa sytuacja:

(e (2
112|134 1 e « 2
1 |x X | X ‘\
2 X
3 X 4 e 3
4 [x X a2y )

W tabeli na szarym ttem dodatkowo zaznaczono gidpnzekitna (podobnie pogpimy tez w nasgpnych
tabelach).

Przyktadem jest np. relacja rowdmo liczb (kazda liczba jest rowna sobie samej), relacja rowrokeg
prostych (kada prosta jest rownolegta do samej siebie), czydkja bycia z tego samego rocznika.

Sposob zapargiania: wszystkie gelki.

przeciwzwrotna witw, gdyA ~ (x R x) (lub réwnowznie /z prawa de Morgana/: gdy ~ ¥ R %)
XA Ok

Zaden z elementow rozpatrywanego zbioru nigemeiec by¢ w relacji sam z sap Oznacza toze:
- w tabeli na gtéwnej przeknej wszystkie pozycjeaspuste,
- aw grafieze wzadnym wierzchotku nie magtelki.

Oto przyktadowa sytuacja:

1/2|3|4 1. e 2

x| x l\

Przyktadem jest np. relacja prostopadigprostych gadna prosta nie jest prostopadta do siebie sac®yj),
tez na zbiorze ludzi ,bycia innego rocznika” (nikt nieodzit sg w innym roku, nt sie urodzit).

Alw(N|R
N
[ ]
L ]
w

X

Spos6b zapanrdiania: brak ptelek.

Zastanéwmy s w tym miejscu, czy relacje zwrotne i przeciwzwmtwyczerpu wszystkie relacje,
czyli innymi stowy, czy jest takse jakakolwiek bysmy nie wztli relacje, to moglibymy o niej powiedzié,
ze jest zwrotna lub przeciwzrotna. @tRIE! ,Zwrotna” — znaczy ,wszystkie gielki”, ,przeciwzwrotna” —
Lbrak petelek”. A przecieé moze by jeszcze sytuacja ,e&¢ petelek jest, a agci (reszty) nie ma”.

Ponadto relacja nie me by zarazem zwrotna i przeciwzwrotna. Musiata by bowigtedy zarazem
mie¢ wszystkie gptelki i nie miet zadnej z nich. (Istnieje wyjek w tym wzgédzie — relacja rozpatrywana na
zbiorze pustym, ale o tym powiemy dopiero zajajias, ché juz niebawem!).

symetrycznawitw, gdyA (X Ry>y R X
X,YUA

Jesli relacja zachodzi wic migdzy dwoma elementami, w jedna sigpio musi i zachodzimigdzy nimi w
druga strorg. Na wykresach nie nie wigc by¢ strzatek Aby relacja byta symetrycznazéta strzatka musi
by¢ usunéta albo rozszerzona o strzalw przeciwnym kierunku do belki. A jak wygla sprawa gelek?
Otéz petelka oznaczaze zachodzi relacja milzy pewnynx a nim samym. 3é jest wiec petelka z pewnego
x do (tego samega), to i jest zx do x! J&ili zas nie jest z danegr do (tego samega), to znaczy toze w
definicji relacji symetrycznej poprzednik implikagrzyjmuje wartd¢ logiczra 0, a co za tym idzie, jest ona
prawdziwa. Tak wic petelki (ich istnienie, czy tebrak) w ogéle nie wptywajna kwesi symetrycznéci.
Symetryczné&¢ znaczy tylko ,brak strzatek”.

Tak wiec w przypadku relacji symetrycznej:

- w grafie brak jest strzalek,

- a w tabeli na pozycjach poza giGwprzektna, kazdy element ma swéj odpowiednik na pozycji
symetrycznej wzgddem gtéwnej przekne;.



Oto przyktadowa sytuacja:

1[2[3[4 (e (e
1 |x X | X 1 e 2
2 X ‘\

3 |x

4 |x 4 e« 3

Przyktadem jest np. relacja bycia tego samego kplmy relacja rowngi liczb.

Sposob zapargania: brak strzatek.

asymetrycznawitw, gdyA X Ry>~y R %
X,yUOA

Jesli relacja zachodzi wic miedzy dwoma elementami w jedna stgpto nie mae zachod@ migdzy nimi w
drugs strore. Na wykresach nie nie wigc by¢ belek. A jak wyglda sprawa gelek? Otéd petelka oznacza,
ze zachodzi relacja mlzy pewnymx—em a nim samym. dlejest wiec petelka z pewnego—a do (tego
samegox-a, to (zgodnie z powgz definicja), nie ma jej! Zatem (aby nie bylo sprzecgeip nie mae jej
by¢. Sumujc, nie ma belek, anigtelek. Mog wiec by¢ tylko strzafki.

Oto przyktadowa sytuacja:

1(2|3| 4
X | X 1-6-2

AIWIN(F

X 4 ¢ 3

Przykladem jest np. relacja byciagkszym.

Tak wiec w przypadku relacji asymetryczne;j:
- w grafie brak jest belek igtelek (czy — jak kto woli — tylko strzatki madpyc),
- awtabeli:
-z jednej strony — gtéwna przsgtka pusta,
- a z drugiej strony — na pozycjach poza glawprzektna, zaden element nie ma swojego
odpowiednika na pozycji symetrycznej wadgm gtéwnej przeknej.

SposOb zapanrdiania: brak belek igielek (lub réwnowanie: tylko strzatki mog by¢).

antysymetrycznawitw, gdy A XRy—~y R Q)
xyOA
Xy
Stosujc zasad wyciagania predykatu spod znaku kwantyfikatora za teakz(w przypadku ,dzego
kwantyfikatora” hczymy Ow predykat z resgtwyrazenia za pomag spojnika logicznego implikacji),
formulkg ta rownowanie mana zapisépostaciN Xzy— (X Ry— ~y R %),
X,yUOA

€0 w wyniku stosowania prawa transpozycji (przypaan:  — ) « ((g — [p)), daje nam:

N (~&kRy—=>~yR3}—x=y),
X,yUOA
a poniewa (p — Q) -~ O(p O), wiec podstawiac p = x R yorazq =~y R x otrzymujemy

A (~~&Ryl~~yR3—x=y),

x,yOA

a dalej, stosuf (2 razy!) regut podwojnego przeczenia ( ~p~~ p), otrzymujemy w kécu:
N (XRyOyR3—x=Yy) (2)

x,yOA

Tak wiec definiens (1) jest rownoviae wyraeniu (2). (Co to jest definiens oméwitiy juz przy omawianiu
definicji w rozdziale ,metodologiczne podstawy nratyki”).



Zobaczmy, jak od strony semantycznej rozumiemygJak (2) i sprawzmy, ze i od tej strony wyrzaja one

to samo.

1) (1) czytamy: jakichkolwiek b§my nie brali dwoch elementéw z dziedzinyzmgch medzy soh,
wowczas jéli relacja zachodzi w jednstrore miedzy nimi, to i musi zachod&iw drug strore.
Sformutowanie to nie odnosiesiviec w zaden sposéb doetelek. W zaden sposdéb nie ogranicza ich.
Moze wiec by tak, ze keda wszystkie,zadnej nie bdzie lub te tylko cz$¢ bedzie. Sformutowanie to
odnosi st tylko do r&nych elementéw, czyli (w konsekwencji) strzatekeldk. Fakt,ze jak jest w
jedm, to nie mae by w drugy, oznaczaze spdrod strzatek i belek, tylko strzatki madpy¢, a belki w
zadnym razie nie. Tak wt, sumugc, w relacji asymetrycznej, nie m by¢ belek (strzaiki i ptelki
moaa byc).

2) (2) czytamy: jakichkolwiek b§my nie brali dwéch elementéw z dziedziny, wowcjedi okaze sk, ze
zachodzi ona w obie strony gdizy nimi, to musz by¢ one réwne. Innymi stowy, magdy¢ petelki, ale
nie maze by belek. J&i z kolei relacja zachodzi w jegnstrorg, a nie zachodzi w drag(lub na
odwr6t), to w poprzedniku implikacji z (2) mamy konkcje prawdy i fatszu, czyli zdanie fatszywe.
Poniewa z kolei implikacja o poprzedniku falszywym jestwsze prawdziwa, zatem i w tym
przypadku (strzalka) jest ona prawdziwa. Strzatkbgm wiec by. Moglismy to zreszt krocej
rozpatrzy, a mianowicie stwierdzag, ze poniewa relacja ta nie dajeadnych ograniczena strzaiki,
wiec mog: one by w dowolnej ilgci (zero, wszystkie, niektére). Sumaj strzatki i gtelki mog bye,

a belki — nie.
Tak wigc i te dwa semantyczne poéEp wyrazaja nam ¢ sany mysl.

Tak wiec w przypadku relacji antysymetrycznej:

- w grafie brak jest belek (lub rownowre: tylko strzatki i gtelki mog byc),

- aw tabeli na pozycjach poza gtewprzektna, zaden element nie ma swojego odpowiednika na pozycji
symetrycznej wzgddem gtownej przedtne;j.

Oto przyktadowa sytuacja:

1[2]3[4 (e (&

X X 1 . e 2

AIWIN(F
x
/

X 4 . .

Przykladem jest np. relacja bycia mniejszym lubmgm (<).
Sposob zapargiania: brak belek.

Dotychczas mamy wt sytuact, jak w poniszej tabeli

Relacja Strzatki Belki &elki
zwrotna WSZYSTKIE
przeciwzwrotna BRAK
symetryczna BRAK

asymetryczna BRAK BRAK
antysymetryczna BRAK

Puste pole = MOG BYC

W tabeli tej opisalimy rodzaje relacji wyszegélnione ze wal na zwrotnét (zwrotna i przeciwzwrotna) i
symetryczné¢ (symetryczna, asymetryczna i antysymetryczna).

Odnasnie ,symetrycznéci” wnosimy z niej,ze:

1) kazda relacja asymetryczna jest antysymetryczna (lrarvek ,brak gtelek” zawiera si w warunku ,telki
moa by¢ (chocigby w zerowej liczbie)”.

2) Relacja symetryczna nie dopetnig sini z relaci asymetrycza, ani z relacj antysymetrycza Dzieje s¢
tak, poniewa istnieje relacja, ktéra nieebdac symetrycza (tj. posiadajc strzalki), nie jest przy tym ani
asymetryczna, ani antysymetryczna (tj. ma belld) pRostu niektore e elementy patzone g belkami, a
inne (nie koniecznie wszystkie pozostale) strzalkalak wid&, do sprawy gtelek nie trzeba tu w ogoéle
siegat (tzn. w konkretnym przypadku, mpgne by, ale nie musy.
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3) Ponadto, co ciekawe, relacja symetryczna ani zjteksymetrycza ani z relaci antysymetrycza sie nie
wyklucza. Oté — przypomnijmy sobie — relacja jest symetryczrdy gie ma strzatek. Gdy dodatkowo nie
ma ona belek, to jest rbwnodnée symetryczna i antysymetryczna, a gdy jeszcziatowo nie ma gelek,
to jest rbwnoczénie symetryczna, antysymetryczna i asymetryczna!

Zapewne sgdzisz,ze jest to bardzo zawite i skomplikowane, i nie wigak zdotasz to wszystko spaitac. Ot&z
WCALE NIE MUSISZ! Wystarczyze znasz definicje tych relacji i umiesz te¢ (a jesli dostate sig na studia —
mam nadziej, ze bezzadnej protekcji — to masz na pewno IQ rowne co n&jrL00, czyli rzeczywvicie jesté w
tej potowie ludzkiej populacji, z ktérej ludzie wim, jak wykorzysté wkasny mézg). W takim uktadzie na pewno
sam jestéw stanie odtworzy powyzsze rozumowanie.

6. przechodniawitw, gdy A (X RyOyRz— xR 3,
xy,z00A

Przeczytamy to tak: és6d dowolnych trzech obiektow/ jesli jest tak,ze zachodzi ona mailzy pierwszym
z nich, a drugim oraz myzy drugim, a trzecim, to i musi zacho8lziniedzy pierwszym, a trzecim.
Symbolicznie ména to odda w nastpujacy sposoéb:

} jeli
. —> —> .
toi
jest tak

jest tak
Moga by¢ tez np. nastpujace sytuacje (w kalej z nich mamy do czynienia z relagrzechodr):
1) 2) 3) 4)
—>
X y=z

Jak wid&, kwestia mechanicznego oklenia s wszystkie” / ,nie mazadnej” / ,mog by¢” w odniesieniu
do pog¢ strzatki / belki / ptelki nie ma tu sensu. Po prostu wprost z defirtigigba sprawdzaspetnianie
przez relagy warunku bycia przemiein

Przykiady: relacja rownii liczb, relacja rownolegkei prostych, relacja wkszdci, czy tez bycia starszym.
Spos6b zapargiania: zawsze mma K¢ na skroty.

7. petnawitw,gdy A xRy
xyUA

W tym przypadku po prostu kdy element musi liyw relacjiR z kazdym elementem, w tym z sglsamym.

Oznacza toze:

1) z kazdego wierzchotka musi wychodzigtelka (innymi stowy: muszbyé wszystkie gtelki),

2) a kazde dwa dowolne e wierzchotki musgby¢ polaczone belkami, co pagia za sobp brak
strzatek.

Uzasadnijmy te dwa wnioski:

1) Poniewa x R yma zachodZ#idla dowolnyctx, y, wiec réwniez dlay = x, a co za tym idzie dla
dowolnegox, musi by x R x a to widnie znaczyze a1 wszystkie ptelki.

2) Jsli w powyzszej formule wemiemyx = a, y = b, to kgdzie oznaczalaze musi by strzatka 4, b). Gdy
zas wezmiemy na odwrot, tix = b, y = a, to kgdzie z kolei oznaczatae musi by strzatka b, a). W
sumie wec otrzymujemyze mysz by¢ wszystkie belki, a na strzatki tym samym nie marjuejsca.

Wykres takiej relacji jest grafem petnym, a w talwekazdym jej polu jesk:



1/12|3| 4
1 [xX|[X|Xx]|X 1 2
2 | X |X|Xx|[X
3 [ X |X|X|[X
4 |x |[x|x|x 4 + 3
ay) a)

Przykiad: na zbiorze ludzi relacja bycia tego saongatunku.
SposO6b zapardiania: wszystkie belki i gelki.

pustawitw, gdy A~x Ry (lub réwnowanie /z prawa de Morgana/: gdy VX Ry
xyOA YOA

,Pusta” pisze s przez ,u” ]

Pierwszy z tych zapisow memy odczyta: jakiekolwiek dwa elementy Kgny nie wzgli (choéby nawet

dwa identyczne, czyli jeden i ten sam), to nie pazih miedzy nimi relacjaR (czyli de factorelacjaR jest

pusta — nie skladajsic na ny zadne pary!). Z kolei drugi zapis stwierdza nie mazadnej pary, ktéra
sktadata by si na relagt R (a wiec doktadnie to samo co pierwszy zapis!).

Wykres takiej relacji jest grafem pustym, a w tabehk jest jakichkolwiekk-6w.

112|134 1- e 2

AlwWN|F
N
[ ]
[ ]
w

Przyktad: na zbiorze ludzi relacja bycia starszyB00 lat.

Sposob zapargiania: brak czegokolwiek (zaréwno strzalek, jalkeligl i p:telek)

spojna (ufff, to juz ostatnia) witw, gdyA X RyOd yR 3
X,yOA
Xy

[ ~Spojna” pisze « przez ,6" ]

W notacji grafowej oznacza to, jakiekolwieksbyy nie wztli dowolne dwa réne elementy, to mugzyé
one podczone co najmniej w jednstrore, tj. albo w jedn strore albo w drug strore (w kazdym z tych
przypadkéw mamy strzadk albo w obie strony (wtedy mamy beJk Krocej: dowolne dwa rtde
wierzchotki musz by¢ czyn¥ polaczone (poniewa,rdézne”, wiec musi to by strzatka lub belka).

Analogicznie, jak miefimy do czynienia w przypadku relacji antysymetrygzméwniez i tu mazemy
sktadnik ,x # y’ wynies¢ za znak kwantyfikatora, po kolei otrzymajréwnowane postaci
A(x#zy - (xRyOyRY),
X,yUOA
co w wyniku stosowania prawa transpozycji (przypaam: o — ) ~ (Cg — [p)) daje nam:
N (~&RYOyRY—x=y),
X,yOA
a poniewa ~ (P UOq) -~ Opddq (jedno z praw de Morgana),
wiec podstawiajc p = X R yorazqg =y R % otrzymujemy
N (~XRyd~yRx— x=Yy).
X,yOA
Post&g te (w postaci grafowej) maemy odczytd w nastpujacy sposob: dla dowolnych dwéch
wierzchotkow, jéli by sig tak zdarzyloze nie g one poidczone wzadm ze stron, to (nam sitylko wydaje,



ze g to dwa wierzchotki, bo w rzeczywistt ) jest to jeden i ten sam wierzchotek. Innynaivey: brakowa
moze tylko pohczer migdzy danym wierzchotkiem a nim samym (nie wymagarhgandci petelek), co
0znhacza, ze e zawsze mugdye czyms polaczone (jéli ,r6 zne” — to oczywdcie belly lub petelka)

Schemat przyktadowej relacji (w postaci tabeliafg):

34 (e

X 1 - 2

1

BRIWIN|EF
X | X
XXX |X[N
X
X | X
N

’
J—>
w

Przykiad: na zbiorze ludzi relacja bycia nie-stgnsz
Sposéb zapargiania: dowolne 2 rine wierzchotki zawszeaxzymé polaczone (bell lub petelka).

Dodajmy do naszej tabeli nowe relacje:

LP | Relacja Strzafki Belki &elki
1. | zwrotna WSZYSTKIE
2. | przeciwzwrotna BRAK
3. | symetryczna BRAK
4. | asymetryczna BRAK BRAK
5. | sntysymetryczna BRAK
6. | przechodnia Brak prostej ,recepty”
7. | pelna BRAK WSZYSTKIE WSZYSTKIE
8. | pusta BRAK BRAK BRAK
9. | spojna Medzy dwoma ranymi wierzchotkami
- zawsze jedna z nich

Puste pole = MOG BYC

Zadanie
Sprobuj ustali zaleznosci migdzy relacjami 6, 7, 8, 9, a k@ z nich i kada z pozostatych.

Sprawdzmy na kilku relacjach, jakie przystugujim wiasndgci, przy okazji (w pierwszych 6 przyktadach)
okreslajac tez ich dziedzimg, przeciwdziedziai pole. Wtasnéci byto 9, to i przyktadéw damy ©.

1. Relacjakochania, zdefiniowana na zbiorze ludzi w ngstijacy sposobx R ywitw, gdyx kochay-a.

Sprawdzamy po kolei, czy jest:

1) zwrotna — NIE, bo gdyby byta, wéwczaszkg musiatby siebie kocldaa przecie tak nie jest, 0 czym
Swiadczy chociaby fakt,ze ludzie targaj sie na wiasneycie,

2) przeciwzwrotna — te NIE, bo gdyby byla, wéwczas kdy musiatby siebie nie kochaa przecie s
narcyzi mgdzy ludzmi,

3) symetryczna — teNIE, bo gdyby byta, wowczas nie bylo by zawiedziom mitcsci (jak mawiat Boy
Zeleaski: ,bo w tym caty jest ambaras, aby dwoje chciadoaz”),

4) asymetryczna — #eNIE, bo g przecie szczsliwe makenstwa,

5) antysymetryczna —1eNIE — z tego samego powodu,

6) przechodnia — teNIE, bo (przyp&émy hipotetycznie) jdi ja kocham swaqj zone, a ona kochanka, to
wcale nie znaczye ja kede go kocha,

7) petna — NIE, bo byta by wtedy zupetna idylla $veiecie (kady kochat by kadego), a przecietak nie
jest,

8) pusta — te NIE (chociaby z faktu,ze kocham swajzorg),

9) spojna — rownie NIE, bo wemy np. jakiegé Eskimosa, z ktérym sinie znam; wéwczas ani ja jego nie
kocham, ani on mnie nie kocha (nie 4na kocha koga, kogo st nie zna!).

Relaciji tej nie przystuguje we zadnazadnej z przytoczonych visgj wiasndci formalnych.

Pozostaje nam jeszcze o#lié jej dziedzir, przeciwdziedziai pole:

1) D - to zbiér oséb kochagych,

2) D™ —to zbiér oséb kochanych (przez ko



3)

P — to zbidr zlgony ze wszystkich os6b kochaych i ze wszystkich os6b kochanych (lub — pgtrad 11
strony — g to wszyscy ludzi poza tymi, ktdrzy ani nikogo ki@chap ani nie § przez nikogo kochani).

2. Relacjabycia matka, zdefiniowana na zbiorze ludzi (zaréwingacych jak i umartych) w nagbujacy sposoéb:
X R ywitw, gdyx jest matl y-a

1)
2)
3)
4)
5)
6)

7

8)
9)

zwrotna — NIE, bo przecieikt nie jest swaj matla,

przeciwzwrotna — TAK (z tego samego powodu),

symetryczna — NIE, bo jak kigest moj matla, to bynajmniej ja nie jestem matka dla tego kogo
asymetryczna — TAK (z tego samego powodu),

antysymetryczna — TAK (z tego samego powodu),

przechodnia — NIE, bo matka mojej matki nie jesjgmoatka, tylko mop ,grandmatl”, czyli babcia (ale
.grandmatka”, to jednak nie matka, wbrew nazwierayjgdmatka” — od grand mother = babcia w j.
angielskim®),

petna — NIE, bo nieprawidiest ze kazdy jest matk kazdego (np. ja nie jestem matkila swojego brata,
przy czym zauwamy tu,ze caty czas rozwamy tu relagj bycia matly, a nie relag ,matkowania’®©),
pusta — NIE, bosprzecie matki na tymiwiecie,

spéjna — NIE (wyttumaczenie podobne jak przy péginej

Pozostaje nam jeszcze olié jej dziedzir, przeciwdziedziai pole:

1)
2)

3)

D — to zbior wszystkich matek, czyli wszystkich kethiktore doczekaty sipotomstwa,

D* — to zbi6ér wszystkich oséb poza Adamem iaE® (bo wiréd ludzi tylko oni nie mieli ludzkiej
matki),

P — to zbiér wszystkich ludzi bez Adama (zbiér',Da wicc zbiér wszystkich ludzi bez Adama i Ewy,
powigkszamy o wszystkich matki, co efektywnie daje naswipkszenie go jedynie o Pramatk Ewg;
W ten sposéb mamy juvszystkich ludzi jedynie bez smutnego z tego pawddama®©).

3. Relacjabycia bratem, zdefiniowana na zbiorze ludzi w ngstijacy sposébx R ywitw, gdyx jest brateny-a

7

8)
9)

zwrotna — NIE, bo przecienikt nie jest swoim bratem,
przeciwzwrotna — TAK (z tego samego powodu),
symetryczna — NIE, bo z faktie J& jest bratem Zosi wcale nie wynikag Zosia jest bratem Jasia! (¢ho
moze by mu bratem w sensie chéoganskim, ale nie o takie braterstwo tu cho). Zauwamy na
boku, ze gdy uwzgidnimy jeszcze ich brata Tomka, to ¢hmiedzy Tomkiem i Jasiem relacja ta
zachodzi w obydwie strony, to jednak to nie wystaréeby powiedzié, ze jest ona symetryczna, gdy
ZAWSZE tak musi b§, a nie jedynie w niektérych przypadkach, gdaydefinicji relacji symetrycznej na
poczitku mamy kwantyfikator ogdéiny!),
asymetryczna — NIE, bo dpest bratem dla swojego brata Tomka,
antysymetryczna —#eNIE (z tego samego powodu),
przechodnia — teNIE, bo (czsto tak wianie trzeba to rozpatrywg bratem mojego brata jestem ja sam,
a sam dla siebie nie jestem bratem,
Zeby to lepiej zobaczy spojrzmy na definigj relacji przechodniej:
relacja R jesprzechodniawitw, gdy A KRyOyRz—> xR 2.

yEOA
Aby relacja byta przechodnia, warunek podany wdgiinicji za kwantyfikatorem musi ldyspetniony
DLA KA ZDEGOYX, y, A, a wikc musi by spetniony réwnig dlaz = x. Musi wiec zachodz: x R y(ly
R x— X R x W naszym przypadku (relacji bycia bratem) talngddnigdy nie jest — nikt bowiem nie jest
dla siebie samego bratem! Relacja ta nie jest wizechodnia.
petna — NIE, bo wtedy kaly by musiat by bratem kadego (réwnie dziewczyny midzy soh, osoby
catkiem obce, ...),
pusta — NIE, boasprzecie bracia na tymwiecie,
spojna — NIE, bozeby taka byla, mdzy dowolnymi dwiema osobami (cétny catkiem obcymi)
musiataby ona zachodzto najmniej w jedna strona, a wiadome,tak nie jest.

Pozostaje nam jeszcze o#lié jej dziedzir, przeciwdziedziai pole:

1)
2)
3)

D — to zbior wszystkich braci, czyli facetéw posipggch rodzéstwo,
D — to zbiér wszystkich 0séb posiagajch brata,
P — to zbiér wszystkich ludzi poza jedynakami i deézynami z takich rodzin, w ktorycl same corki.

4. Relacja prostopadiosci prostych, zdefiniowana w nagpujacy sposob:x R y witw, gdy prostax jest
prostopadta do prostgj(przy czym cat te relacg rozpatrujemy na jednej z gory ustalonej ptaszoigy— jest
to bardzo wany warunek, gdy na ptaszczinie prosta prostopagto prostopadtej jest di niej rownolegta, a w
przestrzeni mze by¢ prostopadta! — patrz rys. paej)



W przestrzeni:
Na ptaszczimnie:
k
I

k
m
kOlilOm, ale ~kOm).
W takim uktadziek O1, | OmikOm.

1) zwrotna — NIE, baadna prosta nie jest do siebie samej prostopadia,

2) przeciwzwrotna — TAK (z tego samego powodu),

3) symetryczna — TAK, bo prostopadéoprostych jest wzajemna,

4) asymetryczna — NIE (z tego samego powodu),

5) antysymetryczna —1eNIE (z tego samego powodu),

6) przechodnia — NIE, bo zawsze prostopadta do prasitepjest z nj réwnolegta (jak na rysunku povwsj
po lewej stronie), a wt nie prostopadtal,

7) petna — NIE, bosgproste, ktére nieasprostopadte (chidby réwnolegte),

8) pusta — NIE, boasprzecie proste prostopadte,

9) spdjna — NIE (z tego samego powodu, co ,petna”).

Tak wiec relacja ta jest przeciwzwrotna i symetryczna.

Pozostaje nam jeszcze o#lié jej dziedzir, przeciwdziedziai pole:

1) D - to zbiér wszystkich prostych,

2) D™ —to zbi6r wszystkich prostych,

3) P —to te zbior wszystkich prostych.

W tym przypadku wic D =D = P.

. Relacjarownolegtasci prostych, zdefiniowana w nagpujacy sposobx R ywitw, gdy prosta jest réwnolegta

do prostey

1) zwrotna — TAK, bo kada prosta jest do siebie samej réwnolegta,

2) przeciwzwrotna — NIE (z tego samego powodu, caejy

3) symetryczna — TAK, bo rownolegio prostych jest wzajemna,

4) asymetryczna — NIE, bo jest symetryczna,

5) antysymetryczna —2eNIE (z tego samego powodu),

6) przechodnia — TAK, bo zawsze prosta réwnolegta @wonolegtej do danej jest i do niej réwnolegta
(nawet, gdy pierwsgi trzech to bedzie ta sama prosta; jak rownietedy, gdy wszystkie 3 toghzie
jedna i ta sama prosta),

7) petna — NIE, bosgproste, ktdre nieasréwnolegte

8) pusta — NIE, boasprzecie proste rownolegte (chociby kazda prosta z sabsana),

9) spéjna — NIE (z tego samego powodu, co ,petna”).

Tak wiec relacja tgest zwrotna, symetryczna i przechodnia

Pozostaje nam jeszcze olié jej dziedzir, przeciwdziedziai pole:

1) D —to zhiér wszystkich prostych,

2) D™ - to zbi6r wszystkich prostych,

3) P —to te zbior wszystkich prostych.

Tak wicc i w tym przypadkiD =D =P (= A)

. Relacjabycia tej samej rasy zdefiniowana na zbiorze ludzi w ngstijacy sposébx R ywitw, gdy x jest tej

samej rasy cy

1) zwrotna — TAK, bo kady jest tej samej rasy co on sam,

2) przeciwzwrotna — NIE (z tego samego powodu, caejy

3) symetryczna — TAK, bo zawsze jest tak,jeli ja jestem tej samej rasy co kfdo i on jest tej samej rasy
co ja (jest to jednak i ta sama — nasza wspolreesa)y

4) asymetryczna — NIE (z tego samego powodu),

5) antysymetryczna —teNIE (z tego samego powodu),

6) przechodnia — TAK, bo zawsze jest tak,jak jeden jest tej samej rasy co drugi (dajmyanezarnej), a
drugi co trzeci (t& musi to by ta sama rasa — tu: czarna), to i pierwszy jestdajej rasy co trzeci (tu:
czarnej); co nadto, zachodzi to réwnietedy, gdy kdziemy utgsami& ze soh poszczeg6lne osoby
(np.ze pierwsza i trzecia — to jedna i ta sama osol)dejcie takie jest konieczne ze wzdl na fakt,



ze (zgodnie z definigjrelacji przechodnie) mamy krgpod uwag dowolnex, y i z (a wigc nie koniecznie
rézne),
7) pelna - NIE, bosludzie, ktérzy g réznych ras,
8) pusta — NIE, bosgprzecie ludzie tej samej rasy,
9) spojna — NIE (z tego samego powodu, co ,petna”).
Tak wiec i ta relacja (podobnie jak poprzedniest zwrotna, symetryczna i przechodnia
Relacje posiadage te 3 wiasnii formalne § BARDZO WAZNE w matematyce, ale i w dowolnej dziedzinie
wiedzy jaky bys si¢ nie parat (a to dlatego jest takie przetoie, bo matematyka bardzo dobrze opisuje zastany
dwiat, a z kolei w zwizku z tym warto jestaj dobrze pozna®©). Dlatego te paswiecimy jej caty nasipny
rozdzial.
Pozostaje nam jeszcze o#lié jej dziedzir, przeciwdziedziai pole:
2) D —to zhidr wszystkich ludzi,
3) D™ - to zbiér wszystkich ludzi,
4) P - to te zbiér wszystkich ludzi.
Tak wiec i w tym przypadkiD =D =P (= A).
Réwniez i ta zalenos¢ zawsze zachodzi w przypadkuzHej relacji, ktéra jest zwrotna, symetryczna i
przechodnia. W ogéle gwarantuje nam tigama zwrotn&, gdyz dzieki niej:
- kazdy obiekt zA jest w dziedzinie,
- kazdy obiekt zA jest w przeciwdziedzinie,
- a co za tym idzie: kaly obiekt zA jest w polu,
a przy tym zbiory te (dziedzina, przeciwdziedzimpmle) ni€ mog by¢ szersze iA.

rozwazanej
relacjiR

Przejdmy teraz daiekawszych przykltadow(sa jeszcze takie!).

7. Relacja bycia wasalem, rozpatrywana na uniwersuib ngacych w Europie wéredniowieczu, zdefiniowana
W nastpujacy sposobx R ywitw, gdyx jest wasaleny—a
Przypomnijmy sobie,ze relacja wasalstwa, to inaczej relacja feudaln@gadastwa, przy czym na
kontynencie obowizywata zasada ,wasal mojego wasala nie jest moimmalean”, za w Anglii; ,wasal
mojego wasala jest moim wasalem”. Przy pomocy gnaizna wieC ja przedstawi w postaci drzewa
skierowanego, jak na paszym rysunku:

Jest ona:

1) zwrotna — NIE, bo nikt nie jest swoim (czyztela siebie samego) wasalem (rozumianym w sensie
poddastwa lennego, a nie panowania nadaselbycia za siebie odpowiedzialny®)

2) przeciwzwrotna — TAK (z tego samego powodu),

3) symetryczna — NIE (bo o to wiaie w niej chodzi — dziala tylko w jedrstrorg!),

4) asymetryczna — TAK (wyttumaczenie — j.w.),

5) antysymetryczna — TAK (wytlumaczenie — j.w.),

6) przechodnia — NIE, bo — jak tozuvyzej podalsmy — w jednych krajach (na kontynencie) obgyiwata
zasada ,wasal mojego wasala jest moim wasalem”,imwch (w Anglii) ,wasal mojego wasala nie jest
moim wasalem”, a w definicji relacji przechodniegj gpraw kwantyfikatora ogélnego wymagamy, aby
ZAWSZE byta spetniona wygbujaca w niej implikacja (tu:ze ,wasal mojego wasala jest moim
wasalem”), a u nas tak nie jest,

7) petna — NIE (chocigby z braku symetryczioi),

8) pusta — NIE (bo byli wasale!),

9) spojna — NIE (bo chociby bezpéredni poddani jednego ,pana” nie byligdzy sol poréwnywalni za
pomog tej relacji).

Relacja ta jest przytoczona tu jedynie jako wprazegie do nagpnej, o wiele bardzie interegagj (ach ta

matematykaD).

8. Relacjabycia wasalem rozpatrywana na uniwersum o0s6b obechigcych w Europie rglacja pusta na
niepustym zbiorze— o t jej wtasnd@¢ wtasnie nam chodzi, dlatego #de relacg — jako posiadaga taka



whasng¢ — tu omawiamy). W ogdle, definiujemy jidentycznie jak to mialo miejsce w poprzednim
przyktadziex R ywitw, gdyx jest wasaleny-a.

1) zwrotna — NIE, bo brak w niejgfelek,

2) przeciwzwrotna — TAK (z tego samego powodu),

3) symetryczna — TAK (bo poprzednik implikacji zawgzayjmuje w niej warté¢ logiczm 0),

Przyjrzyjmy st blizej temu wyjdnieniu:
Najpierw przypomnijmyze relacja jessymetrycznawitw, gdy A XRy->y R

x,yOA
Jakoze jednak relacja ta jest pustagwivystpujacy w jej - =0
definicji poprzednik implikacji nigdy nie zachodzizyli
— innymi stowy - zawsze przyjmuje wagtologiczr O

Poniewa — jak dobrze wiemy — kala implikacja o fatszywym poprzedniku jest prawdzi(lez wzgidu
na wartg¢ jaj nastpnika) — zatem rozpatrywana, jako spelgaj warunek na bycie symetryezrjest
symetryczna.

4) asymetryczna — TAK (z tego samego powodu),

5) antysymetryczna — TAK (z tego samego powodu),

6) przechodnia — TAK (z tego samego powodu),

7) petna — NIE (bo przecigest pusta),

8) pusta — TAK (bo tak wkmie ja okreslili smy!),

9) spdjna — NIE (chocidby dlategoze jest pusta).

Relacja tego typu (pusta na niepustym zbiorze) zawssiada przytoczony tu garnitur wiagridormalnych.

9. Relacja bycia starszym na &&ycu, przy zataeniu,ze Twardowski tam nie mieszka (relacja okreslona na
zbiorze pustym- o to chodzi w tym przyktadzie!)
1) zwrotna — TAK, bo z definicji relacji zwrotnej mamj x R x czyliA (x O A - x R %, a poprzednik
XJA X
wystgpujacej tu implikacji ma wart& logiczrg zero (bo nikt nie mieszka na k&ycu), co pociga za sofp
jej prawdziwa¢ i prawdziwa¢ catej formuty
2) przeciwzwrotna — TAK (z tego samego powodu),
3) symetryczna — TAK (z tego samego powodu),
4) asymetryczna — TAK (z tego samego powodu),
5) antysymetryczna — TAK (z tego samego powodu),
6) przechodnia — TAK (z tego samego powodu),
7) petna — TAK (z tego samego powodu),
8) pusta — TAK (z tego samego powodu),
9) spojna — TAK (z tego samego powodu),
Tak wigc relacja tej przystugajwszystkie wiasnei formalne!
- jest zarazem zwrotna i przeciwzwrotrna!
- jest zarazem symetryczna jak i asymetryczna i gngsrycznal,
- jest zarazem pelna i pusta!
- aprzy tym jest jeszcze przechodnia i spéjna.
Wspotwystpowania wlasnéei, o ktérych mylelismy dotychczasge sk wykluczap, jednak g mozliwe!
Zawsze jest tak, jak to piséiny powyzej, gdy mamy do czynienia z relacjami rozpatrywanya zbiorze
pustym.
Uwaga: gdybymy rozpatrywali tego typu relagjako hipotetycznie mdiwa (np.: bycie o 5 lat starszym na
ksiezycu), jak i niemaliwa (bycie o 200 lat starszym na &sjcu), to i tak bylo by to bez znaczenia —
przystugiwaty by im te same (bo wszystkie) wta&no

Na catym uniwersum relacji memy wyr&ni¢ pewne ich typy. Dokonuje stego na podstawie przystugaggo
im zestawu wiasnei formalnych. Owe specyficzne typy relacji, to:

1) rownowanosé,

2) porzdek i czsciowy poradek,

3) funkcja.

Ponizej oméwimy je w poszczegoélnych — kolejnych paraachf



11. Rownowanosé

UWAGA! Studencie! Skup st szczegdlnie na tym paragrafie! Jest on BARDZO AMX. J&li go nie
Zrozumiesz, wowczas zawarty w nim materiat niespetyostanie dla Ciebie catkiem abstrakcyjny (cozneszi
zwiazek z pojawiajcymi sk tu klasami abstrakcji i zasadbstrakcji!). Nie dopi¢ do tego — nie poldsprawy!

Definicja
Relacf R nazywamy réwnowanoicia witw, gdy jest ona zwrotna, symetryczna i przectiad

Powstaje pytanie, jak najtatwiej zapataé ten zestaw wlasgoi. Pomage nam w tym organizacja studencka
Zrzeszenie Studentoéw Polskich. W skrdcie jej nazwdSP:

Litery — wlasnosci Warunek relaciji Opis zaleznosci

Z — jak zwrotna AXRX Z wyskpuje na 1. miejscu, w definicji relacji zwrotngj
xOA jest 1 zmienna i 1 raz wygtuje symbol relacji

S—jak symetryczna| A(XRy->yR23 S wyskpuje na 2. miejscu, w definicji relacji syme-
x,yOA trycznej & 2 zmienne i 2 razy wygbuje symbol relacji

P —jak przechodnia | A XxRYyCyRz—xR32, | P wyskpuje na 3. miejscu, w definicji relacji przechad-
x,y,Z0A niej &1 3 zmienne i 3 razy wygbuje symbol relacji

Jasneze tatwe, proste i logiczne @

Taki zestaw wtasrigi formalnych przystugiwat przytoczonym z poprzedrparagrafie relacjom:
- nr 5 - relacjiréwnolegtoéci prostych, wigc posiadania tego samego kierunku,
- nr 6 - relacjabycia tej samej rasy

Widzimy wiec, ze 9 to relacje typu ,bycia / posiadania tego samega W"ten spos6b niemy ,krzesd” inne
relacje, ktére s réwnowanosciami: bycie tej samej pici, bycia z tego samegoznika, bycia tej samej

narodowdci, bycia tego samego koloru, posiadanie tej savagjosci przez liczby (np.2 = 5 =—==..), ...

Ponadto w poprzednim paragrafie zauyigmy, ze w przypadku tego typu reladp = D = P (= A), a wic
(m.in., ze wszystkie elementy & biora w niej udziat).

Nadto, jak ju wtedy zaznaczymy, relacje tego typuasniezmiernie wane zaréwno w matematyce, jak i
KAZDEJ innej dziedzinie wiedzy, a zatem warto dobize $ia zaznajomi ©. Nie tr&my wiec czasu...

Definicja klasy abstrakgc;ji
Niech R bedzie relacg rownowanosci w niepustym zbiorzé\ (tj. A # /7, a wic istnieje pewna O A). Klasa
abstrakgji relacjR wyznaczon przez elemena nazywamy zbior tych elementow, ktore pozastajrelaciiR do
a [ar={xOAXRg.

W celu sprawdzenia o co w tej definicji chodzi @apewne malo co z niej zrozumiglerozpatrzmy nagpujacy
przyktad.

Przyktad

NiechZ bedzie zbiorem liczb catkowitych, tz ={..., -6, 5, 4, -3, -2,-1,0, 1, 2,3, 4,5, 6, ...}.
Zdefiniujmy relacg rownowanosci R w nasgpujacy sposob:

aRbo 3| (a-b) (co czytamya pozostaje w relacR z b witw, gdytréjka dzieli liczbg a-b).
Sprawamy, jakie g kolejne klasy abstrakc;ji:

[Olr={....,6,-3,0,3,6,..} (dodatkowo zauwamy, ze % to wszystkie te liczby naturalne, ktére przy
dzieleniu prze8 dap reszt O, tj. 3 podzielne prze3);

[1r={....5 21,4 ..} (dodatkowo zauwemy, ze @ to wszystkie te liczby naturalne, ktére przy
dzieleniu prze8 dap reszt 1);
[2lr={....4,-1, 25 ..} (dodatkowo zauwemy, ze @ to wszystkie te liczby naturalne, ktére przy

dzieleniu prze8 dap reszt 2).

W ten sposdb otrzymdlny podziat zbioru liczb catkowitych, czyli zbiof



Istnieje nawet formalne olgkenie (tj. definicja) podziatu zbioru:

Definicja
Podziatem zbiortA nazywamy kada niepusi rodzire ¢ zbiordw niepustych, rozéznych, w sumie dagych
zbiorA.

Tak wtanie jest w naszym przyktadzie! Kdy ze zbiorow Qlg, [1r, [2]r, jest niepusty, rozkzny z kadym z
pozostatych i wszystkie razem w sumiead#pior N (ktéry to dzied).

Zauwamy ponadto,ze gdybymy badali jakie klasy abstrakcji wyznacnam nasfpne elementy zbiori, to
otrzymalibymy, ze:

[Blr={...,-6,-3,0,3,6, ...} - pokrywa st z klag, [O]r, tj. [3]r = [O]r

przy czym proces tergbzie sg powtarzat, tj. otrzymamy:

[4]r=[1]r,
[5]r=[2]r,
[6]R= [3]R= [O]R,

Zauwamy, ze klasy abstrakcji wyznaczane przez elementy jednegh (np. z klasyqQlr = {..., -6, -3, 0, 3, 6,
...}), a wiec klasy: ..., [6]r, [-3]r, [Olr s [3]r , [6]r ;--- & (SObie) identyczne. Oznaczenie klasy abstrakei ni
zalezy od wybranego elementu zzejklasy.

W ten sposéb dochodzimy do zapowiadanej nagikezego paragrafu zasady abstrakc;ji.

Twierdzenie (zasada abstrakciji)

Niech R bedzie réwnowanoscia w niepustym zbiorzéd. Wéwczas klasy abstrakcji reladf stanows podziat
zbioruA, a wikc s one

1. niepuste,

2. rozfaczne,

3. asumaich jest identyczna ze zbiorAm

4. Przy tym dwa elementy nalgdo tej samej klasy abstrakcji witw, gdyeurzy nimi zachodzi relacjg.

Dowdod

Mamy dwa zal@enia:

1. Rjestrelaci rbwnowanosci, (1)
2. Ajest niepusty (symboliczni& £ /7). (2)

Rozpiszmy jeszcze definicklasy abstrakcji (przyda nanesi innej postaci)
Wychodzc od glr={x O A: xR §,

dochodzimy dodlr={x xOAOxR &,

a nastpnie dox 0 [alg « XOAOXR a

co po podstawienia w miejscex, danama U [algr « aDdAOaR a 3)

Dowdd poszczegodlnych punktéw twierdzenia.

1°.,niepuste”

A% [J.Zatem V:a A. Wezmy je. Nie jest tu istotne, ktdewezmiemy. Kady z elementdéw zbiorA réwnie
a

dobrze st na to nadaje. Oczy¥gie, ze wzgidu na (1)a R a(boR jako rownowanos¢ jest m.in. zwrotna). Zatem

mamy jw: a0 Ada R a To z& w oparciu o (3) jest rownovizae stwierdzeniuva [ [a]r, czyli[alg# [/, a0 t0

wiasnie chodzito.

W skrocie maemy to zapisaw nastpujacy sposobA# /7 - aldA - aRa- al[ag - [arZ .

2°. ,roztaczne”

Wezmy dwie r@&ne klasy abstrakcji:g]gr # [b]gr. Dowdd przeprowadzimy nie wprost. Zamdy mianowicie,ze
(wbrew temu, co mamy wykagate dwa zbiory (klasy abstrakcji) nia sozlaczne. Istnieje zatem taki element
(powiedzmyc), ze naley on jednoczénie do kadego z nich, tj.

cU[alrUcO[b]r (*)

Pokaemy, ze wynika sid ze [a]r = [b]r (co jest sprzeczne 2]k # [b]r) tj., ze zachodz odpowiednie inkluzje w
obie strony:

a) [alr0[b]r,

b) [alrU[b]r-



Wprowadmy oznaczenie: (x) = z definicji klasy abstrakciji.

Ad a)

Pokaemy,ze [a]g O [b]r - Niech wic pewnex [a]r (**). Pokazemy,zea [ [b]g .
Z (™) z ()

L™ 0" N\ W

xR a cRa cRb

z symetrycz-

naci relacjiR
v

aRc

l z przechodnio-

sci relacjiR
()
XRc » XRb—™ [Oxblg
Z przechodniai
relacjiR

Ad b) — w drug strorg tak samo.

3°. ,suma klas abstrakcji jest identyczna ze zbioASm

W tym celu wystarczy udowodhize: | [a]z = A. (4)

aJA
Tu nale sig 2 stowa wyjdnienia
a) najpierw o co chodzi z tym zapisem i wystjacym w nim symbolem sumyl”,
b) ze suma klas abstrakcji zostata tu dobrze déra.

Ad a)
Po lewej stronie tej rowroi mamy zapisane: suma mnégmwa poallA z [a]g. O co chodzi? Co to oznacza?
Otéz bierzemy po prostu kolejreez A i mnogaciowo dodajemy do siebie wyznaczane przez nie kddisgrakcii.
Gdy na przyktadh = {ay, a, as, a;}, to | [alr = [a]r O [ag]r O [aslr O [au]r Proste, nieprawda!

alA

Ad b)

Dlaczego dodajemy po wszystkich elementach zbidtua nie tylko po pojedynczych reprezentantach
poszczegodlnych klas abstrakcji (byzka z klas abstrakcji wygtowata tylko jeden raz w tworzonej sumie)? £to
na doby sprawe, jest bez znaczenia ile razy znajdzige wisumie dana klasa abstrakcji, gdytak bedzie wzkta
pod uwag tylko 1 raz (baX 00 X O ... O X = X), a sumowanie klas abstrakcji po wszystkich elea@nzbioruA
daje nam gwarangjze wszystkie znajdage s¢ tam klasy abstrakcji zsumujemy.

Obecnie meemy jw przeg¢ do udowodnienia rowrigi (4).
W tym celu naley wykaza zachodzenie odpowiadgalych jej inkluzji w obie strony:
a) [ -oczywista
lJ [alrOA oznacza bowienie w przypadku kadegoalJA mamy:[a]r O A, czyli ze
alJA
A (xO[algr - xOA) co jest oczywiste w oparciu o defiridflasy abstrakcji
X
[alr={x O A x R § — klasa abstrakcji sktadaesjedynie z elementéw zbior.



b) O - wykazemy ponkej:
alA-aRa- alOl[ar— a0l U [ar
alJA

— /)
~

Analiza ident. jak w p.°L

Skoroa nalezy do danego zbioru (tua]g), to i nalety do zbioru szerszego (tll [a]g),
alJA
w oparciu o prawd\ [0 A [0 B (a ktére omawiadimy juz w paragrafie ,Algebra zbioréw”).

4°, Otrzymujemy:
a,b0[clr»aRclObRc
4 l z symetryczrii relacjiR
()
cRb
z przechmdni relacjiR

aRb
To kofczy dowdd.

Zobaczmy, jakie relacjeas6wnowanosciami i jakie g ich klasy abstrakcji.

LP | Relacja rownowaosciowa Jej klasy abstrakcji

1 Bycie w tym samym wieku Osoby z danego rocznika

2 Posiadanie tego samego koloru skgry  Osoby o amym kolorze skory

3 Rownolegléé prostych Wszystkie proste réwnolegte do danej

W ostatnim przykitadzie: klas abstrakcji jest niegkaenie wiele, i kada z nich posiada nieskezenie wiele
elementow.

Stad relacg rownowanosci (ij. taka, ktéra jest zwrotna, symetryczna i przechodniaymaodefiniow& w oparciu
0 zasad abstrakcji jako tak ktéra dzieli zbior na klasy abstrakcji. Po prostl razu takg definiujemy, aby
dzielita zbior na ktérym jest rozwana na klasy abstrakcjtdislej méwiac: relacja ta musi dokohagpodziatu
zbioru, na ktérym jest definiowana).

Teraz dobrze usilz, bo to, co dotychczas wiedziglebytes o tym swigcie przekonany, legnie w gruzach, i to z
kretesem! Ot stwierdzam autorytarnieg prosta nie ma kierunku, lege kierunek ma prost

Nie wierzysz? — to poczytaj: Kierunek ddfijeimy jako klas abstrakcji: flg={x: xll a}.  Proste, prawda?!

Rozpatrzmy nagpujacy przyktad

Przypéémy mianowicie,ze mamy 10 elementéw zbio’y na ktérym okréona jest relacja réwnowaosci (tj.
zwrotna, symetryczna i przechodnia), daiel go nad klasy abstrakcji o mocach odpowiednio: 1, 2, 3(jak na
ponizszym rysunku). Zastanéwmyesjak w takiej sytuacji bdzie wyghdata zadana relacja.




Rozwigzanie:
W oparciu o 4. punkt zasady abstrakcji (,dwa eletyaraleza do tej samej klasy abstrakcji witw, gdy euzy
nimi zachodzi relacj&’, co oznaczaze w ramach danego podzbioru,z8g element musi ky powiazany z
kazdy, a medzy r&nymi zbiorami nie mge by powiazan), tworzymy nasfpujacy rysunek, ktory ja czyni
zadd¢ postawionemu zadaniu.
-
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Rzeczywicie, tak okrélona relacja jest rownowaoscia, gdyz jest:
1) zwrotna (8 wszystkie gtelki),

2) symetryczna (nie ma strzatek),

3) przechodnia.

Mozemy tez wyobrazé sobie sytuagjw drug strore — w parciu o relagjrownowanosci dokonac stosownego
podziatu.

Przyktad
Mamy 10 oséb (oznaczmy je: 1, 2, ..., 10), ktére nptio 4 partii (kada tylko do jedne)), take:
do | partii naley tylko 1 osoba (1), dol1—-2(2i3),dolll«(8,5i6),adoIV—-4(7,8,9i10).
Rozpatrzmy relagj(okreslona na zbiorze tych 10 os6b) nadmia do tej samej partii:
X Ry~ xnalezy do tej samej partii cg.
Relacja ta jest oczyddie rownowanoscia (bo jest zwrotna, symetryczna i przechodnia). \Wgalona jak to
przedstawiono na ostatnim rysunku i dokonuje pddzia zbiory 0s6b natace do danej partii.

Pytanie: Z ilu elementow sktadaeta relacja?
Odpowiedz: Elementami relacjisspary; strzatka (mamy ich 10) — to jedna para,lkeb@namy ich 10) — to dwie
pary, tak wgc razem jest ich: 10 + 1@ = 30.

Wprowadmy jeszcze jedndefinicje:
PrzezR|, oznaczé bedziemy rodzir zbioréw — zbidér wszystkich klas abstrakcji wyznawych przez relagj
réwnowanaosci R na zbiorzeA.

W oparciu o ¢ definicje, widzimy ze w powy:szym przyktadzieR|, = {{1}, {2, 3}, {4, 5, 6}, {7, 8, 9, 10}}.

Mysle, ze po tak elementarnym opisie i tylu przykladachagja rownowanaosci i klasy abstrakcji, wcale niegta
dla Ciebiezadna abstrakg|

12. Poradek i czesciowy porzadek

Inne zestawy wiasioi formalnych mog definiowa inne (niz rownowanosé) typy relacji, ktére to &da
determinowd inne zorganizowanie obiektéw mipodziat (z ktérym to miedmy do czynienia wknie w
przypadku rownowanoici). Z wzytym w poprzednim zdaniu stowem ,zorganizowaniekoejarzy Ci s¢ zapewne
.porzadek”, i wkadnie o tego typu relacjactetiziemy méwe w tym krétkim paragrafie.

Definicja
Relach poradkujaca dany zbiér (lub krocejporzadkiem w tym zbiorze) nazywamy kda relacg, ktora jest w
tym zbiorze asymetryczna, przechodnia i spdjna.



Rozpatrzmy co implikuj nam te 3 wiasniwi:
1) asymetryczna — brak belekgtplek, czylitylko strzatki moga byé¢;
2) spojna — kade 2 rGne elementysgczyns polaczone — strzatka lub belk
przy czym — ze wzgtu na wczéniej zalawong asymetryczn& — musz to by¢ strzatki.
Jak na razie mamy wg, ze dowolne (=kade) dwa réne elementy patzone g strzatka.
3) przechodnia — tak wéaie musz by¢ ustawione te strzaiki.
Mamy wiec (dla przyktadu na 4 elementach):

—ra —>a —>
® e o o
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Jak widzimy, jest to przyktad np. na rekaopniejszdci okreslona na zbiorze A = {1, 2, 3, 4}.

Inne przyktady tego typu relacji, to:
- relacja mniejszéxi okreslona na catym zbiorze liczb rzeczywistych,
- arelacja starsastwa — w kadym zbiorze ludzi vr6éd ktérych nie ma réwimikow,

Jak widzisz, elementy te poprzez retapprzdkujaca, tworzy jedm spojra struktue, zbudowan w ten sposab,
ze:

- wszystkie elementygautozone liniowo

- i od kazdego z nich jest strzatka do wszystkich spsych

- (i nie mazadnych innych strzatem, belek czstglek).

Mozemy wieCc powiedzi€, ze:
Relacja R poradkujaca zbior A ustala pews kolejnas¢ elementéw tego zbioru — takiz dla dowolnych
elementowk, y zbioruA: x poprzedza (co zapisujemy 1y) witw, gdyx R y

Na koniec jeszcze reguta zapatania jej: A(symetryczna) S(pojna) P(rzechodnia)SP , a to dobrze znany Ci
skrot A(kademia) S(ztuk) Rftnych), a jak jest porzlek, to jest FIKNIE przecie:!

Opro6cz poradku mazemy wprowadz tez ,czesciowy porazdek”, co czynimy za pomagoonizszejdefinicii :
Relach czgsciowo poradkujaca dany zbior (lub krécejczesciowym porzadkiem w tym zbiorze) nazywamy
kazda relacg, ktéra jest w tym zbiorze asymetryczna i przechadn

Podobnie, jak czyndimy to powyzej, i w tym przypadku rozpatrzmy co implikkupam te 2 wtasriai.

W stosunku do ponzlku, zostato ,asymetryczna i przechodnia”, a odpaspdjna”.

Oznacza to,ze nie wszystkie trzebaadzy¢ ze wszystkimi, lecz jak ju kilka elementéw kdzie ze solp
powiazanych (oczywicie: strzatkami), to trzeba spetnizad@¢ warunkowi przechodnigi (czyli nalery
podorabié strzatki, by ta przechodnié zachodzita). Mamy wt np.:

e 06 "0 o
\_/V
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Jak widzisz , zarysowaty namg g 3 sktadowe spdjroi, a w ramach kalej z nich mamy petny posdek.
W calasci tworza jednak zaledwie ggciowy poradek.

—
o [

To nie jest jedyne rozazanie. Mae by bowiem réwnie np. nastpujacy uktad:



Tuj tez mamy 2 ,sktadowe spéjdoi” ({1, 2, 3, 4}i {1, 3, 4, 5}), jednak przenikajsic one wzajemnie!

Zauwa na przykladze elementy 2 i 5gsniejako na tym samym poziomie grseporownywalne .

Rysunek ten mee przedstawiachociagby relacg bycia mtodszym okrdona na zbiorze {1, 2, 3, 4, 5}, przy czym
2 i 5 — to rowiénicy (a wic obiekty nieporéwnywalne pod wzglem tej relacji). Analogicznie nioa okréli¢ ja
jako relacg posiadania mniejszej masynyd 5 danych przedmiotéw fizycznych.

Whioskujemy wgc, ze w stosunku do pogdku, czsciowy poradek dopuszcza istnienie obiektow
nieporéwnywalnych za pomadejze relaciji.

Zauwamy jeszczeze gdy w powyszym przykladzie dorzucimy element 6 i &6,4) oraz elementy 7 i 8 i par
(7, 8) — to otrzymamy relagcjak poniej:

?\//z ‘ ""».
7 8

- nadal kedzie ona cgsciowym poradkiem,
- bedzie miata 4 ,skladowe spdjsa”: jak poprzednio {1, 2, 3, 4} i {1, 3, 4, 5} +atlatkowo {4, 6}i {7, 8},
- jednak trudno &dzie juz ja okreli¢ w sposob ,naturalny”.

Zapewne widzisze zapewne warto byto by wprowadzakies ograniczenie, byetwielorakg¢ przypadkow jaké
zminimalizow&. Dobra myl! Sprébuj tak dobrawarunki, by ograniczysig do sytuacji tego typu, jak
przedstawiony na przedostatnim wykresie i zdefiriotym samym ,dobry agciowy poradek”.

13. Funkcja

Definicja
Relacg f nazywamy jednoznacznwitw, gdy kademu elementowi przypardkowuje ona co najwagj jeden
element.

Symbolicznie warunek ten memy zapisdw nas¢pujacy sposoéb: A (@fbOafb - b=b’).

b’
Oznacza toze jesli przypadkiem relacja ta na jednym poprzednikutatigt 2 nasgpniki — to jest to jak najbardziej
mozliwe, ale te dwa nagbniki musz by¢ sobie réwne, tznde factomusi to by jeden i ten sam naginik (bo
albo ,nam st tylko wydawaloze s to dwa nasfpniki” albo ,po prostu mamy jeden naphik, tylko stosujemy
dla niego dwie régne nazwy”).

Wyjasnijmy jeszcze dlaczego warunek ten zaczya&wsiantyfikatorem ogéinym: ,dla kalegoa, b i b, a nie
mamy chociaby:

AN V(@fbOafb - b=b) (jakby mogto siwydawa, ze powinno by), ()
a bb’
CZy WICZ: V 4fb0afb - b=D’) (mylisz: a mae tak wignie jest widciwie?!). (2)

a,b’



Ot6éz, w obydwu tych przypadkach po kwantyfikatorze sggdnym mamy implikagj (ktéra jest jak najbardziej
na miejscul), a wiemyze implikacja skojarzona jest z kwantyfikatorem aydh, wiec musi by tak, jak to
podalémy na pocatku (zaraz pod definig).

Sumupc:

Nigdy nie mae wiec by¢ takiej sytuaciji: Dopuszcza siza to naspujaca sytuagj :
o [
\
< /0
[

[
a wigc ze na jednym poprzedniku asi a wigc ze dana wart@ osigana jest
gane g co najmniej dwa nagpniki na co najmniej dwoch poprzednikach
(bo o tym ,méwi” ta definicja) (bo o tym nie wypowiada sta definicja).
Definicja

Relacg jednoznaczgnazywamy funkej

.Relacja jednoznaczna” i ,funkcja’ago wiec synonimy.

~Funkcja” brzmi jednak krécej ni,relacja jednoznaczna” i w zadku z tym tej wknie nazwy kdziemy w
dalszym cigu wywaé. Musimy jednak pamtac, ze funkcja to inaczej relacja jednoznagzgdyz nazwa ta niesie
ze solh oddawan przez m tres¢

wyzej opisal konsekweng

Ze wzgkdu na jednoznacziérelacjif, przyjmujemyoznaczeniea f b e f(a) = b.
Prawg strore tej rownowanosci (definicyjnej) czytamy: funkcjd na argumencie a przyjmuje (lub: osiga)
wartosé b.

Stosujic to oznaczenie i stosig sk do poprzedniej definicji, zauvmy ze funkcje dodawamazna algebraicznie,
a mnogdciowo — to ju: nie zawsze.

Dodawanie algebraiczne — przykiad: Dodawanie mnogmiowe- kontrprzykfad:

f(x) = sinx f={(1,2, (2, 49}

g(x)= cosx g'={(1,3,(5 0}

h(x) = f(x) + g(x) =sinx + cosx h=f D0g={12 (2435 0}
- to nie jest funkcja, bo na 1 przyjmuje 2 wadio
(2 i 3),a tak (w przypadku funkcji) nie me by!

Analogicznie, jak to miato miejsce w przypadku ofilarowniez dla funkcji (jako ich szczegdlnego przypadku),
definiujemy dziedzir i przeciwdziedzig:

Dziedzing funkcji f (zbiorem argumentdéw) nazywamy zbidr tych obiektéw, ktérym funkcja cokiek
przyporadkowuje:D(f) = {x: V f(xX) = y}.
y

Przeciwdziedzim funkcji f (zbiorem argumenté#) nazywamy zbior tych obiektéw, ktére przyporadkowane
za pomog funkcji f pewnym obiektomD™(f) = {y: V f(x) = y}.
X

W oparciu o powysze dwie definicje, m@my wprowadi nastpna:

Definicja

Mowimy, ze funkcjaf odwzorowuje zbidrX w zbior Y (symbolicznie:f : X - Y) witw, gdy X jest dziedzia
funkcji f (X = D(f)), aY zawiera przeciwdziedzen(Y O D(f)).



Mamy tu funkcg f (x) = X
f:R- Ry

v

Gdybymy jednak mieli funkaj f (X) =X -5
Woéwczas bytobyt: R - (-5, «)

Mozemy powiedzié wiec, ze dziedzina funkcji, to wszystkie jej argumentyjepprzeciwdziedzina, to zbior jej
wartasci.

Definicja
Zbiér wszystkich funkcji, ktére odwzorowuK w Y oznaczamy Y.

Oznaczmyprzezz liczebna¢ zbioruA (inaczej: moc zbiord).

_ =X
Twierdzenie: Y*=v .

Czytamy je nagpujaco: moc wszystkich funkcji odwzorowagych zbiorX w zbiorY jest réwna mocy zbiorly
do potgi moc zbioruX.

Dowodzi sk je w spos6éb indukcyjny (tu podam jedynie szkiagggh dowodu).

Wprowadzmy oznaczeniay =m, ? =n.

X Y Gdy moc zbiordX wynosi 1, to funkcji jest tyle, ile wynosi
moc zbioruY (kazda z nich symbolizuj poszczegoine
strzatki). Funkcji mamy wic n=n"=n".

X Y Gdy moc zbioruX jest wiksza od 1, z kalego elementu
zbioruX (ktorych jestm) mazemy poprowadZityle
strzatek do zbiorty, ile jest elementéw zbiord (ktérych
jestn). Tworzc funkci, z pierwszego elementu zbiaxu
mozemy wieC wyprowadzé strzalle nan sposobow, z
drugiego — na sposobow, ..., z ostatniego-(tego) — te
nan sposobow. W sumie zaych funkcji maemy wiec

utworzyé: nthd..Ch= n"

Definicja:

Niechf: X - Y.

1) Jeeli Y = R(liczby rzeczywiste), to funkgjnazywa si rzeczywisg (inaczej: funkat o wartgciach w zbiorze
liczb rzeczywistych nazywamy funkcizeczywiss).

2) GdyY = C (liczby zespolone), to funkgjhazywamy zespolan

3) GdyX =N (liczby naturalne), to funkgjnazywamy cigiem.

4) GdyX={1, 2, ...,n}, to funkcje nazywamy cigiem skaczonym.

W pierwszych dwoch przypadkach bgatly tu podstawienieY, = ... Obowiazywala zasada: jakie wakm —
taka funkcja (np. rzeczywiste — rzeczywista).



Z kolei w pozostatych 2 przypadkach patrayly na zbioX.

3) w przypadku x = N — mamyqg nieskaczony, bo i N jest niesk@zony, a jego kolejne elementy:1, 2, 3, ... -
to pozycje elementow w qu (tez 1, 2, 3, ...). Wartéci funkcji na poszczegélnych elementach — to wéaito
kolejnych pozycji cigu.

Funkcja:

v

Ciag: (3, 4,5, 1,2, ...)

Gdy z kolei weémiemy pocatkowychn elementow (npn = 5), to otrzymamy ag skaczony (tu: sktadary sk z
5 elementow — kolejno o numerach:1, 2, 3, 4, ildzie on (analogicznie jak na pogzym rysunku) wygidat
nastpujaco: (3, 4, 5, 1, 2).

Definicja:

Funkcg, ktora kademu elementowi O T # /7 przyporadkowuje element, oznaczamy symbolenagji-r (co
czytamy: ,a te po te natecym do Te”, lub — ,bardziej po matematycznemu’a—pot 0 T) i nazywamy
indeksowanym zbiorem.

Mamy tu do czynienia z funkgj gdzie:

T —to jej dziedzina,

t — to pewien argument (z dziedzimy,

a, — to wartd@c¢ tej funkcji na argumencie

Rozpatrzmy to na konkretnyprzykiadzie

Niech mianowiciel = {1, 2, 3, ..., 8}.

Jego elementy, to poszczegdliné O T). Mozna wigc powiedzié, ze t przyjmuje wartéci 1, 2, 3, ..., 7 i 8.
Poszczegolney, to keda wiec ay, a,, as, ..., ag. Jdli dalej np.ay = 5,a =7, a3 = 4, ...,a = 5 to maemy
powiedzi&, ze funkcja ta 1-ce przypagdkowuje 5-k, 2-ce 7-k, ..., 8-ce 5-k.

Jesli tylko doktadnie czytale co napisalem powsj, powiesz od razu: przeci¢o jest cig ograniczony! Spytasz
sie wiec od razu, po co wc tak komplikowa sprave? Ot& tak jest rzeczywicie, ale akurat w tym przypadku.
Jest tak, gdiynaT sktada sj n (skaiczona liczba) kolejnych liczb naturalnych. Ogélreecz biogc — nie zawsze
(co wiecej — rzadko kiedy) tak jest. Zamazemy bowiem bré&cokolwiek (tzn. dowolny zbi6r).

Moze by np. tak (nowyprzyktad):

T ={Tomek Andrzej Rober}

aromek= Magda aandrzej= SYIWia aropnenr= Marta

Tu funkcja &)t pokazuije, ktdry z chltopakoéw z ktdr dziewczyn jest na parkiecie (wata).

Funkcji tego typu bardzo e¢gto wywamy, kiedy chcemy okéa¢ cos tylko dla pewnego ograniczonego
uniwersum. Np. w przykfadzie jw. (tj. kto z kimntzy) ma@emy wziaé pod uwag ogot nmezczyzn
uczestniczcych w jaking weselu wiejskim (tj. deym, z ludmi zaproszonymi z catej Polski). Wowczas za zbiér
T mazemy br& sparod wszystkich rzczyzn obecnych na parkiecie;

- ich wszystkich,

- wszystkich blondyndéw,

- wszystkich zaproszonych z Tworek,

- €0 najmniej70-letnich



Wiemy, co to jest funkcja ,w'f(: X = Y, X=D(f), YO D(f)).
Obecnie zobaczymy, co to jest funkcja ,na” (inacagjekcja).

Definicja

Méwimy, ze funkcjaf odwzorowuje zbiéX na zbiér Y witw, gdy funkcjaf odwzorowuje zbioX w Y, a przy tym
kazdy element zbiortY jest wartdcia funkciji f.

Symbolicznie meemy to zapis&nastpujaco:

f:XUO- Y « f:XDQV)_» YOA V y=f(x

L Y XX
Y

\ )

warunek 1 warunek 2
Powyzej ,w” zostato zapisane w nawiasie, gdyormalnie nie trzeba go pisébez litery ,w” po prostu jest ,w").

Z definiensu tej definicji mamy:
- zwarunku 1 2e X =D(f), aY O D(f),
- zwarunku 2 ze YO D(f) .

Poniewa inkluzje te cznie oznaczajrownasé, tak wiec definiens oznacza po prostu rowhixX z dziedzin (X =
D(f)) i réwnai¢ Y z przeciwdziedzim (Y = D(f)).
Ani w X ani wY nie ma wgc elementéw niewykorzystanych (przeZunkcie).

Iniekcja (dopuszcza s¢ tez zapis: injekcja) — definicja
Funkci f nazywamy iniekej (czy tez funkcja r&nowartgciows, czy tex funkcja jeden-jednoznacan czy te
wzajemnie jednoznacz)y gdy r&nym swoim argumentom przypadkowuje r@éne wartdci.

Symbolicznie warunek ten memy zapiséw nastpujacy sposob: A [x Z X — f(X) # f(x)] .
X1, X2

W oparcie o prawo transpozycji (po raz kolejny pawminam: p - q) - (~q - ~p)), wyrazenie zawarte w
nawiasie kwadratowym miemy zapisé& nastpujaco:f (x;) = f (X)) — X1 = X
Wtedy otrzymamy formgt A [f (x)) = f (%) - X1 =X] (rownowana formule podanej 3 linie wagj),

X1, X2
kt6ra to mazemy odczytd w nastpujacy sposob: jdi kiedykolwiek funkcjaf oshga identyczne wartgi, to maze
sie to zdarzy tylko w przypadku identycznych argumentow.

Tak wigc iniekcja wyklucza madiwos¢ zachodzenia nagiujacej sytuaciji:

1)

\f

W zestawieniu z definigjfunkcji (- brak sytuacji jak pownej)

()

/\

. . . e o
otrzymujemyze maemy mi& przyporadkowania tylko typu:

3)

Fakt, ze funkcjaf w spos6b wzajemnie-jednoznaczny przeksztatca 2bidrzbiérY, oznaczamy symbolicznie w

nastpujacy sposoébf : X [ 7= v ow zapis 1-1 oznacza wide owg jeden-jednoznaczié, czyli wzajemi
jednoznaczn&. W rzeczy samej oznacza ona:

- ze kady argument ma jedrwartas¢ (czyli nie jest tak jak na powgzym schemacie 2)

- a kazda wartd¢ oshgana jest tylko na jednym argumencie (czyli ni¢ jak jak na powyszym schemacie 1),
- czyli facznie:ze jest jedynie tak jak na powszym schemacie 3.



Poniewa definicja funkcji orzeka m. inze X = D(f ) (w X nie ma elementéw nie wykorzystanych)gaviniekcja
ma nastpujaca posté:

f. X = Y
o > /@
o > @
o | @
o | @

o } wY moze by dowolna ilé¢ wolnych elementow
o (jedynie ,mae”, a nie musi, bo w przeksztatcenie ,w” mayl D™(f))

Majac juz zdefiniowan surjekcg i iniekcje — mazemy podé ponizsz definicje bijekciji
Bijekcja, to funkcja, ktéra jest zarazem surjekidniekcia (tj. jest r&énowartgciowa i ,na”).

Stad wtasnie nazwa bjjekcja — od ,bi” = podwdjny, a bijekdfafunkcja podwojna — zarazem surjekcja i iniekcja
(czy — jak kto woli — funkcja o dwdch wlastwdach: zarazem vfowartgciowa i ,na”).
Fakt,ze taka funkcja przeksztatca zbd¥mw (a wigciwie ,na”) zbiérY oznaczamy w nagbujacy sposob:

f-xOHS v
na

Aby zobaczy, jak wyghda bijekcja, wemy funkcjg réznowartgciowa (rys. jw.), ale tak, aby byta ona ,na” (tj.
bez wolnych elementéw W).

. x OfFs v
na

vV l

—
o o

Widzimy wiec, ze faczna¢ tych warunkéw (owe ,bi"- rénowart@ciowos¢ i ,na”) oznaczaze bijekcja ustala
rownolicznag¢ zbioréw midzy ktérymi operuje.

Definicja
Jezeli funkcjaf jest bijekcy, ale odwzorowuje zbidX na zbiorX, to nazywamyg permutacj tego zbioru.
Symbolicznie: f: X O x.

na

Permutacje (w agach) — przestawienie na zbiorze kolejnych liczturanych.

Wezmy zbiorA ={1, 2, 3, 4}. Z jego elementdéw nina ustawé 4! 4-elementowych ggoéw bez powtdrze (na |
pozycji mae by jeden z owych 4 elementéw, na Il — jeden z 3 piatgsh, na lll — jeden z 2 pozostalych, a na
ostatniej — ju tylko jeden pozostaty). & ich liczba rowna si4 (B [R [11 = 4!.

Przyktadem jest np. @i (4, 1, 3, 2). Wikciwie oznacza on funkejf : A [ . A taka, ze przyporadkowuje
na

ona poszczegoblnym pozycjom odpowiednie wéanito
Mamy wiec: f (1) = 4 (bo na 1 pozycji jest), f(2) =1, f(3)=3i f(4) =2
Funkcje &€ mazna wigc zobrazowa nas¢pujacym grafem:



1.4_. 2 Sklada si on z dwéch cykli

(w og6le matematyce pokazale
\ T kazda permutacja, to zawsze zhior
3 4 cykli i badaj permutacje o parzyste;j i
(] [ nieparzystej liczbie cykli).
-

Definicja funkcji odwrotnej
Funkci odwrotry do funkgjif : X O FF = Y nazywamy funkejf: Y O - X okreslona wzorem:
na na

fip)=a-f@=b (9

o\+——>/@
o+ e@
o+ @
o/ *\ @

Strzatki petne obrazajfunkcie f, a przerywane — odwrotna do niej funktj".

Przypatrzmy i, jakiewlasnasci przystuguj funkcji odwrotnej.
() =x

2) () =x

3EH) X =fK

Dowaéd
1)) = x <M ~ 2x) =%, co jest ju oczywiste.
H_J LYJ
a b - w definicji (*)
2) (X)) = x <MD - F(x) =f(x), co jest ju oczywiste.
- Y o
b a - w definicji (*)

3) ™) ™ =f- zapis ten oznaczae dla dowolnega, (f ™) ™(x) = f (x) i to wiaénie udowodnimy.
D0 =f(x <FD - 7 (x)) = x, co udowodnikmy w 2)
e
F b a w definicji (*) zapisanej w postadt *(b) =a ~ F(a) = b (aby nie mylk f-6w)
Ponizej wprowadzimy pajcie ,.ztozenie funkcji” (inaczej: superpozycja)

Najpierw przypatrzmy giw tym celu poniszemu rysunkowi

X

te elementy j& nie biog
udziatu w sktadaniu funkcji



Mamy tu funkcje:
- f:X oY (wzwiazku z tymX = D(f) i YO D)),
- g:Y > Z (wzwiazku z tymY = D(g) i Z 0 DY(g)).

W zwiazku z tym odpowiednio:
- dla kadego elementu ze zbioMuimamy jego wart& (wyznaczon przez funkeg f) w zbiorzeY,
- dla kadego elementu ze zbiokumamy jego wart& (wyznaczon przez funka g) w zbiorzeZ.

W zwiazku z tym dla dowolnego elementu ze zbidtrza pomog funkcji f mazemy wyznaczy jego wartéd¢ w
zbiorzeY, a nastpnie dla tak wyznaczonego obiektu — za pogrfoakciji g jego warté¢ w zbiorzeZ.

Definicja:

Niechf: X - Yz& g Y - Z Ztozeniem (superpozyg) funkcji f i g nazywamy funkej g [f (czesto oznaczan

tez gof lub tez po prostgf) dziatapca z X w Z (co zapisujemyg [F: X - Z), okreslona warunkiem:

o () = g(f (%))

Uwagi:

1) Zamiast w powyszym warunku zapisywag(T (X), mazna tex pisa (gCf )(X), co nawet bardziej oddaje fakt,
ze mamy do czynienia z jeaifunkcia.

2) Mimo, ze najpierw dzialamy nga funkcp f, a dopiero potem na tak otrzymany wynik furakgj to jednak
zapisujemy to — jak zwyldimy to zwykle czynt — od lewej do prawej. Taki zapis oddaje émi@ fakt,ze na
argumencie dziatamy tym, co przy nim stoi. U nagyprie stoif, a przyf-ie —g.

Zobaczmy, jak wyglda ztazenie funkcji na konkretnymrzykfadzie.
Niechf (x) = 2x- 1 (co oznaczase f od argumentu, to 2 razy argument minus 1)

g(x) = + 3 (co oznaczae g od argumentu, to argument do kwadratu plus 3)
Wdwczas:

(gof) () = g(f (¥)) = g(2x—1) = (X =11+ 3=4X—4x + 4

vy oy

z definicji  z definicji  z definicji  zachunkow
superpozycji funkcjf  funkcjig

Definicj¢ superpozycji mgemy jednak rozwijéniekoniecznie od @wodka (jak to miato miejsce povsj), ale i od
zewrgtrz:

(gof ) (X) = o(f (X)) = [f (X]? + 3= (2x—1)? + 3, awiec otrzymalimy taki sam wynik jw.

z definicji  z definicji  z definicji
superpozycji  funkcijg funkcijif

Zobaczmy jeszcze (metadod zewnytrz”), jaki bedzie wynik zt@zenia funkcji w odwrotnej kolejrigi (tj. niegeo

f, leczfog!):
(fo) (4 = f(9(X) =29(x) — 1=2(x*+ 3) -1 =2¢*+ 5.

z definicji  z definicji  z definicji mchunkdéw
superpozycji  funkcjg funkcijif
Otrzymalémy inny wielomian, ni poprzednio. Wynika stl, ze (w ogélnym przypadkuyjef # fog, tzn. ze
sktadanie funkcji nie jest operacgymetryczn (wiesz, co to znaczy — przez analogie z widsiaoni formalnymi
relacji).
Wazne wic w ktér strorg sktadamy — sktadanie funkcji nie jest przemienne!

Dla prze€wiczenia, ztGdmy jeszcze:
- funkcje f samy z soly: (fof) (X) =f(f (X)) =f(2x—1) =2(%x—-1) -1=4x-3
- ifunkcje g sam z sol: (geg) (X) = g(g(x)) = g0 + 3) = (¢ + 32+ 3=x* + 6x° + 12



Sumy, iloczyny i produkty uogodlnione

I. Definicja

Funkc, ktora kademu elementowi nalezacemu doT # /7 przyporadkowuje rodzig zbioréw A; oznaczamy
symbolem A);~r (jak to czyta juz wiesz) i nazywamy indeksowanodzimg zbiorow (w skrocie: IRZ).

Gdy np.T = {1, 3, 5} — to zbiér indeks6w oznaczajy numery lat ,biologii” na UAM w Poznaniu, wtedypibr
{A1, Az, As} 0znacza wiénie przyporadkowany mu przeztfunkcje zbiér owych lat.

(powiedzmy,ze to np. na nich wg. regulaminu studiéw trzeba &rbladania lekarskie, aby méc je zali€gy
Otrzymalémy w ten sposéb indeksowarodzirg zbiorow.

Il. Definicja
Niech kxdzie dana indeksowana rodzina zbiord\W,(r.

1)

2)

Suny tej rodziny nazywamy zbiér, ktérego elementagwszystkie obiekty indeksowanych zbioréw:
U A={xVxJA} (wnaszym przykladzie jest to ogét studentgwilli V roku)
toT ilg)
Czytamy to: sum indeksowanej rodziny zbiorow jest ogét tych obdeit ktére g elementami
ktoregokolwiek z tych zbiorow.
Tak wiec: xOU A o V xO A
T a7
Czytamy to: pewien obiekk) jest elementem sumy indeksowanej rodziny zbiomguy, istnieje w niej zbior,
ktorego jest on elementem.
Rozpatrzmy dwa szczegodlne przypadki:

i. T=N-UA=U A=ATAD..
a7 el

Oznacza to: 3 mamy indeksowana rodairebioréw o znacznikach ze zbioru liczb naturalnytohiej
suma jest (nieskazom) suma mnogiowa zbiordw o znacznikach naturalnych (sumarod 1 do
nieskaiczondci A,).

n
i. T={1,2,.nt - U A=U A=AO0AD..0OA
or kil

Oznacza to: 3 mamy indeksowana rodzjrebioréw o znacznikach ze zbiorupocztkowych liczb
naturalnych, to jej suma jest (tym razem gkaiczory) suma mnogiowa zbioréw o znacznikach z
tego zbioru (suma okl=1 don Ay).
lloczynem tej rodziny jest zbior
(1 A={xAxdA}
toT aT
Oznacza toze trzeba b§ w kazdym zbiorze, by b§w przekroju.
W naszym przykltadzie jest to og6t studentow, kt@zjednoczénie (1) nal, 1111V roku
Czytamy to: przekrojem indeksowanej rodziny zbiorfegt ogo6t tych obiektoéw, ktoreaselementami
kazdego z tych zbiorow.
Tak wiec: xO [1 A, & A xO A
toT aT
Czytamy to: pewien obiekt jest elementem przekiopeksowanej rodziny zbiorow, gdy jest elementem
kazdego z tych zbiorow.
Analogicznie, jak powsej, i teraz rozpatrzmy dwa szczegolne przypadki:

a) T=N- [l A=l Az=Ain A
o7 ml

Oznacza to: 3 mamy indeksowana rodzirzbioréw o znacznikach ze zbioru liczb naturalnytohiej
suma jest (nieskazonym) przekrojem mnogoiowym zbioréw o znacznikach naturalnych (przekroj
odn =1 do nieskdaczondgci A,).

n
by T={1,2,..n - [1 A=(] A=A nA n..0A,
aT k1

Oznacza to: M mamy indeksowana rodzrzbioréw o znacznikach ze zbioru n paowych liczb
naturalnych, to jej przekrdj jest (tym razeni jskaiczonym) przekrojem mnogoiowym zbioréw o
znacznikach z tego zbioru (przekréjlog 1 don A)).



Ill. Wtasnadéci sum i iloczynéw

DA AOUA)

toT T
N (NAOA)
toT OT
AANADA- UADA
ar mT
HANADA - AD( A
ar art
5)A\U A =[] (A\A)

BT  OT
6)A\ [1 A=U (A\A)

BT OT
nUA=NA

gy aT
8) (1A= UA

ay o7

Przypatrzmy i im po kolei

<

(kady ze zbiorow sktadagych s¢ na sum IRZ jest w niej zawarty)
(przekrdj IRZ jest zawarty w kdym/dowolnym ze zbioréw owej IRZ)

(jesli w pewnym zbiorze zawarty jest k@dy ze zbioréw IRZ,
to rowniez suma owej IRZ jest w nim zawarta)

(jezeli pewien zbiér zawarty jest w kdym ze zbioréw IRZ,
to zawarty jest on réwniewn przekroju owej IRZ)

prawa de Morgana

(uogdlnione)

prawa de Morgana
(szczegolne)

Ad 1)

Ad 2)

Dowolny ze zbioréw IRZ (tu: pogrubiony) jest | Czes¢ wspdblna rodziny zbioréw (e%é zakreskowana) jest
zawarty w sumie tych zbioréw (catej rozecie) | podzbiorem dowolnego z jej zbioréw (tu np. pogrulgigo)

Ad 3) Ad 4)
A
A
Kazdy ze zbiorow rodziny jest zawarty w A, Zbiér A jako zawarty w kadym ze zbiorow

to i jej suma jest zawarta w A

— zawarty jest w ich przekroju

Z kolei — jak zostato to juwyzej podane — pozostate 4 wtasoip to prawa de Morgana.

Prawa 5) i 6) — to uogdlnione odpowiedniki dobrie@anych praw de Morgana dlazricy zbiorow:
a) prawo 5) jest uogdlnieniem (na IRZ) prawat (B 0 C) = (A\B) n (A\C),
b) prawo 6) jest uogolnieniem (na IRZ) prawai (B n C) = (A\B) O (A\C).

Z kolei prawa 7) i 8) — to ich uogélnione odpowiddn
c) prawo 7) jest uogolnieniem (na IRZ) prawA:[{ B = A’ n B’
d) prawo 8) jest uogolnieniem (na IRZ) prawA:{ B) = A' O B’




Dowdd (wybranych punktéw, pozostate sprobuj sam wykonavierz; w Ciebie!).
1) Mamy udowodni,ze A (AO U A).
taT taT
Wezmy wiec dowolnetOT i pokamy, ze A O U A,.
taT
Z definicji inkluzji zbioréw, oznacza tae naley udowodné, ze A (x 0 A - xO U A).
X taT
Wezmy wiec dowolnex i pokazmy, zex 0 A — xO U A .
taT
Wezmy wiec x O A (zatazenie) i pokamy, ze wtedyx O | A, (teza), czylize Vx O A, .
tor ar

Biorac pod uwag, zet w A; w zala@eniu brane jest Z, powyzsza teza wprost wynika z prziggo zataenia.

4) Mamy udowodni, ze AAOA - AD (] A.

T aT
Przyjmijmy wiec, ze A A O A (zatazenie). Pozostaje nam przy nim, udowadee A ] A,.
LT taT

Nasze zalzenie — w oparciu o definigjinkluzji zbioréw — maemy rozpisa w nasgpujacy sposob:
AN ANXDOAS XOA)
taT x
Z kolei tez — réwniez w oparciu o definigj inkluzji zbioréw — mana rozpiséa nastpujaco:
AXOA = xO( A)
X ar
Pomyimy teraz, jak od zalenia do§¢ do tezy. Na pierwszy rzut oka warunekt]” nalezy przerzuat do
nastpnika implikacji. Zrébmy to (tym bardziete jest to wykonalne). Zatenie przyjmuje wic posta:
AXOA - xOAxOA), co z kolei (na mocyA xO A, = xO [ A) jest rbwnowane dowodzonej tezie.
X ar O% aT

8) Mamy udowodnt, ze ([1 A)' = U A’ , czyli rowngié¢ dwoch zbioréw.

taT aT
W tym celu musimy udowodéizachodzenie dwoch inkluzji (w rélyzasadyA=B = AOBOBOA).
a) ()
Mamy udowodni, ze (1 A) O U A, czylizeA(xO U A - xO([1 A))

o aT X Wi AT
Wezmy wicc dowolnex. Wtedy wystarczyze udowodnimyzex O U A/ — xO ([1 A,

T @7
czyli innymi stowy,ze przy zataeniux 0 |J A zachodzi tezax 0 (/1 A)".
BT ot
Nasze zalzenie maemy rozpisad w rownowany sposob: Wk 00 A, .
taoT
Z kolei tez mazemy po kolei rozpisado rownowanych jej postaci w nagpujacy sposob (wemy pewnex
— zal@&my, ze takie istnieje /gdytylko dla takich to twierdzenie ma sens/):
xO(A)Y « ~xONA) e ~AXxOA) = V~xOA - VxOA'.
taT aT BT BT iln)

b) ()

analogicznie, jak a), gdymielismy tam réwnowanosci (a nie widciwe implikacje)

UWAGA:
Wsrdd iloczynéw istnieje te pojecie ,uogoélniony produkt kartezjski”. Wykorzystupc go, zamiast tworzy
zbiory uporadkowanych par, &lzie mana tworzy zbiory uporadkowanych tréjek, czworek, ...

lloczyn uogélniony definiujemy w nagiujacy sposob: [T A=A X Ao X ... X A, oo ZROB i
toT
Mozemy wicc mie¢ np.Rx Rx R.

Przypatrzmy si jeszcze paiciu ,punkty kratowe”. Rozumiemy przez nie te punkty kartezjaskim ukiladzie
wspotrzdnych, ktdre maj wszystkie wspétrgdne catkowite. Np. w przypadku dwuwymiarowego uktad
wspotrzdnych, g to te punkty, ktére majobie wspotrzdne catkowite (tak rzine, jak i odgjte).



y
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ZADANIE:
Wykorzystaj pogcie ,punkty kratowe” do omoéwienie zagadnienia feggntacja danych”

IV. Obraz
Definicja
Niechf dziata ZX w Y (f: X = Y) i niechA O X. Obrazentf (A) nazywamy zbiof (A) = {y: V f(x) = y}.
X
Jest to wgc zbidr tych wszystkich obiektow, ktore wartagsciami elementow zbiori:

X Y

TakwecyOf(A) o VI(X) =y.
xOA

Wiasnosci

1) AOB- f(A) Of(B)
2) f(AOB)=f(A) Of(B)
3) f(Umay=Urfn

taT oT
4) f(AnBYOf(A) n f(B) gdy funkcjd jest r&nowartgciowa,
5) f(I1A)O fA) to zamiast inkluzjij

toT aT mamy tu rowgto(=)

Najpierw pokaemy, ze gdy funkcja nie jest pmowartgciowa, to rzeczyvicie maze zachodd tam inkluzja
wihasciwa



Tak wic rzeczywkcie:f (A n B)Of(A) n f(B).

Dowdd (dla przyktadu pktu 2)

Mamy udowodnt réwnas¢ f (A O B) =f (A) O f (B). W oparciu o definig rownaici zbiorow A=B = AOBOB
O A), musimy udowodHi, ze:

1) f(AOBO f(A)Of(B),

2) f(AOBUO f(ADOTfMB).

Ad 2)
Mamy udowodni, ze A (yO f(A) O f(B) - yOf(ADO B))
y
Wezmy wigc dowolney i udowodnijmy,ze jesli y O f (A) O f (B) (zalazenie), toy O f (A O B) (teza).
Rozpiszmy poriej zatlazenie i tez:
- zal@enieyd f(A)Of(B) = yOf(A)OyOf(B) « VI(X)=yOVIi(X)=y

l l XA xiB

z def. sumy zbioréw z def. obrabioru
- tezayOf(AOB) =« V f(X)=y
l)d]ADB

z def. obrazu zbioru

Pokaemy,ze tak otrzymane postaci za@mia i tezy g sobie rownowzne:
VIiX)=yOViX)=y=VXOAOfX)=y)OVEXOBOfX)=y) =

xXOA KB l X X l
Z rozpisania warunku z prawa wyzania kwantyfikatowow
pod kwantyfikatorem w alternatywie

= VXOAOf(X)=yOxOBOf(X)=y) = V(xOAOxOB)Of(X) =y) =
X l X
Z prawa rozdzielrsoi z definicji
koniunkcji wzgtdem alternatywy sumy zbioréw

= VKXOAOBOf(X)=y) = VIi(X=y
X l OACB
z zasady rozpisania warunku

pod kwantyfikatorem

W ten sposéb wykazdlny rownowanos¢ zalaenia i tezy metogl zskpujaco-wstpujaca z ogniwem.
Rownoczénie szukabmy postaci rownowaych zatgeniu (zsgpowaldmy w kierunku do tezy) i tezie
(wstgpowalismy w kierunku do zalzenia) tak, aby je jak najbardziej zblé, a nastpnie za pomag ,ogniwa”



wykazalémy, ze postacie te as sobie rownowzne. Oczywfcie, majc juz to rozpisane, mma by tak
przeformutowé dowdd, aby przybrat on klasyczpost@ zstpujaca (tj. od zatagenia do tezy). Nie oddawato by
to jednak sposobu jego wyprowadzenia.

V. Przeciwobraz
Przypatrzmy & ponizszemu rysunkowi

F(X)

Definicja
Mamy zbioryXi Yi funkcje f: X - Y. W zbiorzef (X) (zawartym oczywicie wY) obieramy sobie dowolny zbiér
B (tj. B O f (X)). Wtedy przeciwobraz zbior definiujemy w nasfpujacy sposéb:

f3B) = {x f(x) OB} (czytezw réwnowany warunek: x1f(B)« f(x) O B).
Przeciwobraz zbiorB jest to wec zbidr tych wszystkich obiektdéw, na ktérych furkgsiaga wartdci w zbiorze
B.

Wiasnosci
1) fHAOB)=f*A) OfB)
2) fHUa)y=Uf"A)

BT ar
3) fHAnB)=fYA) n fYB)
4 N A)=[1fYA)

BT ar
5) fA\B)=fA)\ f(B)
6) f(f(B)=B

7)) fHfA)OA gdy funkcjaf jest r&nowartd@ciowa, to zamiast inkluzjil{) mamy tu réwnéc (=)
C
—— oznaczenia w paszym przyktadzie
B

Przykiad — pokazuagy, ze w zwykle (tj. — w tym przypadku — gdy funkdjanie jest rénowart@ciowa) mamy do
czynienia z inkluzja wiciwa (a wiec nie sprowadzaga sic do rowndgci). Na rysunku wszystkie oznaczenia, jak
powyzej.

f: X - Y

e




V. ROZSZERZENIE

14. Moce zbiorow

Zacznijmy od podania dwodefinicji (aby od razu byto wiadomo o czym mowa):

1) O dwdch zbiorach méwimy,e map rowm moc, gdy g réwnoliczne.

2) Z kolei zbiory g réwnoliczne, gdy zachodzi gdzy nimi bijekcja:
XOYevix O v

f na

ZapisX Y czytamy: zbiéiX jest rownoliczny ze zbioreM

Przyktad

Pokaemy,ze N ON\ {1, 2} za pomoa funkcji (bijekcji) y = x+ 2 ox 0 N (czyt.: 0 argumentach naturalnych, czy
tez — rownowanie — lgdacych liczbami naturalnymi).

N: 1,23,4,56, ...

2222

N\{1,2}: 3,45,6,78, ...

Zdumiewajca rzecz! Masz 2 zbiory, jedeN { {1, 2}) jest umniejszeniem drugiegd() o 2 elementy, a mimo to
maja one tyle samo elementéw. Dlaczego tak jest méwi nas¢pnadefinicja:
Zbiér nazywamy nieskiczonym, gdy jest on réwnoliczny z pewnym swoim gmdeem wigciwym.

Jak widzisz, orzeka onage w przypadku zbioréw nieskozonych, g one réwnoliczne z pewnymi swoimi
podzbiorami wtaciwymi (a aeby zachodzita owa réwnoliczébo— nadal musi zawieéaon nieskdczenie wiele
elementow).

Wiedzc, co to jest zbior nieskozony, zobaczy obecnie co to jest zbiorfakamny.

Definicja:
Zbiér nazywany skiaczonym, gdy nie jest on nieskezony.

Wprowadzenie tej definicji jest konieczne, ze wggi na fakt,ze pogcie odwrotne nie zawsze musi dy
dopetnieniowe do danego. Tu akurat tak jest (adien zbiorze méemy powiedzié ze jest skéczony albo
nieskaiczony; co to znaczy ,albo” juwiesz!). Jednak na przyktad w przypadku funkciik(jwiesz ze szkoty
ponadgimnazjalnej) — mamy funkcje: parzyste, niepste i ,ani-ani” (tj. ani parzyste ani nieparzystérzeba
wigc by¢ bardzo czujnym przy definiowaniu @gj

Zauwamy, ze predykat (czy terelacja) réwnolicznéci zbioréw jest zwrotny, symetryczny i przechodbia
dowolnych zbioréwA, B i C mamy wic:

1. A ATA
A
2. A ROB - BOA
4A), Z(B)
3. A [AOBOBOC) — AOC]

Z(A), Z(B), Z(C)
Oznacza toze relacja ta jest rownownoscia, a zatem dokonuje podziatu wszystkich zbioréw laakabstrakciji.
Definicja
Kazdemu zbiorowi X przyporadkowuje s¢ w spos6b aksjomatyczny (tj: odgorny) ligztkardynalm )_(,
Oznaczajca moc tego zbioru, w nagiujacy sposob: X=Y o X~Y

Zamiast pisa X , stosujemy te réwnowane oznaczeniacard(X), czy te: | X | i czytamy: liczba kardynalna
zbioruX, lub tez: moc zbioruX.



Zobaczmy, jakie smoce przyktadowych zbiorow:

card(//) = 0 (zero jest magzbioru pustego, albo: zbidr pusty ma moc zero)
card{1}) =1

card{3,5}) =2

card(N) =X, (alef zero - liczebrig zbioru liczb naturalnych)
card(R) = C (continuum — liczebni@ zbioru liczb rzeczywistych)

Moc X, maj tez zbiory: liczb catkowitych, parzystych, wymiernych,
Moc C maj tez zbiory punktow tworgcych: odcinek, prost kwadrat, ...

Zajmijmy si; kwesth przeliczalndci.

W zwiazku z tym, przypatrzmy sinastpujacej hipotetycznej sytuacji.

.Kazdemu cztowiekowi dane jestesiirodzt, ale nie dane jest umrze(wiemyze w rzeczywistéci jest inacze;j:
nie kazdemu jest dane siurodzt, ale kademu dane jest umr@ePowiedzmy,ze kady z nich od urodzenia co
sekund& wypowiada koleja liczbe naturala. Liczy wiec: 1, 2, 3, 4, ... Przestaje ligzygdy mu s¢ podoba, lub
wcale nie przestaje licgy. Jaka jest moc zbioru wypowiedzianych przez nikggh?

Otdz, zbiory, o ktérych tu mowa magniet 0, 1, 2, 3, ... elementdéw (gdy przestanie licedpowiednio: zanim
zacznie, po 1. liczbie, po 2. liczbie, po 3. liezhi..), hdz tez X, elementéw. Zbiory o takich wdaie mocach
nazywamy przeliczalnymi.

Albo inaczej: ,Kademu cztowiekowi dane jestesurodzt, ale nie dane jest umrzePowiedzmy,ze w chgu
sekundy jest on w stanie wypowiedzjedna liczlg. Dajemy mu zbiér picioelementowy. Przelicza jego elementy
— zrobi to w5 sekund; zeroelementowy — zero sekund; 1573 elementowy — w 1573 sekund, itd. \Ackady
damy mu do przeliczenia zbior liczb naturalnycho—tez sobie poradzi (do kalej liczby z tego zbioru przedcie
dojdzie ze swym liczeniem).”

,Oficjalna” definicja zbioru przeliczalnego jest naptijaca:
Zbiér nazywamy przeliczalnym, gdy jest skaony lub réwnoliczny ze zbiorem liczb naturalnych.

Sprawamy, czy przeliczalny jest (czy jak kto woli; czysjesmy w stanie ,przelicz§”) zbior liczb catkowitych,

na ktéry sktadaj sic nie tylko liczby naturalne, ale i liczby catkowitgemne (tj. naturalne poprzedzone znakiem
minus) i zero. Otd — da s, ale musimy ustawije w ciag nie ,bez dwdch kecow”, lecz ,z pocatkiem bez
konca”, np. w nasfpujacy naprzemienny sposob: 0,1,-1,2,-233,..

Jego réwnoliczné& ze zbiorem liczb naturalnych ustala rasiaca bijekcja:

z:0, 1,-1, 2,-2, 3,-3, ...

Vovv vy vy

N:1, 2,3, 4,5 6,7,..
Mozna tez wyrazic ja w klasyczny sposob (wzorem):

1 gdyx=0
f(x) = 2X gdy x>0
-X+1 gdyx<O0

Kryterium przeliczalndgci:
Niech dany hdzie niepusty zbidA. Zbior A jest przeliczalny witw, gdy wszystkie jego elemedaj sic ustawt
w ciag nieskdczony.

Dowod
Twierdzenie to jest postaci:
Az [7] - [Ajest przeliczalny~ wszystkie elementi dap si¢ ustawt w ciag nieskaczony |

Wezmy wiec niepusty zbiorA i udowodnijmy réwnowznos¢ z nawiasu kwadratowego, czyli zachodzenie
zastpujacych g dwoch implikacji (zgodnie ze wzoremp 6 Q) « (p - qOq - p)):
a) dowod ,—" (tj. dowdd implikacji w prawo),



b) dowdd " (tj. dowdd implikacji w lewo).

Ad a)

Jeli niepusty zbiorA jest przeliczalny, to albo jest nieslazony albo skaczony:

- w | przypadku sprawa jest oczywista lijebiér A jest przeliczalny i nieskazony — znaczy toze jest
réwnoliczny ze zbiorem liczb naturalnych, a zaterozma ustakk bijekcje miedzy nim a zbiorem liczb
naturalnych, a tym samym jego elementyzmustawé w ciag nieska@czony,

- w Il przypadku — a wic gdy zbidrA jest przeliczalny i skiczony — znaczy toze jego elementy nima
ustawt w ciag skaczony; gdy teraz ostatni z nich powtérzymy nigskamm ilos¢ razy, uzyskamy tym
samym nieskaczony ciag ztozony ze wszystkich elementéw rozieamego zbioru.

Ad b)

Ustawmy elementy niepustego zbidkuv ciag nieskdiczony. Te elementy, ktoreggpowtarzag wyrzucmy (poza

pierwszym pojawieniem siliczac od lewej strony). W ten spos6b uzyskaly ciag nieskaczony (I sytuacja) lub

ciag skaiczony (Il sytuacja) bez powtdrzelementow. W | sytuacji niemy ustak bijekcje migdzy elementami
zbioruA a zbiorem liczb naturalnych, a zatem jest on jwzalny; z kolei w Il sytuacji — zbi6A jako skdiczony
tez jest przeliczalny (zgodnie z definicja zbioru pizaalnego).

Twierdzenie
Kazdy podzhiér zbioru przeliczalnego jest zbiorem peczalnym.

Dowod

NiechA bedzie zbiorem przeliczalnym.
Sa 3 mazdiwosci:

1) A=0

2) A#0OiAjestskaiczony

3) A=#0iAjest nieskaczony

Rozpatrzmy je po kolei.

Ad 1)

GdyA =1, to jego podzbidr tejestl], a jako taki jest skixzony, a co za tym idzie — przeliczalny.

Ad 2)

Gdy A # [0 i A jest skaczony, woéwczas jego podzbiérztgest skaczony, a jako taki przeliczalny (z definicji

zbioru przeliczalnego).

Ad 3)

Gdy A # O i A jest nieskaczony, wowczas — poniewgest to zbior przeliczalny — od razu wszystkiegeg

elementy ména ustawé w ciag nieskaczony. Jéli teraz z tego aigu usuniemy niektére elementy, tak by

zostawe tylko te, ktére naley do rozpatrywanego podzbioru zbickuto wéwczas (po zswtiu pozostatych):

— albo otrzymamy @ig nieskaiczony (a co za tym idzie — za kryterium przelicodtm — oddajcy zbidr
przeliczalny)

— albo otrzymamy aig skaiczony, ale po powtérzeniu ostatniego jego elemaigskaiczom ilos¢ razy — da on
nam cig nieskdiczony, a jako taki (znowu w oparciu o kryteriumgliezalngci) oddajcy zbiér przeliczalny.

Twierdzenie
Suma dwéch zbioréw przeliczalnych jest zbiorem ficzalnym.

Dowdd

Z wzgledu na maliwos¢ pustdci tych dwdch zbioréw, mamy 3 sytuacje (w tym jegaalwojrm):

1) Jeeli obydwa te zbiory & puste — wtedy ich sumaztgest zbiorem pustym (b@ O O = ), a zatem jest
zbiorem przeliczalnym (zbiér pusty jako skaony jest przeliczalny).

2) Jali tylko jeden z dodawanych zbioréw jest zbiorenmsfym, to ich suma jest identyczna z drugim z tych
zbioréw (tj. AD O = A, jak i O B = B —to jest wiénie owa podwdjna sytuacja).

3) Jereli w koncu obydwa te zbioryasniepuste, to (zgodnie z kryterium przeliczaltiabioréw) — ich elementy
mozemy ustawé w ciag nieskdczony:

A aj, ay,as ..., a, ...

B: bl, bz, b3, ...,bn,

Jesli teraz wypiszemy je jak w kolejdoi na ponkszym schemacie

B i o



otrzymamy nagpujacy ciag: aj, by, ap, by, as, bs, ..., a,, by, ...

Jeili teraz wykrélimy z niego kolejne wyapienia danych elementéway, by, as, by, ag-bs, ..., an, by, ...

(dajmy na to jak na powgzym schemacie), a ngghie zsuniemy pozostate elementg, by, by, ..., a,, by, ...

to otrzymamy cig nieskaczony (co kaczy nasz prag, gdyz mozemy juz wtedy zastosowwakryterium
przeliczalngci).

Gdy z kolei okae sk, ze otrzymalimy ciag skaiczony, to (podobnie jak to rokilny juz poprzednio) — bierzemy
ostatni jego element, powtarzamy go nigsiaenie wiele razy i — otrzymawszy w ten sposaély ciieskdiczony —
stosujemy kryterium przeliczaldai.

Twierdzenie
Zbiér liczb catkowitych jest przeliczalny.

Dowod

Tutaj — na pierwszy rzut oka — sprawatsoche komplikuje. Mamy bowiem ag niesk@czony z obydwu stron:
.,-5,-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,5, ...

Jak wic poradzt sobie z jego przeliczaniem?

Odpowiedzi jest nasfpujace ustawienie jego elementéw: 0, 1, -1, 2, 2:33 4, -4, ... i zastosowanie
kryterium przeliczalnéci.

Dowdd tego twierdzenia nioa przeprowadzi rowniez w inny sposéb, a mianowicie odwadgj sk do
poprzedniego twierdzenia. Gt@biér liczb catkowitychZ =Z; 0Z~ = {01,2,...}0{-1,-2,-3,...}, a wkc

jest sum dwdch zbioréw przeliczalnych, a co za tym idzéam jest przeliczalny.

Twierdzenie
Suma dowolnej skixzonej liczby zbiorow przeliczalnych jest zbiorermagdiczalnym.

Dowdd (szkic)

W dowodzie tego twierdzenia peptjemy analogicznie jak w przypadku dowodu poprisgin twierdzenia,
jednak poszczegdlneagi ustawiamy tu w odpowiednio gkszej liczbie linii:

A aj, ay,as ..., a, ...

B: bl, bz, b3, veny bn,

.x: X1y X2y X3y vy Xpy oes
Oczywiscie, mana to zestawienie ggéw zapisa o wiele tadniej (by oddanim fakt,ze mamyk owych cagow) :

Al agg, &g, A3, ..., Ay, -
Ao 8y, Agp, Az, ..., A, ...

A A, A, &a, .-, By -

Wowczas poszczegolne elementy kolejnyaly@iv oznaczonegsdwoma indeksami:
- pierwszy wskazuje z ktérymagjiem mamy do czynienia,
- a drugi — z ktérym kolejnym jego elementem.

Twierdzenie
Suma przeliczalnej ikei zbioréw przeliczalnych jest zbiorem przeliczaimy

Dowdd (szkic)
W tym przypadku pogpujemy analogicznie jak w przypadku dowodu 2 twiemla wczéniejszego, jednak:

1) dochodz nam jeszcze kropki w dét po ostatnim wierszu (bych cagow maze by nawetx,)
2) elementy z nichdsiziemy wypisywa z nich juz w inny sposéb

a) metoda przejftniowa b) metoda kwadratowa c) zta metoda

Aql g1, 20, D15, +..s Bany - A 2211' ah Y3, .y By e Arl &1, Ao, &3, ..., A, -
Ay &51,855, A, ..., gy, .. Ao 2P, Ro3, .-, Aopy --- Aol &y, by, A3, ..., g, ...

Ak: Aty Ay A3y +ey Ay e Ak Aty Aoy A3y -ey Ay e Ak 1y ’ v oeeey Oy eee



W przypadku metody przetniowej (a), jak rownie kwadratowej (b) dojdziemy do kdego z elementdéw
kazdego z wypisanych tu gjow.

Gdybymy jednak prébowali stosowa,zta metod” (ktéra nota benedotychczas byta dobra) pozwoli nam ona
jedynie na wypisanie wszystkich pierwszych elemempdéwyzszych cagoéw, ale na przégie do drugiej kolumny
(czyli juz do drugiego wyrazu pierwszegagu) nie ledziemy mieli szans. Metoda te jestwirzeczywiécie zta.

Twierdzenie
Zbiér Q liczb wymiernych jest przeliczalny.

Dowod
Kk

Zacznijmy od podania definicji zbioru liczb wymigah: Q = {—: kOZ,nO N}
n

Sa to wiec wszystkie utamki, w ktorych licznikach mamy ligzbatkowite, a w mianownikach — naturalne.
Nie mazemy ustawia tych liczb w odwrotnej kolejniei, gdyz wtedy przy k=0 mielibgmy O w mianowniku (co
jest niedopuszczalne), a nigdy w liczniku (co zek@dst pgadane).

Zauwamy nastpnie,ze tak zdefiniowany zbié® mazna przedstawiw postaciQ = UQn ,
nON

gdzie Q, I{E:kDZ}.
n

Poszczeg6In®, sa to wigc zbiory wszystkich utamkéw o ustalonym mianown{kéwnymn). Mamy wic:

le{Q,},‘_llé,‘_Z,__},

11111
01-12 -2
Q2 Ty v v v )
22 2 2 2
itd.
Kazdy ze zbiorowQ, jest przeliczalny. Tak wt zbidr Q = UQn jest przeliczala mnogdcia zbiorow

nON
przeliczalnych, a wic (na mocy poprzedniego twierdzenia) samjést przeliczalny.

Przejdmy obecnie do zagadnienia nieprzeliczatmo
Definicja
Zbior nazywamy nieprzeliczalnym, gdy nie jest pizzliny.

Pojcie to definiujemy, poniewa(jak to podamy kilka stron wczéniej), zbiér przeliczalny — to taki zbior, ktéry
posiada moc co najwigj X,. Matematyka zajmuaga s¢ zbiorami o tego typu mocach nosi miano matematyki
dyskretnej (obejmuje swym zakresem kombinatery#ori grafow, teorie Ramseya, teorie graféw losowych,
kryptologk). Jej nazwa wywodzi siz angielskiego stowdiscrete= ziarnisty, przeliczalny.

Matematyka zbioréw niedyskretnych — to matematysiardw cigtych; nosi ona nazgvanalizy matematyczne;.

Gdy dotychczas operowgny na zbiorach nieskazonych, to zawsze mialy ongdama moc (x%,).
O tym, ze istnieje nieskiczond¢ wyzszego rzdu mowi nam nagpujace twierdzenie:

Twierdzenie
Przedziat liczb rzeczywistych od zera do jedeni@\przedziat (0,1)) jest nieprzeliczalny.

Dowod

Wszystkie liczby z rozpatrywanego zakresu (przedimiabowy (0,1)), to tzw. utamki wkxiwe. W matematyce
mozna je oddéa na dwa podstawowe sposoby: w postaci utamka zwgkiev postaci utamka dzieghego.

Poniej poka&emy,ze bez wzgidu na formg zapisu pocatkowego, kada z liczb z tego przedziatu moa odda w
jednoznaczny spos6b w postaca0a, as as..., gdzie poszczegolng (i O N ) reprezentyj cyfry stopce na
kolejnych pozycjach po przecinku.

Zobaczmy najpierw, jakforme moze przybré liczba zapisana w postaci utamka dzistgo.



1) gdy jest to liczba niewymierna, to od razubie ona dana w wymaganej postacie (niéskenie wiele cyfr
po zerze i nagpujacym po nim przecinku),

2) gdy z kolei lrdzie to liczba wymierna, to mamy kilka alisvosci:
a) gdy kedzie zapisana w postaci utamka skponego — togj rozszerzamy dopisag z prawej strony

nieskaiczenie wiele zer (jak np. w przypadku licz®4 = 0,40000..),
b) gdy bgdzie miata ona nieskezony zapis, to (w przypadku liczby wymiernegdhie on musiat by

1
okresowy (np.g =0,1664..), a wic tez przez nas padany,

c) mozemy st jednak spotkai z liczba postaci0,1999.., ktora tode factojest réwna 0,2 (bo z jednej

strony 1—]6+3—]6[3= 01+0,0333..3=01999.., a =z drugiej strony ta sama liczba
i+i =i+i= 0,2=0,2000Q.. - i to jest wignie dokfadn nik), a wic podamy § w
10 3c~ 1¢c 10 ot y e 4
postaci0,200Q..

Gdy z kolei lgdziemy mié€ liczbe dary przy pomocy utamka zwyklego (tj. z kresktamkowa), to (w wyniku
dokonania dzielenia: licznik przez mianownik) itiwe s3 tylko wyniki wymierne (a wic jak w punkcie 2
powyzej), przy czym w oglle nie otrzymamy wtedy wynikgak w podpunkcie c), gdyaby je otrzymé
konieczne jest wykonanie mienia. Tak wéc i w tym przypadku wszystkie milbwe liczby maj posta
pozadanego przez nas ksztattu.

W ten spos6b pokazény wiec, ze wszystkie liczby z przedziatu (0, 1) sma przedstawiw postaci (g, a, ag
a..., i to zawsze w jednoznaczny sposéb.

(na boku zauwamy jeszczeze liczba 0,9999..=310,3333..= 3G1:3 =1 lezy poza rozpatrywanym przez nas
zakresem, jakim jest przedziat (0, 1)).

Dowdd przeprowadzimy metadnie wprost” . Przyp&my mianowicie ze rozpatrywany przedziat liczbowy
(O, 1) jest przeliczalny. Zgodnie z kryterium pizelnasci — jego elementy (liczby) dagzistawt sig w ciag
nieskaczony:

Uy = 0, Uy Uy Uy ..
u, =0, Up1UpoUagloy. .

U, = 0,ug,U,, UggUsy...

;';1 kazda z liczb z tego przedziatu pojawg s nim tylko 1 raz (bo — jak pokaz&hy wyzej — ma jednoznaczny
zapis w powyszej postaci). Poagj zdefiniujemy liczlk X w oparciu o liczby z powaszego cigu.

1 gdy u, #1

2 gdy y; =1

W liczbie X po przecinku mogsie wiec pojawi jedynie cyfry 1 i 2, ktdra z nich g nai-tej pozycji zaley od
tego, jaka cyfra wyspuje nai-tej pozycji wi-tej liczbie w powyszego cigu (1, gdy nie jest to jedynka, a 2, gdy
jest to jedynka).

Tak wiec na przyktad:

-gdy U, =1,t0 X, =2,

-gdy u,, =5, to X, =1,

-gdy Us, =2, to X3 =1.

Niech mianowicieX = 0, X, X,X;..., gdzie X, = {

Czy liczba X maze pokry si¢ z liczim U,, U, lub U;? Nie, bo z kada z nich r@ni sig zawsze na na-tej
pozycji. Jest to catkiem inna liczba <n@& od tych z powsszego cigu. W ten sposob otrzyméilny sprzeczn&
Z nalazeniem,ze chg ten zawiera wszystkie liczby z przedziatu (0JIgk wiec w przedziale(O,l) liczb jest
nieprzeliczalna iléc.



Twierdzenie

nn
oy ~ (‘E'E) ~R

Dowdd
Pokaemy,ze te 3 przedzialy liczbowe male sam moc (8 réwnoliczne).

nn
a) najpierw pokzemyze (0]1) ~ (—E,E)
W tym celu wystarczy wskazaijekcje zachodzca miedzy tyli zbiorami liczb. Jest ona nagtijaca:

1
f(x)= (X_E) [J7. Pokaemy, ze rzeczywicie tak jest. Rénica w nawiasie oznacza przesuie przedziatu
1 . _ 11 . . )
0D o > w lewo, a wec do przedmah(—z,i) . Gdy teraz kada z liczb z tego przedziatu pomnony przez
. . L T Tl
71, to otrzymamy poszczegélne liczby z przedméﬂ-uz ’E) .
. . . . . ., 7l 71 ., . .
b) obecnie wskaemy bijekcje przeksztatcgia zbior (—E,E) w zbior R . Jest ni funkcja f (X) =tgx.

ylk

NN

NN

v
X

nnn
Funkcja f (X) =tgX przeksztaicajca przedziaI(—E,E) wR.

Wszystkie te 3 zbiory majtaks sama moc, a jako takie (ze wadyh na faktze (0.1) jest nieprzeliczalny — patrz
wczesniejsze twierdzenie) aone nieprzeliczalne.

Definicja

O mocy zbiorR (i kazdego zbioru z nim réwnolicznego) mdiedziemy,ze wynosi ona continuum (czyt:
kontinuum) i oznaczaja bedziemy symbolent.

Twierdzenie
Kazdy nadzbidr zbioru nieprzeliczalnego jest nieprziny.

Dowdd
Dowod przeprowadzimy nie wprost. Zaky mianowicieze ALl B,

/N

A jest a mimo to
nieprzeliczalny B jest przeliczalny.
Otrzymalémy sprzeczn& z (udowodnionym uprzednio) twierdzenieag dowolny podzbiér (tu:A) zbioru
przeliczalnego (tuB) jest przeliczalny (bo u nas akurat jest on nieficzalny).



Twierdzenie
Zbiory liczb rzeczywistych i niewymiernych sieprzeliczalne.

Dowdd.
(0,1) OR zatem i R (jako
l nadzbiér zbioru
nieprzeliczalnego)
nieprzeliczalny jest nieprzeliczalny
QUIQ=R
przeli- | nieprze-

czalny | liczalny

To nie mae by zbiér przeliczalny (bo gdyby byt przeliczalny, poniewa suma dwéch zbioréw przeliczalnych
daje zbior przeliczalny — mieliégny sprzeczn&, bo u nas owa suma jest nieprzeliczalna), zatesh ge
przeliczalny.

Twierdzenie
[a, b] ~ (a,b)

Twierdzenie
Kazdy zbiér nieprzeliczalny zawiera podzbiér mogy

Niechn, mi p oznaczaj liczby kardynalne. Mowimyze n <mwitw, gdy pewien zbiér mocy jest rownoliczny z
pewnym podzbiorem pewnego zbioru maay

>
1
>
(ool
I
S

Z kolei méwimy,ze: N<M < n<mLnN#m

Twierdzenie

XOY - X<Y
(Uwaga! Implikacja w druga strgmie zachodzi — spravido sam, podstawiag np. X :{a} iY :{b, C} ).

Dowdd

Jeli XY, to na zbidiy oprocz elementow zbiotd sktadaj sic jeszcze elementy zbioN\ X . Jali jest to zbior
niepusty, to mamy do czynienia z inkluzja ydava, a j&li z kolei jest to zbiér pusty — to jest to inklazj
niewtasciwa. Sad wiasnie elementdéw zbioru Y jest co najmniej tyle, deneentdw zbioru X (co symbolicznie

zapisujemy wiénie: Y < ?).
Wiasnasci dowolnych liczb kardynalnych

1. Nn=<n (zwrotnag)
2. NnEmMLM< p - N P (przechodniéc)



3. nEmLm<n - n=m (antysymetryczng)

Ostatnia z tych wiasioi nosi nazw: Twierdzenie Cantora — Bernsteina.

Sytuacg; t¢ przedstawia powsszy schemat. 3 mianowicie mamy 2 zbiory i pierwszy z nich ma naie
wieksz niz drugi, a drugi ma moc nie gkisz ni¢ pierwszy, to zbiory te majte sama moc (czyliasréwnoliczne).
Schemat ten odwotlujees{dwa razy, bo w obydwie strony) do definicji pordamia liczb kardynalnychiy< m).

Definicja dodawania liczb kardynalnych
N+ m jest to liczba kardynaing taka,ze L} () (g) (An B=0OUA=nUB=mUALB= p).

Méwi ona: jéli chcesz znasung 2 liczb kardynalnych — znajd? rozhczne zbiory o mocach wyranych tymi
liczbami kardynalnymi, i wtedy wkaie moc sumy tych zbioréwelzie stanowd sune tych liczb kardynalnych.

Zachodz nastpujacewlasndici (okreslanezasady wiaczania — wydczania):
1) AUB=A+B-AnB

2) AUBOC=A+B+C-AnB-AnC-BnC+AnBnC

Mowia one,ze gdy badamy moc sumy zbioréw, to trzeba uadigt fakt, ze mog mie¢ one niepusty przekroj
(czy wrecz niepuste przekroje).

Przypatrzmy i ponzszym rysunkom.
Uzyte w nich symbole +, x i 0 — oznaczaj: liczba wszystkich elementdw, ktére znajdsig w danym polu
odpowiednio zbioru: A, B i C.

1) w przypadku dwoch zbioréw zauwamy, ze chac obliczy AL B, gdy dziemy dodawa Z+§ to

.przeliczymy s¢” o An B (w polu An B podwojnie sumowalimy elementy), a w zwiku z tym
ALOB=A+B-AnB




2) z kolei w przypadku 3 zbioréw surauj,_ﬁﬁé +E - otrzymamy:

Nt

Widzimy, ze powtarzaj sic znaki na przeeciu poszczegoélnych zbiorow (w pold N B - dublup sig znaki + i
x, wpolu An C -znaki+io,awpoluBn C -znakixio). Zkadego z tych p6l usuwamy g po jednym z
tych znakéw (zaznaczone szarym t tlem: w p&n B - znaki +, w poluANn C - znakio, awpollBn C -

znaki x), co oznacza agjie od A+ B+C kolejno liczb: An B, AnC i BnC).
W tym momencie w rozecid [] B [1 C mamy wic wszystkie znaczki +, x i 0, ktére nigsodane na szarym
tle. Widzimy, ze zna]du; SIQ one w kadym z 7 pél owej rozety, z watkiem pola An B n C . Oznacza toze

dotychczasowliczbg A+ B+C AnB-AnC-Bn C musimy zwekszy¢ 0 An Bn C, otrzymujc
tym samymze Al BDC:A+B+C—An B-AnC-BnC+AnBNC.

Niech P bedzie liczky kardynalma skaiczors. Wéwczas zachodamastpujace wiasnasci:

L Xo*tP=Xo
2. Xot Xo=Xo
3. C+p=C
4. C+yx,=C
5. C+C=C

Mozna powiedzié o nich w skrécieze wigksza liczba ,zjada” mniejaz

Inne prawa i wlasndsci:
1. Nie wiadomo, czy istnieje liczba kardynalkaaka,ze Y, <k <C

2. C=2% (komentarz: 1. oznacza tee continuum, to moc zbioru wszystkich podzbiorévozl mocy X, -

zbocz wstecz ,aksjomat zbioru ggowego”; 2. Jdi 2 do jednej mocy daje nam immoc — zatem
otrzymujemy std ponizszy punkt 3)

2X0
3. Istnieje nieskaczona ilé¢ nieskaiczondci: Y, < 2% < Z(ZXO) <2 <.

Komentarz: to zapewne jestjdrugi szok dla Ciebie w tym paragrafie!

— z pierwszym miale do czynienia gdy dowiedzidlesie, ze zbior mae mig identyczm ze swoi
podzbiorem wiéciwym /na przyktad zbior liczb catkowitych ze zhéon liczb parzystych, cléo
intuicyjnie czutg, ze tych drugich jest przede razy mniej/, a wgc ze intuicyjne inne moce redukugic
do jednej i tej samej;

- z drugim szokiem spotykaszg¢stapewne teraz, gdy dowiadujesz szegd odwrotnego —ze liczb
kardynalnych okréajacych moc zbioru nieskmzonego jest nieskozenie wiele; poprzez fakt



ustawienia ich waig nieskaiczony — jak na razie widzimge jest ich co najmniej przeliczalna dfo(a
moze jakd inna kategoria okéa ilos¢ nieskaiczongci?!).

Na koniec opiszmy jeszcze ciekawe zagadnieniehptelu Hilberta

Jest to hipotetyczny hotel (w rzeczywigtbnie istnieje!), w ktérym jest nieskozenie wiele jednoosobowych

pokoi, numerowanych kolejnymi liczbami naturalny@iwiec: 1, 2, ...).

Zaktadamy przy tymze w hotelu tym pracuje bystry (pod wgdém matematycznym) recepcjonista.

Ponizej rozpatrzymy kilka hipotetycznych sytuacii.

1) Wszystkie pokojeszagte. Do hotelu przyjalzaja 2 osoby. Czy znajdziegsdla nich w tym hotelu miejsce?
Odpowied: tak. Wystarczy tylko kadego z dotychczasowych @b przesua¢ do pokoju o numerze o 2
wigkszym, a zwolnione w ten sposéb pierwsze 2 pokgezmaczy na owych 2 nowych dgai.

2) Znowu wszystkie pokojeaszagte. Tym razem do hotelu przy@za jednak nieskiiczenie wielu géci. Czy i
tym razem uda sidla nich znal& w nim miejsce?
| tym razem odpowiedjest pozytywna. Trzeba jednak najpiervid@go z dotychczasowych @b umiescic w
pokojach o numerach2 razy ekszych (zwolnimy wszystkie pokoje, a zapelimy jeidyte, ktére maja
parzysty numer). Zwolnione w ten sposéb pokoje menach nieparzystych (jest ich nieskmenie wiele)
mozemy przeznaczydla nieskéaczenie wielu przybytych nowych ga.

3) Z hotelu, w ktdrym wszystkie pokoje gagte wyjezdza 5 dotychczasowych lokatoréw. Czy recepcjonissa je
w stanie wykazasie przed widcicielem,ze jest tak obrotnyze i wtedy ma petne obtenie hotelu?
| tym razem odpowiedjest pozytywna — wystarczy bowiene kedzie ,dobijapc do lewej” zajmowat wolne
pokoje gé¢mi z kolejnych pokoi o wyszych numerach.

4) A —w koncu — co kdzie gdy z w petni zajego hotelu wyjedzie nieskozenie wielu géci? Tutaj sprawa nie
jest jw jednoznaczna. Gdy bowiem wyjadvszyscy gécie oprdcz trzech — toedzie znacz§, ze 3 gaci
pozostatlo, a nieskozenie wiele pokoi jest wolnych. Me sk jednak zdarz§, ze po wyjechaniu
nieskaiczenie wielu géci (np. tych z pokoi o nieparzystych numerach) hetelu nadal pozostanie ich
nieskaiczenie wielu (w tym przypadku — w pokojach o nurshrparzystych), a bystry recepcjonista w takiej
sytuacji mae wykaza sie przed widcicielem peta zagtoscia hotelu (w tej sytuacji przydzieky kazdemu
gosci pokdj o numerze 2 razy mniejszym).

Co wynika z tych dywagacji? Bardzo prosta sprawa:

1) X, + 2 =X,, ogolnie:X, + p =X,

2) X, + X, = X,

3) X, -5=X, ogolnie:X,-p =X,

4) X, - X, to ,symbol nieoznaczony” (spotkat@z sie z takim pogciem w szkole ponadgimnazjalnej!).
Jeli bowiem mazemy uzyska tu rowne wyniki (w rozwzanych przypadkach: 34,; ogoélnie: p iX,).

15. Algebra Boole’a i izomorfizm systemow

Jak zapewne dobrze pageisz, kade prawo z teorii mnogoi mozna zapisé& w jezyku rachunku zda jak
rowniez na odwr6t — kade prawo rachunku zdanozna zapisé w jezyku teorii mnogéci. Oznacza toze midzy
tymi systemami (rachunkiem ztlateoria mnogdaci) zachodzi izomorfizm. Okazujegsednak,ze istnieje jeszcze
inny system izomorficzny z kdym z nich (co daje name wszystkie te 3 systemy #/zajemnie izomorficzne).
Mowa tu o tzw. algebrze Boole’a — systemie algatzraym opisujcym tzw. uktady przekzapce.

Jego wprowadzenie i omOwienie tutaj jest jak najb@j na miejscu, jakae wprowadza on nowe nagzia,
pomocne przy dokonywaniu przeksztataezy dowodoéw w kadym z pozostatych systeméw izomorficznych z
nim. Narzdziem tym jest mianowicie siatka Karnaugha

Od razu zauwany tu, ze jeden Q) zbiér dzieli uniwersuntJ na 2 podzbioryAi A'.

A U]

Ay

Gdy dodamy drugi zbiérB) — podzieli on tak zbidA, jak i zbiérA’ na dwie czsci (odpowiednio:; bdaca w B i
nie kedaca w B, czyli bedaca w B’), w wyniku czego bdziemy mi& ich juz 4:



A B
An B =A\B oznacza: ,b§Ainie by B”
AnB oznacza: by Aiby¢ B”
. A n B=B\A o0znacza: ,nie byAiby¢ B”
AnB AnB oznacza: ,hie by A i nie by B”

Gdy z kolei dodamy trzeci zbi6CJ — to analogicznie podzieli on #@e z tych 4 pdl na 2 egci (odpowiednio:
bedaca w C i nie bgdaca w C, czyli bedaca w C), w wyniku czego hdziemy mie ich juz 8.

AnB'nC’

Zauwga, ze:

1) otrzymal8my tu wszystkie maiwe kombinacje wysipien A, B i C bez priméw i z primami,

2) dowolne 2 gsiednie pola (na przyktad4gce na przegciu zbioréw A i B, a zaznaczone tu szarym ttem),
sumup sig do analogicznego pola wyznaczonego w oparciu loi@y :

AnBnC)OANBNC=AnBn(COC)=AnBnX=AnB

1

Z prawa rozdzielnii przekroju Z prawa: Z prawa:
wzgledem sumy zbioréw AOA =X An X=A
Xn(YO02)=XnYOXnZ
jednak stosowanego w drug
strore i z podstawieniami:
zaX:AnB,zaY:Cizaz.C

Efekt jest wec satysfakcjonuicy. Niestety na tym poziomieeson kaiczy. Stworzenie bowiem analogicznego
rysunku dla czterech zbioréw na ptaszarg za pomog okregow jest ju: niewykonalne.
Tutaj whanie w sukurs przychodzi nam algebra Boole’a z ggpop i siatkami Karnaugha.

Zacznijmy jednak od poatku. Algebra Boole’a opisuje elektryczne uktadyedgzznikowe.
Wyobrazmy sobie ukiady elektryczne jak na rysunkach pejni



1)
a~ b _~-

+O O -

Mamy tu do czynienia z uktadem elektrycznym z dwamnzehcznikami ustawionymi szeregowo. Uktaddzie
zamknkity (co zasygnalizuje nadwiecaca sk zarowka), jéli oba przedczniki beda zamkngte. W rachunku zda
sytuacg taka opisalibymy a L b. W notacji algebry Boole'a opiszemy ja jednakb (lub po prostu:ab), gdy:
w miejsce koniunkcji ) z ktéra mielimy do czynienia w rachunku zflastosujemy tu znak maenia (] ktory
czytamy ,razy”) i w zwizku z tym ledziemy mowé, ze mamy tu do czynienia z mieniem (czy te z
iloczynem) zamiast (jak to byto w rachunku #ifjl&ze mamy do czynienia ,z koniunkgj

Bedziemy przy tym stosowazapis:
a - na oznaczenie faktiae przefcznik a jest whczony (zamkrity)

5 - na oznaczenie faktie przejcznik @ jest wyhczony (otwarty)
Fakt,ze przehcznik @ jest whczony, lzdziemy zapisywatez a =1, a fakt,ze jest wyhczony:a=0.

Funkcja przeptywu pidu: F = alb, jako iloczyn (koniunkcjaj i b przyjmuje wartéci opisane potisz tabelk
mnazenie (0 wiele prostamiz tradycyjnal):

0]0 |1
0]0 O
110 |1

Méwi ona,ze funkcjaF przyjmie warté¢ 1 (oznaczajca: prad ptynie”, co zasygnalizowane zostagwgecaca Sic
zaréwika), witw gdy obydwa przektzniki beda wtaczane (tj. zamkate).

2)
a
b
/
+O O—

Tu z kolei mamy do czynienia z ukladem elektryczreysiwoma przelcznikami ustawionymi rownolegle. Uktad
bedzie zamknity (co zasygnalizuje namwiecaca st zaréwka), jéli co najmniej jeden przetznik kedzie
zamknity. W rachunku zda sytuacg taka opisalibymy al_ b, tu (a algebrze Boole’a) napiszemgt+b i
powiemy, ze mamy do czynienia z san{dodawaniem) zamiast (jak to bylo w rachunkumdae mamy do
czynienia ,z alternatyw. Funkcja przeptywu pdu: F =a+b, jako suma (alternatywad i b przyjmuje
wartaici opisane porisz tabelly dodawania (o wiele prostgniz tradycyjnal):

+ 10 |1
0]0 |1
111 |1

Mowi ona, ze funkcjaF przyjmie tu warté¢ 1 (oznaczajca: prad plynie”, co zasygnalizowane zostafwiecaca
sig zarOwka), witw gdy co najmniej jeden przgiznik bedzie whczony (tj. zamknity).

Mozemy wiec powiedzi€, ze w paragrafie tymdulzie nas interesowaozmieszczenie przgiznikdw i to, jak si
wtedy zachowuyj uktady elektryczne.



3)

\° \°

+O O —
Funkcg przeplywu zapiszemy tu= = a[ﬂb+c) (bo, aby uktad byt zamkety, musi by a orazb lub C).
Widzimy, ze oznacza taze mysi by @ i b lub @ i C, co daje nam ukiad:

a b
s
a: c 1 - 0znacza tu spezenie przeicznikow
| ' (razem ,chod), sa jak gdyby
- - ' ze sob pokczone
+ O O -

czyli opisany funkcj: F =alb+alc. Obydwa te uktady przetzapce g sobie rownowzne. Oznacza tae w
ten sposo6b otrzymaliny réwna¢ (jedno z praw algebry Boole'ag [ﬂb+ C) =ald+alc. Jest ono identyczne
ze znanym z algebry (szkolnej!) prawem rozdzigthannazenia wzgédem dodawania (i takiez nazwe nosi w
algebrze Boole’a!). Dla nas istotniejsze jest jédra jest ono izomorficzne (przypomnij sobie, co taay!) z
nastpujacym prawem rachunku zfla p D(q Dr) -~ pUqUpUr. Zapewne sam zauwges to juz

wczesniej, gdy omawiamy oba w/w schematy elektryczne. Przypuszczamy ez powodu)ze tego typu
izomorfizm istnieje nie tylko w w/w przytoczonymzyktadzie, ale i w catej algebrze Boole’'a. Wykagaly juz
izomorfizm teorii mnogéci i rachunku zd& Z przechodniéci wtasndgci zomorfizmu systeméw” (co jest
oczywiste, a jako takie nie wymaga dodatkowego dcrenia), poniewa

- teoria mnogéci jest izomorficzna z rachunkiem zda

- arachunek zdajest izomorficzny z algehBoole’a,

wnosimy,ze rowniez teoria mnogéci jest izomorficzna z algepBoole’'a.

Tak wiec np. odpowiednikiem w/w omawianych witasooalgebry Boole'a a[ﬂb + C) =—al+alc)i
rachunku zda ( p D(q U r) ~ pUqgUpUr), wteorii mnogéci jest oczywicie:
An(BOC)=(AnB)O(ANC).

To, co tu przeczytatejest bardzo wene. Okazuje si bowiem,ze zamiast uprawtawiele dzialéw matematyki,
wystarczy zné sie tylko na niewielu z nich, w pozostatych wiedzi® co chodzi” (jaka jest interpretacja i natura
omawianych w nich obiektow), wiedZiektére z ktorymi g powiazane relag izomorfizmu i zné operacje na
jednym z nich. Trzeba byprzy tym ,ekspertem tego systemu”.

Jest to tym bardziej przydatne, jak® czsto okazuje gi ze wiele operacji na jednym systemie jest (przy pomo

wypracowanej na jego gruncie aparaturyjddociazliwych, a wykonywania analogicznych operacji natsgse

do niego (z nim) izomorficznym jestjuardzo proste (wkmie dzkki wypracowanej na jego gruncie aparatury).

Powiedzmyze mam udowodiéi AN (B O C) =(An B)O(An C), ajestem znavacalgebry Boole'a. Jak za

jej pomoa mog; udowodné powyzsza rownas¢. Ot&z s mianowicie dwie metody tego typu pgsbwania:

1) Zauwaamy, ze w izomorficznym systemie algebry Boole’a prawumte odpowiada prawo
a[ﬁb+ C) =alb+alct. Dowodz wicc je (na gruncie algebry Boole’a) i na koniec staiEam: poniewa
systemy ,algebra Boole'a” i teoria mna@d’ sa izomorficzne, a wykazalny prawdziwdé prawa
a[ﬂb+ C) =alb+alc¢ na gruncie algebry Boole’a, ¥d i rOwnowane mu prawo w teorii mnogoi, jakim
jest zachodzenie rowsd AN (B O C) =(An B)O (AN C), jest w niej (teorii mnogai) prawdziwe.

2) Roéwniez spostrzegamyze w izomorficznym systemie algebry Boole’a prawuteorii mnogdéci postaci
An (B ] C) =(An B)O(An C) odpowiada prawo algebry Boolea[ﬁb+ C) =alb+alt, ktérego



to dowod przeprowadzamy, a ngsiie wzorujc Sk na nim — wykonujemy analogiczny dowod
odpowiadajcego mu prawa z teorii mnogm.
Kazde z tych podéf jest jak najbardziej poprawne, a co najniajsze — bardzoayteczne.

Jednak, aby przeprowadzdowdd prawa algebry Boole’a (potrzebny chabia do realizacji dowolnego z
powyzszych dwéch sposobow)ediziemy positkowa sie odpowiednikiem diagraméw Venna w teorii mnégjo
jakim w algebrze Boole’a jest tzw. siatka Karnau@tmyt: karnota).

Gdy w uktadzie przetznikowym mamy tylko 1 prze¢znik (a widciwie 1 typ przedcznika, bo w uktadzie mie
Sig on przecie powtarzg, jak to miato miejsce w ostatnim ukladzie, i towsdnie czy z negagj/zaznaczan
kreska u gory/ czy te bez negacji) — wowczas siatka Karnaughad{ba odpowiednikiem sytuacji jak na
pierwszym diagramie w tym paragrafie), ma pésta

4
l przeicznik wylczony
przehcznik whczony

Podobnie, jak w tamtym diagramie Venna, tak i tunpadwa pola. PolomA i A' na diagramie odpowiadg;

odpowiednio kratkia i aw siatce.

Z kolei drugiemu diagramowi z niniejszego paragr@fdzie mielimy dwa zbioryA i B wyznaczajce 4 pola),
odpowiada siatka Karnaughazte 4 polach, wyznaczonych odpowiednio przez dwikikoy (@ i a) i dwa
wiersze 0 i b). Wyglada wiec ona naspuijaco:

a a

b

b

W siatkach Karnaugha moa opuszczaoznaczenia kolumn czy wierszy dokonywane za paniter z negacj
(belka u géry), przyjmuic, ze i tak wiadomo ktére z pohgego typu — te mianowicie, ktére nie sznaczone
analogiczna liter bez owej negacji (belki u géry). W zygku z tym powysz siatke mazna tez (i tak kedziemy
juz robi¢) odd& w nastpujacy sposob:

a

b

Poszczegoblne pola oznacgaj niej:

a
blab| p
ab | ab

|

Tutaj mamyaj), a wic iloczyn negacji, a nie negadjoczynu (to dwie rane rzeczy!

— negacja iloczynu wygtla bowiem nagpujaco: a_[ﬂ) i oznacza wszystkie pola poza polamnb .

Zauwa, ze pola te odpowiadajposzczegolnym polom z drugiego diagramu Vennga paragrafu.



Przy 3 zmiennych (czy: przgiznikach) mamy 8 pol na siatce Karnaugha:

a

Cc

W takiej sytuacji - gdy dane oznaczenie zmigabejmuje wgcej niz jedna koluma czy jeden wiersz — ich ogét

bedziemy obejmowéaklamra lub (jak to robimy w teg kshzce) pogrubieniem brzegu obejmowanycfwierszy

czy kolumn.

Obszary poszczegélnych zmiennych ustawiarte sak:

— by sk nawzajem przecinaty

- by obejmowaty swym zakresem potewatego obszaru (zostawdajdrugs potowe na zmienn dopetnieniovy
—np. dlaa bgdzie toa).

Jakoze zmienna b obejmuje swym zakresem tylko jedenswierw jej przypadku tego typu oznaczenie (pry

pomocy klamry lub pogrubienie) nie jest konieczne,

Zauwamy, ze w powyszej siatce obsza jest niespdjny. Mzemy jednak wyobrazisobie,ze jest ona zwirita

w walec (prawy brzeg jestadzony z lewym) i wtedy d@lzie juz on spdjny, a nam przy takim wyobemiu tatwiej

bedzie przeprowadZaza jej pdrednictwem réne operacije.

Inna uwaga: przestawitem @ i b miejscami w stosunku do poprzedniej siatki. Nietmaajmniejszego
znaczenia. Wane jest jedynie, aby to, aby zaznaczatam, gdzie wyznaczyiny dla niego miejsce,
analogicznie pozostale zmienne.

Przy 4 przejcznikach lrdzie to juz wygladato nastpujaco:

a

c

Tym razem mgemy sobie wyobrazj ze rbwnoczénie sklejone g
- prawy i lewy bok, by obsza@l byt spojny,
- gO6rnaidolna kraedz, by z kolei obszacC byt spojny.

W tym momencie dokondliny wiec czegé za pomog siatki Karnaugha, co nie bylo wykonane za posmoc
diagraméw Venna. 4 zbioréw nie v byto oddé na ptaszczinie tak, by wyznaczatly 16 pdl powtsatyc Hz
maksymalnego ich przegia. W przypadku 4 zmiennych obejrcych okrélone polana siatce Karnaugha = ju
tak. NA tym s¢ wiasnie zasadza przewaga tego systemu (algebry Boat@d)innymi izomorficznymi z nim
(teoria mnogéci z diagramami Venna i rachunek adzez jakiejkolwiek reprezentacji graficznej).

Gdyby nam przyszio kiedyrozwaza¢ uktad 5-cio przeicznikowy, wéwczas stosowna siatka wadgtaby
nastpujaco:

C C

Tu przy przeksztalceniach warto wyobkagobie ze czs¢ é jest usadowiona nad (w Il wymiarze)eseia €.



Gdy z kolei mielibgmy ukfad 6-cio przefcznikowy — siatka przybrataby naptjaca posté:

€ e
a a
b b
f d d
c c
a a
b b
T d d
c C

Widzimy, ze w tych dwéch ostatnich przypadkach:
- siatka nie jest juspéjna (,w jednym kawatku”),

- iz tego wzgtdu dalémy oznaczeniee i f , aby st nie poguht.

W przypadku tworzenia tych siatek, analogicznietfakyto w przypadku diagraméw Venna
- - gdy tam wychodgc np. od diagramy z 2 przecinaymi sk zbiorami chciemy otrzyma& diagram z
przecinagcymi sk 3 zbiorami, dzielismy kazde pole na dwie g#ci (ktére dodatkowo okétaly: ,jest w
nowym zbiorze” lub ,nie jest w nowym zbiorze”),
- -takitu:
- wychodzac od siatki dla 2 zmiennych z 4 polami (tu celowpreerysowanych szerogaach),

a

- dzielimy kade z tych pél na dwie egci, co automatycznie wyznacza nam obszagtghijzech zmienn:

(o

c
Obecnie zastanowimyesiw jaki sposob oddawane sbiekty na siatkach Karnaugha.

Na siatce dla 2 zmiennych (czy: typach pggehikdw) mamy 4 pola¥ 22):

a

b 40 O
Zaznaczono tua (owalem obejmujcym 2 pola — potowwszystkich) iba (okregiem obejmugcym 1 pole —
czwarta cgs¢ wszystkich).




Przy 3 zmiennych (czy: typach przetnikéw) mamy 8 pol € 23) na siatce Karnaugha:

baO

@)

Cc

Na siatce tej

- @ zaznaczono okgiem obejmuicym 4 pola (a wédc 2 razy wecej niz powyzej, ale nadat potowwszystkich),
- ba - owalem obejmugym 2 pola (czyli znowu 2 razy wiej niz powyzej i nadal czwast czes¢ wszystkich),
-i alc - okregiem obejmujcym jedno pole (6smczesé wszystkich).

Przy 4 zmiennych (czy: typach przetnikéw) mamy ja 16 pél (= 24):

a

e}
OO

C

Na siatce tej

- 5 zaznaczono owalem obejmaym 8 pdl (a wéc 2 razy wecej niz powyzej, ale nadal potowwszystkich),
- ba — okregiem obejmuicym 4 pola (czyli znowu 2 razy wegej niz powyzej, ale nadal czwaatczes$é
wszystkich),

- a&: — owalem obejmuagym 2 pola (czyli znowu 2 razy wgej niz powyzej i nadal 6srp czes¢ wszystkich),

- orazalcd — okrgiem obejmujcym jedno pola (szesnastzesé wszystkich).

Mozna tez spojrz€ na to zagadnienie z drugiej strony i powiedzie:
- uzycie wszystkich typow przetznikdw opisuj wszystkie pola
- a dodanie kadego nasipnego — podwaja liczbopisywanych nimi pél.

Dopowiedzmy tu jeszczee:

- ukfad zawsze zatzony (bez wzgldu na ustawienie przgiznikow) opisywdé bedziemy okegiem czy
owalem obejmujcym cah siatke Karnaugha (&dzie tak np. gdy w ukitadzie tymethzie obejcie uktadu
przehcznikéw ,sztywnym” podczeniem — jak na pokszym rysunku po lewej stronie)

- ukfad zawsze roztzny (bez wzgldu na ustawienie przgiznikéw) opisywa bedziemy pust siatka
Karnaugha (bdzie tak na przyktad, gdyetizie w nim ,sztywna” przerwa — jak na pészym rysunku po
prawej stronie).

a_~ -

0 )




Zobaczmy, jak rozpisajsie na tej siatce elementy niespdjne

a

v

U

T WU N
NG

~

—

C

Mamy tu naniesione nagtujace elementy:

aCa - element na rysunku ztony z 2 czsci,

wyobrazamy sobie jakoby byty sklejone goérny i dolny brzeg

- dE: - element na rysunku ztony z 2 czsci,

wyobrazamy sobie jakoby byty sklejone lewy i prawy brzeg

56 - element na rysunku ztony z 4 czsci,

wyobrazamy sobie jakoby byly sklejone wszystkie brzegi
(zarazem gory i dolny, jak i prawy i lewy)

Obecnie zajmiemy siprawami obowizujacymi w algebrze Boole'a. Jake algebra Boole’a jest systemem
zaksjomatyzowanym, jej prawamda (migdzy innymi) wszystkie jeaksjomaty. Poznajmy ich list
kazdy z przeacznikow mae miet wartas¢ 0 lub 1

1)
2)
3)
4)
5)
6)
7
8)
9)

10) alblcl0=0
11) atb+c+0=a+b+c

12) ala=0

13) a+a=1

14) a=a

15) alb+alc=alfo+c)

16) (a+b)(a+c)=a+bc

a=1- a=0 (negagj jedynki jest zero)

a=1oa=0 (negacy zera jest jedynka)
alb=bla (mnazenie jest przemienne)
at+b=b+a (dodawanie jest przemienne)

alalalal...l[a=a

(czynniki powtarzajce znosz sig)

atat+at+a+t+..ta=a (skladniki powtarzajce s¢ znosa sig)

alblcll=alblc

(pomnaenie dowolnego wytania przez 1 nie zmienia jego wakti)

alblc+1=1 (dodanie jedynki do dowolnego wyemnia daje jedynk)

(pomnaenie przez 0 dowolnego wymnia daje 0)
(dodanie zera do dowolnego wyeaia nie zmienia jego walai)

(iloczyn wyraen przeciwnych daje 0)

(suma wyraen przeciwnych daje 1)

(podwdjna /lub ogdlnie: parzysta liczba/ negaigjiznosi)
- jest to | prawo dystrybuciji

Ponizej wykazemyze jest ono prawdziwe, przedstaw@pa dwdch siatkach Karnaugha odpowiedniclew
prawg strore tej rowndaci i sprawdzajc czy obrazyj te same pola, tj. sytuacje /oddane na nich sihtkac

kropkami/)

A

0

c

=

»

C

Poniewa lewa strona rownii, to suma — zatem na odpowiagaj jej lewej siatce ,kropkujemy” pola

objete co najmniej jednym naniesionym na alementem.

Poniewa prawa strona rowrigi, to iloczyn — zatem na odpowiadeg]j jej prawej siatce ,kropkujemy” pola
objete kazdym z dwu naniesionych naarelementow.
Poniewa pola ,zakropkowane” na tych siatkach pokryasi — zatem (tésamdciowo) prawdziwa jest

sprawdzana rowrso.

Sprawdzamy jego zachodzenie:
L=(atb)(a+c)=(a+tb)la+(a+tb)lc=al(a+b)+cl(a+b)=ala+alb+cla+clb=(*)

|

|

- jest to 1l prawo dystrybuciji

|

'

z 15) stosow. w Il stran
(od prawej do lewe))

z4)

z 15) stosow.
w Il strore

z6)i8)ala=a=all
i stos. 4) do dwoch ost. wyr




(*) =all+alb+alc+blic=al(l+b+c)+blc=all+blc=a+blc=P

z 15) z 5) i 8) stosow. do z 8)
wyraz. W nawiasie

17) (a+b)+c=a+(b+c) -jestto prawodczndici dodawania
18) (alb)lc=al(blc) - jest to prawodczndici mnazenia

Oprocz aksjomatow w algebrze Boole’a mamy jeszcze:
- reguly podstawowe,

- reguly pomocnice

- iprawa de Morgana

ktore po kolei tu podamy i omowimy.

Requily podstawowe

R1) a+a=a+b
Prawo to (odpowiednio jego lewa i prawa strona)rambwane jest pozszych siatkach (lewej prawej):

ban bOaCD

Prawo to jest wic prawdziwe. Chac je udowodni w formalny sposébbedziemy s¢ odwotywa do tyclze siatek
— w jaki sposob mma od lewej przéf do prawej. Widzimyze w tym celu trzeba po kolei:

1. w lewej siatce podzieli owal na 2 okegi: ab i ab,
2. dublujemy okeg ab, bo na prawej siatce na tym polu owalersichodz (dublui to pole),
3. 2 okrgi z wierszab (ab i &) taczymy w owalb i analogicznie pogpujemy z okeégami z kolumnya

(ab i ab) taczac je w owala.
Przedstawiony powagj sposéb przeksztatcania lewej siatki do pravagpsse dla nas schematem przeksztatcenia
lewej strony réwnéci do prawej (dodatkowo klamrami @bp poszczegdlne punkty z powszych rozwaan):

L=a+a=-al+a=ab+b)+a=ab+ab+a =ab+ab+e+ab=a(b+b)+(a+a)b=(*

- AN AN J
Y Y Y

1. 2. 3.

(" =all+llb=a+b=P

-
3.-c.d.

R2) ab+b=a+b

Prawo to dotyczy tych samych sytuacji (identyczam zagte) co w prawie R1), z tyrze inny jest ukiad
elementow z lewej strony réwe (czy rownowanie: siatki Karnaugha):

a

a
b (> boo
o)




Z analogiczn sytuacj mamy do czynienia w przypadku dwoéch rastych praw:
R3)at+ab=a+b

a a
bO& bOO

R4) ab+b=a+b

bo& bC_DO

Reguly pomocnicze

RP1) (a+b)(a+b)=b

a a
b@ b [

Czes¢ wspdlna tych dwoch ,rewolweréw” z lewej siatki, dwal z prawej siatki

Formalny dowaod:

L=(a+b)a+(a+b)b=aa+bb+ab+bb=0+b(a+a+b)=b=P
\_Y_I
1
1

RP2)(a+b)(c+d)=ac+ad+bc+bd
RP3)alb+cld =(a+c)(a+d)(b+c)(b+d)

Prawa de Morgana
P1)abc=a+b+c
P2)a+b+c=able
P1) abc=a+b+c

P2)a+b+c=allt

Prawo P1’) powstato z prawa P1), a prawo P2’) raava P2) poprzez zanegowanie obu stron réuwirio
zniesieniu podwdjnej negacji z lewej jej strony.



Optymalizacja uktadow przelaczajacych

Rozpatrzmy nagpujace zadanie 1
Dany jest ukiad przetznikdéw jak na poriszym schemacie.

O +

a/ b / a/ Zauwa, ze nie ma
tu zaréwki, jako
elementu nie

b/ E/ b / ﬂvﬁgf Sjra;:(ggn?l?éw
</
5 -

Obrazuje on funkej F = ab+bc+ ac
Ktéra na siatce Karnaugha prezentugevsinas¢pujacy sposob:

a
b [ > 0

D) -

Cc

a po optymalizacji nieformalnej (a ¢d jedynie ,rysunkowej) — jak poiej:
a

b C

L/ —

Cc

Czyli otrzymujemy funkaj zoptymalizowan do nastpujacej: F'= c+ab.
| tym mazemy narysowézoptymalizowany schemat:

O +

e/ 2/
b/

o~
Ktory jest zdecydowanie prostszy od poprzedniegdukcja 7 przetznikéw do 3!).



Positkupc sk siatkami Karnaugha niemy dokoné przeksztatcenia funkck kofunkcji F:
- najpierw rozbijamy elemerab,

- hastpnie dublujemy elemermba ,
- i w koncu sklejamy je wszystkie do post&ci

F =ab+bc+ abc = ab(c+c) + bc+ abc = abc+abc + be + abc +abe = ab(c + ¢) + be + be(a+a) = (%)
— 4
Z rozpisania 1-ki zdublowatiy

(*) =ab+bc+bc=ab+(b+b)c=ab+c=F'

Rozpatrzmy z kolezadanie 2
Mamy zoptymalizowé uktad:

o]

d
I
c b Zauwa, ze:
- znikrety znaki + i— (gdzie ktéry jest nie jest tu iste)n
- nie ma ,klapek” przejcznikdw, a nazwy przetznikow
| | wpisujemy w dziug danego przetznika (optymalizuje i
" M ! to rysunek i utatwia wykonanie go)
a a a b
b ¢
| I

o |

Z tego schematu spisujemy funké, a nastpnie (poprzez wymnanie) przeksztalcamy jdo sumy iloczynow,
ktéra to postaumazliwi nam naniesienie jej na siatiarnaugha.

F =d(c(a+ab)+b(ac+b)) = d(ac+abc+abc+b) = acd +abcd +abed +bd = (*)

\ J
Y

W oparciu o siatkwiemy, ze najlepiej tak je patzy
(wtedy podhany poziomy owal wchionie 2 mate aki)

b \

Cc

*) = acd +Ba(ac+50 +1) = ‘acd +bd - jest to optymalna forma beznawiasowa (5 przaikéw).



Ma ona naspujaca realizagj: Wyciagniecie wF za nawiasa da namF = (EC +B)H oraz schemat;

O O
w ktérym mamy jedynie 4 przgdzniki,
| |7—| wobec 5 z notacji beznawiasowej
i 9 z pocatkowego schematu.
a b a b

Ponadto przygdajac sk tym dwém
| | schematom, widzimye prawy mana
otrzym& z lewego poprzez wyggniecie

powtarzagcego s¢ d (robilismy juz tak
zresz4 na pocatku tego paragrafu,
omawiapc w p.3) ,zmiksowany” schemat
a réwnolegto-szeregowy

I

-/ O
o|
(@]

L.

@) O
Zadanie 3

a) Udowaodnij formalnie,ze funkcja dana na porszej lewej siatce jest rowna z funkgprzedstawioa na
prawej siatce.

b) Dokonaj rownie optymalizaciji tej funkciji.

a a

Ad a)

Gdybymy nie musieli roki tego formalnie, to wystarczytby ,rzut oka”, by zmzy¢, ze na obydwu tych siatkach
zaznaczoneaste same pola, co kozylo by ju rozwiazanie zadania.

Postawione zadanie sprowadzadd wykazaniaze ac+ab+bc+bc+abc=a+bc+abc.

Patrzac na siatk (lewa) widzimy, ze musimy rozli elementbC, a nasgpnie pohczy¢ wszystkie elementy z
zakresua (otrzymupc z nich catea).

grupujemy elementy @ i wyciagamy a przed nawias
_ — _ . _4 — .
L =ac+ab+bc+bc+abc=ac+ab+bc+ ba+ bca+alc=a(c+b+bc+lx)+bc+abc = (*)
_J _H—J__ ~ _H—’_ o
=bcd=Dbc(a+a) =b(c+c)=bd=b
(*) =a(c+b+b)+bc+abc=a+bc+abc=P
H_}




Przypatrzmy sijeszcze raz powygzym siatkom. Widzimyze uklad zoptymalizowany (jak na paszej siatce)

"E Tle

c

mozna otrzyma z lewej siatki, 4czac jej niezacieniowane elementy w kodb:

L =ac+ab+bc+bc+ab= a((_: +b +5) +bc+bc=a+bc+bc - forma zoptymalizowana
Vo A
=1
te elementyEzymy w a ——
=1
Gdybysmy z kolei chcieli otrzymaowa forme zoptymalizowan z prawej siatki, to wéwczas musielioyy
podzielk koto @ na obszary jak na prawym rysunku, zdubléyemo lewy dolny rég (elemer@hc ),pofaczyé go

z elementenBbC oraz podczyé ze sol wszystkie elementy z pola w koto a (byta by to wec bardziej
skomplikowana procedura).

Zadanie 4
Dana jest funkcja = ab(cd + cd) + abc + a(bad + abcd) . Dokonaj jej optymalizaciji (do postaci
beznawiasowej i nawiasowej).

Zadanie to sprobuj wykohaam (zaznajomikesie juz z kilkoma przyktadami), przy czym musisz rozpacge od
~ymnozenia nawiasoéw”, by méc na siatkanost kota i owale.

Zadanie 5
Zapisz funkc§ podam ponizsz tabeh i dokonaj jej optymalizacji (zarbwno do postaciwiasowej, jak i
beznawiasowej).

wartasci zmiennych warte
funkcji F

-
T

0

OINO (OB WIN|F-
RRRPRO|lO|O|0o|X

RO |OrR|IR|OlOoK

R|o|r|o|r|o|rk|o|N
Rk o|k|k|lo|k

W tabeli tej zmienne reprezentuje poszczegolne pygghcznikdéw. Stan przetznika (whczony — wyhczony)
jest oddawany warfgia danej zmiennej (odpowiednio: 1 i 0). Z kolei wattéunkcji F na danym zestawie
wartasci zmiennych wskazuje czy na odpowiadgim im ustawieniu przetznikéw pad plynie (warté¢ F = 1),
czy nie (warté¢ F = 0).

Tak wiec na przyklad tabela ta podaje:

1. wwierszu 1 <ze przy wszystkich przetznikach wyiczonych pad nie ptynie (wartéc F = 0),

2. wwierszu 2 e przy wyhczonych przeicznikach x i y, a zatzonym z, pgd ptynie (warté¢ F = 1).
W uktadzie elektrycznym pd wiec ptynie, gdy warté¢ funkcji F = 1. Definiujemy wec funkci F jako sung
zestawow przy ktérych funkcfa oshga wartéé¢ 1: F = Xyz+ Xyz+ Xyz+ Xyz+ Xyz.



Nastpnie uklady te umieszczamy na siatce Karnaugh& dtaiennych (jednak oznacaajje niea, bi c, leczx, y
i 2).

Q
O o

z

Optymalizujc 2 dolne elementy¢zymy z lezacymi bezpérednio nad nimi (jak to zaznaczongzacymi je
odcinkami), arodkowy element z gérnej linii nioa pohkczy¢ ze zdublowanym jegasiadem leacym po lewej
lub po prawej stronie (optymalizacja nie jesteviu jednoznaczna, dla przyktadu decydujemynsi pohczenie z
lewym sisiadem, jak to zaznaczono przerywanym odcinkiem).

W ten sposo6b otrzymujemy= = Xz + xz+ Xy = X(Z+ Yy) + X2 (po ostatnim znaku réwsoi — w formie
nawiasowej).

R I S S R S I I S kkkhkkkhkkhkkhkkh*k*

DZIALY W PRZYGOTOWANIU:

16. Elementy lingwistyki matematycznej i teori
automatow

Lingwistyka matematyczna, to dziat matematyki zgjoy sk ...

17. Elementy mereologii

|. Zbiory dystrybutywne a kolektywne. Relacja bycmscia
2. Mocna i staba zasada uzupetniania

3. Fuzja mereologiczna

4. Fuzja a kres gorny

5. Struktury mereologiczne

6. Suma, iloczyn i dopetnienie mereologiczne

7. Mereologie atomowe i nieatomowe

8. Struktury mereologiczne a algebry Boole'a

9. Filtry w strukturach mereologicznych

10. Twierdzenie Stone'a



