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Logika Matematyczna

I rok J¦zykoznawstwa i Informacji Naukowej UAM
Semestr Letni 2004�2005

W semestrze letnim roku akademickiego 2004�2005 omawiany b¦dzie Klasyczny Rachunek Predy-
katów � zob. Sylabus Logika Matematyczna umieszczony na stronie:

www.logic.amu.edu.pl/sylabusy.html

[podano tam tak»e zalecan¡ literatur¦]. Skrótu KRP u»ywamy dalej zamiast wyra»enia klasyczny rachunek
predykatów.

Jedn¡ z wykorzystywanych w wykªadzie technik b¦dzie metoda drzew semantycznych. Rozwa»am mo»li-
wo±¢ umieszczenia na stronie internetowej Zakªadu Logiki Stosowanej UAM plików zawieraj¡cych kilka-
dziesi¡t szczegóªowo omówionych przykªadów zastosowania tej metody. Materiaª ten to fragment notatek
do rozdziaªu III przygotowywanego (wspólnie z p. dr Izabel¡ Bondeck¡-Krzykowsk¡, Zakªad Logiki Mate-
matycznej UAM) skryptu Metoda drzew semantycznych w klasycznym rachunku logicznym. Oto spis tre±ci
planowanego skryptu:

I. Preliminaria matematyczne

II. Klasyczny rachunek zda«

III. Klasyczny rachunek predykatów

IV. Wªasno±ci metalogiczne

V. Zastosowania

VI. Zadania.

Materiaª rozdziaªów I oraz II jest Pa«stwu znany z wykªadów Wst¦pu do matematyki oraz Logiki ma-
tematycznej odbytych w semestrze zimowym roku akademickiego 2004�2005. Materiaª rozdziaªów IV i V,
nieco bardziej zaawansowany, nie b¦dzie Pa«stwu potrzebny do egzaminu. Wybrane zadania z rozdziaªu VI
omawiane b¦d¡ podczas zaj¦¢.

Wspomniane pliki zawieraj¡ nast¦puj¡cy materiaª:

krp311.pdf : o budowaniu drzew semantycznych w KRP;

krp322.pdf : tautologie KRP;

krp333.pdf : speªnialno±¢ (semantyczna niesprzeczno±¢) zbiorów formuª j¦zyka KRP;

krp344.pdf : wynikanie logiczne w KRP;

krp355.pdf : KRP z identyczno±ci¡.

Podr¦czniki w j¦zyku polskim wykorzystuj¡ce (ró»ne odmiany) metody drzew semantycznych to np.:

Mordechai Ben-Ari: Logika matematyczna w informatyce. Wydawnictwa Naukowo-Techniczne, Warszawa
2005.

Maªgorzata Por¦bska, Wojciech Sucho«: Elementarne wprowadzenie w logik¦ formaln¡. Pa«stwowe Wy-
dawnictwo Naukowe, Warszawa 1991.

Polecenia godna jest tak»e domena calculemus.org, gdzie w Lectorium Profesora Witolda Marciszewskiego
znale¹¢ mo»na materiaªy dydaktyczne wykorzystuj¡ce metod¦ drzew semantycznych.
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1. O skªadni i semantyce KRP

Poni»ej podajemy, w mo»liwie najbardziej zwi¦zªy sposób, podstawowe de�nicje dotycz¡ce j¦zyka klasy-
cznego rachunku predykatów, najwa»niejszych poj¦¢ skªadniowych i semantycznych. Wzorujemy si¦ na
odpowiednich de�nicjach podanych w:

Tadeusz Batóg: Podstawy logiki. Wydawnictwo Naukowe UAM, Pozna« 2003 (strony 109�112 oraz 238�
261).

Igor A. �awrow, �arisa L. Maksimowa: Zadania z teorii mnogo±ci, logiki matematycznej i teorii algorytmów.
Wydawnictwo Naukowe PWN, Warszawa 2004 (strony 85�89 oraz 95�96, a zwªaszcza przypis tªumacza
na stronach 87�88).

Pierwsza z tych pozycji jest dost¦pna (w liczbie kilkudziesi¦ciu egzemplarzy) w Bibliotece Instytutu
J¦zykoznawstwa UAM. Pozycja druga zostaªa przez pisz¡cego te sªowa zgªoszona Bibliotece jako zalecana w
dydaktyce prowadzonej w Instytucie J¦zykoznawstwa UAM.

1.1. Skªadnia j¦zyka KRP

Niech I, J,K b¦d¡ dowolnymi zbiorami. Rozpatrzmy alfabet Σ = Σ1 ∪ Σ2 ∪ Σ3 ∪ Σ4 ∪ Σ5 ∪ Σ6, gdzie
Σ1 = {x0, x1, x2, . . .} � zmienne indywiduowe,
Σ2 = {Pni

i }i∈I (ni ∈ N ) � predykaty,
Σ3 = {fnj

j }j∈J (nj ∈ N ) � symbole funkcyjne,
Σ4 = {ak}k∈K � staªe indywiduowe,
Σ5 = {∧,∨,→,¬,↔, ∀, ∃} � staªe logiczne,
Σ6 = {, , (, )} � symbole pomocnicze.

Pni
i nazywamy ni-argumentowym predykatem, f

nj

j nazywamy nj-argumentowym symbolem funkcyjnym,
symbol ∀ nazywamy kwanty�katorem generalnym, a symbol ∃ kwanty�katorem egzystencjalnym. Symbole: ∧
(koniunkcja), ∨ (alternatywa),→ (implikacja), ¬ (negacja) i↔ (równowa»no±¢) znane s¡ z wykªadu semestru
zimowego.

Zbiór σ = Σ2 ∪ Σ3 ∪ Σ4 nazwiemy sygnatur¡. W dalszym ci¡gu mówi¢ b¦dziemy o pewnej ustalonej
sygnaturze σ.

Wyra»eniem j¦zyka KRP nazywamy ka»dy sko«czony ci¡g symboli alfabetu tego j¦zyka.
De�nicja termu j¦zyka KRP jest indukcyjna:

(i) wszystkie zmienne indywiduowe xn oraz wszystkie staªe indywiduowe ak s¡ termami;

(ii) je±li t1, . . . , tnj s¡ dowolnymi termami, to wyra»enie f
nj

j (t1, . . . , tnj ) jest termem;

(iii) nie ma innych termów (j¦zyka KRP) prócz zmiennych indywiduowych oraz staªych indywiduowych
oraz tych termów, które mo»na skonstruowa¢ wedle reguªy (ii).

Formuª¡ atomow¡ j¦zyka KRP nazywamy ka»de wyra»enie postaci Pni
i (t1, . . . , tni), gdzie t1, . . . , tni s¡

dowolnymi termami.
De�nicja formuªy j¦zyka KRP jest indukcyjna:

(i) ka»da formuªa atomowa jest formuª¡;

(ii) je±li A jest dowoln¡ formuª¡, to wyra»enia ¬(A), ∀xn (A), ∃xn (A) s¡ formuªami;

(iii) je±li A i B s¡ dowolnymi formuªami, to wyra»enia (A) ∧ (B), (A) ∨ (B), (A) → (B), (A) ↔ (B) s¡
formuªami;

(iv) nie ma innych formuª (j¦zyka KRP) prócz tych, które mo»na utworzy¢ wedle reguª (i)�(iii).
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Wyra»enie A w dowolnej formule o postaci ∀xn (A) lub o postaci ∃xn (A) nazywamy zasi¦giem odpowied-
niego kwanty�katora.

Zmienna xn wyst¦puj¡ca na danym miejscu w formule A jest na tym miejscu zwi¡zana, je»eli jest ona
podpisana pod którym± z kwanty�katorów lub te» znajduje si¦ w zasi¦gu jakiego± kwanty�katora, pod którym
podpisana jest równie» zmienna xn.

Je»eli zmienna xn, wyst¦puj¡ca na danym miejscu w formule A, nie jest na tym miejscu zwi¡zana, to
mówimy, »e jest ona na tym miejscu wolna w A.

Mówimy, »e xn jest zmienn¡ woln¡ w A wtedy i tylko wtedy, gdy przynajmniej na jednym miejscu
zmienna ta jest wolna w A.

Formuªy nie zawieraj¡ce »adnych zmiennych wolnych nazywamy zdaniami (j¦zyka KRP).

1.2. Semantyka j¦zyka KRP

Nazwiemy interpretacj¡ j¦zyka o sygnaturze σ dowolny ukªad 〈M, σ,4〉, gdzie M jest zbiorem, a 4
funkcj¡ (funkcj¡ denotacji) o dziedzinie σ, która przyporz¡dkowuje:

• ka»dej staªej indywiduowej ak element 4(ak) ∈ M ;

• ka»demu predykatowi Pni
i relacj¦ ni-argumentow¡ 4(Pni

i ) ⊆ Mni ;

• ka»demu symbolowi funkcyjnemu f
nj

j funkcj¦ nj-argumentow¡
4(fnj

j ) : Mnj → M .

Wtedy strukturami relacyjnymi sygnatury σ s¡ dowolne ukªady 〈M,4[σ]〉, gdzie 4 jest funkcj¡ denotacji,
a 4[σ] oznacza ci¡g (indeksowany elementami zbioru I ∪ J ∪K) wszystkich warto±ci funkcji σ. Je±li M =
〈M,4[σ]〉 jest struktur¡ relacyjn¡, to M nazywamy uniwersum M.

Warto±ciowaniem zmiennych w uniwersum M nazywamy dowolny niesko«czony przeliczalny ci¡g w =
〈wn〉 elementów zbioru M . Gdy

w = 〈wn〉 = 〈w0, w1, . . . , wi−1, wi, wi+1, . . .〉
jest warto±ciowaniem w M oraz m ∈ M , to przez wi

m oznaczamy warto±ciowanie
〈w0, w1, . . . , wi−1,m, wi+1, . . .〉.
Je±li t jest termem sygnatury σ, 〈M,4[σ]〉 struktur¡ relacyjn¡ sygnatury σ oraz w = 〈wi〉 jest warto±-

ciowaniem zmiennych w M , to warto±¢ termu t w strukturze 〈M,4[σ]〉 przy warto±ciowaniu w, oznaczana
przez 4w(t) okre±lona jest indukcyjnie:

• gdy t jest zmienn¡ xi, to 4w(t) = wi;

• gdy t jest staª¡ ak, to 4w(t) = 4(ak);

• gdy t jest termem zªo»onym postaci f
nj

j (t1, . . . , tnj ), gdzie t1, . . . , tnj s¡ termami, to
4w(t) = 4(fnj

j )(4w(t1), . . . ,4w(tnj )).

Mo»na pokaza¢, »e warto±¢ termu przy danym warto±ciowaniu zmiennych zale»y jedynie od warto±ci
nadanych przy tym warto±ciowaniu zmiennym wyst¦puj¡cym w rozwa»anym termie.

Niech M = 〈M,4[σ]〉 b¦dzie struktur¡ relacyjn¡ sygnatury σ, w warto±ciowaniem w M , a A formuª¡
sygnatury σ. De�nicja relacji M |=w A speªniania formuªy A w strukturze M przez warto±ciowanie w ma
nast¦puj¡c¡ posta¢ indukcyjn¡:

(a∗) M |=w Pni
i (t1, . . . , tni) wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzi

4(Pni
i )(4w(t1), . . . ,4w(tni));

(b∗) M |=w (A) ∧ (B) wtedy i tylko wtedy, gdy M |=w A oraz M |=w B;

(c∗) M |=w (A) ∨ (B) wtedy i tylko wtedy, gdy M |=w A lub M |=w B;

(d∗) M |=w (A) → (B) wtedy i tylko wtedy, gdy nie zachodzi M |=w A lub zachodzi M |=w B;

(e∗) M |=w ¬(A) wtedy i tylko wtedy, gdy nie zachodzi M |=w A;
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(f∗) M |=w ∀xi (A) wtedy i tylko wtedy, gdy M |=wi
m

A dla ka»dego m ∈ M ;

(g∗) M |=w ∃xi (A) wtedy i tylko wtedy, gdy M |=wi
m

A dla pewnego m ∈ M .

�wiczenie. Podaj de�nicj¦ dla przypadku M |=w (A) ↔ (B).
Je±li M |=w A dla ka»dego warto±ciowania w, to mówimy, »e formuªa A jest prawdziwa w M i piszemy

wtedy M |= A. Piszemy M 6|=A, gdy nie zachodzi M |= A. �atwo pokaza¢, »e gdy A jest zdaniem (tj.
formuª¡ bez zmiennych wolnych), to A jest prawdziwa w M wtedy i tylko wtedy, gdy M |=w A dla co
najmniej jednego warto±ciowania w. Mówimy, »e zdanie A jest faªszywe w M, gdy nie jest ono prawdziwe w
M.

Tautologi¡ (klasycznego rachunku predykatów sygnatury σ) nazywamy ka»d¡ formuª¦ (sygnatury σ),
która jest prawdziwa we wszystkich strukturach relacyjnych (sygnatury σ).

Je±li M |= A dla wszystkich A ze zbioru Ψ, to mówimy, »e M jest modelem Ψ i piszemy M |= Ψ. Mówimy,
»e A wynika logicznie z Ψ wtedy i tylko wtedy, gdy ka»dy model Ψ jest te» modelem {A}.
Uwaga terminologiczna. W polskiej literaturze przedmiotu terminów struktura relacyjna, system relacyjny
oraz struktura algebraiczna u»ywa si¦ wymiennie. Gdy sygnatura nie zawiera predykatów, to mówimy o
algebrach, gdy za± sygnatura nie zawiera ani staªych ani symboli funkcyjnych, to mówimy o strukturach
relacyjnych czystych.
Uwaga notacyjna. W dalszym ci¡gu b¦dziemy u»ywa¢ pewnych, powszechnie stosowanych, uproszcze« no-
tacyjnych. Omówione zostan¡ one podczas wykªadów.

1.3. Uniwersa Herbranda

Podane wy»ej poj¦cia semantyczne nale»¡ do standardu logiki matematycznej. Omawiana na wykªadzie
metoda drzew semantycznych czyni u»ytek z podstawieniowej interpretacji kwanty�katorów. Zwi¡zane s¡ z
ni¡ pewne szczególne interpretacje j¦zyka KRP.

Je±li S jest dowolnym zbiorem formuª j¦zyka KRP (ustalonej sygnatury), to przez uniwersum Herbranda
dla S rozumiemy zbiór HS okre±lony indukcyjnie nast¦puj¡co:

(i) je±li staªa indywiduowa ak wyst¦puje w jakiej± formule ze zbioru S, to ak ∈ HS

(ii) je±li t1, . . . , tnj s¡ dowolnymi termami nale»¡cymi do HS , to f
nj

j (t1, . . . , tnj ) tak»e nale»y do HS , dla
dowolnego symbolu funkcyjnego f

nj

j .

Je±li w formuªach z S nie wyst¦puje »adna staªa indywiduowa, to warunek (i) de�nicji zbioru HS za-
st¦pujemy warunkiem: ak ∈ HS dla dowolnie wybranej staªej indywiduowej ak.

Je±li w formuªach z S wyst¦puje co najmniej jeden symbol funkcyjny, to HS jest zbiorem niesko«czonym.
Uniwersum Herbranda dla danego zbioru formuª S jest zatem zbiorem wszystkich termów bez zmiennych

utworzonych (z u»yciem symboli funkcyjnych) ze staªych indywiduowych wyst¦puj¡cych w formuªach zbioru
S.

Interpretacj¡ Herbranda dla zbioru formuª S nazywamy interpretacj¦ 〈HS ,∆S〉 speªniaj¡c¡ nast¦puj¡ce
warunki:

∆S(ak) = ak dla dowolnej staªej indywiduowej ak nale»¡cej do HS ;

∆S(fnj

j (t1, . . . , tnj )) = f
nj

j (t1, . . . , tnj ) dla dowolnych termów t1, . . . , tnj nale»¡cych do HS .

Modelem Herbranda dla zbioru formuª S nazywamy ka»d¡ interpretacj¦ Herbranda dla S, w której
prawdziwe s¡ wszystkie formuªy z S.

Zauwa»my, »e uniwersa Herbranda tworzone s¡ z wyra»e« j¦zyka KRP.
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1.4. Zbiory Hintikki

W metodzie drzew semantycznych wykorzystuje si¦ tak»e podany ni»ej wa»ny Lemat Hintikki.
Niech S b¦dzie dowolnym zbiorem formuª j¦zyka KRP (ustalonej sygnatury). Mówimy, »e S jest zbiorem

Hintikki, wtedy i tylko wtedy, gdy zachodz¡ nast¦puj¡ce warunki:

(i) je±li A jest formuª¡ atomow¡ bez zmiennych wolnych, to A nie nale»y do S lub ¬(A) nie nale»y do S

(ii) je±li (A) ∧ (B) nale»y do S, to A nale»y do S oraz B nale»y do S

(iii) je±li (A) ∨ (B) nale»y do S, to A nale»y do S lub B nale»y do S

(iv) je±li ∀xn (A) nale»y do S, to A(ak/xn) nale»y do S, dla ka»dej staªej indywiduowej ak

(v) je±li ∃xn (A) nale»y do S, to A(ak/xn) nale»y do S, dla co najmniej jednej staªej indywiduowej ak.

W powy»szych punktach (iv) oraz (v) wyra»enie A(ak/xn) jest wyra»eniem powstaj¡cym z formuªy A
poprzez zast¡pienie w niej wszystkich wolnych wyst¡pie« zmiennej xn staª¡ indywiduow¡ ak.
Lemat Hintikki. Ka»dy zbiór Hintikki ma model.

Dowód Lematu Hintikki podany zostanie w rozdziale IV skryptu. Jego znajomo±¢ nie b¦dzie wymagana
na egzaminie.

2. Propedeutycznie o metodzie drzew semantycznych

Uwagi tego punktu maj¡ charakter jedynie tymczasowy, w zwi¡zku z planowanym umieszczeniem niniej-
szych notatek na stronie internetowej Zakªadu Logiki Stosowanej UAM, dla ewentualnego po»ytku studentek
i studentów. Pozwol¦ sobie doda¢, »e w przygotowaniu (do umieszczenia na wymienionej stronie internetowej)
s¡ tak»e odpowiedzi do zestawów egzaminacyjnych z Logiki Matematycznej z lat akademickich 2000�2001,
2001�2002, 2003�2004 oraz 2004�2005.1 Materiaªy te zawieraj¡ nieco standardowych zada« dotycz¡cych
zastosowa« metody drzew semantycznych w klasycznym rachunku zda«.

2.1. Drzewa w logice

Drzewa to grafy pewnej szczególnej postaci. O grafach mówiono Wam na zaj¦ciach ze Wst¦pu do ma-
tematyki. Z ró»nego typu grafami oraz drzewami spotykali±cie si¦ Pa«stwo tak»e na wykªadach ze Wst¦pu
do j¦zykoznawstwa. Ka»de z Was ma te» swoje drzewo genealogiczne; niektórzy si¦ nimi szczyc¡, inni si¦ ich
wstydz¡, wi¦kszo±ci to oczywi±cie zwisa.

2.1.1. Drzewa � kilka de�nicji

W rozdziaªach II oraz III przygotowywanego skryptu wykªad ma charakter propedeutyczny, natomiast w
rozdziale IV prezentacja podlega wi¦kszym rygorom ±cisªo±ci. Podamy teraz podstawowe de�nicje dotycz¡ce
drzew, jako pewnych konstruktów matematycznych. W dalszej cz¦±ci niniejszych notatek, tj. w podrozdzi-
aªach III.1.�III.5. stosowane b¦d¡ pewne uproszczenia, omawiane na bie»¡co.

Grafem nazywamy dowoln¡ par¦ 〈X, R〉, gdzie X jest zbiorem, a R jest podzbiorem X ×X. Elementy
zbioru X nazywamy wierzchoªkami, a elementy zbioru R kraw¦dziami grafu 〈X,R〉.

Drzewem (o korzeniu x0) nazwiemy ka»dy ukªad 〈X,R, x0〉 taki, »e:

• 〈X,R〉 jest grafem;
1W roku akademickim 2002�2003 studentki i studenci w Instytucie J¦zykoznawstwa UAM mieli przyjemno±¢ nie ogl¡da¢

pisz¡cego te sªowa, w zwi¡zku z jego wyjazdem sªu»bowym. Tak»e w roku akademickim 2005�2006 studentki i studenci w IJ
UAM b¦d¡ mieli podobn¡ przyjemno±¢.
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• x0 jest elementem R-najmniejszym w X;

• R jest przechodnia w X;

• R jest asymetryczna w X;

• R ka»dy element zbioru X − {x0} ma dokªadnie jeden bezpo±redni R-poprzednik.

Niech D = 〈X, R, x0〉 b¦dzie drzewem o korzeniu x0.

Li±¢mi drzewa D nazywamy wszystkie te jego wierzchoªki, które nie maj¡ R-nast¦pników.

Je±li (x, y) ∈ R jest kraw¦dzi¡ w D, to x nazywamy przodkiem y, a y nazywamy potomkiem x.
Je±li (x, y) ∈ R − R2 jest kraw¦dzi¡ w D, to x nazywamy bezpo±rednim przodkiem y, a y nazywamy
bezpo±rednim potomkiem x.

Ka»dy podzbiór zbioru wierzchoªków drzewa D, który jest uporz¡dkowany liniowo przez R nazywamy
ªa«cuchem w D. Ka»dy ªa«cuch maksymalny (wzgl¦dem inkluzji) w D nazywamy gaª¦zi¡ w D.

Pniem drzewa D nazywamy cz¦±¢ wspóln¡ wszystkich gaª¦zi D.

Rz¦dem wierzchoªka x nazywamy moc zbioru wszystkich potomków x. Rz¦dem drzewa D jest kres
górny rz¦dów wszystkich wierzchoªków drzewa D.

Drzewo D jest sko«czone, je±li zbiór jego wierzchoªków jest sko«czony. Drzewo D jest niesko«czone,
je±li zbiór jego wierzchoªków jest niesko«czony. Drzewo D jest rz¦du sko«czonego, je±li jego rz¡d jest
liczb¡ sko«czon¡.

Ka»de drzewo, w którym ka»dy wierzchoªek nie b¦d¡cy li±ciem ma najwy»ej dwóch bezpo±rednich po-
tomków nazywamy drzewem nierozwojowym. Ka»de drzewo, w którym ka»dy wierzchoªek nie b¦d¡cy
li±ciem ma dokªadnie dwóch bezpo±rednich potomków nazywamy drzewem dwójkowym.

Wa»nym twierdzeniem, wykorzystywanym w metodzie drzew semantycznych jest nast¦puj¡cy:
Lemat Königa.

Je±li D jest drzewem rz¦du sko«czonego i dla ka»dej liczby naturalnej n w D istniej¡ ªa«cuchy o co
najmniej n elementach, to D ma ªa«cuch niesko«czony.

Mówimy, »e 〈Y, Q, y0〉 jest poddrzewem drzewa 〈X, R, x0〉, gdy:

1) Y ⊆ X oraz

2) 〈Y, Q, y0〉 jest drzewem o wierzchoªku y0.

Gra�czne reprezentacje drzew s¡ rysunkami, na których wierzchoªki (jako± znakowane � punktami,
liczbami, formuªami, itd.) poª¡czone s¡ liniami, odpowiadaj¡cymi kraw¦dziom. Przy tym, je±li 〈X,R, x0〉
jest drzewem, to na rysunku zaznaczamy tylko kraw¦dzie nale»¡ce do R − R2 (przy tym, poprzedniki R
umieszczane s¡ nad nast¦pnikami).

Dla przykªadu, poka»my dwa rysunki drzew:
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(1)

©©©©
HHHH

(2)

(3)

(4)
©© HH

(5)

(6)

♠

(7)

(8)

(9)

♣

(10)

(11)

(12)
©©© HHH

(13)

(14)

♦

(15)

(16)

♥

W tym drzewie s¡ cztery gaª¦zie, zaczynaj¡ce si¦ w korzeniu drzewa (wierzchoªek oznaczony przez (1)) i
ko«cz¡ce si¦ li±¢mi drzewa: ♣, ♦, ♥ oraz ♠. Pie« drzewa jest tu zbiorem jednoelementowym: {(1)}.

(1)

(2)

(3)

(4)

©©© HHH
(5)

(6)

(7)
©© HH

(8)

(9)

(10)

(11)

(12)

(13)

(14)

(15)

(16)

(17)

W drzewie powy»szym s¡ trzy gaª¦zie, zaczynaj¡ce si¦ w korzeniu drzewa (wierzchoªek oznaczony przez
(1)), ko«cz¡ce si¦ li±¢mi: (9), (15) oraz (17). Pie« drzewa stanowi¡ wierzchoªki o numerach: (1), (2), (3)
oraz (4).

Wspomnijmy na marginesie, »e dla dowolnego drzewa mo»na liniowo uporz¡dkowa¢ wszystkie jego wierz-
choªki (odpowiednio je koduj¡c). Wiele algorytmów kombinatorycznych mo»e mie¢ zastosowanie w metodzie
drzew semantycznych.

W rozdziaªach II i III skryptu, w zwi¡zku z ich propedeutycznym charakterem, b¦dziemy u»ywali sfor-
muªowa« intuicyjnych, przyjaznych dla Humanistek.2 W rozdziale IV metoda drzew semantycznych zostanie
opisana beznami¦tnym j¦zykiem fachowym.

2U»ywany passim w tych notatkach zwrot Humanistka (zawsze z du»ej litery!) nie ma pejoratywnego znaczenia. Stosujemy
to okre±lenie na wyra¹ne, stanowcze i szczere (?) »yczenie naszego audytorium.
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2.1.2. Drzewa syntaktyczne

Drzewa syntaktyczne s¡ reprezentacjami budowy skªadniowej formuª. Jak pami¦tacie Pa«stwo z wykªadów,
formuªy u»ywane w j¦zykach logiki s¡ jednoznaczne skªadniowo.

Rozwa»my na przykªad formuª¦, która od lat zajmuje pierwsze miejsce na li±cie najwa»niejszych aplika-
cyjnie tautologii w Instytucie J¦zykoznawstwa UAM:3

((p → q) ∧ (¬p → q)) → q

(zgodnie ze zwyczajem, piszemy ¬p zamiast ¬(p)). Jej budowa skªadniowa reprezentowana jest w powy»szym
zapisie przez nawiasy. Mo»e by¢ tak»e reprezentowana poprzez drzewo. W wierzchoªku umieszczamy spójnik
gªówny formuªy, a poszczególne wierzchoªki drzewa znakowane s¡ albo spójnikami gªównymi kolejnych pod-
formuª rozwa»anej formuªy, albo formuªami syntaktycznie prostymi � w tym przypadku, zmiennymi zda-
niowymi p oraz q. Zauwa»my, »e te ostatnie s¡ li±¢mi drzewa:

→
©©©

HHH

∧
©©© HHH
→

©©HH
p q

→
©©HH¬

p

q

q

Inn¡ jeszcze reprezentacj¡ drzewow¡ rozwa»anej formuªy b¦dzie drzewo, w którego korzeniu umieszczamy
caª¡ wyj±ciow¡ formuª¦, a w poszczególnych pozostaªych wierzchoªkach � jej podformuªy:

((p → q) ∧ (¬p → q)) → q

©©©©
HHHH

(p → q) ∧ (¬p → q)

©©© HHH

p → q
©©HH
p q

¬p → q
©©HH¬p

p

q

q

Ka»da z powy»szych reprezentacji ma swoje odpowiedniki np. w analizach skªadniowych wyra»e« j¦zyków
naturalnych: prosz¦ wspomnie¢ np. drzewa dependencji, drzewa skªadników bezpo±rednich, itp.

2.1.3. Drzewa dowodowe

Jak pami¦tamy z wykªadów, dowodem (w danym systemie logicznym, wyznaczonym przez aksjomaty
Ax oraz reguªy inferencji RI) jakiej± formuªy A ze zbioru formuª X oraz aksjomatów Ax jest dowolny ci¡g
formuª 〈A1, A2, . . . , An〉 taki, »e:

• A jest to»sama z An;

• ka»da z formuª Ak tego ci¡gu jest jednej z trzech postaci:

� jest elementem zbioru X;
� jest jednym z aksjomatów z Ax;

3Pozwalamy sobie, nie bez powodu, nada¢ jej uroczyst¡ nazw¦ prawa Demokratycznego Upowa»nienia Poprzez Aplauz.
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� jest wnioskiem reguªy wnioskowania z RI, której przesªankami s¡ formuªy wyst¦puj¡ce w powy»szym
ci¡gu przed Ai.

Dowody równie» mo»na reprezentowa¢ za pomoc¡ drzew. Dotyczy to nie tylko dowodów w stylu hilber-
tia«skim, ale tak»e dowodów innych rodzajów (posªuguj¡cych si¦ np. dedukcj¡ naturaln¡ lub rachunkami
sekwentów). Ograniczymy si¦ do jednego przykªadu � reprezentacji dowodu formuªy A → A w rachunku
zda« z reguª¡ modus ponens jako jedyn¡ reguª¡ inferencji oraz schematami aksjomatów:4

A → (B → A) prawo poprzednika
¬A → (A → B) prawo Dunsa Scotusa
(¬A → A) → A prawo Claviusa
(A → (B → C)) → ((A → B) → (A → C)) prawo Fregego

Dowodem formuªy A → A z powy»szych aksjomatów jest np. nast¦puj¡cy ci¡g formuª:

(1) A → ((A → A) → A prawo poprzednika
(2) A → (A → A) prawo poprzednika
(3) (A → ((A → A) → A)) → ((A → (A → A)) → (A → A)) prawo Fregego
(4) (A → (A → A)) → (A → A) z (1) i (3) na mocy modus ponens
(5) A → A z (2) i (4) na mocy modus ponens

Temu dowodowi odpowiada nast¦puj¡ce drzewo, w którego korzeniu znajduje si¦ dowodzona formuªa,
li±cie s¡ aksjomatami, a pozostaªe wierzchoªki drzewa otrzymujemy jako wnioski reguªy inferencji stosowanej
do potomków tego wierzchoªka:

A → A

©©©©©©©©©©©©©

HHHHHHHHHHHHH

A → (A → A) (A → (A → A)) → (A → A)

©©©©©©©©©©

HHHHHHHHHH

(A → ((A → A) → A)) → ((A → (A → A)) → (A → A)) A → ((A → A) → A)

Je±li zamiast formuª tworz¡cych ten dowód u»yjemy ich numerów, to stosowne drzewo wygl¡da tak:

(5)
©© HH

(2) (4)
©© HH

(3) (1)

Drzewa dowodowe rysuje si¦ zazwyczaj inaczej ni» powy»sze: korze« umieszcza si¦ na dole, li±cie na
górze. Zamiast ª¡czenia formuª liniami, stosuje si¦ te» zwykle kreski poziome, umieszczaj¡c nad kreskami
przesªanki, a pod nimi wnioski u»ywanych reguª. Tak wi¦c, powy»sze drzewo dowodowe zapisywane jest
zwykle tak:

4Przykªad ten cytujemy za: Gra»yna Mirkowska Elementy matematyki dyskretnej. Wydawnictwo Polsko-Japo«skiej Wy»szej
Szkoªy Technik Komputerowych, Warszawa 2003, strony 122�123. Od tego momentu stosujemy zwyczajowe uproszczenia
dotycz¡ce nawiasów.
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(2)
(1) (3)

(4)
(5)

�wiczenie. Wpisz formuªy w miejsce ich numerów i kontempluj otrzymany rysunek.

Tak»e dowody przeprowadzane wedle innych zasad (np. dedukcji naturalnej lub rachunku sekwentów
Gentzena) reprezentowa¢ mo»na stosownymi drzewami.

2.1.4. Drzewa semantyczne

Drzewa semantyczne maj¡ wiele wspólnego zarówno z drzewami syntaktycznymi, jak i z drzewami
dowodowymi.5 Wªa±ciwie, drzewa semantyczne s¡ pewnego rodzaju dowodami.

Jak Pa«stwo pami¦tacie z wykªadów semestru zimowego, dla dowolnej formuªy A j¦zyka KRZ i dowolnego
warto±ciowania w zmiennych zdaniowych, warto±¢ formuªy A przy tym warto±ciowaniu jest jednoznacznie
okre±lona.6 Je±li pami¦tasz tabelki prawdziwo±ciowe spójników logicznych, to obliczenie warto±ci dowolnej
formuªy przy danym warto±ciowaniu wykona¢ mo»esz caªkiem mechanicznie, bezmy±lnie. Jest to przy tym
procedura typu bottom up � ustalasz kolejno warto±ci coraz bardziej zªo»onych formuª. W metodzie drzew
semantycznych mamy do czynienia z procedur¡ odwrotn¡: top to bottom, w tym sensie, »e znaj¡c warto±¢
pewnej formuªy ustalamy jakie s¡ warto±ci jej podformuª. Dla przykªadu, je±li implikacja A → B jest
faªszywa przy danym warto±ciowaniu zmiennych zdaniowych, to przy tym»e warto±ciowaniu formuªa A jest
prawdziwa, a formuªa B faªszywa. A je±li implikacja A → B jest prawdziwa przy danym warto±ciowaniu
zmiennych zdaniowych, to przy tym»e warto±ciowaniu nie mo»e by¢ tak, aby A byªa prawdziwa i B faªszywa.
To z kolei oznacza, »e zachodzi co najmniej jedno z dwojga: b¡d¹ A jest faªszywa, b¡d¹ B jest prawdziwa.7

Podobnie, je±li alternatywa A ∨ B jest prawdziwa przy danym warto±ciowaniu zmiennych zdaniowych,
to przy tym»e warto±ciowaniu b¡d¹ A jest prawdziwa, b¡d¹ B jest prawdziwa. Je±li natomiast alternatywa
A ∨B jest faªszywa przy danym warto±ciowaniu zmiennych, to przy tym»e warto±ciowaniu zarówno A jak i
B s¡ faªszywe.

Drzewo semantyczne formuªy A jest drzewem nierozwojowym, w którego wierzchoªku umieszczamy
formuª¦ A i którego pozostaªe wierzchoªki s¡ podformuªami lub negacjami podformuª formuªy A; ile jest ta-
kich wierzchoªków i jak s¡ one poª¡czone kraw¦dziami okre±laj¡ precyzyjne reguªy, omówione w podrozdziale
III.1. Ograniczmy si¦ w tym miejscu do jednego przykªadu; rozwa»my mianowicie zaprzeczenie podanego
wy»ej prawa Demokratycznego Upowa»nienia Poprzez Aplauz, czyli rozwa»my formuª¦:

¬(((p → q) ∧ (¬p → q)) → q).

Je±li przypu±cimy, »e jest ona prawdziwa (przy jakim± warto±ciowaniu zmiennych), to musimy kolejno
uzna¢, »e (przy tym»e warto±ciowaniu):

(1) formuªa ((p → q) ∧ (¬p → q)) → q jest faªszywa;

(2.1) formuªa (p → q) ∧ (¬p → q) jest prawdziwa, a jednocze±nie (2.2) formuªa q jest faªszywa;

(3.1) formuªa p → q jest prawdziwa oraz (3.2) formuªa ¬p → q jest prawdziwa;

(4) skoro p → q prawdziwa, to b¡d¹: (4.1) p faªszywa, b¡d¹ (4.2) q prawdziwa;

(5) warunki (2.2) oraz (4.2) s¡ wzajem sprzeczne;

(6) skoro ¬p → q prawdziwa, to b¡d¹: (6.1) ¬p faªszywa, b¡d¹ (6.2) q prawdziwa;

(7) warunki (2.2) oraz (6.2) s¡ wzajem sprzeczne;
5Zwi¡zki mi¦dzy drzewami semantycznymi a systemami dowodowymi, w tym tak»e tymi wykorzystuj¡cymi metod¦ rezolucji,

s¡ omawiane w rozdziale IV skryptu.
6Zobacz zamieszczon¡ poni»ej, w punkcie 4, ±ci¡g¦ z semantyki KRZ.
7Nie jest jednak konieczne uwzgl¦dnianie trzech odpowiadaj¡cych tej sytuacji przypadków � wystarcz¡ nam drzewa nieroz-

wojowe.
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(8) skoro ¬p faªszywa (z (6.1)), to (8.1) p prawdziwa;

(9) warunki (4.1) oraz (8.1) s¡ wzajem sprzeczne;

(10) przypuszczenie (1) musimy odrzuci¢;

(11) nie ma warto±ciowania, przy którym formuªa: ¬(((p → q) ∧ (¬p → q)) → q) byªaby prawdziwa;

(12) zatem formuªa ((p → q) ∧ (¬p → q)) → q jest prawdziwa przy ka»dym warto±ciowaniu.

Powy»sze rozumowanie reprezentowane mo»e by¢ poprzez drzewo nast¦puj¡cej postaci:

¬(((p → q) ∧ (¬p → q)) → q)

(p → q) ∧ (¬p → q)

¬q

p → q

¬p → q

©© HH
¬p

©© HH
¬¬p

p

×

q

×

q

×

Gaª¦zie tego drzewa odpowiadaj¡ ci¡gom kroków przeprowadzanego wy»ej rozumowania. W miejscach,
gdzie dany wierzchoªek ma dwóch potomków, odpowiadaj¡cy tej sytuacji krok rozumowania polegaª na roz-
patrzeniu alternatywy przypadków. Ka»da gaª¡¹ tego drzewa ko«czy si¦ li±ciem ×, umownie oznaczaj¡cym,
i» na gaª¦zi jest para formuª wzajem sprzecznych.

Prosz¦ zauwa»y¢, »e krok (8) w powy»szym rozumowaniu jest zb¦dny: skoro ustalili±my w (4.1), »e p
jest faªszywa oraz w (6.1), »e ¬p jest faªszywa, to ju» w tym momencie otrzymali±my sprzeczno±¢: nie ma
warto±ciowania, przy którym ¬p oraz ¬¬p s¡ obie prawdziwe.

Rozpatrzmy jeszcze jeden tylko przykªad: sprawd¹my, czy formuªa

(p → q) ∧ (p ∨ q)

jest prawdziwa przy jakim± warto±ciowaniu. Rozumujemy wtedy tak:

(1) je±li (p → q) ∧ (p ∨ q) prawdziwa, to (1.1) p → q prawdziwa oraz (1.2) p ∨ q prawdziwa;

(2) skoro p → q prawdziwa, to b¡d¹: (2.1) p faªszywa, b¡d¹ (2.2) q prawdziwa;

(3) w przypadku (2.1) mamy, skoro p∨ q prawdziwa, to b¡d¹: (3.1.) p prawdziwa, b¡d¹ (3.2) q prawdziwa;

(4) w przypadku (2.2) mamy, skoro p ∨ q prawdziwa, to b¡d¹: (4.1) p prawdziwa, b¡d¹ (4.2) q prawdziwa;

(5) przypadki (2.1) oraz (3.1) s¡ wzajem sprzeczne;

(6) wszystkie (trzy) pozostaªe powy»sze przypadki s¡ mo»liwe;

(7) formuªa (p → q) ∧ (p ∨ q) jest prawdziwa przy pewnych warto±ciowaniach zmiennych zdaniowych.

Rozumowanie to reprezentowane jest przez drzewo:
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(p → q) ∧ (p ∨ q)

p → q

p ∨ q

©©©
HHH

¬p
©©HH
p

×

q

q
©© HH¬p q

Jak z takiego drzewa odszuka¢ wszystkie warto±ciowania, przy których formuªa z korzenia jest prawdziwa
piszemy w rozdziale II.

Dodajmy jeszcze par¦ ogólnych uwag o metodzie drzew semantycznych. Dwie najwa»niejsze cechy tej
metody to:8

• apagogiczno±¢;

• analityczno±¢.

Apagogiczno±¢ polega na tym, »e omawiana metoda jest metod¡ nie wprost: sprowadza si¦ do
wykluczania zaj±cia pewnych sytuacji. W pierwszym z rozwa»anych wy»ej przykªadów wykluczyli±my,
»e prawo Demokratycznego Upowa»nienia Poprzez Aplauz jest przy jakimkolwiek warto±ciowaniu zmiennych
zdaniowych faªszywe. W drugim z powy»szych przykªadów wykluczyli±my, »e formuªa (p → q) ∧ (p ∨ q)
jest faªszywa przy wszystkich warto±ciowaniach. O ró»nicach mi¦dzy metodami wprost i nie wprost (i o
przewagach tych drugich) sªyszeli±cie Pa«stwo na wykªadach w ponure pi¡tkowe przedpoªudnia semestru
zimowego.

Analityczno±¢metody polega na tym, »e przy ustalaniu wªasno±ci semantycznych formuª (tu: wyklucza-
niu, »e s¡ prawdziwe lub wykluczaniu, »e s¡ faªszywe) odwoªujemy si¦ jedynie do wªasno±ci semantycznych
podformuª (oraz negacji podformuª) badanej formuªy.

Jest pewien problem natury terminologicznej. To, co nazywamy w tych notatkach metod¡ drzew seman-
tycznych nazywane bywa tak»e (a wªa±ciwie: cz¦±ciej jest nazywane) metod¡ tablic analitycznych, metod¡
tablic semantycznych, metod¡ tablic Smullyana, itd. W niektórych uj¦ciach, termin drzewo semantyczne ma
nieco inne od przyj¦tego tutaj znaczenie. O sprawach tych mówimy w rozdziale IV.9

Stosowana w tych notatkach notacja omówiona jest szczegóªowo w podrozdziale III.1. (plik krp311.pdf).
Ma swoje zalety i wady (wzgl¦dem innych u»ywanych w literaturze notacji). Jak dot¡d, sprawdzaªa si¦ do±¢
dobrze w praktyce dydaktycznej.10 Wi¦cej o kwestiach notacji � w rozdziale I skryptu.

2.2. O historii i zastosowaniach metody

Pierwsze u»ycia omawianej metody (okoªo póª wieku temu) wi¡»e si¦ zwykle z nazwiskami E. Betha, K.
Schütte'go, J. Hintikki oraz S. Kripke'go. Informacje historyczne znale¹¢ mo»na np. w podanych ni»ej (w
2.3.) pozycjach bibliogra�cznych: Handbook of Tableau Methods 1999, Marciszewski, Murawski 1995, Annelis
1990. Najwi¦ksz¡ popularno±¢ omawiana metoda (pod nazw¡ tablic analitycznych) zyskaªa dzi¦ki pracom
Raymonda Smullyana (np. Smullyan 1968). Logicy polscy tak»e do±¢ wcze±nie zajmowali si¦ (ró»nymi
odmianami) tablic analitycznych (zobacz np. Rasiowa, Sikorski 1960, Lis 1960, Pawlak 1965).

W rozdziale IV skryptu staramy si¦ m.in. skromnie zwróci¢ uwag¦ na zwi¡zki omawianej metody z
niektórymi wcze±niejszymi konstrukcjami u»ywanymi podczas tworzenia si¦ paradygmatu logiki pierwszego
rz¦du w wieku dwudziestym.

8W przypadku KRZ dochodzi jeszcze algorytmiczno±¢, w przypadku KRP jedynie póªalgorytmiczno±¢.
9Cho¢ jestem ortodoksyjnym ateist¡ staczaj¡cym si¦ niekiedy (np. w pi¡tkowe wieczory) w agnostycyzm, to nie uwa»am si¦

za ortodoksa w kwestiach terminologicznych i dopuszczam zmian¦ terminologii, pod naciskiem ewentualnych Czytelników tych
notatek.

10W rozdziale III, tj. w niniejszych notatkach stosujemy notacj¦ nieco redundantn¡, ale przyjazn¡ (jak mniemamy) dla
Czytelniczek. W rozdziale IV bardziej przydatna jest notacja zaproponowana przez Smullyana: tzw. α-, β-, γ- δ-formuªy.
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W cz¦±ci V skryptu omawiamy nieco dokªadniej zastosowania metody drzew semantycznych (np. w au-
tomatycznym dowodzeniu twierdze« oraz w badaniu poprawno±ci programów). O problematyce tej informuje
obszernie np. Handbook of Automated Reasoning 2001. Zwi¦zªe informacje znale¹¢ mo»na np. w Ben-Ari
2005.

2.3. Wybrane pozycje bibliogra�czne

Obszern¡ bibliogra�¦ zawiera np. Handbook of Tableau Methods 1999 (zobacz na poni»szej li±cie). Tu
ograniczymy si¦ do wyliczenia niektórych opracowa« o charakterze przede wszystkim podr¦cznikowym oraz
wybranych prac zwi¡zanych z pocz¡tkami omawianej metody.

Annelis, I.A. 1990. From Semantic Tableaux to Smullyan Trees: A History of the Development of the
Falsi�ability Tree Method. Modern Logic 1, 36�69.

Bell, J.L., Machover, M. 1977. A Course in Mathematical Logic. North-Holland Publishing Company,
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3. Uwagi organizacyjne � semestr letni 2004-2005 i egzamin

Uprzejmie zwracam uwag¦, »e materiaª przewidziany do omówienia w semestrze letnim jest nieco trud-
niejszy od omówionego w semestrze zimowym. Pozwol¦ sobie zatem zaleci¢ systematyczno±¢ i pilno±¢ w
nauce. Ci z Pa«stwa, którzy przebrn¡ przez egzaminy i uko«cz¡ studia na naszej Uczelni tworzy¢ b¦d¡ elit¦
intelektualn¡ Rzeczpospolitej Polskiej, Unii Europejskiej i kto wie, czego jeszcze.

∗ ∗ ∗

Zaleca si¦ prób¦ samodzielnego rozwi¡zania zada« zwi¡zanych z materiaªem z punktów 1.1. oraz 1.2.
powy»ej zawartych w:

Barbara Stanosz: �wiczenia z logiki. Pa«stwowe Wydawnictwo Naukowe, Warszawa [kilkana±cie wyda«],
zadania 58�77 oraz 93�103.

Igor A. �awrow, �arisa L. Maksimowa: Zadania z teorii mnogo±ci, logiki matematycznej i teorii algorytmów.
Wydawnictwo Naukowe PWN, Warszawa 2004, zadania 1�30 ze stron 89�95 oraz 1�45 ze stron 96�105.

Rozwi¡zanie zada« z pierwszej z wymienionych pozycji jest w zasi¦gu Pa«stwa mo»liwo±ci intelektualnych.
Zadania z pozycji drugiej mog¡ wydawa¢ si¦ Pa«stwu nieco trudniejsze.

∗ ∗ ∗

Zaleca si¦ tak»e uczestnictwo w zaj¦ciach. Przypominam, »e od 6 do 10 czerwca 2005 roku przeprowadz¦
dodatkowe zaj¦cia przygotowuj¡ce do egzaminu. Pisemny egzamin proponuj¦ przeprowadzi¢ 13 lub 14 czer-
wca 2005 roku.
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4. Tymczasowy dodatek: ±ci¡ga z semantyki KRZ

Dla kompletno±ci niniejszych notatek doª¡czam do nich de�nicje wybranych podstawowych poj¦¢ dotycz¡-
cych semantyki klasycznego rachunku zda«.11 Przypominam, »e planowany skrypt nie jest podr¦cznikiem
logiki; jego celem jest jedynie popularyzacja jednej z metod w logice (i jej zastosowaniach) u»ywanych. Drze-
wom semantycznym w klasycznym rachunku zda« po±wi¦cony jest rozdziaª II przygotowywanego skryptu.

4.1. Klasyczny rachunek zda«: semantyka

J¦zyk klasycznego rachunku zda« (w skrócie: KRZ) charakteryzujemy przez podanie jego alfabetu
oraz zbioru [poprawnych] formuª.

4.1.1. Alfabet
• zmienne zdaniowe, w nieograniczonej ilo±ci: p1, p2, p3, . . .;

• spójniki (funktory) prawdziwo±ciowe: ¬ (negacja), ∧ (koniunkcja), ∨ (alternatywa), → (implikacja
materialna), ↔ (równowa»no±± materialna);

• symbole pomocnicze � nawiasy: ( oraz ).

Wyra»eniem j¦zyka KRZ jest dowolny sko«czony ci¡g symboli alfabetu KRZ. Wynikiem podstawie-
nia w wyra»eniu

x1x2 . . . xi−1xixi+1 . . . xn

wyra»enia y1y2 . . . yk za symbol xi nazywamy wyra»enie

x1x2 . . . xi−1y1y2 . . . ykxi+1 . . . xn.

4.1.2. Formuªy j¦zyka KRZ
1. Ka»da zmienna zdaniowa KRZ jest formuª¡ j¦zyka KRZ.

2. Je±li A oraz B s¡ formuªami j¦zyka KRZ, to formuªami j¦zyka KRZ s¡ równie»:
¬(A), (A) ∧ (B), (A) ∨ (B), (A) → (B) oraz (A) ↔ (B).

3. Nie ma innych formuª j¦zyka KRZ ni» te, które powstaj¡ na mocy powy»szych punktów 1 i 2.

4.1.3. UWAGI
• ¬(A) nazywamy negacj¡ formuªy A. Gdy A jest zmienn¡ zdaniow¡, to opuszczamy nawiasy.

• Formuªy (A)∧(B), (A)∨(B), (A) → (B) oraz (A) ↔ (B) nazywamy, odpowiednio, koniunkcj¡, alter-
natyw¡, implikacj¡ oraz równowa»no±ci¡ formuª A i B. Pierwszy argument implikacji nazywamy
jej porzednikiem, drugi nast¦pnikiem. Argumenty koniunkcji, alternatywy oraz równowa»no±ci
nazywamy ich czªonami.

• Warunek 2. w de�nicji formuª j¦zyka KRZ mo»na te» poda¢ w innej postaci: je±li A oraz B s¡ formuªami
j¦zyka KRZ, to formuªami tego j¦zyka s¡ te»: (¬A), (A ∧B), (A ∨B), (A → B) oraz (A ↔ B).

• Nie ma ograniczenia na dªugo±¢ formuª. Ka»da formuªa jest sko«czonym ci¡giem symboli. W praktyce,
zamiast zmiennych z indeksami u»ywamy kilku maªych literek ªaci«skich (np.: p, q, r, s, t).

• Wybór takich, a nie innych spójników (spo±ród wszystkich dwudziestu) w prezentacji semantyki KRZ
jest motywowany tradycj¡ oraz wzgl¦dami pragmatycznymi.

11Peªniejsze omówienie tej problematyki znajdziecie Pa«stwo np. w podr¦czniku: Tadeusz Batóg Podstawy logiki.
Wydawnictwo Naukowe UAM, Pozna« 2003, którego kilkadziesi¡t egzemplarzy znajduje si¦ w Bibliotece Instytutu J¦zykoz-
nawstwa UAM.
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• U»ywamy tu notacji in�ksowej (symbol spójnika stawiamy mi¦dzy symbolami argumentów, podobnie
jak kazano nam to robi¢ w wyra»eniach arytmetycznych w szkole. U»ywane s¡ te» inne systemy notacji
� np. pre�ksowa (zwana te» polsk¡), w której symbol spójnika poprzedza jego argumenty; zb¦dne s¡
wtedy nawiasy.

• Spójnikiem gªównym formuªy nazywamy ten z jej spójników, który nie wyst¦puje w argumencie
»adnego innego spójnika w tej formule.

• Dla przejrzysto±ci zapisu u»ywa¢ mo»na kilku rodzajów nawiasów. Ich ksztaªt nie jest istotny. W
ka»dej formule liczba lewych nawiasów równa jest liczbie prawych nawiasów.

• Wszystkie formuªy rachunku zda« s¡ jednoznaczne skªadniowo: nie jest poprawn¡ formuª¡ np. p∨q∧r;
poprawne s¡ natomiast zarówno (p ∨ (q ∧ r)) jak i ((p ∨ q) ∧ r).

• Dla prostoty zapisu, niektóre nawiasy zwykle opuszczamy. Stosujemy umowy dotycz¡ce siªy wi¡zania
spójników.

• U»ywamy metazmiennych dla formuª j¦zyka KRZ � jak np. w indukcyjnej de�nicji formuª podanej
wy»ej.

4.1.4. Warto±ci logiczne

Zakªadamy, »e mamy do dyspozycji dwa ró»ne obiekty. Nazywamy je warto±ciami logicznymi:
Prawd¡ oraz Faªszem. Nie pytamy, czym one s¡. Oczywi±cie, motywacja do takiego wªa±nie ich nazwania
jest jasna: interesuj¡ nas zwi¡zki mi¦dzy wyra»eniami j¦zykowymi okre±lone przez ich prawdziwo±± b¡d¹
faªszywo±¢. Powszechnie przyj¦ta jest wygodna konwencja u»ywania 1 oraz 0 na oznaczenie, odpowiednio,
Prawdy oraz Faªszu.

4.1.5. Warto±ciowania zmiennych

Warto±ciowaniem zmiennych zdaniowych w KRZ nazywamy dowolny ci¡g niesko«czony (a wi¦c
taki, którego elementy ponumerowane mog¡ by± liczbami 1, 2, 3, . . .) warto±ci logicznych.

4.1.6. Funkcje prawdziwo±ciowe

Dowoln¡ funkcj¦, która ka»demu sko«czonemu ci¡gowi warto±ci logicznych przyporz¡dkowuje warto±¢
logiczn¡ nazywamy funkcj¡ prawdziwo±ciow¡. Zatem, funkcje prawdziwo±ciowe mog¡ by¢ jedno-, dwu-,
trój-, itd. argumentowe.

Wszystkie funkcje prawdziwo±ciowe jedno- oraz dwuargumentowe podaj¡ poni»sze tabele.

arg 1 2 3 4
0 0 0 1 1
1 0 1 0 1

Pierwsza kolumna tabeli podaje wszystkie warto±ci argumentu, kolumny o numerach 1�4 podaj¡ warto±¢
dla tego argumentu ka»dej z czterech jednoargumentowych funkcji prawdziwo±ciowych. Funkcja o warto±-
ciach z kolumny 3 nazywana jest Negacj¡. Oznaczmy j¡ symbolem Ng. Zatem:

Ng(0) = 1, Ng(1) = 0.
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arg1 arg2 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1
0 1 0 0 0 0 1 1 1 1 0 0 0 0 1 1 1 1
1 0 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1
1 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1

Pierwsze dwie kolumny podaj¡ wszystkie ukªady warto±ci argumentów, kolumny o numerach 1�16 podaj¡
warto±¢ dla tego ukªadu argumentów ka»dej z szesnastu dwuargumentowych funkcji prawdziwo±ciowych.

Wprowadzamy oznaczenia dla niektórych z tych funkcji:

Funkcja o warto±ciach z kolumny nazywana jest i oznaczana
2 Koniunkcj¡ Kn
8 Alternatyw¡ Al
14 Implikacj¡ Im
10 Równowa»no±ci¡ Rw

Zapami¦tanie warto±ci wymienionych funkcji uªatwi¢ powinna poni»sza tabelka:

Kn(x, y) = 1 wtedy i tylko wtedy, gdy x = y = 1
Al(x, y) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy x = y = 0
Im(x, y) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy x = 1 oraz y = 0
Rw(x, y) = 1 wtedy i tylko wtedy, gdy x = y

4.1.7. UWAGI
• Symetria. Mamy: Kn(x, y) = Kn(y, x) (podobnie dla Al oraz Rw). Natomiast Im(1, 0) 6= Im(0, 1).

• Dla celów elementarza logicznego nie ma potrzeby rozwa»ania funkcji prawdziwo±ciowych wi¦cej ni»
dwuargumentowych.

• Zamiast terminu alternatywa u»ywa si¦ te» terminu alternatywa niewykluczaj¡ca. Przez alter-
natyw¦ wykluczaj¡c¡ rozumiemy negacj¦ równowa»no±ci: Alw(x, y) = Ng(Rw(x, y)). Alw(x, y) ma
wi¦c warto±¢ 1 wtedy i tylko wtedy, gdy dokªadnie jeden z argumentów ma warto±¢ 1 (lub, co na jedno
wychodzi, gdy argumenty maj¡ ró»ne warto±ci).

• Poszczególne funkcje prawdziwo±ciowe mog¡ by¢ otrzymane jako zªo»enia innych. Na przykªad, ka»da
funkcja prawdziwo±ciowa mo»e by¢ otrzymana z funkcji Ng oraz Kn, albo z Ng i Im, albo z Ng oraz
Al.

• Wida¢, »e istnieje odpowiednio±¢ mi¦dzy spójnikami prawdziwo±ciowymi a funkcjami prawdziwo±-
ciowymi.

4.1.8. Warto±¢ formuªy

Niech For oznacza zbiór wszystkich formuª j¦zyka KRZ, a 2ω zbiór wszystkich warto±ciowa«. Je±li w
jest warto±ciowaniem, to niech wi oznacza i-ty element ci¡gu w.

Funkcja V al : For × 2ω −→ {0, 1} przyporz¡dkowuje ka»dej parze (A,w) zªo»onej z formuªy A
oraz warto±ciowania w jednoznacznie wyznaczon¡ warto±¢ logiczn¡, nazywan¡ warto±ci¡ for-
muªy A przy warto±ciowaniu w.

De�nicja funkcji V al jest indukcyjna (tzw. indukcja strukturalna po budowie formuªy A):

19



• V al(pi, w) = wi;
• V al(¬(A), w) = Ng(V al(A,w));
• V al((A) ∧ (B), w) = Kn(V al(A, w), V al(B, w));
• V al((A) ∨ (B), w) = Al(V al(A,w), V al(B, w));
• V al((A) → (B), w) = Im(V al(A,w), V al(B,w));
• V al((A) ↔ (B), w) = Rw(V al(A,w), V al(B, w)).
Warto±¢ formuªy przy danym warto±ciowaniu zale»y tylko od sko«czonej liczby elementów tego warto±-

ciowania (bo ka»da formuªa zawiera jedynie sko«czon¡ liczb¦ zmiennych). Ustalanie warto±ci formuªy przy
danym warto±ciowaniu jest procedur¡ obliczaln¡: dla dowolnej formuªy oraz warto±ciowania mo»na w
sko«czonej liczbie prostych, mechanicznych kroków (jawnie opisanych w tabelkach prawdziwo±ciowych dla
spójników logicznych) ustali¢ warto±¢ tej formuªy przy tym warto±ciowaniu. Przy tym, je±li formuªa A
zawiera n zmiennych zdaniowych, to przy ustalaniu jej warto±ci wystarczy bra¢ pod uwag¦ najwy»ej 2n

warto±ciowa«.

4.1.9. Wynikanie logiczne w KRZ
Formuªa A wynika logicznie ze zbioru formuª X wtedy i tylko wtedy, gdy dla ka»dego warto±-
ciowania w dla którego wszystkie formuªy ze zbioru X maj¡ warto±¢ 1 (Prawda), równie» formuªa
A ma przy tym warto±ciowaniu warto±¢ 1.

Zatem, formuªa A nie wynika logicznie ze zbioru formuª X wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje co najmniej
jedno warto±ciowanie, przy którym wszystkie formuªy ze zbioru X maj¡ warto±¢ 1 (Prawda), a formuªa A
ma warto±¢ 0 (Faªsz).

4.1.10. Semantyczna niesprzeczno±¢
Zbiór formuª X jest semantycznie niesprzeczny, wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje warto±-
ciowanie, przy którym wszystkie formuªy z tego zbioru maj¡ warto±¢ 1. W przeciwnym przypadku
mówimy, »e zbiór ten jest semantycznie sprzeczny.

Zatem, zbiór formuª jest semantycznie sprzeczny wtedy i tylko wtedy, gdy nie istnieje warto±ciowanie
przy którym wszystkie formuªy z tego zbioru maj¡ warto±¢ 1.

4.1.11. Reguªy wnioskowania
Dowolna para zªo»ona ze zbioru formuª (przesªanek) oraz z formuªy (wniosku) nazywana jest
reguª¡ wnioskowania.

Reguª¦ o przesªankach A1, . . . , An oraz wniosku B zapisujemy symbolicznie jako A1,...,An

B .

4.1.12. Niezawodne reguªy wnioskowania
Reguªa wnioskowania jest niezawodna wtedy i tylko wtedy, gdy jej wniosek wynika logicznie z
jej przesªanek. W przeciwnym przypadku mówimy, »e reguªa jest zawodna.

Zatem:
• reguªa jest niezawodna wtedy i tylko wtedy, gdy przy ka»dym warto±ciowaniu, przy którym wszystkie

jej przesªanki maj¡ warto±¢ 1 równie» jej wniosek ma warto±¢ 1;
• reguªa jest zawodna wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje co najmniej jedno warto±ciowanie przy którym

wszystkie jej przesªanki maj¡ warto±¢ 1, a wniosek ma warto±¢ 0;
• reguªa jest niezawodna wtedy i tylko wtedy, gdy nie istnieje warto±ciowanie przy którym wszystkie jej

przesªanki maj¡ warto±¢ 1, a wniosek ma warto±¢ 0.
W praktyce (w elementarzu logicznym) rozwa»amy jedynie takie reguªy wnioskowania, których zbiory

przesªanek s¡ zbiorami sko«czonymi.
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4.1.13. Tautologie KRZ
Formuªa A jest tautologi¡ KRZ (Prawem Logiki KRZ) wtedy i tylko wtedy, gdy V al(A,w) = 1
dla ka»dego warto±ciowania w.
Formuªa A jest kontrtautologi¡ KRZ wtedy i tylko wtedy, gdy V al(A,w) = 0 dla ka»dego
warto±ciowania w.

4.1.14. Semantyczna równowa»no±¢ formuª
Formuªy A oraz B s¡ semantycznie równowa»ne wtedy i tylko wtedy, gdy tautologi¡ KRZ
jest formuªa (A) ↔ (B).

Zatem, formuªy A oraz B s¡ semantycznie równowa»ne wtedy i tylko wtedy, gdy V al(A,w) = V al(B, w)
dla ka»dego warto±ciowania w.

4.1.15. Twierdzenie o dedukcji
Reguªa A1,...,An

B jest niezawodna wtedy i tylko wtedy, gdy formuªa (A1 ∧ . . . ∧ An) → B jest
tautologi¡ KRZ.

Zatem, aby sprawdzi¢ czy reguªa A1,...,An

B jest niezawodna wystarcza sprawdzi¢, czy jedna formuªa, a
mianowicie podana wy»ej implikacja (której poprzednikiem jest koniunkcja wszystkich przesªanek rozwa»anej
reguªy, a w nast¦pniku wniosek tej reguªy) jest tautologi¡ KRZ.

∗ ∗ ∗

Jerzy Pogonowski
Zakªad Logiki Stosowanej UAM
www.logic.amu.edu.pl
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