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Plan na dzis

Przedstawimy jedna z mozliwosci aksjomatycznego ujecia KRZ. Powiemy o: |

@ systemie aksjomatéw dla KRZ
@ regutach wnioskowania (pierwotnych i wtérnych)
@ dowodach, relacji konsekwencji oraz operacji konsekwencji w KRZ

e twierdzeniach o dedukgji (w wersji syntaktycznej) oraz o postaciach
normalnych

@ twierdzeniach o petnosci, niesprzecznosci i rozstrzygalnosci KRZ

@ innych aksjomatykach KRZ

@ ogdlnym pojeciu konsekwencji.

Uwaga. Od tego momentu zaczynamy na powaznie zajmowac sie logika
matematyczng. Przedstawione dotychczas rozwazania semantyczne
stanowity jedynie preliminaria.
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Przypomnienie: reguty wnioskowania

Reguty wnioskowania

Jezyk KRZ zostat opisany w wyktadzie 2. Okreslimy teraz relacje

konsekwencji syntaktycznej: pewna relacje miedzy zbiorami formut a
formutami.

Przypominamy, ze przez regute wnioskowania rozumiemy dowolna relacje
R C 2fKkrz x Fygrz, ktérej poprzedniki sa skoficzonymi zbiorami formut.

Przypominamy, ze jesli R jest reguta wnioskowania oraz (X, a) € R, to:
e pare (X, ) nazywamy sekwentem reguty R
e X nazywamy zbiorem przestanek sekwentu (X, «)

@ « nazywamy wnioskiem sekwentu (X, «).

Ogolnie, zbiorami przestanek nazywamy poprzedniki relacji R, a wnioskami
jej nastepniki.

v

Jerzy Pogonowski (MEG) Logika Matematyczna (5-7) 15, 22, 29 XI 2007 3/ 107



Dowdd i konsekwencja syntaktyczna

Dowadd i konsekwencja syntaktyczna: ogdlnie

Dowodem formuty @ w oparciu o zbiory: aksjomatéw A, regut R oraz
zatozen X nazywamy dowolny skoficzony cigg formut D = (a1, ap, ..., ap)
taki, ze:
@ « jest identyczna z «,
e dla dowolnego i € {1,2,...,n} albo a; € AU X albo istnieje reguta
R € R oraz zbiér formut Y wystepujacych w D wczesniej niz na i-tym
miejscu takie, ze: (Y, a;) € R (tj. «; jest wnioskiem sekwentu
(Y, ;) € R, a przestanki tego sekwentu sa formutami wystepujacymi
w ciagu D przed «;).

Formuta « jest konsekwencja syntaktyczng zbioru formut X, przy
ustalonym zbiorze aksjomatéw A oraz regut R, gdy istnieje dowdd o w

oparciu o A, X oraz R.
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Aksjomaty KRZ

Niech zbiér Ax aksjomatéw KRZ sktada sie ze wszystkich formut jezyka
KRZ o budowie podpadajacej pod jeden z nastepujacych schematéw:

(1) Aksjomaty dla symbolu —:

o (Al) (a = B) = ((B—7) — (a—1))
-} (A2) (a—>(a—>ﬁ))—>(a—>ﬁ)
e (A3) a— (8 — «a)

(I1) Aksjomaty dla symbolu A:

(Ad) (e ANPB) — «

(A5) (a A B) — B

(A6) (o — B) = (( = 7) = (a = (BA9)))

)
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Aksjomaty KRZ

Aksjomaty KRZ

(111) Aksjomaty dla symbolu V:
o (A7) a — (a Vv )

o (A8) B — (aVp)

°

A9) (a — ) — (v — B) — ((aV~y) — B))

(IV) Aksjomaty dla symbolu =:

(A10) (=) — (a — )
(A1) (a=p5) = (B — o)
(A12) (@ — B) — ((6 — a) = (a = p))

(V) Aksjomat dla symbolu —:
o (A13) (8 — —a) — (a — f)

v
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Aksjomaty KRZ

Wiekszos¢ tych aksjomatéw ma nazwy: ]

>
—

prawo sylogizmu hipotetycznego

>
S

prawo skracania

>

3

) -
) -
) - prawo symplifikacji (prawo poprzedzania)
4), (A5) - prawa symplifikacji (albo: pochtaniania) dla A
) -
)
) -

>

6
7), (A8) - prawa pochtaniania dla v
A9
A10), (All) - prawa pochtaniania dla =
A13) - (silne) prawo kontrapozycji.

prawo mnozenia nastepnikéw

>

prawo dodawania poprzednikéw

®© 6 6 6 6 6 o6 o o
AAAA/;/-\/-\/-\A
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Aksjomaty

Tak wiec, aksjomatami KRZ s3 np. nastepujace formuty:

o (p2Ap12) = p2

e ((p7 — p100) A ps) — (p7 — P100)

® (((pr V =ps) — p100) A ps) — ((p7 V =ps) — p100)
(to przypadki szczegélne schematu (A4))

® p1 — (ps — p1)
o (p7V(prAPp2))— (s — (P17 V (P1 A P2)))
@ p1— (Pl - Pl)

(to przypadki szczegélne schematu (A3)).
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Reguta pierwotna

Jedyna reguta wnioskowania w tym systemie jest reguta odrywania (RO)
(zwana tez reguta modus ponens), o schematycznym zapisie:

{a— 0, o}
g

Uwaga. Reguty podawane w definicji danego systemu nosza nazwe regut

pierwotnych. Pézniej wprowadza sie tzw. reguty wtérne. Zwykle regute

odrywania zapisuje sie w uproszczonej postaci: %

Zauwazmy, ze zbiér Ax wszystkich aksjomatéw jest nieskonczony. Reguta
odrywania takze jest nieskonczonym zbiorem sekwentéw, z ktérych kazdy
ma postaé¢ podang powyzej.
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Tezy, syntaktyczna konsekwencja i reguty wtérne w KRZ

Tezg KRZ nazywamy kazda formute, ktéra posiada dowéd w oparciu o zbiér
aksjomatéw Ax, regute odrywania oraz pusty zbiér zatozen.

Formuta « jest syntaktyczng konsekwencja zbioru X wtedy i tylko wtedy, gdy
posiada dowéd w oparciu o aksjomaty Ax, regute odrywania oraz zbiér zatozern X.
Jesli «v jest syntaktyczna konsekwencja X, to piszemy X b, a. Méwimy tez
wtedy, ze formuta « jest wyprowadzalna ze zbioru X na gruncie KRZ (przy
podanej wyzej aksjomatyce, wraz z reguta odrywania).

Méwimy, ze zbiér Y jest wyprowadzalny ze zbioru X na gruncie KRZ, gdy
X Firz « dla kazdej formuty « ze zbioru Y. Piszemy wtedy X b, Y. Jesli nie
zachodzi X k., Y, to piszemy X ¥y, Y.

Mowimy, ze reguta R jest wyprowadzalna (wtérna) w KRZ wtedy i tylko wtedy,
gdy X b, o dla kazdego (X,a) € R.

v
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Dowody niektérych tez KRZ

Przedstawimy dowody niektérych tez KRZ oraz pokazemy, ze pewne reguty
sa wyprowadzalne w KRZ. Przedtem zauwazmy, ze:

o Kazdy aksjomat KRZ jest tezg KRZ.

o Fakt, ze formuta a jest tezag KRZ bedziemy zapisywaé () k., a lub,
krécej: b, .

o Jesli D = (a3, ap, ..., ap) jest dowodem formuty «, z pustego zbioru
zatozen, to dla kazdego 1 < i < n, formuta «; jest teza KRZ.

@ Dowodzimy nie konkretnych formut jezyka KRZ, ale schematéw
formut (zob. uwaga w wyktadzie 2). Gdy wiec podajemy dowdd, ze
np. oV -« jest tezg KRZ, to jest to dowdd ukazujacy, ze wszystkie
formuty jezyka KRZ bedace alternatywami jakiejkolwiek formuty
jezyka KRZ oraz jej negacji s3 tezami KRZ.

Jerzy Pogonowski (MEG) Logika Matematyczna (5-7) 15, 22, 29 XI 2007 11 / 107



Dowody niektérych tez KRZ

o Aksjomaty (A1)-(A13) to schematy formut. Wystepujace w nich
symbole «, 3, v petnia funkcje metazmiennych: reprezentuja dowolne
formuty jezyka KRZ. W dowodach bedziemy wykorzystywaé operacje
(pseudo)podstawiania: za metazmienne wystepujace w aksjomatach
wstawia¢ bedziemy formuty jezyka KRZ.

o Operacje takiego (pseudo)podstawiania zaznacza¢ bedziemy przez
alB/~] (za symbol 3 w formule « podstawiamy formute ). W
praktyce, poniewaz podstawienia te beda wystepowaty jedynie w
komentarzach do wierszy dowodowych, bedziemy pisa¢ /7.

o Jesli « jest teza KRZ, to «af3/~] réwniez jest teza KRZ.

@ Mozna poda¢ skonczony uktad aksjomatéw KRZ. Do regut
wnioskowania zaliczy¢ trzeba wtedy regute podstawiania formut za
zmienne zdaniowe. Definicja takiej reguty ma posta¢ indukcyjna.
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Dowody niektérych tez KRZ

Jesli av jest ktéryms z aksjomatéw (Al)-(A13), to zapis «[3/~] nalezy
rozumie¢ nastepujaco:

@ aksjomatem KRZ jest formuta jezyka KRZ powstajaca z o poprzez
zastgpienie kazdego wystapienia symbolu 8 w « poprzez +.

Dla przyktadu, aksjomatem KRZ jest formuta a postaci: p1 — (ps — p1).
Jesli v jest np. formuta p17 V (p1 A p2), to afp1/7] jest formuta:

(P17 V (p1 A p2)) = (Ps — (P17 V (P1 A P2)))-

Powinno by¢ takze jasne, ze niedozwolone jest w powyzszym przyktadzie
wstawianie czegokolwiek za np. ps — p1.

Jerzy Pogonowski (MEG) Logika Matematyczna (5-7) 15, 22, 29 XI 2007 13 / 107



Dowody niektérych tez KRZ

Dowody beda zapisywane w postaci numerowanych wierszy, opatrzonych z
prawej strony komentarzem, wyjasniajacym zasadnos¢ poszczegdélnych
krokéw dowodowych. Zaczniemy od dowodu prawa tozsamosci:

(T) a — «
L (a—=(a—a))=(a—a) (A2): f/a
2. a—(a—a) (A3): B/«
3. a—a« RO: 1,2.

Pierwszy krok tego dowodu to formuta otrzymana z aksjomatu (A2) poprzez
zastapienie wszystkich wystapien symbolu 8 formuta «. Drugi krok to formuta
otrzymana z aksjomatu (A3) poprzez zastapienie wszystkich wystapien symbolu 3
formuta a. Trzeci krok to formuta otrzymana z formut w wierszach 1. i 2.
poprzez zastosowanie reguty odrywania.
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Dowody niektérych tez KRZ

(T2) 6 (a — a) J
1. (a—a)=(B—=(ax—a)) (A3): a/a—a«
2. (a=(a—=a)) = (a—a) (A2): f/a
3. a—(a—a) (A3): B/a
4, a—« RO: 2,3
5. f—(a— ) RO: 1,4.
Wida¢, ze w dowodzie (T2) skorzystalismy z dowodu tezy (T1). ]
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Dowody niektérych tez KRZ

(T3) a— (o — B) J

- — (ﬁﬁ — ﬁa)

(=8 — —a) = (a — f)

(- = (=8 — —a)) = (=6 — —a) = (a = B)) = (-a — (a — B)))
(=8 = —a) = (a = B)) = (~a = (a — B))

—a = (a— f).

o=

Ze wzgledéw typograficznych komentarze podajemy ponizej: )
1. (A3): a/-a, B/
2. (A13)

3. (Al): a/—a, B/-6 — ~a, v/a— (3

4.

5.

RO: 3,1
RO: 4,2.
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Niektore reguty wtérne KRZ

M.in. dla uproszczenia dowodéw warto wzbogaci¢ srodki dowodowe o mozliwosé
stosowania regut wyprowadzalnych (wtérnych). To, ze takie rozszerzenie Srodkéw
dowodowych jest poprawne, gwarantuje nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 5.1. Formuta « jest wyprowadzalna ze zbioru formut X
wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje skonczony ciag formut (51, 52, ..., Bn)
taki, ze « jest identyczna z 3,, a dowolny element ciagu (31, B2, ..., Bn):
@ jest elementem zbioru X, albo
@ jest tezg KRZ, albo

@ powstat z wyrazéw wczesniejszych w tym ciagu w wyniku zastosowania
reguty odrywania lub dowolnej reguty wyprowadzalnej w KRZ.

W szczegélnosci, dla X = ) twierdzenie to gtosi, ze stosowanie w dowodach
(z aksjomatéw, bez zatozen) wczesniej udowodnionych tez oraz regut wtérnych
nie wyprowadza poza zbiér tez KRZ. Dowdd twierdzenia 5.1. w Dodatku 2.
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Dowody tez KRZ

Niektore reguty wtérne KRZ

Pokazemy wyprowadzalnosé¢ kilku regut wtérnych, a nastepnie
wykorzystamy twierdzenie 5.1. w dowodach dalszych tez.

W dowodzie wyprowadzalnosci reguty

{ag,a0,...,a,}

g

pierwsze n wierszy to kolejne zatozenia: ag, ap,...,«,. Potem nastepuja
kroki dowodowe, w ktérych mozemy korzysta¢ z:

o aksjomatéw (i stosownych podstawier aksjomatéw)
e wczesniej udowodnionych tez (i ich podstawien)

@ reguty pierwotnej i wczesniej udowodnionych regut wtérnych.

v
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Niektore reguty wtérne KRZ

Dowéd, ze {«, B} Fire A : J
1. « zatozenie
2. 0 zatozenie
3. (a—a)—=((a—=p)—=(a—(anp))) (A6): B/, v/
4 a—« (T1)
5. (a— )= (a—(anp)) RO: 3,4
6. 5—(a— f) (A3): a/8, /o
7. a—p RO: 6,2
8. a—(anp) RO: 5,7
9. ang RO: 8,1.

Mozemy zatem stosowa¢ w dowodach regute dotaczania koniunkeji (DK):

a,
alNfB
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Niektore reguty wtérne KRZ

Dowéd, ze {a — (3,0 — v} Fppe @ — J
1. a—p zatozenie

2. Bon~ zatozenie

3. (a=B)=((B—=7)—(a—7) (A1)

4. (B—7)—(a—n) RO: 3.1

5. a—7y RO: 4,2.

Mozemy zatem w dowodach uzywa¢ reguty sylogizmu hipotetycznego
(RSyl):
a—f,60—y
a—y

Jesli w dowodzie stosujemy regute wtérna R, to zaznaczamy to w komentarzu
piszac po R: numery wierszy jej przestanek.
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Niektore reguty wtérne KRZ

Dowdd, ze {a — (8 — 7v),a — B} Fur ¢ — 7 )

1. a—=(8—-7) zatozenie

2. a—p zatozenie

3. (a=pP)=((8—7)—=(a—=1)) (A1)

4. (B—-7)—=(a—7) RO: 3,2

5. (a=(B—7)—

—(((B=7)=(@=7) = (a=(a=7)) (AL): 5/6 -7,

V=

6. (B—=7)—(a=79)—=(a—(a—7) RO: 5,1

7. a—(a—7) RO: 6,4

8. (a—(a—7)—(a—1) (A2): B/y

9. a—vxy RO: 8,7.

Mozemy zatem uzywa¢ w dowodach reguty sylogizmu Fregego (RFr):
a—(f—n).a—p
a—y :
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Dowody tez KRZ

Cwiczenie 1
Sprébuj udowodnié, ze ponizsze reguty s3 wyprowadzalne: J
o {a—= (=7} kB — (a—1) (reguta komutacji (RKom))

o {a}Fuz B —«a (reguta poprzedzania (RPp))

Sprébuj udowodni¢, ze sa tezami KRZ:

)]
J

Nie martw sie, jesli ci sie nie uda od razu. Pézniej bedzie fatwiej. Rozwigzania
wszystkich éwiczen: na koncu tej prezentacji.
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Kilka wtasnosci relacji konsekwencji syntaktyczne;

Twierdzenie 5.2. Dla dowolnych zbioréw formut X, Y, Z oraz dowolne;j
formuty a zachodza nastepujace warunki:

@ Fy,, jest zwrotna: X by, X
@ b, jest przechodnia: jesli X by, Y oraz Y by, Z, to X by, Z

@ k., jest monotoniczna wzgledem pierwszego argumentu: jesli
Xty YorazXCZ, toZby, Y

@ k4., jest antymonotoniczna wzgledem drugiego argumentu: jesli
Xty YorazZC Y, to Xk, Z

o )y, o wtedy i tylko wtedy, gdy o jest tezg KRZ.

Dowdd twierdzenia 5.2.: w Dodatku 2.
Poréwnaj te wtasnosci z wtasnosciami relacji =xrz, oméwionymi na
wyktadzie trzecim.

v
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(Syntaktyczne) twierdzenie o dedukcji wprost

Twierdzenie 5.3. Twierdzenie o dedukcji wprost (wersja
syntaktyczna).

Dla dowolnego zbioru formut X oraz formut «, 3 zachodza implikacje:

o Jesli X U{a} by B, to X by o — .
o Jesli X by, o — 3, to X U{a} by B

Twierdzenie o dedukcji wprost wyraza bardzo wazna wtasnos¢ relag;ji
konsekwencji syntaktycznej. W szczegélnosci, dla pustego zbioru zatozen,
gtosi ono, ze formuta o — 3 jest tezg KRZ wtedy i tylko wtedy, gdy (3 jest
syntaktyczna konsekwencja «. Pokazuje to, ze dla dowolnej implikacji
bedacej tezg KRZ, wyprowadzalna jest reguta o przestance bedacej
poprzednikiem tej implikacji i wniosku pokrywajacym sie z nastepnikiem tej
implikacji. Dowdd twierdzenia 5.3.: w Dodatku 2.
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Syntaktyczne twierdzenia o dedukgji

(Syntaktyczne) twierdzenie o dedukcji nie wprost

Twierdzenie 5.4. Twierdzenie o dedukcji nie wprost (wersja
syntaktyczna).

Dla dowolnego zbioru formut X oraz formuty o zachodza réwnowaznosci:

o (1) X Fg, mav wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje formuta [ taka, ze
XU {Oé} I_krz {ﬁa _'ﬂ}

@ (2) X gy v wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje formuta 3 taka, ze
XU {_'Ck} b krz {/87 _'ﬁ}

Zgodnie z twierdzeniem 5.4.(1), zamiast wyprowadzac¢ z jakiego$ zbioru
formut X formute negacyjna -« wystarczy z tego zbioru powiekszonego o
formute o wyprowadzi¢ dowolna pare formut wzajem sprzecznych.

Dowdd twierdzenia 5.4.: w Dodatku 2. Oba syntaktyczne twierdzenia o dedukgji

zastosujemy teraz w dowodach dalszych tez KRZ.
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Dowody dalszych tez

(T8) (a = (B—7) = (B— (a—1)) (prawo komutacji)J

Na mocy twierdzenia 5.3. zachodzi cigg réwnowaznosci:

(@ = (8—=17)) = (6 — (a— 7)) jest teza wttw, gdy

O bz (@ — (8 — 7)) = (8 — (= 7)) wttw, gdy

{a— (B—7)} bz B — (@ — ) wttw, gdy

{a = (8 —70)} bz a =y witw, gdy {or — (8 = 7,8, )} bz 7.
Wystarczy zatem dowies¢, ze: {a — (8 — 7, 0,a)} Firz -

1. a—(8—7) zatozenie
2. 8 zatozenie
3. « zatozenie
4. B — -~ RO: 1,3

5 v RO: 4,2.

v
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Dowody dalszych tez

(T9) (« — =p) — (B — —a) J

Na mocy twierdzenia 5.3. zachodzi cigg réwnowaznosci:

(a = =0) — (B8 — —«) jest teza wttw, gdy

0 Fkrz (a - _‘ﬁ) - (5 - ﬁO‘) witw, gdy {Oé - ﬂﬂ} Firz B — —a witw,
gdy {a — =3, B} Fi . Wystarczy zatem dowies¢, ze:

{a - _‘575} Fkrz T

1. a— -0 zatozenie

2. 0 zatozenie

3. a—a (T4)

4, —-—a— 0 RSyl: 3,1

5. (—|—|a — —|ﬁ) — (ﬁ — —\a) (A13)2 Oz/ﬁ, ﬁ/_'Oé
6. B — RO: 5,4

7. -« RO: 6,2.

v
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Dowody dalszych tez

(T10) (@ — —ar) — ~« )

Na mocy twierdzenia 5.3. zachodzi ciag réwnowaznosci: (o — —a) — —a jest
teza wttw, gdy 0 Fir. (0 — —a) — —a witw, gdy {a — —a} b, . Wystarczy
wiec dowies¢, ze: {a — —a} by, —a.

v

1. a— zatozenie

2. a—=(ra—(a—a) (T7): B/~(ax — @)
3. a—-(a—a) RFr: 2,1

4. a—-(a—a)— (a—a)—-a) (T9): 8/a— «

5 (a—a)— RO: 4,3

6. a—a« (T1)

7. -« RO: 5,6.

Uwaga. W wierszu 3 podstawiamy w RFr: 3/-a, v/=(a — «).
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Dowody dalszych tez

(T11) (o — B) — ((a« = =) — —«v)  (prawo dylematu konstrukcyjnego)J

Na mocy twierdzenia 5.3. wystarczy udowodni¢, ze:
{a — B,a = —f} Fip mar. )
1. a—p zatozenie
2. a— 0 zatozenie
3. (a——p)—=(8——a) (T9)
4. B — —« RO: 3,2
5. a— RSyl: 1,4
6. (¢— —a)— -« (T10)
7. -« RO: 6,5.
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Dowody dalszych tez

(T12) (o — B) — (=6 — —a) (prawo transpozycji prostej)J

Na mocy twierdzen 5.3. i 5.4. zachodzi ciag réwnowaznosci:

(. — B) = (=0 — —a) jest teza wttw, gdy

0 Fhrz (Oé - ﬁ) - (_‘B — ﬂOé) wttw, gdy {Oé — ﬂ} Frre 70 — o witw,
gdy {a — 0,6} Fir ~a wttw, gdy {a — 3,0, a} i {7, -7} dla
pewnej formuty ~v. Wystarczy zatem pokazaé, ze:

{a — 8,70, a} bz {v, 7} dla pewnej formuty ~.

1. a— (B zatozenie
2. —f zatozenie
3. «@ zatozenie
4. RO: 1,3.
Szukana pare formut sprzecznych znajdujemy w wierszach 2 i 3. )
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Dowody dalszych tez

(T13) =(a A =) (prawo niesprzecznoéci)J

Na mocy twierdzenia 5.4. zachodzi cigg réwnowaznosci: —(a A —a) jest
teza wttw, gdy 0 by, (o A —a) wttw, gdy {a A —a} Fi, {5, 6} dla
pewnej formuty 3. Wystarczy zatem pokaza¢, ze: {a A —a} by {5,206}
dla pewnej formuty 3.

1. aA-a zatozenie
2. (ah-a)—a (Ad): B/-«a
3. « RO: 2,1
4. (aN-a)— —-a  (A5): B/-a
5. -« RO: 4,1.
Szukana pare formut sprzecznych znajdujemy w wierszach 3 i 5. ]
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Dowody dalszych tez

(T14) aV -« (prawo wytaczonego érodka)J
Na mocy twierdzenia 5.4. zachodzi ciag réwnowaznosci: « V -« jest teza wttw,
gdy 0 Frz @V —a witw, gdy {=(aV —a)} Frz {3, 76} dla pewnej formuty 3.
Wystarczy zatem pokaza¢, ze: {=(aV =)} Fir, {5, 78} dla pewnej formuty .

1. —(aV-a) zatozenie

2. a—(aV-a) (A7): B/«

3. —a— (aV-a) (A8): B/—«

4. (a— (aV-a))— (-(aV-a)—-a) (T12): f/aV -«

5 =(aV-a)— -« RO: 4,2

6. o RO: 5,1

7. «aV -« RO: 3,6.
Szukana pare formut sprzecznych znajdujemy w wierszach 1i 7. )
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Dowody dalszych tez

(T15) a — (B — (A B)) J
Na mocy twierdzenia 5.3. wystarczy pokaza¢, ze: {a, 3} b, A S. J

1. « zatozenie

2. 0 zatozenie

3. (a—=a)=((a—p)—=(a—(anp)) (A6): B/a, v/B

4. o —« (T1)

5. (a—=p0)—= (a—(anp)) RO: 3,4

6. a—pf RPp: 2

7. a—(anp) RO: 5,6

8. aAng RO: 7,1.

Zauwaz, ze dowdd ten jest rézny od podanego wczesniej dowodu, iz
{Oé,/(),} Fkrz «@ /\5
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Dowody dalszych tez

(T16) (0 — 8) — (o — ~B) — ) J
No mocy twierdzen 5.3. i 5.4. wystarczy udowodni¢, ze:
{a — B,~a — B,76} Firz {7, 7} dla pewnej formuty ~.
1. a—0 zatozenie
2. —a—f zatozenie
3. —p zatozenie
4, (a—p)— (0 —-a) (T12)
5. 20— -« RO: 4,1
6. -« RO: 5,3
7. 0 RO: 2,6.
Szukang pare formut sprzecznych znajdujemy w wierszach 3 i 7. ]
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Dowody dalszych tez

(T17) (v = ) = 7) = ((a = 7) = 7) )
Na mocy twierdzen 5.3. i 5.4. wystarczy udowodni¢, ze:
{(a = B) = v, = 7,7} Fuz {9, -0} dla pewnej formuty 6.
1. (a—=p8)—~y zatozenie
2. a—vy zatozenie
3. zatozenie
4 (a—=7)—=(y——a) (T12): B/y
5. =y — -« RO: 4,2
6. -« RO: 5,3
7. —a— (a—fF) (T3)
8. a—p RO: 7,6
9. RO: 1,8.

Szukana pare formut sprzecznych znajdujemy w wierszach 3 i 9.
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Drzewa dowodowe

Drzewa dowodowe

Dowody moga by¢ reprezentowane przez drzewa. Dowéd formuty a z
aksjomatéw przy uzyciu jedynie reguty pierwotnej RO jest drzewem, w
ktérego korzeniu znajduje sie formuta «, a w lisciach umieszczone s
aksjomaty. Kazdy wierzchotek drzewa, nie bedacy jego lisciem jest formuta
otrzymang z (dwéch) swoich potomkéw poprzez regute odrywania RO.

Podobnie dla dowodéw regut wtérnych: dowdd, ze {ag, o, ..., an} b B
jest drzewem, w ktérego korzeniu znajduje sie formuta 3, lisémi sa

1,00, ... ,ap, a wierzchotki nie bedace lisémi sa formutami otrzymanymi z
(dwdch) swoich potomkéw poprzez regute odrywania RO. Podobnie dla
wierzchotkéw otrzymywanych w wyniku stosowania regut wtérnych.

Mozna dokonywa¢ drzewowej reprezentacji dowodéw takze dla przypadkéw,
gdy wierzchotki drzewa znakowane s3 zbiorami formut, a nie pojedynczymi
formutami (o takich drzewach opowiemy pézniej).
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Drzewa dowodowe

Drzewa dowodowe

Drzewa dowodowe rysowane s3 zwykle w postaci podanej w ponizszym
przyktadzie: korzen na dole, liscie na gérze, wierzchotki bedace
bezposrednimi potomkami wierzchotka x nad kreska, pod ktéra
umieszczamy Xx.

Dla przyktadu, dowéd, ze {a — (8 — ), @, 8} Fk. 7y reprezentowany jest
przez drzewo:

a—(8—7) a
B— B
Y

Cwiczenie. Narysuj drzewa dowodowe dla dowodéw kilku tez oraz dowodéw
wyprowadzalnosci kilku regut.
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Cwiczenie 2.1.

Pokaz, ze s3 tezami KRZ: )
° (T18) (a = f) = ((v = =0) = (v = ~a))
o (T19) (Vv B) — (a — B)
e (T20) ((aNp)—7)—= (a—(B—1)) (prawo eksportacji)
e (T21) (a — (B—17)) — ((aAB) —7) (prawo importacji)
e (T3) ~a — (a— f) (wersja prawa Dunsa Scotusa)

v

Wskazéwka: jesli nie znajdziesz dowodu bezposrednio z aksjomatéw, to
skorzystaj z Twierdzen o Dedukcji. W szczegélnosci, postap tak w
przypadku (juz udowodnionej) tezy (T3).
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Cwiczenie 2.2.

Pokaz, ze nastepujace reguty sa wyprowadzalne w KRZ:

0 2.2 (a) {a=p,8}Fus

0 2.2.(b) {a — B,y = 0} Fiz (A7) = (BV6)
0 2.2.(c) {a— B} Fu (aNy) = (B V)

0 2.2.(d) {~(a A=)} iz @ — B

Wskazéwka: skorzystaj z Twierdzen o Dedukgji.
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Postacie normalne formut

Postacie normalne formut

Moéwimy, ze formuty a oraz 3 s3 inferencyjnie réwnowazne, jesli
Firz « = (3. Jesli o i B sa inferencyjnie réwnowazne, to piszemy « ~ (3.

Twierdzenie 5.5. Relacja &~ ma nastepujace wtasnosci: ]

@ = jest relacja réwnowaznosci w zbiorze Fxgrz.
o Jesli a ~ B i « jest teza KRZ, to takze [ jest tezg KRZ.

@ Kazda formuta jest inferencyjnie réwnowazna pewnej formule w
koniunkcyjnej postaci normalne;.

o Kazda formuta jest inferencyjnie réwnowazna pewnej formule w
alternatywnej postaci normalne;.

Twierdzenie 5.5. ma wazne zastosowania, np.: moze by¢ wykorzystane w
dowodzie twierdzenia o petnosci KRZ, pozwala tez na wprowadzenie interesujacej
struktury algebraicznej w zbiorze Fxgrz/ ~. Dowdd 5.5.: w Dodatku 2.
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Petnos¢ KRZ

Okreslono dwa zbiory formut jezyka KRZ: zbiér wszystkich tautologii oraz
zbiér wszystkich tez. Pierwszy zdefiniowany byt w terminach
semantycznych, a drugi w terminach syntaktycznych. Jednym z
najwazniejszych twierdzen metalogicznych dotyczacych KRZ jest
twierdzenie méwiace, ze te dwa zbiory s3 identyczne.

Kazdy z aksjomatéw (A1)-(A13) jest tautologia KRZ.
Dowdd. Proste ¢wiczenie w stosowaniu tabelek prawdziwosciowych.

Reguta odrywania, jako reguta niezawodna, zachowuje wtasnos¢ bycia
tautologia.

Twierdzenie 5.6. (Twierdzenie o trafnosci aksjomatyki.) Kazda teza
KRZ jest tautologia KRZ.
Dowdd: w Dodatku 2.
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Petnos¢ KRZ

Pokazanie, ze kazda tautologia KRZ jest teza KRZ jest trudniejsze, niz
wykazanie trafnosci aksjomatyki. Mozna to zrobi¢ réznymi technikami.
Wybieramy metode wykorzystujaca twierdzenie Lindenbauma-Assera:

Twierdzenie 5.7. (Twierdzenie Lindenbauma-Assera.) Dla dowolnego
zbioru formut X oraz formuty a: jesli X ¥ «, to istnieje zbior L*(X) o
nastepujacych wiasnosciach:

(1) a ¢ L%(X)

(2) X € L*(X)

(3) dla kazdej formuty G: jesli L*(X) by, B, to B € L*(X)

(4) dla kazdej formuty G: jesli g ¢ LY(X), to LYX)U{B} Fur

o
o
o
(]

Zbior L*(X) nazywamy a-relatywnym nadzbiorem zbioru X.
Dowdd twierdzenia 5.7.: w Dodatku 2.

v
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Petnosé KRZ

Petnos¢ KRZ

a-relatywny nadzbior zbioru X ma nastepujace wtasnosci: J

Twierdzenie 5.8. Dla dowolnych formut «, 3, v oraz zbioru formut X
zachodza réwnowaznosci:

° Ay e L¥X) wttw, gdy (8 € LY(X) oraz v € LY(X))

e Ve LX) wttw, gdy (8 € LX) lub v € LY(X))

o 3 — e L¥X) wttw, gdy (jesli 8 € L*(X), to v € L*(X))

o B =rve€ L¥X) wttw, gdy (5 € LY(X) wtedy i tylko wtedy, gdy
7 € L*(X))

e —f jest elementem L%(X) wttw, gdy (3 nie jest elementem L%(X).

Dowdd twierdzenia 5.8.: w Dodatku 2. )
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Petnos¢ KRZ

Twierdzenie 5.9. (Twierdzenie o petnoéci KRZ.) Dla dowolnej formuty
« zachodzi réwnowaznos¢: « jest teza KRZ wtedy i tylko wtedy, gdy « jest
tautologiag KRZ.

Doktadny dowéd twierdzenia 5.9.: w Dodatku 2.

Szkic dowodu. Implikacja = to twierdzenie o trafnosci. Dla dowodu
implikacji <= zakfadamy, ze « jest tautologia i przypuszczamy (nie wprost),
ze « nie jest teza, tj. () ¥ . Istnieje wtedy zbiér L*()) o wtasnosciach
opisanych w twierdzeniach 5.7. i 5.8. Definiujemy wartosciowanie

h: Fxrz — {0,1} przez warunek: h(3) =1, gdy 3 € L*(0), a h(3) =0 w
przeciwnym przypadku. Skoro a ¢ L%(()), to h(«) = 0, a wiec otrzymujemy
sprzeczno$¢ z zatozeniem, iz « jest tautologia. Musimy zatem odrzuci¢
przypuszczenie, ze « nie jest tezg. Tak wiec, kazda tautologia jest teza.
Ostatecznie, zbidr tez pokrywa sie ze zbiorem tautologii.
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Petnos¢ KRZ

Kolejne twierdzenie ustanawia odpowiednios¢ miedzy dalszymi pojeciami
syntaktycznymi i semantycznymi:

Twierdzenie 5.10. Dla dowolnego zbioru formut X oraz formuty «
zachodzi réwnowaznosé: X ., a wtedy i tylko wtedy, gdy X Exrz . J
Dowéd: w Dodatku 2. )

Twierdzenie 5.10. gtosi, ze relacja konsekwencji syntaktycznej w KRZ
trafnie i w sposéb petny opisuje (semantyczna) relacje wynikania logicznego
w KRZ. Mamy wiegc:

Fkrz = FKRZ -
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Petnosé KRZ

Cwiczenie 3

Wykorzystaj twierdzenie o petnosci KRZ dla pokazania, ze s3 tezami KRZ: |

(@ —=7) = (aVvp) = (yVp5))
(@ —=pF)—=(a—=(BV7))

(ma = =8) = ((BA7) = (@n7y))
(a—=P)V(—a)

((a A=) = ) = ((any) = B)
(a=p)— (any) = (BA7))

Uwaga. Cwiczenie to polega zatem na pokazaniu, ze powyzsze formuty sa

tautologiami KRZ.
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Niesprzecznos¢ KRZ

Mowimy, ze zbiér formut X jest (syntaktycznie) niesprzeczny, gdy nie
istnieje formuta o taka, ze X by, o oraz X k., —a.
Twierdzenie 5.11. Zbiér tez KRZ jest niesprzeczny. )

Dowdd. Przypusémy, ze zbiér tez KRZ nie jest niesprzeczny. Wtedy istnieje
formuta o taka, ze zaréwno by, «, jak i i, —a. Na mocy twierdzenia o
petnosci KRZ, zaréwno «, jak i -« jest tautologia. Oznacza to, ze dla
kazdego wartosciowania h mamy: h(a) = 1 oraz h(—a) = 1. To jednak
jest sprzeczne z definicja wartosciowania. Musimy wiec odrzuci¢
poczynione przypuszczenie. Ostatecznie, zbiér tez KRZ jest niesprzeczny.

Uwaga. Zbiér X jest niesprzeczny wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje formuta
a taka, ze X ¥ a. Dowdd: éwiczenie.
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Rozstrzygalnos¢ KRZ

Na wyktadach 2, 3 i 4 pokazalismy efektywne metody rozstrzygania, czy
dowolna formuta jezyka KRZ jest tautologia KRZ:

@ tzw. metode 0-1, tj. sprawdzenie jaka jest wartos¢ formuty przy
kazdym wzz (przypominamy, ze jesli w badanej formule wystepuje n
zmiennych zdaniowych, to trzeba dokonaé¢ 2" takich sprawdzen)

@ tzw. skrécona metode 0-1, tj. rozumowanie nie wprost, polegajace na
prébie wykluczenia, ze badana formuta przyjmuje wartos¢ 0 przy
jakims wartosciowaniu (tu liczba potrzebnych sprawdzen moze by¢
znaczaco mniejsza niz w metodzie poprzedniej)

@ sprowadzanie badanej formuty do koniunkcyjnej postaci normalne;.

Na mocy Twierdzenia o Petnosci KRZ, kazda teza jest tautologia.
W konsekwencji, zbiér wszystkich tez KRZ jest rozstrzygalny.
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Inne aksjomatyki KRZ

Jest bardzo duzo réznych aksjomatycznych systeméw dla KRZ. Na
pierwszym wyktadzie podalismy system tukasiewicza dla
implikacyjno-negacyjnego rachunku zdan. Obok tego systemu, najbardzie;
popularne sg rézne wersje aksjomatyki Hilberta i Bernaysa.

W kazdej z pozycji wymienionych na koncu tej prezentacji wykorzystuje sie
inny system aksjomatéw (i czasem takze regut pierwotnych). Aksjomatyki
te s3 oczywiscie réwnowazne, w tym sensie, ze generuja doktadnie ten sam
zbiér tez.

W cytowanej monografii W.A. Pogorzelskiego znalezé mozna takze
informacje na temat aksjomatyk réznych systeméw nieklasycznych, np.
rachunkéw: intuicjonistycznego, wielowartosciowego, pozytywnego
implikacyjnego rachunku Hilberta, minimalnego rachunku Kotmogorowa,
rachunkéw modalnych S4 i S5 Lewisa.

v
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Inne aksjomatyki KRZ

Korzystamy z systemu aksjomatéw (wzorowanego na systemie Hilberta i
Bernaysa) przedstawionego w ksiazce lwony Marek (zob. spis literatury na
konicu tej prezentacji).

W ksigzce Matgorzaty Porebskiej i Wojciecha Suchonia na aksjomaty grupy
| sktadaja sie: @ — (8 — f), (= B) — (6 — ) = (@ = 7)),

(@ = (8—=7) = (8= (ax—n))oraz (a = (a = B)) — (@ — F). Nie
ma w rozwazanym jezyku symbolu =, a wiec takze aksjomatéw grupy V.
Pozostate aksjomaty s3 takie, jak w tej prezentacji.

W ksigzce Romana Murawskiego i Kazimierza Swirydowicza na aksjomaty

grupy | skfadajg sie: (o — (8 — 7)) = ((a = 8) = (a = 7)) i
a — (B — «). Aksjomaty pozostatych grup sa takie, jak w tej prezentacji.

RO jest jedyna reguta pierwotng w tych systemach.
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Inne aksjomatyki KRZ

W monografii W.A. Pogorzelskiego aksjomatami sa (A1)-(A13), zapisane
jednak nie przy uzyciu metazmiennych, lecz zmiennych zdaniowych. Jest to
wiec skonczony uktad aksjomatéw. Regutami pierwotnymi sa: RO oraz
reguta podstawiania (formut za zmienne zdaniowe).

W podreczniku Tadeusza Batoga aksjomatyka réwniez jest skoficzona.
Mamy aksjomaty grup: Il, 11l i IV (zapisane przy uzyciu zmiennych
zdaniowych, a nie metazmiennych). Aksjomaty implikacji to: p — (¢ — p)
oraz (p— (¢ —r)) — ((p — q) — (p — r)). Aksjomaty negacji to:

(p— q) — (—g — —p), -—p — p oraz p — ——p. Regutami pierwotnymi
s3: RO oraz reguta podstawiania (formut za zmienne zdaniowe).

Dostepne w sieci wyktady Andrzeja Wisniewskiego zawierajg aksjomatyke
taka, jak w systemie uzywanym przez Batoga:
http://www.staff.amu.edu.pl/~p lup/aw_ pliki/logika 1/
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Skonczona aksjomatyka dla KRZ

Za aksjomaty KRZ mozna przyja¢ nastepujace formuty jezyka KRZ:

(I) Aksjomaty dla symbolu —:
o (A1) (p1 — p2) — ((P2 — p3) — (P1 — P3))
o (A2) (p1 — (p1 — p2)) = (p1 — P2)
o (A3) pr — (p2 — p1)

(

Aksjomaty dla symbolu A:

(A4) (p1 A p2) — p1
(A5) (p1 A p2) — P2
(

1)
o (A6) (p1 — p2) — ((p1 — p3) = (p1 — (P2 A p3)))
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Skonczona aksjomatyka dla KRZ

(i

~—

Aksjomaty dla symbolu V:

(A7) p1 — (p1V p2)
(A8) p2 — (p1V p2)
(A9) (p1 — p2) — ((p3 — p2) — ((p1 V P3) — p2))

e 6 o

(IV) Aksjomaty dla symbolu =:
o (A10) (p1 = p2) — (p1 — p2)
o (All) (p1 = p2) — (P2 — p1)
o (A12) (pr — p2) = ((P2 = p1) = (p1 = p2))

(V) Aksjomat dla symbolu —:
o (A13) (=p2 — —p1) = (pr — p2)

v
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Skonczona aksjomatyka dla KRZ

Jedynymi regutami pierwotnymi tego systemu s3: reguta odrywania RO oraz
reguta podstawiania RP. Indukcyjna definicja operacji Sub(«, p1,+) podstawienia
w formule o za zmienng p; formuty v jest nastepujaca:

v

ub(p1, p1,7) =7
b(P P1,7) = P2
Sub(—av, p1,7v) = ~Sub(a, p1,7)
Sub(a A B, p1,7) = Sub(a, p1,v) A Sub(83, p1,7)
Sub(aV S, p1,7) = Sub(«, p1,7) V Sub(S, p1,7)
b(a — B3, p1,7) = Sub(a, p1,7) — Sub(, p1,7)
ub(ae = B3, p1,7) = Sub(v, p1,7) = Sub(B, p1,7)

e 6 6 6 o o o

(wybor zmiennej p; jest oczywiscie nieistotny, podobnie jak wyboér zmiennych w
zapisie aksjomatéw).

4
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Skonczona aksjomatyka dla KRZ

Mozna rozszerzy¢ powyzsza definicje na przypadek jednoczesnego
podstawienia w formule a: formuty 47 za zmienng p;, formuty v, za
zmienna py, ..., formuty 7, za zmienng p,. Oznaczmy wynik takiej
operacji przez Sub(a, p1/71, p2/72,- -, Pn/7n). Definicja reguty
podstawiania RP przyjmuje wtedy postaé nastepujaca:

(a, B) € RP wtedy i tylko wtedy, gdy istnieja formuty ~v1,72, ..., v, takie,
ze /8 = SUb(O[7 Pl/’Ylv P2/’Y2a ... 7Pn/’7n)-

RP jest zatem reguta o jednej przestance.
Mozna podac¢ inng jeszcze definicje RP (zob. nizej, w oméwieniu ogélnych
operacji konsekwencji).

Wszystkie dowody pokazane w tej prezentacji moga zosta¢ natychmiast
przeksztatcone w dowody w podanej skonczonej aksjomatyce KRZ, z regutami RO
oraz RP.
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Ogdlne pojecie konsekwencji

Niech S bedzie zbiorem wszystkich formut jezyka (zdaniowego) J. Nie jest
istotne, jakie spojniki wystepuja w J. Niech R bedzie dowolna rodzina
regut wnioskowania w J. Niech N oznacza zbiér wszystkich liczb
naturalnych. Przez operacje konsekwencji w J wyznaczona przez R
rozumiemy kazda funkcje C : 2° — 25, zdefiniowana indukcyjnie
nastepujacymi warunkami dla dowolnego zbioru formut X jezyka J:

° C%(X) =X
o CAY(X) = Ch(X)U{a € S: (3R e R)(3PC CL(X)) (P,a) € R}
o Cr(X)=U{CE(X): ke N}

Wyrazenie o« € Cr(X) czytamy: « jest wyprowadzalna z X za pomoca
regut nalezacych do R. Podamy kilka wtasnosci tak ogélnie rozumiane;
operacji konsekwencji. Dowody twierdzen 5.12.-5.14.: w Dodatku 3.
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Ogdlne pojecie konsekwencji

Rozwazamy jezyki postaci J = (V, {§;: i € I}, S), gdzie: )

@ V jest zbiorem zmiennych zdaniowych,

o {§;:i € I} jest rodzing spéjnikow,

@ S jest (przeliczalnym) zbiorem wszystkich formut (zdefiniowanym
indukcyjnie, w ten sam sposéb, jak dla KRZ).

Niech Cld(R, X) oznacza, ze zbiér formut X jezyka J jest domkniety na
wszystkie reguty ze zbioru R: Cld(R, X) wtedy i tylko wtedy, gdy
(VR e R)(VP C S)(Va € S)(((P,a) e RAP C X) — a € X).

(to oczywiscie definicja metajezykowa, zapisana w jezyku teorii mnogosci,
ktory znasz z zaje¢ Wstepu do matematyki.)

V.
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Ogdlne pojecie konsekwencji

Niech e : V — X bedzie dowolnym odwzorowaniem ze zbioru V' zmiennych
zdaniowych w jakis zbiér formut X. Funkcje e mozna jednoznacznie
rozszerzy¢ do endomorfizmu h® : S — S w nastepujacy sposéb:

o h*(pi) = e(pi)
o h*(§j(e)) = §}
o h*(§7(v, ) =

(h®(«)) (dla spéjnikéw 1-argumentowych §Jl)
§ (h¢(a), h*(B)) (dla spojnikéw 2-argumentowych §J2)

Regute podstawiania za zmienne zdaniowe mozna wtedy okresli¢
nastepujaco: ap powstaje z ay przez podstawienie (formut ze zbioru X za
zmienne zdaniowe) wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje funkcja e : V — X
taka, ze ap = h®(a).

Jerzy Pogonowski (MEG) Logika Matematyczna (5-7) 15, 22, 29 XI 2007 58 / 107



Ogdlne pojecie konsekwencji

Twierdzenie 5.12. Relacja konsekwencji wyznaczona przez reguty R ma
nastepujace wtasnosci:

@ (1) Jeslin< m, to CZ(X) C CR(X).

@ (2) a € Cr(X) wtedy i tylko wtedy, gdy o € Y dla kazdego zbioru Y
takiego, ze X C Y oraz Cld(Y).

e 3)((P,a) ERARER) — aec Cr(P).

o (4) (P,a) ERARERAPC Cr(X)) — ae Cr(X).

Uwaga. Z 5.12.(2). wynika, ze Cgr(X) jest iloczynem wszystkich zbioréw
zawierajacych X i domknietych ze wzgledu na reguty z R. Zatem Cr(X)
mozna tak wtasnie definiowac.
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Ogdlne pojecie konsekwencji

Twierdzenie 5.12. (ciag dalszy). )
e (5) X C Cr(X) (zwrotnos¢).
e (6) X CY — Cr(X) < Cr(Y) (monotonicznosé).
e (7)R1CRy— CRI( ) C Cr,(X) (monotonicznosé).
o (8) Cr(Cr(X)) = Cr(X) (idempotencja).
o (9) Cr(X) =U{Cr(Y): Y CXAY < Ro} (finitystycznosc).
o (10) Cr(X) = U{Cr/(X): R CRAR <Xo} (finitystycznose).
@ (11) Jesli dla dowolnych elementéw X, Y niepustej rodziny X
zachodzi alternatywa X C Y VvV Y C X, to:
CR(UX : Xex}) =U{Cr(X): X e X}

v

Symbol X oznacza moc zbioru X, a Rg jest moca zbioru N, jak wiesz ze Wstepu
do matematyki.
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Ogélne pojecie konsekwencji

Reguty dopuszczalne

Zbioér Perm(R, X) wszystkich regut dopuszczalnych ze wzgledu na X i R
definiujemy nastepujaco:

R € Perm(R, X) wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego P C S oraz kazdej
aeS: jesli (P,a) € Ri P C Cr(X), to a € Cr(X).

Twierdzenie 5.13.
R € Perm(R, X) wtedy i tylko wtedy, gdy Cruiry(X) C Cr(X).

Regufa R jest zatem dopuszczalna ze wzgledu na X oraz R wtedy i tylko
wtedy, gdy zbiér Cr(X) jest domkniety na te regute.
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Ogélne pojecie konsekwencji

Reguty wyprowadzalne

Zbiér Der(R, X) wszystkich regut wyprowadzalnych ze wzgledu na X i R
definiujemy nastepujaco:

R € Der(R, X) wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego P C S oraz kazde;j
aeS: jesli (P,a) € R, to a € Cr(X UP).

Twierdzenie 5.14.

@ (1) R € Der(R, X) wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego zbioru Y C S
oraz kazdej rodziny regut R": Cruriuiy (XU Y) € Crur/(X U Y).

@ (2) Der(R,X) C Perm(R, X).

@ (3) Istnieja: R oraz X takie, ze Perm(R, X) — Der(R, X) # 0.
e (4) R C Perm(R, X).

@ (5) Perm(Perm(R,X), X) = Perm(R, X).

@ (6) Der(R,X) ={Perm(R',X"): RCR' A X C X'}.

v
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Reguty strukturalne

Reguta R jest regutg strukturalng w S wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego
sekwentu (X, a) € R oraz kazdego e : V — S takze sekwent
(he[X], h*(«)) nalezy do R.

Reguta strukturalna to zatem, intuicyjnie (i niezbyt precyzyjnie) méwiac,
reguta zawierajaca wszelkie sekwenty (X, ) bedace podstawieniami
jakiegokolwiek sekwentu z tej reguty.

W prezentowanym tu aksjomatycznym opisie KRZ reguty wnioskowania s3
strukturalne. Usprawiedliwia to zatem zapisywanie tych regut
schematycznie, np. reguty odrywania w postaci:

a— 0, «

g
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Ogélne pojecie konsekwencji

Ogdlne pojecie konsekwencji

Mozna rozwaza¢ jeszcze ogélniejsze pojecie konsekwencji,
niezrelatywizowane do zbioru regut R. Niech S < Rg. Powiemy, ze funkcja
C : 2° — 25 jest operacja konsekwencji w J, gdy spetnione s nastepujace

warunki, dla dowolnych X, Y € 2°:
e (C1) X C C(X) (zwrotnos¢)
e (C2) jesli X C Y, to C(X) C C(Y) (monotonicznos¢)
e (C3) C(C(X)) C C(X) (idempotencja)
o (C4) CX)CU{C(): YCX ANY < No} (finitystycznosc).

Takie rozumienie operacji konsekwencji zaproponowane byto przez Alfreda

Tarskiego.
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Ogélne pojecie konsekwencji

Ogdlne pojecie konsekwencji

Ogolna relacja konsekwencji FC 2% x S w S okreslona jest dla dowolnych
X,Y C S oraz a € S przez warunki:

F 1) X F « dla kazdego a € X

F2)jesli XFaiXCVY,toYFa

F 3) jesli dla kazdej 5 € Y X B oraz Y a, to X F «

F 4) jesli X  «, to istnieje Y taki, ze: YQX,§<N0 oraz Y | «.

o
(]
()

(
(
(
(

Operacje i relacje konsekwencji s3 wzajemnie przez siebie definiowalne:
(%) X F «awtedy i tylko wtedy, gdy o € C(X)

(tj. dla kazdej I istnieje C taka, ze (%), a takze dla kazdej C istnieje -
taka, ze (%)).
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Ogdlne pojecie konsekwencji

Powiemy, ze operacja (, jest nadkonsekwencja operacji C; (wtedy
méwimy, ze C; jest podkonsekwencjg operacji G i piszemy C; < (), gdy
C1(X) € Gy(X), dla kazdego X € 2°.

Relacja < jest czesciowym porzadkiem w zbiorze Cs wszystkich operacji
konsekwencji okreslonych na S. Jesli {C; : t € T} jest dowolna rodzing
operacji konsekwencji na S, to okreslamy kres dolny A{C; : t € T} oraz
kres gorny \{C; : t € T}:

o NMCeite THX)=N{C(X):te T}
o V{C:te THX)= N{C(X): G < CY.

teT

v

Ukfad (Cs, =) jest krata zupetna. Co to krata zupetna wiesz ze Wstepu do
matematyki.
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Ogdlne pojecie konsekwencji

Punkty state operacji C, tj. zbiory X, dla ktérych zachodzi réwnosé¢
C(X) = X nazywane s3 teoriami dedukcyjnymi (w jezyku J z operacja C).

Kazda operacja konsekwencji okreslona warunkami (C1)-(C4) m
nastepujaca wtasnos¢:

Kazda ogélna relacja konsekwencji - okreslona warunkami (-
wiasnosc¢:

e C(X)={Y: XCYACC(Y)=Y} )
o X F o wtedy i tylko wtedy, gdy a e (\{Y € D- : X C Y} J

gdzie D ={XCS:aeX=XFa}.
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Ogdlne pojecie konsekwencji
Bedziemy wielokrotnie w tych wyktadach przywotywaé oba wymienione

ogélne rozumienia konsekwencji. Wyliczmy jeszcze niektére podstawowe
witasnosci mogace przystugiwaé operatorom konsekwenc;ji:

Konsekwencja C jest niesprzeczna, gdy C(()) # S. ]

Konsekwencja C jest zupetna, gdy C({a}) = S dla kazdej a ¢ C(0). )

Konsekwencja C jest maksymalna w rodzinie Cs, gdy nie istnieje
niesprzeczna konsekwencja C’ taka, ze C X C’ oraz C # C'. Konsekwencje
maksymalne to doktadnie wszystkie niesprzeczne konsekwencje zupetne.

Konsekwencja C jest zwarta, gdy dla dowolnego X C S: jesli C(X) =S, to
istnieje skonczony zbiérY taki, ze Y C X oraz C(Y) = S.
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Ogdlne pojecie konsekwencji

Konsekwencja C jest strukturalna, gdy dla dowolnego X C S oraz
e: V — S zachodzi inkluzja: h¢[C(X)] C C(h¢[X]).

Konsekwencja C (wyznaczona przez jaki$ zbiér regut) jest strukturalnie
zupetna, gdy kazda reguta strukturalna i dopuszczalna ze wzgledu na C
jest wyprowadzalna ze wzgledu na C.

Ztozenie C; o C; dwéch operatoréw konsekwencji okre$lone wzorem
(1 0 G(X) = Gi(G(X)) nie musi by¢ operatorem konsekwencji. Nastepujace
warunki s3 réwnowazne:

@ (oG eCs

o CioG=V{C, G}

0 CroG(CroG(X))C CroG(X)

@ GHLo(GL X (GoG. )
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Ogélne pojecie konsekwencji

Ogdlne pojecie konsekwencji

Omawiana w tym wykfadzie relacja konsekwencji syntaktycznej dla KRZ
jest relacja Fy,, wyznaczona przez zbiér Ax aksjomatéw KRZ oraz
jednoelementowy zbiér { RO} regut pierwotnych KRZ:

X by o wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje dowdd o w oparciu o aksjomaty
Ax, zatozenia X oraz regute RO.

Odpowiadajaca jej operacja konsekwencji w KRZ to funkcja
CKRZ . oFkrz _, Fp> zdefiniowana wzorem:

Ckrz(X) = {a € FKRZ X |—er a}.

Cwiczenie. Pokaz, ze C¥# spetnia warunki (C1)-(C4).
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Cwiczenie 1: reguta komutacji (RKom)

(reguta komutagji (RKom))J

1.

ar_(ﬁ_—vy)

B—=(a—=B) = (((a—=pB)—(a—=7)—(B—(a—1))
(Al): o/B, B/a— B, v/a— v

B — (a—p)

(A3): o/, B/

(a—=B)—=(a—=7) = (B—(a—1))

RO: 2,3

(a—=B)=((B—=7)—(a—=17)) —

= (B =) = (@—=7)) = (@a=17)) = (= B) = (a = 1))

(Al): Oé/oz—>ﬁ, ﬂ/(ﬂ—wy) — (a—wy)’ ’)//OL—W}/

v

Czytaj dalej.
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Cwiczenie 1: reguta komutacji (RKom)

6. (a—p)—=((B—17)—(a—7))
(A1)

7. (B=7)—=(a—=7)—=(a—=7) = (a—B) = (a—17))
RO: 5,6

8. (a—=(B—=7)—U(B—=7)—(a—7)—(a—(a—1))
(A1): B/B =, v/a—~

9. (B—=7)—(a—=17))—(a—(a—17))
RO: 8,1

10. (a—(a—9)—(a—7)
(A2): B/~

Czytaj dalej.
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Cwiczenie 1: reguta komutacji (RKom)

11.

12.

13.

14.

15.

(B=7)—=(a—=7) = (a—=(a—7)))—

= (((a=(a—=7)) = (a—=7) = {((B—7) = (@a—=7) = (@a—17)))
(Al): /(B — ) = (@ —17), Bla— (a—7), v/a—7
(a=(a=7)—=(a=7)={(B—=7)—(a—=17)—(a—7))
RO: 11,9

(B=7)—=(a—=79) = (a—17)

RO: 12,10

(@ —=pB) = (a—17)

RO: 7,13

B— (a—7)

RO: 4,14.

W dowodzie korzystano tylko z aksjomatéw oraz reguty pierwotnej.
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Rozwigzania ¢wiczen

Cwiczenie 1: reguta komutacji (RKom)

Przy zastosowaniu Twierdzenia o Dedukcji Wprost dowéd wyprowadzalnosci
reguty komutacji polega na udowodnieniu, ze: {a — (8 — ), a, 8} Frrz ¥
i sprowadza sie do dwdch uzyé reguty odrywania:

1. a— (B—) zatozenie
2. « zatozenie
3. 3 zatozenie
4, B —~ RO: 1,2

5 7~ RO: 4,3.

Jest to, jak tatwo zauwazy¢, takze dowdd tezy (T8). Przyktad ten pokazuje
jak przydatnym srodkiem dowodowym jest Twierdzenie o Dedukgji.
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Cwiczenie 1: reguta poprzedzania (Rp)

{a} Fuz B — « (reguta poprzedzania (RPp)) |
1. « zatozenie
2 a—(F—a) (A3)
3. B—oa RO: 2,1.
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Cwiczenie 1: dowdd tezy (T4)

(T4) ——a — « (mocne prawo podwdjnego przeczenia)J
1. ——a— (ma— (a—a)) (T3): a/—a, B/~(a — «)
2. (ra—-(a—a))—((a—a)—a) (Al3): a/a—a, f/a
3. —a— ((a— a)—a) RSyl: 1,2
4, (a—a)— (—a—a) RKom: 3
5. a—a« (T1)

6. o —« RO: 4,5.
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Cwiczenie 1: dowéd tezy (T5)

(T5) a — ——« (stabe prawo podwdjnego przeczenia)J
1. —=—a— -« (T4): a/—«
2. (ma— —a) = (a— —a)  (Al13): B/«
3. a— o RO: 2,1.
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Cwiczenie 1: dowéd tezy (T6)

(T6) a = -« (prawo podwdjnego przeczenia)J
1. a— -« (T5)
2. o — o (T4)
3. (a— —a)—= ((a—a)— (a=-a)) (Al2): G/«
4. (m—a—a) = (a=-7a) RO: 3,1
5. o= 1 ROZ 4,2.
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Cwiczenie 1: dowéd tezy (T7)

(T7) a — (—~a — 5) (prawo przepe’mienia)J

1. ——a—(~a—p0) (T3): a/-«a
a — (T5)
3. a—(~a—p) RSyl: 2,1.

N
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Cwiczenie 2.1.: (T18)

(T18) (a — B) — ((y = =0) = (v = ~a)) ]

Korzystamy z Twierdzenia o Dedukcji Nie Wprost. Pokazemy, ze z zatozen:
a — 3, v — =8, 7 oraz =« udowodni¢ mozna pare zdan wzajem
sprzecznych.

1. a—p zatozenie
2. y— 0 zatozenie
3. v zatozenie
4, -« zatozenie
5. = RO: 2,3

6. —-—a—a (T4)

7. « RO: 6,4

8. [ RO: 1,7.
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Cwiczenie 2.1

(T19) (Vv @) —

(T19)

(a — f)

1.

—|04—>(04—>ﬂ)

(T3)

B—(a—pB)

(A3): /B, B/

(a— (= p)) = (8 — (a—B) = ((raV ) = (a — F)))
(A9): a/~ax, Blav— B, v/P

(B = (a—B) = ((-aVpB)— (a—p))

RO: 3,1

(~a — B) = (a — B)

RO: 4,2.
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Cwiczenie 2.1.: prawo eksportacji

(T20) (A B) =) = (a— (B —1)) (prawo eksportacji))

Korzystamy z Twierdzenia o Dedukcji Wprost. Zachodzi ciag
rownowaznosci: ((a A ) — v) — (e — (8 — 7)) jest teza wttw, gdy
0 ke (@A B) =) = (@ — (B — ) wttw, gdy

{(aAB) =7} Fiaz @ — (B — 7) witw, gdy

{(anB) =7, a} Fa B —  wttw, gdy {(@ A B) =7, @, B} Frz 7.
Wystarczy wiec udowodni¢, ze: {(a A B) — v, a, B} Fiez -

1. (aAB)—~ zatozenie
2. « zatozenie
3. B zatozenie
4 oA DK: 2,3

5 v RO: 1,4.
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Rozwigzania ¢wiczen

Cwiczenie 2.1.: prawo importacji

(T21) (a = (B—=17)) — (e A PB) —7) (prawo importacji)J

Korzystamy z Twierdzenia o Dedukcji Wprost. Wystarczy udowodni¢, ze:
{O[ - (5 - ’7)7 O[/\ﬂ} l_krz -

L a—(8—7)
2. aNg

3. (anp)—a
4. (anp)—p
5. «

6.

7. p—y

8. v

zatozenie
zatozenie
(A4)
(A5)
RO: 3,2
RO: 4,2
RO: 1,5
RO: 7,6.
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Cwiczenie 2.1.: (T3) — pierwszy dowsd

(T3) = — (o — ) (wersja prawa Dunsa Scotusa))

1. (=8—-a)—(a—p)
(A13)
2. —a— (-f— -a)
(A3): ao/~a, B/
3. (ma—= (28— ) = (-8 = —a) = (a = B) = (~a — (o — b))
(Al): a/=a, B/=8 — —a, v/a—
4 (=8 ——a) = (a— B) = (na— (o — )
RO: 3,2
5. —a— (a—f)
RO: 4,1.

v

To (podany wczesniej) dowdd wykorzystujacy tylko aksjomaty i regute pierwotna.
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Cwiczenie 2.1.: (T3) — drugi dowsd

(T3) o — (o — B) (wersja prawa Dunsa Scotusa)J

Zamiast przeprowadza¢ powyzszy pedantyczny dowdd warto skorzysta¢ z
reguty wtérnej:

L (=f— na) = (a—p) (AL3)
2. —a— (02— a) (A3): a/—a, B/-0
3. —a— (a — /6) RSyI: 2,1.
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Cwiczenie 2.1.: (T3) — trzeci dowdd

(T3) a— (o — B) (wersja prawa Dunsa Scotusa)J

Mozna tez skorzysta¢ z poprzednio udowodnionych tez (tu: (T7) i (T8)): ]

L (a—(~a—=p) = (ta—(a—p)) (T8): B/-a, v/
2. a—(~a—p) (T7)
3. —a—(a—pf) RO: 1,2.
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Cwiczenie 2.2. (a)

{azﬁ,ﬁ} Fhrz @ J
1. a=p zatozenie
2. 0 zatozenie
3. (a=p)—(f—a) (Al2)
4, (B —« RO: 3,1
5. « RO: 4,2.
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Cwiczenie 2.2. (b)

{a— B,y = 8} Fhe (@ A7) — (BV5) J

Korzystamy z Twierdzenia o Dedukcji Wprost. Wystarczy pokaza¢, ze:
{a—B,v—=6,aAy} e BV

1. a—0 zatozenie

2. y—90 zatozenie

3. aAy zatozenie

4 (ahy)—a (Ad): B/

5. « RO: 4,3

6. (3 RO: 1,56

7. B—(BV) (AT): o/B, B/S.
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Cwiczenie 2.2. (c)

{or— B} Fpex (0 A7) = (5 V) J

Korzystamy z Twierdzenia o Dedukcji Wprost. Wystarczy pokaza¢, ze:
{a =B, a ANy} bz BV 0.

1. a—0 zatozenie

2. alAvy zatozenie

3. (@A) —a (M) By

4, « RO: 3,2

5. RO: 1,4

6. 8—(Bvo) (A7) a/B, B/o
7. BV RO: 6,5.
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Cwiczenie 2.2. (d)

{~(an-8)} iz — 8 J

Korzystamy z Twierdzenia o Dedukcji Nie Wprost. Pokazemy, ze
[ A ~8), @, ~B} Faez {7, 7} dla pewnej formuty 7.

1. —(an—p) zatozenie
2. «@ zatozenie
3. —f zatozenie
4,

a -0 (DK): 2,3

W wierszach 1 i 4 mamy pare formut wzajem sprzecznych. Zatem, na
mocy Twierdzenia o Dedukcji Nie Wprost, {—=(a A =)} by, « — 5.
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Rozwigzania ¢wiczen

Cwiczenie 3 (a)

(@) (=) = ((aVB) = (vV ) )

Pokazemy, ze powyzsza formufa jest tautologia. Przypusémy, ze nie jest.
Istnieje wtedy wartosciowanie h takie, ze

h((a = v) = ((aV ) — (v Vv B))) = 0. Stad:
o h(aa —» ) =1.
o h((aVvp)— (yV ) =0, czyli h((awV ) =1 oraz h(yV ) = 0.
@ Z h(yV ) =0mamy: h(y)=0i h(3) =0.
@ Skoro h(awV 3) = 1 oraz h(3) =0, to h(«) = 1.
@ Skoro h(aw — =) =1 oraz h(y) =0, to h(a) = 0.
o Otrzymalismy wiec sprzecznos¢. Trzeba odrzuci¢ przypuszczenie, ze

(e =) = (Vv B) — (v V) nie jest tautologia.

Skoro (o — v) — ((aV B) — (v V 3)) jest tautologia, to na mocy
Twierdzenia o Petnosci jest tez teza KRZ.
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Cwiczenie 3 (b)

(b) (o~ ) — (a — (3 V7)) J

Pokazemy, ze powyzsza formufa jest tautologia. Przypusémy, ze nie jest.
Istnieje wtedy wartoSciowanie h takie, ze

h((e = B) — (@ — (B V7)) = 0. Stad:

o h(a—p)=1

o h(a — (V7)) =0, czyli h(a) =1 oraz h(FV~y) =0

@ Skoro h(BV ) =0, to h(3) = 0 oraz h(y) = 0.

@ Skoro h(aw — ) =11 h(B) =0, to h(ar) = 0.

o Otrzymalismy wiec sprzecznos¢. Trzeba odrzuci¢ przypuszczenie, ze

(o — B) = (o — (B V7)) nie jest tautologia.

Skoro (a — 3) — (a — (V7)) jest tautologia, to na mocy Twierdzenia o
Petnosci jest tez teza KRZ.
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Cwiczenie 3 (c)

(€) (mar = =0) = (BA7) — (a A7) )

Pokazemy, ze powyzsza formuta jest tautologia. Przypusémy, ze nie jest. Istnieje
wtedy wartosciowanie h takie, ze h((—a — —38) = ((BAY) — (e A %)) =0.
Stad:

@ h(—a — —=f)=1oraz h(BAvy) — (aAv))=0.
Skoro h((B A7) — (A7) =0, to h(BA~)=1oraz h(a Av)) = 0.
Skoro h(B A7) =1, to h(8) =11i h(y) = 1. Zatem h(—5) =0
Skoro h(—~a — =) =11 h(=8) =0, to h(—a) =0, czyli h(a) = 1.
Skoro h(a Ay) =01 h(a) =1, to h(y) = 0.

(]

Otrzymalismy sprzeczno$¢. Przypuszczenie, ze
(ma — =8) — ((B A7) — (e Ay)) nie jest tautologia trzeba odrzuci¢.

Skoro (ma — —8) — ((B A y) — (a A 7)) jest tautologia, to na mocy
Twierdzenia o Petnosci jest tez tezg KRZ.
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Rozwigzania ¢wiczen

Cwiczenie 3 (d)

(d) (a — B) v (3 — a) |

Pokazemy, ze powyzsza formuta jest tautologia. Przypusémy, ze nie jest.
Istnieje wtedy wartosciowanie h takie, ze h((a — () V (8 — «)) = 0. Stad:

e h(aw— ) =0 oraz h(f — a) = 0.
@ Skoro h(aw — ) =0, to h(a) = 1i h(3) = 0.
@ Skoro h(8 — a) =0, to h() =11 h(a) = 0.

@ Otrzymalismy sprzecznos$¢ (nawet dwie; jedna wystarczy, pamigtasz:
raz ladacznica, zawsze ladacznica). Przypuszczenie, ze

(o« — B) V(B — «) nie jest tautologia trzeba odrzucic.

Skoro (o« — ) V (8 — «) jest tautologia, to na mocy Twierdzenia o
Petnosci jest tez tezg KRZ.

v
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Cwiczenie 3 (e)

(&) (0 A =8) = =) = ((a A7) — B) |

Pokazemy, ze powyzsza formuta jest tautologia. Przypus¢my, ze nie jest. Istnieje
wtedy wartosciowanie h takie, ze h(((a A =8) — =) = (e Ay) — 5)) =0.
Stad:

h((w A =83) — —y) = 1 oraz h((a Ay) — ) = 0.
Skoro h((a Ay) — ) =0, to h(a Ay) =11 h(B) =0.
Skoro h(a Ay) =1, to h(ar) =11 h(y) = 1.

Skoro h(a) =1, h(8) =01 h(y) =1, to: h(—y) =0, h(-p) =1,
h(a A =3) = 1. Zatem h((aw A =) — —y) = 0.

@ Otrzymalismy sprzecznos¢. Przypuszczenie, ze
((a A=8) — =) = ((a Ay) — ) nie jest tautologia trzeba odrzuci¢.

Skoro ((aw A =8) — —y) — ((@ A7) — ) jest tautologia, to na mocy
Twierdzenia o Petnosci jest tez tezg KRZ.
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Cwiczenie 3 (f)

() (a=p6) = ((any) = (BAY) )

Pokazemy, ze powyzsza formuta jest tautologia. Przypus¢my, ze nie jest. Istnieje
wtedy wartosciowanie h takie, ze h((a = 8) — ((a Avy) — (6 A 7))) =0. Stad:

ha=B)=1i h((any) — (A7) =0.

Skoro h((a Ay) = (BA7)) =0, to h(aw Ay) =1, a wiec h(a) =1 oraz
h(v) =1.

Skoro h(a) =1i h(a =) =1, to h(B) = 1.

Skoro h(a) =1, h(B) =11 h(y) =1, to h(a Ay) =1oraz h(BAvy) =1.
W konsekwencji, h((a Avy) — (B A7) = 1.

@ Otrzymalismy sprzecznos¢. Przypuszczenie, ze
(a=p) = ((eAv) — (B A7)) nie jest tautologia trzeba odrzucic.

Skoro (= ) — ((e Ay) — (B A+y)) jest tautologia, to na mocy Twierdzenia o
Petnosci jest tez tezg KRZ.
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Niektore czesto uzywane tezy KRZ

Dowody tez (T1)-(T21) przedstawiono w tej prezentacji. Zachecam do

samodzielnego udowodnienia pozostatych tez. )
o (T) a— « prawo tozsamosci
o (T2) B — (0 — a)
e (T3) a— (a—pB) wersja prawa Dunsa Scotusa
o (T4) ~—a — « mocne prawo podwdjnego przeczenia
e (T5) a — "« stabe prawo podwdjnego przeczenia
o (T6) a =« prawo podwdéjnego przeczenia
o (T7) a— (—a— B) prawo przepetnienia (pr. Dunsa Scotusa)
o (T8) (a—(B—17)) —(B— (a—7)) prawo komutagji
e (T9) (¢ — =p) — (B — —a) (stabe) prawo transpozycji
e (T10) (¢ — =) — ~«x (stabe) prawo Claviusa

v
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Niektore czesto uzywane tezy KRZ

T11) (o« — B) — ((« — =08) — —a)  pr. dylematu konstrukcyjnego
T12) (a« — B) — (=6 — —a) prawo transpozycji prostej
T13) =(a A ~a) prawo niesprzecznosci
aV prawo wytaczonego $rodka
T15) o — (6 — (a A B)) prawo koniunkcji

(aAB) =)= (= (B—1)) prawo eksportacji
a—(B8—7)— (anp)—7) prawo importacji |

e 6 6 6 6 6 o6 6 o o o
AAAAA/:'AA/-\/-\/-\
[y
vvvvvgvvvvv
£}
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=
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Niektore czesto uzywane tezy KRZ

Dowody ok. 300 tez KRZ znalez¢ mozna w monografii

W.A. Pogorzelskiego: Klasyczny rachunek zdan. )
o (a—a)—a (mocne) prawo Claviusa
o (a=(f—7)—(a—=p)—(a—7) prawo Fregego
o (a—f)— (o — —p) — ) prawo redukcji do absurdu
o ((a—=pB)Na)—p prawo modus ponendo ponens
o ((aVvp)A—-a)—p prawo tollendo ponens
o ((aApB)Na)— —p prawo ponendo tollens
o (a—=p)=(a=(anp)) prawo rugowania implikacji
o (a— fB)=(—aVp) wyrazanie — przez =i V
o (a—fB)=-(an—p) wyrazanie — przez - i A
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Niektore czesto uzywane tezy KRZ

o ((a—pf)—a)—« prawo Peirce'a
o (anp)=(—aV-P) prawo de Morgana
o ~(aVp)=(-an-p) prawo de Morgana
o (-a—pf)— (-0 — ) (mocne) prawo kontrapozycji
o (a—p)—(f— a) prawo negowania implikacji
o ~(a—pf)— (a— —p) prawo negowania implikacji
o ~(a— f) = (—a— p) prawo negowania implikacji
o (a— fB) = (—a— —f) prawo negowania implikacji
e a=(aNa) prawo tautologii
e a=(aVa) prawo tautologii)
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Niektore czesto uzywane tezy KRZ

o (anp)=(BNa) prawo przemiennosci
o (aVvp)=(BVa) prawo przemiennosci
o (a=p)=(=aw) prawo przemiennosci
o (a—p0)— ((any)— (BAY)) prawo nowego czynnika
o (a—pf)— ((avy)—(BVY)) prawo nowego skfadnika
o ((a—=B)AN(yv—D8))=(any)—b) pr. taczenia i roztaczania
o ((a—=pB)N(a—7))=(a— (BA7))  pr. sktadania i rozktadania
o (a=p)— ((aAvy)=(BA7)) pr. nowego czynnika réwnowaznosci
o (a=p)— ((aVv~y)=(BV~y)) pr. nowego sktadnika réwnowaznosci
o (a=p0)=(a— BN (B — a)) wyrazenie = przez — i A |
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Niektore czesto uzywane tezy KRZ

o (an(BAY)=((anpB)AY) prawo tacznosci A
o (av(BVY)=(aVvp)Vy) prawo tacznosci V
o (an(BVY)={(anp)V(ary)) prawo dystrybucji
o (aVv(BAY)=((aVB)A(aVy)) prawo dystrybucji
o (a=p)=(~a=-p) prawo obustronnego negowania =
o (a=p0)—((v=0)— ((aANy)=(BAJ))) pr. mnozenia = stronami
o (a=p)—=((y=9)— ((aVvy)=(BV))) pr. dodawania = stronami
° (= P)A(y =) A((avy) A=(BAD))) —
= ((B—=a)AN(0—7)) prawo Haubera (odwracania implikacji))
Na mocy Twierdzenia o Dedukcji, kazdej tezie implikacyjnej odpowiada
reguta wtérna KRZ, a kazdej regule wtérnej — teza implikacyjna.

v
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Niektore czesto uzywane reguty wyprowadzalne

Wyprowadzalnos¢ regut (1)-(5) wykazano w niniejszej prezentacji.
Zachecam do pokazania wyprowadzalnosci pozostatych regut.

@ (1) reguta dotaczania koniunkgji (DK):

o, B
aAp

@ (2) reguta sylogizmu hipotetycznego (RSyl):

a— B, -7y
O[—>’}/
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Niektore czesto uzywane reguty wyprowadzalne

@ (3) reguta sylogizmu Fregego (RFr):

a—(8—7),a—0
o=y

o (4) reguta poprzedzania (RPp):

(0}

f—a
o (5) reguta komutacji (RKom):

a— (8 —7)
B—(a—7)
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Niektore czesto uzywane reguty wyprowadzalne

@ (6) reguta tollendo tollens (MT):
o — 67 _'ﬁ
e’
@ (7) reguta tollendo ponens:
aV i, «
B
@ (8) reguta ponendo tollens:
—(aVp), a
0

Jerzy Pogonowski (MEG) Logika Matematyczna (5-7) 15, 22, 29 XI 2007 105 / 107



Niektore czesto uzywane reguty wyprowadzalne

@ (9) reguta Dunsa Scotusa:
a, o
B
@ (10) reguta transpozycji:
a—fB
e p—
@ (11) reguta importacji:
a—(B—7)
(Oc VAN ﬁ) — 7y
@ (12) reguta eksportacji:
(aAB) =
a—(8—19)
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