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Plan wyktadu

Podamy teraz niektdre konsekwencje twierdzen omdéwionych w wyktadzie
poprzednim.

Zwiazki z teorig rekursji.
Przyktady zdan prawdziwych w PA, ktére nie sa dowodliwe w PA.
Informacja o teoriach rozstrzygalnych i nierozstrzygalnych.

Twierdzenie Churcha o nierozstrzygalnosci KRP.

Wspomniana problematyka ma olbrzymig literature. Zainteresowany
czytelnik zechce do niej siegnac.

Jerzy Pogonowski (MEG) Metalogika Rozstrzygalnos$¢ 2 /45



Pk e mietEdne:
Rekurencyjna nieoddzielalnosc¢

o Méwimy, ze zbiér X jest m-sprowadzalny do zbioru Y, gdy istnieje
funkcja pierwotnie rekurencyjna f taka, ze dla dowolnej n: n € X
dokfadnie wtedy, gdy 7(n) € Y. Jesli dodatkowo f jest injekcja, to
moéwimy, ze X jest 1-sprowadzalny do Y.

o Powiemy, ze zbiér Y jest uniwersalny dla klasy zbiorow X, gdy kazdy
zbiér X € X jest m-sprowadzalny do zbioru Y.

o Méwimy, ze zbiory X oraz Y sg rekurencyjnie oddzielalne, gdy
istnieje zbidr rekurencyjny Z taki, ze: X C Z oraz Y Cw — Z (czyli
Y NZ=10).

e Przypominamy tez, ze wszystkie relacje rekurencyjne (a wiec takze
wszystkie zbiory rekurencyjne) sa mocno reprezentowalne w PA.
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Zwiazki z teorig rekursji Rekurencyjna nieoddzielalno$é

Rekurencyjna nieoddzielalnosc¢

Dla teorii T (ktéra dopuszcza arytmetyzacje sktadni) mozemy
przeprowadzi¢ takie same konstrukcje, jak dla arytmetyki PA. W
szczegdlnosci, zdefiniowa¢ mozna (rekurencyjna) relacje Dow (b, a)
zachodzaca doktadnie wtedy, gdy b jest numerem gédlowskim dowodu (na
gruncie T) formuty o numerze gédlowskim a. Dalej, niech:

o Twr = {a: 3x Dowr(x,a)}.
o NegTwy = {a: Formy(a) A =3x Fr(a, x) A (sn(—),a) € Twr}.

e Twr jest zatem zbiorem numeréw gddlowskich twierdzen teorii T.

@ NegTwy jest zbiorem numeréw gddlowskich tych zdan, ktérych
negacje s3 twierdzeniami teorii T.
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Zwiazki z teorig rekursji Rekurencyjna nieoddzielalno$é

Rekurencyjna nieoddzielalnosc¢

Twierdzenie. Nie istnieje zbidr uniwersalny dla klasy wszystkich zbioréw
rekurencyjnych.

Zarys dowodu.

@ Dla dowodu nie wprost przypusémy, ze Y jest zbiorem uniwersalnym
dla klasy wszystkich zbioréw rekurencyjnych.

@ Niech F(x,y) bedzie funkcja rekurencyjna, uniwersalna dla klasy
wszystkich jednoargumentowych funkgji pierwotnie rekurencyjnych.

e Niech Xo = {n: F(n,n) ¢ Y}. Wtedy Xy jest rekurencyjny.

@ Na mocy przypuszczenia dowodu nie wprost istnieje wiec funkcja

pierwotnie rekurencyjna f taka, ze: n € Xy doktadnie wtedy, gdy
f(n)eY.
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Pk e mietEdne:
Rekurencyjna nieoddzielalnosc¢

@ Na mocy uniwersalnosci F istnieje liczba ng taka, ze dla wszystkich x:
f(x) = F(ng, x).
o Dla dowolnej n mamy wiec:
n € Xp doktadnie wtedy, gdy F(ng,n) € Y.
e Dla n = nyp mamy w szczegélnosci:
e ng € Xy doktadnie wtedy, gdy F(ng, ng) € Y (na mocy definicji funkgji
F).
o ng € Xp doktadnie wtedy, gdy F(ng,m) ¢ Y (na mocy definicji Xp).
@ Otrzymana sprzeczno$¢ kaze odrzuci¢ przypuszczenie dowodu nie
wprost. Ostatecznie zatem nie istnieje rekurencyjny zbiér uniwersalny
dla klasy wszystkich zbioréw rekurencyjnych.
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Zwiazki z teorig rekursji Rekurencyjna nieoddzielalnos$é

Rekurencyjna nieoddzielalnosc¢

Twierdzenie. Jesli wszystkie zbiory rekurencyjne sa mocno
reprezentowalne w T, to zbiory Twt oraz NegTwt nie sa rekurencyjnie
oddzielalne. W szczegdlnosci, zbior numeréw gddlowskich twierdzeri PA
oraz negacji twierdzeri PA nie sg rekurencyjnie oddzielalne.

Zarys dowodu.
e Dla kazdego zbioru rekurencyjnego X istnieje formuta 1x(x) jezyka
teorii T taka, ze dla dowolnej n mamy:
e n € X doktadnie wtedy, gdy T F ¢x(n),
e n ¢ X doktadnie wtedy, gdy T + —x(n).
@ To z kolei oznacza, ze dla dowolnej n:

e n € X doktadnie wtedy, gdy "¢x(7)” € Twr
o n ¢ X doktadnie wtedy, gdy "¢x ()" € NegTw.
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Pk e mietEdne:
Rekurencyjna nieoddzielalnosc¢

@ Otrzymujemy stad réwnowaznosci:

o n € X doktadnie wtedy, gdy Sub("¢¥x7,"x7, num(n)) € Twr,
o n ¢ X doktadnie wtedy, gdy Sub("¢x 7, "x7,num(n)) € NegTw .

@ Funkcja f(n) = Sub("x ™, "x7, num(n)) jest pierwotnie rekurencyjna. )

@ X jest sprowadzalny (za pomoca f) do Twr (a w — X jest
sprowadzalny do NegTw), poniewaz:

e n € X doktadnie wtedy, gdy f(n) € Twr
o n ¢ X doktadnie wtedy, gdy f(n) € NegTw.
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Pk e mietEdne:
Rekurencyjna nieoddzielalnosc¢

o Gdyby istniat rekurencyjny zbiér Y oddzielajacy zbiory Twr i
NegTw, to mielibysmy:

o jesline X, tof(n)eY
o jesling X, to f(n) ew—Y.

e Wtedy: n € X doktadnie wtedy, gdy f(n) € Y, czyli Y bytby
uniwersalny dla klasy wszystkich zbioréw rekurencyjnych, co jest
niemozliwe. Ostatecznie wiec, Twt oraz NegTw nie sg rekurencyjnie
oddzielalne.

o

Na mocy powyzszego twierdzenia mozemy stwierdzi¢, jak ztozone sa zbiory:
numeréw godlowskich twierdzeh oraz numeréw gddlowskich negacji
twierdzen danej teorii.
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Nierekurencyjnosé zbioru twierdzen PA
Nierekurencyjnos$¢ zbioru twierdzen PA

o Jesli w teorii T wszystkie relacje rekurencyjne sa mocno
reprezentowalne, to zbiory: Twrt numeréw gédlowskich twierdzen
teorii T oraz NegTwt numeréw gédlowskich negacji twierdzen teorii
T nie sa rekurencyjne.

o W szczegdlnosci, zbior numeréw gédlowskich twierdzeri arytmetyki PA
nie jest rekurencyjny. Podobnie, zbiér numeréw gédlowskich negacji
twierdzen arytmetyki PA nie jest rekurencyjny.

@ Niech T oznacza zbiér numeréw gddlowskich zdan jezyka PA
prawdziwych w modelu standardowym 91, zas F zbiér numerdw
godlowskich zdan jezyka PA fatszywych w tym modelu.

o Wiemy, ze Twpa C T (inkluzja whasciwa). Zbiér Twpa jest
rekurencyjnie przeliczalny, ale nie jest rekurencyjny. A jaki jest zbidr ’]I‘?)
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Zwiazki z teorig rekursji Nierekurencyjnosé zbioru twierdzen PA

Zbiory zupetne, produktywne i twércze

Méwimy, ze zbiér X C w jest:
e produktywny, gdy istnieje funkcja rekurencyjna f taka, ze dla

wszystkich x, jesli Wy C X, to f(x) € X — Wy (tu (Wy)xew jest
standardowym wyliczeniem zbioréw rekurencyjnie przeliczalnych);

o twdrczy, gdy X jest rekurencyjnie przeliczalny, a jego dopetnienie
w — X jest zbiorem produktywnym.

e m-zupetny, gdy X jest rekurencyjnie przeliczalny i kazdy
rekurencyjnie przeliczalny zbiér A jest m-sprowadzalny do X.

Woprost z definicji wynika, ze:

@ Jesli X jest produktywny, to nie jest rekurencyjnie przeliczalny.

@ Jesli X jest twérczy, to nie jest rekurencyjny.
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Wherelavene e e Gefiarei F2
Twierdzenia a prawdy

Zbiér T jest produktywny. Zbiér T nie jest zatem rekurencyjnie
przeliczalny.

Jesli PA jest niesprzeczna, to zbidr Twpa jest tworczy.

Jesli PA jest niesprzeczna, to zbiér Twpy jest m-zupetny.

Dowody tych twierdzen znalezé mozna np. w: Bell, Machover 1977,
Cutland 1980, Hinman 2005, Odifreddi 1989, Rogers 1967, Soare
1987.

Twierdzenia metalogiczne omdéwione w poprzednim wyktadzie pokazuja, ze
istnieje istotna réznica miedzy tym, co mozna udowodni¢ w PA, a tym, co
jest prawdziwe w modelu standardowym PA. Natomiast wyzej wspomniane
wyniki blizej charakteryzuja ztozonos$¢ obliczeniowa zbioréw: twierdzen PA
oraz zdan prawdziwych w modelu standardowym PA.
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Wherelavene e e Gefiarei F2
Twierdzenia a prawdy

@ Zbiory produktywne to zbiory, ktére nie sa rekurencyjnie
przeliczalne ,w sposéb efektywny”. Jesli bowiem X jest
produktywny, to istnieje funkcja rekurencyjna f taka, ze dla kazdego z
rekurencyjnie przeliczalnych kandydatéw W, na bycie zbiorem X (czyli
dla warunku W, C X) znajdujemy liczbe g(x) taka, ze
g(x) € X — Wy, czyli element, ktérym X rézni sie od W.

@ Zbiory twércze to zbiory rekurencyjnie przeliczalne, ktére nie sa
rekurencyjne ,w sposcb efektywny”. Jesli bowiem X jest twérczy (a
wiec jego dopetnienie w — X jest produktywne), to — poniewaz w — X
nie jest rekurencyjnie przeliczalny ,w sposéb efektywny” — nie ma
szans na skorzystanie z Twierdzenia Posta (zbiér A jest rekurencyjny
dokfadnie wtedy gdy A oraz w — A sa rekurencyjnie przeliczalne).
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Zdania prawdziwe, ale niedowodliwe w PA

Cho¢ zdanie nierozstrzygalne Godla podane jest w sposéb konstruktywny,
to uwaza sie, iz nie jest ono interesujace dla ,normalnej” matematyki, gdyz
ma ,tre§¢ metatmatematyczng”, a nie dotyczy probleméw, ktérymi
zajmujemy sie w ,zwykte]” teorii liczb.

@ Jednym z probleméw jest zatem poszukiwanie zdaf nierozstrzygalnych
na gruncie PA, ktére miatyby niebanalng tres¢ matematycznj.

@ Inny problem to poszukiwanie zdan nierozstrzygalnych metodami
semantycznymi (bez odwotania sie do procedury arytmetyzacji). Aby
wykaza¢ niezupetnosé PA wystarczy znalez¢ zdanie i oraz modele 2,
B dla PA takie, ze: A |= 1) oraz B = —.
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el Rermes
Twierdzenia Ramseya

e Dla X C w przez [X]" oznaczamy rodzine wszystkich n-elementowych
podzbioréw X.

e Funkcja kolorujaca nazywamy kazda funkcje
C:[X]"—={0,1,2,...,c—1}.

e Zbiorem jednorodnym (wzgledem C) nazywamy taki podzbiér
Y C X, dla ktérego funkcja C ma wartos¢ stata na [Y]”.

o Nieskonczone Twierdzenie Ramseya. Niech n,c > 0. Dla dowolnej
funkgji kolorujacej C : [w]” — {0,1,2,...,c — 1} istnieje nieskoriczony
zbidr jednorodny wzgledem C. [Ma dowéd w teorii mnogosci.]

o Skonczone Twierdzenie Ramseya. Niech m,c > 0 orazs > n+ 1.
Istnieje liczba R(s, c, n) taka, ze dla kazdej r > R(s, c, n), kazdego
zbioru r-elementowego X i kazdej funkcji kolorujacej
C:[X]"—{0,1,2,...,c — 1} istnieje zbior jednorodny wzgledem C
o s elementach. [To twierdzenie ma dowéd w PA.]
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Wbttt Perir e
Twierdzenie Parisa-Harringtona

@ Zbiér X C w jest wzglednie duZy, gdy jego moc jest niemniejsza od
jego najmniejszego elementu.

@ Zdanie Parisa-Harringtona to zdanie g stwierdzajace, ze: dla
dowolnych s, n, c istnieje liczba H(s, n, ¢) taka, ze dla wszystkich
h > H(s,n, c), dowolnego X o mocy h i dowolnej funkgji kolorujacej
C:[X]"—{0,1,2,...,c— 1} istnieje wzglednie duzy zbidr Y
jednorodny wzgledem C, majacy co najmnigj s elementéw.

Twierdzenie Parisa-Harringtona.

@ Zdanie g jest prawdziwe w modelu standardowym Ny (a zatem
PA non F —¢yq ).

@ Zdanie pq jest niezalezne od PA, czyli PA non & g.

Dowdd tego twierdzenia wykracza poza ramy niniejszego wyktadu.
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Zdania prawdziwe, ale niedowodliwe w PA Ciagi Goodsteina
Ciagi Goodsteina

@ Reprezentacja liczby m przy zasadzie n nazywamy przedstawienie
liczby m jako sumy poteg liczby n tak, aby uzyte wyktadniki byty
mniejsze badz réwne n.

e Ciagiem Goodsteina dla liczby m nazywamy ciag (my)ke. taki, ze:

o mp=m, mp = Ggy1(mg—1) dla k > 0, gdzie funkcje G,(m)
definiujemy nastepujaco:

o jeslim=0, to G,(m) = 0;

o jesli m#£ 0, to G,(m) jest liczba otrzymang przez zastapienie w
reprezentacji liczby m przy zasadzie n liczby n przez liczbe n+ 1 i

odjecie 1.

o Reprezentacjg 35 przy zasadzie 2 jest: 22°+1 4 21 4 20,
o Reprezentacjg 266 przy zasadzie 2 jest: 22°" 4 22+1 4 o1,
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Zdania prawdziwe, ale niedowodliwe w PA Ciagi Goodsteina
Ciagi Goodsteina

Przyktad. Cigg Goodsteina dla liczby 3 wyglada nastepujaco:

o my=3=2'+1

e my = Gy(mg) = (3L + 1) — 1 = 3! (zamienilismy 2 na 3)

o my = G3(m) = 4! — 1 = 3 (zamienilismy 3 na 4)

@ m3 = Ga(mp) =3 —1 =2 (tu nie ma 4, wiec nie mozna zmieni¢ 4 na
5)

@ my = Gg(m3) =2—1=1 (tu nie ma 5)

(
@ ms=Gg(my) =1—-1=0(

o m, = 0 dla wszystkich n > 5.

tu nie ma 6)
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Zdania prawdziwe, ale niedowodliwe w PA Ciagi Goodsteina
Ciagi Goodsteina

Przyktad. (Tradycyjnie, rozwazmy liczbe 266.) )

e 6 6 o6 o

my = 266 = 22°"" 4 02+1 4 ol

my = Ga(mo) = (37 +3311 +31) —1 =33 1 3341 131 1 2 ~ 1038
my = Gg(m) = (47" + 441 +2) — 1 =447 4 441 11 & 10816
m3 = Ga(mg) = (55° 455+ 41) — 1 = 55" 4 55+1 & 1010000

55+1

Cho¢ ciagi Goodsteina poczatkowo ,rosng bardzo szybko”, to jednak
kazdy taki cigg ma od pewnego miejsca wszystkie wyrazy réwne 0.
Dla mg = 4 mamy my = 0 od k = 3 - 2402653211 __ 3 ~ 1(121000000
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Wit (et o
Twierdzenie Parisa-Kirby 'ego

Zdaniem Parisa-Kirby'ego nazwiemy zdanie ; o postaci: Vm3dk my = O.J

Twierdzenie Parisa-Kirby’ego.

e Zdanie 1 jest prawdziwe w modelu standardowym Ny (a zatem
PA non F —¢1).

@ Zdanie p1 jest niezalezne od PA, czyli PA nont 1.

Funkcja g(m) = pk (my = 0) jest catkowita, ale w PA nie mozna tego
dowies¢.

Dowdd tego twierdzenia réwniez wykracza poza ramy niniejszego wyktadu.
Zauwazmy, ze zdania g i 1 maja (niebanalna) tres¢ matematyczna:
pierwsze dotyczy kombinatoryki, drugie teorii liczb.
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Zdania prawdziwe, ale niedowodliwe w PA Twierdzenie Kruskala

Twierdzenie Kruskala

Twierdzenie Kruskala, gtoszace, ze zbiér drzew skonczonych znakowanych
symbolami dobrze (czeSciowo) uporzadkowanego alfabetu sam jest dobrze
(czesciowo) uporzadkowany, ma (podang przez Friedmana) wersje, ktéra
nie jest dowodliwa w PA.

@ Niech ¢(7) bedzie zdaniem (ktére mozna wyrazi¢ w jezyku PA):
Istnieje m taka, ze jesli Ty,..., T, jest skonczonym ciggiem drzew,
gdzie T, ma n+ k wierzchotkéw, to dla pewnych i oraz j takich, ze
i <jmamy: T; C T; (gdzie C jest stosownie okreslonym porzadkiem
na zbiorze drzew).

o Dla kazdej n: PAF ¢(7).

o PA non F ¥x ¢(x).

e Niech f(n) = dtugos¢ najkrétszego dowodu ¢() w PA. Wtedy f rosnie
szybciej niz funkcja Ackermanna.
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Zdania prawdziwe, ale niedowodliwe w PA Twierdzenie Kruskala

Zdania prawdziwe, ale niedowodliwe w PA

e Tak wiec, mamy przyktady twierdzer (nie tylko o tresci
metamatematycznej), o ktérych wiemy, iz s prawdziwe, lecz
niedowodliwe w PA.

o Dowody tych twierdzen wykorzystuja zatem pewne metody
niefinitarne.

o W szczegdlnosci, dowody pewnych wtasnosci obiektéw finitarnych
(liczby, skoficzone ciagi liczb) wymagaja srodkéw, ktére istotnie
wykraczajg poza metody dowodowe arytmetyki PA.
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Teorie rozstrzygalne i nierozstrzygalne

Rozstrzygalnos¢ i nierozstrzygalnoscé

Rozwazamy teorie pierwszego rzedu T w jezykach takich, ze zbiér
numerdéw godlowskich statych pozalogicznych T jest rekurencyjny. Jezyk
teorii T oznaczamy przez L(T).

o Teoria T w jezyku L(T2) jest rozszerzeniem teorii T; w jezyku
L(Ty), gdy kazdy aksjomat teorii T; jest twierdzeniem teorii T5.
Rozszerzenie takie nazywamy prostym, gdy L(T1) = L(T2). Jesli T,
jest rozszerzeniem Ty, to T nazywamy podteorig T,.

o T jest istotnie nierozstrzygalna, gdy jest nierozstrzygalna oraz
kazde jej niesprzeczne rozszerzenie proste jest nierozstrzygalne.

o T jest dziedzicznie nierozstrzygalna, gdy kazda jej podteoria T’
taka, ze L(T) = L(T’) jest nierozstrzygalna.

@ Struktura relacyjna 2 jest mocno nierozstrzygalna, gdy kazda teoria
T taka, ze 2 = T jest nierozstrzygalna.

o T jest mocno nierozstrzygalna, gdy jest niesprzeczna i kazdy jej
model jest mocno nierozstrzygalny.
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Teorie rozstrzygalne i nierozstrzygalne

Rozstrzygalnos¢ i nierozstrzygalnoscé

@ Ponizej podajemy (bez dowodéw) wybrane fakty dotyczace teorii
rozstrzygalnych oraz teorii nierozstrzygalnych, korzystajac z ich
przedstawienia (wraz z dowodami) w monografii:

o Murawski, R. 20003. Funkcje rekurencyjne i elementy
metamatematyki. Problemy zupetnosci, rozstrzygalnosci, twierdzenia
Gédla. Wydawnictwo Naukowe UAM, Poznan.

Dowodzi sie, ze:

o Arytmetyka PA jest istotnie nierozstrzygalna.

o Kazda teoria niesprzeczna, w ktérej mocno reprezentowane s3
wszystkie zbiory rekurencyjne jest istotnie nierozstrzygalna.

o Model standardowy PA jest mocno nierozstrzygalny.

o Arytmetyka PA jest mocno nierozstrzygalna.
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Teorie rozstrzygalne i nierozstrzygalne

Rozstrzygalnos¢ i nierozstrzygalnoscé

o Jesli T jest niesprzeczna, zupetna i aksjomatyzowalna, to T jest
rozstrzygalna.

@ Jesli T jest niesprzeczna, aksjomatyzowalna i nierozstrzygalna, to jest
niezupetna.

o Dla kazdej teorii rozstrzygalnej i niezupetnej istnieje jej rozszerzenie
rozstrzygalne, niesprzeczne i zupetne.

o Jesli T jest aksjomatyzowalna, to nastepujace warunki s3 réwnowazne:

e T jest istotnie nierozstrzygalna.
o T jest niesprzeczna i kazde jej niesprzeczne i aksjomatyzowalne

rozszerzenie jest niezupetne.
o T jest niesprzeczna i zadne jej niesprzeczne i zupetne rozszerzenie nie

jest aksjomatyzowalne.

Jesli PA jest niesprzeczna, to zadne jej niesprzeczne i zupetne rozszerzenie
nie jest aksjomatyzowalne.
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Teorie rozstrzygalne i nierozstrzygalne

Rozstrzygalnos¢ i nierozstrzygalnoscé

@ Struktura 2 jest mocno nierozstrzygalna doktadnie wtedy, gdy jej
teoria Th(2l) jest dziedzicznie nierozstrzygalna.

e Jesli T ma model nierozstrzygalny, to T jest dziedzicznie
nierozstrzygalna.

o Kazda teoria mocno nierozstrzygalna jest dziedzicznie nierozstrzygalna.

W dalszym ciggu podamy przyktady:

@ teorii rozstrzygalnych,

@ teorii nierozstrzygalnych.
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ety remsE
Teorie rozstrzygalne

Metody dowodzenia rozstrzygalnosci teorii:

e metoda eliminacji kwantyfikatoréw,
@ metoda teoriomodelowa,

@ metoda interpretacji.

o Wykazanie rozstrzygalnosci teorii wcale nie przesadza o tym, iz
przestaje ona by¢ interesujaca (w tym sensie, ze dowodzenie jej
twierdzen okazuje sie czysto mechanicznym procesem).

@ Znane metody rozstrzygania maja duza ztozono$¢ obliczeniows.
Jednym z najwazniejszych probleméw wspétczesnej informatyki
teoretycznej jest problem P = NP, czyli pytanie o to, czy klasa funkcji
obliczalnych za pomoca wielotasmowych deterministycznych maszyn
Turinga jest réwna klasie funkgji obliczalnych za pomoca
wielotasmowych niedeterministycznych maszyn Turinga.
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ety remsE
Teorie rozstrzygalne

Metoda eliminacji kwantyfikatoréw pokaza¢ mozna, ze np. nastepujace
teorie sa rozstrzygalne:

Teoria struktury (w, s, +,0).

Teoria struktury (w, s, 0).

Teoria struktury (w,s, -, 0).

Elementarna teoria identycznosci.

Teoria skonczenie wielu zbioréw.

Teoria porzadku dyskretnego.

Teoria porzadku liniowego liczb wymiernych.

Teoria ciat algebraicznie domknigtych.

Teoria algebr Boole'a.

Teoria liczb rzeczywistych.
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ety remsE
Teorie rozstrzygalne

Twierdzenie tosia-Vaughta gtosi, ze jesli teoria T ma tylko modele
nieskonczone i jest kategoryczna w pewnej mocy nieskofiiczonej, to T jest
zupetna.

Metoda teoriomodelowa pokazano, ze np. nastepujace teorie sa
rozstrzygalne:
@ Teoria przeliczalnego gestego liniowego porzadku bez koncow
@ Teoria ciat algebraicznie domknietych o danej charakterystyce.
@ Teoria wszystkich ciat skonczonych.
@ Teoria ciat domknietych w sensie rzeczywistym.

@ Teoria zbioréw liniowo uporzadkowanych.

@ Teoria grup abelowych.
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ety remsE
Teorie rozstrzygalne

o Metoda interpretacji. Dana jest rozstrzygalna teoria T1, badamy czy
T, jest rozstrzygalna. Okreslamy rekurencyjne odwzorowanie f formut
z L(Ty) na formuty z L(Ty) takie, ze: Ty - f(¢)) doktadnie wtedy, gdy
T .

@ To daje metode rozstrzygania dla T».

Metoda interpretacji pokazano, ze np. nastepujace teorie s3 rozstrzygalne:

@ Monadyczna teoria nastepnika drugiego rzedu.
o Teoria drugiego rzedu dwéch nastepnikéw.
@ Teoria zbioréw liniowo uporzadkowanych.

@ Monadyczna teoria drugiego rzedu przeliczalnych zbioréw dobrze
uporzadkowanych.
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Teorie rozstrzygalne i nierozstrzygalne Teorie nierozstrzygalne

Teorie nierozstrzygalne

Dwie podstawowe metody dowodzenia nierozstrzygalnosci teorii:

o wykorzystanie twierdzen Godla o niezupetnosci PA,

o redukcja zagadnienia rozstrzygalnosci jednej teorii do (juz
rozwigzanego) zagadnienia rozstrzygalnosci innej teorii.

o T, jest nieistotnym rozszerzeniem Ty, gdy kazda stata pozalogiczna
z L(T), ktéra nie wystepuje w L(T7) jest stata indywidualna oraz
kazde zdanie ¢ z L(T3), ktére jest twierdzeniem T, mozna udowodni¢
w oparciu o aksjomaty z ;.

e T, jest skoriczonym rozszerzeniem Ty, gdy T, jest rozszerzeniem
T oraz istnieje skoficzony zbiér ® twierdzen teorii T, taki, ze dla
dowolnego zdania ¢: jesli To -, to Ty U - .

e T1i Ty sa zgodne, gdy maja wspdlne niesprzeczne rozszerzenie.
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Teorie nierozstrzygalne

o T, jest interpretowalna w Ty, gdy istnieje teoria T oraz rekurencyjny
zbiér ® zdan, ktére traktujemy jako aksjomaty teorii T takie, ze:

T jest wspdlnym rozszerzeniem Ty i T,

o kazda stata jezyka L(T) jest statg L(T1) lub L(T3)

o elementy ® s3 definicjami na gruncie T; statych pozalogicznych jezyka
L(T>)

o kazda stata pozalogiczna jezyka L(T,) wystepuje w doktadnie jednym
zdaniu ze zbioru ¢

o kazde twierdzenie teorii T wynika logicznie ze zbioru zdan, z ktérych

kazde jest albo twierdzeniem T; albo nalezy do ¢.

o T, jest stabo interpretowalnaw Ty, gdy T, jest interpretowalna w
pewnym niesprzecznym rozszerzeniu prostym teorii T1.
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Teorie nierozstrzygalne

Zaktadamy, ze czytelnik pamieta pojecie relatywizacji 1)(P) formuty 1 do
predykatu P.

o Relatywizacja teorii T do predykatu P nazywamy teorie T(P)
zdefiniowana nastepujaco:
o L(TP)=L(T)u{P}
o ¢ jest twierdzeniem T(P) doktadnie wtedy, gdy ¢ wynika logicznie z
formut () gdzie 1 jest twierdzeniem teorii T.

@ Teoria T jest relatywnie interpretowalna (relatywnie stabo
interpretowalna) w teorii T1, gdy istnieje jednoargumentowy
predykat P nie nalezacy do jezyka L(T3) taki, ze teoria TQ(P) jest
interpretowalna (stabo interpretowalna) w teorii 77.
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Teorie nierozstrzygalne

Mamy m.in. nastepujace wyniki dotyczace nierozstrzygalnosci teorii: )

@ Jesli Ty jest niesprzecznym rozszerzeniem Ty i To jest istotnie
nierozstrzygalna, to T; jest istotnie nierozstrzygalna.

o Jesli T, jest nieistotnym rozszerzeniem T1, to:

e T jest nierozstrzygalna dokfadnie wtedy, gdy T, jest nierozstrzygalna.
e T jest istotnie nierozstrzygalna doktadnie wtedy, gdy T, jest istotnie
nierozstrzygalna.

@ Niech Ty i T, beda teoriami w tym samym jezyku takimi, ze T, jest
skonczonym rozszerzeniem T;. Wtedy: jesli T, jest nierozstrzygalna,
to T; jest nierozstrzygalna.

@ (%) Niech Ty i T, beda teoriami zgodnymi i niech L(T,) C L(Ty).
Wtedy: jesli T, jest istotnie nierozstrzygalna i skonczenie
aksjomatyzowalna, to Ty jest dziedzicznie nierozstrzygalna.
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Teorie nierozstrzygalne

o Jezeli T, jest rozszerzeniem definicyjnym T; oraz T jest
nierozstrzygalna, to Ty jest nierozstrzygalna.

@ Niech Ty niesprzeczna, a T, interpretowalna w 71 lub w pewnym
nieistotnym rozszerzeniu T1. Wtedy:

o Jesli T, jest istotnie nierozstrzygalna, to T; jest istotnie
nierozstrzygalna.

o Jedli T, ma podteorie skonczenie aksjomatyzowalng oraz istotnie
nierozstrzygalna, to réwniez T; ma taka podteorie.

@ Niech T, stabo interpretowalna w T7. Jesli T, jest istotnie
nierozstrzygalna i skoriczenie aksjomatyzowalna, to:
e T, jest dziedzicznie nierozstrzygalna

e istnieje skonczone rozszerzenie teorii T; w tym samym jezyku co Ty,
ktdre jest istotnie nierozstrzygalne.
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Teorie nierozstrzygalne

@ Niech T, stabo interpretowalna w pewnym nieistotnym rozszerzeniu
teorii Ty. Jesli T, jest istotnie nierozstrzygalna i skonczenie
aksjomatyzowalna, to:

e T; jest dziedzicznie nierozstrzygalna
e istnieje istotnie nierozstrzygalne skonczone rozszerzenie teorii T;.

o Niech predykat jednoargumentowy P nie nalezy do L(T). Wtedy:

o Teoria T(P) jest aksjomatyzowalna doktadnie wtedy, gdy T jest
aksjomatyzowalna.

o Jesli w jezyku L(T) wystepuje skonczenie wiele symboli funkcyjnych, to
T(P) jest skoniczenie aksjomatyzowalna doktadnie wtedy, gdy T jest
skonczenie aksjomatyzowalna.

o Niech predykat jednoargumentowy P nie nalezy do L(T). Wtedy:
T(P) jest istotnie nierozstrzygalna doktadnie wtedy, gdy T jest istotnie
nierozstrzygalna.
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Teorie nierozstrzygalne

Przypominamy, ze Arytmetyka Robinsona @ jest teoriag w tym samym
jezyku co PA, ktérej aksjomatami sg aksjomaty PA (A1)—(A6) (a wiec bez
schematu indukcji) oraz (A0) —x =0 — Jy(x = s(y)).

@ @ jest skonczenie aksjomatyzowalna.
o W Q@ reprezentowalne sa wszystkie funkcje rekurencyjne.
@ Q@ jest istotnie nierozstrzygalna.

e Zadna podteoria Q otrzymana przez usuniecie jednego z aksjomatéw
(A0), (A1)-(A6) nie jest istotnie nierozstrzygalna.

Teoria @ jest zatem w pewnym sensie minimalng teorig istotnie
nierozstrzygalna, w ktérej reprezentowalne sa wszystkie funkcje
rekurencyjne.
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Teorie nierozstrzygalne

Teorie @ wykorzystujemy w dowodach nierozstrzygalnosci réznych teorii:

@ Teoria modelu standardowego PA jest dziedzicznie nierozstrzygalna.

o Kazda teoria T zgodna z Q i taka, iz kazda stata pozalogiczna jezyka
L(Q) jest stata pozalogiczng jezyka L(T) jest nierozstrzygalna.

Model standardowy 9%y jest mocno nierozstrzygalny.
Teoria @ jest mocno nierozstrzygalna.

Arytmetyka PA jest mocno nierozstrzygalna.

Teoria @ jest dziedzicznie nierozstrzygalna.

Kazdy model teorii @ jest mocno nierozstrzygalny.

Arytmetyka PA jest dziedzicznie nierozstrzygalna.
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Teorie nierozstrzygalne

Ustalono nierozstrzygalnos¢ niektérych waznych teorii matematycznych: )

@ Teoria liczb catkowitych (z dodawaniem i mnozeniem) jest
nierozstrzygalna.

@ Teoria liczb catkowitych (z dodawaniem i mnozeniem oraz relacja
mniejszosci) jest nierozstrzygalna.

@ Istniejg skonczenie aksjomatyzowalne podteorie teorii liczb catkowitych
(z dodawaniem i mnozeniem), ktére s3 istotnie nierozstrzygalne.

@ Istniejg skoriczenie aksjomatyzowalne podteorie teorii liczb catkowitych
(z dodawaniem i mnozeniem oraz relacja mniejszosci), ktére sa istotnie
nierozstrzygalne.

o Nierozstrzygalne sa elementarne teorie: pierscieni, pierscieni
przemiennych, pierscieni catkowitych, pierscieni uporzadkowanych,
pierscieni uporzagdkowanych przemiennych, z jedynka lub bez jedynki.
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Teorie nierozstrzygalne

@ Teoria grup jest dziedzicznie nierozstrzygalna. Istnieje skonczenie
aksjomatyzowalne rozszerzenie teorii grup, ktére jest istotnie
nierozstrzygalne. Teoria grup nie jest istotnie nierozstrzygalna.

@ Teoria grupoidéw oraz teoria semigrup (z jedynka lub bez jedynki) sa
nierozstrzygalne.

@ Teoria liczb wymiernych z dodawaniem i mnozeniem jest dziedzicznie
nierozstrzygalna.

Teoria krat jest nierozstrzygalna.
Teoria krat rozdzielnych jest nierozstrzygalna.
Teoria krat modularnych jest nierozstrzygalna.

Geometria rzutowa jest nierozstrzygalna.

Teoria mnogosci ZF jest nierozstrzygalna.
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Twierdzenie Churcha

Twierdzenie Churcha

Twierdzenie Churcha.

Klasyczny Rachunek Predykatow | rzedu jest dziedzicznie nierozstrzygalny.

Zarys dowodu.

o Arytmetyka Robinsona @ oraz KRP s3 teoriami zgodnymi.

o Nadto, kazda stata pozalogiczna teorii @ jest oczywiscie staty
pozalogiczng KRP.
@ Poniewaz @ jest skonczenie aksjomatyzowalna oraz istotnie

nierozstrzygalna, wiec na mocy twierdzenia (%) KRP jest dziedzicznie
nierozstrzygalny.

KRP ma jednak fragmenty rozstrzygalne, jak pokazuje nastepne
twierdzenie.
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Rozstrzygalnos¢ monadycznego KRP

Twierdzenie.
Klasyczny monadyczny rachunek predykatow | rzedu jest rozstrzygalny.

Zarys dowodu.

@ Niech ¢ bedzie formuta klasycznego monadycznego rachunku
predykatéw | rzedu i niech Py, ..., P, beda wszystkimi predykatami
wystepujacymi w (.

o Wtedy ¢ jest tezg klasycznego monadycznego rachunku predykatéw |
rzedu doktadnie wtedy, gdy ¢ jest prawdziwa w kazdej strukturze
zawierajacej co najwyzej 2" elementéw.

@ Dowdd implikacji prostej jest oczywisty.
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Rozstrzygalnos¢ monadycznego KRP

e Dla dowodu implikacji odwrotnej, niech 2 bedzie dowolna struktura.

@ Okreslamy relacje réwnowaznosci ~ w uniwersum 2[ nastepujaco:
a ~ b doktadnie wtedy, gdy 2 = (Pi(x) = Pi(y))[a, b] dla wszystkich
i=1,...,n.
o Wtedy: a ~ b doktadnie wtedy, gdy nastepujace warunki sa
réwnowazne, dla wszystkich i =1,... n:
o A Pi(x)[4]
o AL Piy)[bl-
@ Niech B bedzie struktura ilorazowa 2/ ~. Wtedy B ma co najwyzej
2" elementéw, gdyz kazdy predykat P; wyznacza dwa elementy w
strukturze ilorazowej B, a mamy n réznych predykatéw.

@ Przez indukcje strukturalng po budowie formuty ¢ fatwo pokazujemy,
ze A = ¢ dokfadnie wtedy, gdy B | ¢, co koniczy dowdd.
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