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Wst¦p

Plan wykªadu

Podamy teraz niektóre konsekwencje twierdze« omówionych w wykªadzie
poprzednim.

Zwi¡zki z teori¡ rekursji.

Przykªady zda« prawdziwych w PA, które nie s¡ dowodliwe w PA.

Informacja o teoriach rozstrzygalnych i nierozstrzygalnych.

Twierdzenie Churcha o nierozstrzygalno±ci KRP.

Wspomniana problematyka ma olbrzymi¡ literatur¦. Zainteresowany
czytelnik zechce do niej si¦gn¡¢.
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Zwi¡zki z teori¡ rekursji Rekurencyjna nieoddzielalno±¢

Rekurencyjna nieoddzielalno±¢

Mówimy, »e zbiór X jest m-sprowadzalny do zbioru Y , gdy istnieje
funkcja pierwotnie rekurencyjna f taka, »e dla dowolnej n: n ∈ X

dokªadnie wtedy, gdy f (n) ∈ Y . Je±li dodatkowo f jest injekcj¡, to
mówimy, »e X jest 1-sprowadzalny do Y .

Powiemy, »e zbiór Y jest uniwersalny dla klasy zbiorów X , gdy ka»dy
zbiór X ∈ X jest m-sprowadzalny do zbioru Y .

Mówimy, »e zbiory X oraz Y s¡ rekurencyjnie oddzielalne, gdy
istnieje zbiór rekurencyjny Z taki, »e: X ⊆ Z oraz Y ⊆ ω − Z (czyli
Y ∩ Z = ∅).

Przypominamy te», »e wszystkie relacje rekurencyjne (a wi¦c tak»e
wszystkie zbiory rekurencyjne) s¡ mocno reprezentowalne w PA.
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Zwi¡zki z teori¡ rekursji Rekurencyjna nieoddzielalno±¢

Rekurencyjna nieoddzielalno±¢

Dla teorii T (która dopuszcza arytmetyzacj¦ skªadni) mo»emy
przeprowadzi¢ takie same konstrukcje, jak dla arytmetyki PA. W
szczególno±ci, zde�niowa¢ mo»na (rekurencyjn¡) relacj¦ DowT (b, a)
zachodz¡c¡ dokªadnie wtedy, gdy b jest numerem gödlowskim dowodu (na
gruncie T ) formuªy o numerze gödlowskim a. Dalej, niech:

TwT = {a : ∃x DowT (x , a)}.
NegTwT = {a : FormT (a) ∧ ¬∃x Fr(a, x) ∧ 〈sn(¬), a〉 ∈ TwT}.

TwT jest zatem zbiorem numerów gödlowskich twierdze« teorii T .

NegTwT jest zbiorem numerów gödlowskich tych zda«, których
negacje s¡ twierdzeniami teorii T .
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Zwi¡zki z teori¡ rekursji Rekurencyjna nieoddzielalno±¢

Rekurencyjna nieoddzielalno±¢

Twierdzenie. Nie istnieje zbiór uniwersalny dla klasy wszystkich zbiorów

rekurencyjnych.

Zarys dowodu.

Dla dowodu nie wprost przypu±¢my, »e Y jest zbiorem uniwersalnym
dla klasy wszystkich zbiorów rekurencyjnych.

Niech F (x , y) b¦dzie funkcj¡ rekurencyjn¡, uniwersaln¡ dla klasy
wszystkich jednoargumentowych funkcji pierwotnie rekurencyjnych.

Niech X0 = {n : F (n, n) /∈ Y }. Wtedy X0 jest rekurencyjny.

Na mocy przypuszczenia dowodu nie wprost istnieje wi¦c funkcja
pierwotnie rekurencyjna f taka, »e: n ∈ X0 dokªadnie wtedy, gdy
f (n) ∈ Y .

Jerzy Pogonowski (MEG) Metalogika Rozstrzygalno±¢ 5 / 45



Zwi¡zki z teori¡ rekursji Rekurencyjna nieoddzielalno±¢

Rekurencyjna nieoddzielalno±¢

Na mocy uniwersalno±ci F istnieje liczba n0 taka, »e dla wszystkich x :
f (x) = F (n0, x).

Dla dowolnej n mamy wi¦c:
n ∈ X0 dokªadnie wtedy, gdy F (n0, n) ∈ Y .

Dla n = n0 mamy w szczególno±ci:

n0 ∈ X0 dokªadnie wtedy, gdy F (n0, n0) ∈ Y (na mocy de�nicji funkcji
F ).
n0 ∈ X0 dokªadnie wtedy, gdy F (n0, n0) /∈ Y (na mocy de�nicji X0).

Otrzymana sprzeczno±¢ ka»e odrzuci¢ przypuszczenie dowodu nie
wprost. Ostatecznie zatem nie istnieje rekurencyjny zbiór uniwersalny
dla klasy wszystkich zbiorów rekurencyjnych.
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Zwi¡zki z teori¡ rekursji Rekurencyjna nieoddzielalno±¢

Rekurencyjna nieoddzielalno±¢

Twierdzenie. Je±li wszystkie zbiory rekurencyjne s¡ mocno

reprezentowalne w T, to zbiory TwT oraz NegTwT nie s¡ rekurencyjnie

oddzielalne. W szczególno±ci, zbiór numerów gödlowskich twierdze« PA

oraz negacji twierdze« PA nie s¡ rekurencyjnie oddzielalne.

Zarys dowodu.

Dla ka»dego zbioru rekurencyjnego X istnieje formuªa ψX (x) j¦zyka
teorii T taka, »e dla dowolnej n mamy:

n ∈ X dokªadnie wtedy, gdy T ` ψX (n),

n /∈ X dokªadnie wtedy, gdy T ` ¬ψX (n).

To z kolei oznacza, »e dla dowolnej n:

n ∈ X dokªadnie wtedy, gdy pψX (n)q ∈ TwT

n /∈ X dokªadnie wtedy, gdy pψX (n)q ∈ NegTwT .
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Zwi¡zki z teori¡ rekursji Rekurencyjna nieoddzielalno±¢

Rekurencyjna nieoddzielalno±¢

Otrzymujemy st¡d równowa»no±ci:

n ∈ X dokªadnie wtedy, gdy Sub(pψXq, pxq, num(n)) ∈ TwT ,
n /∈ X dokªadnie wtedy, gdy Sub(pψXq, pxq, num(n)) ∈ NegTwT .

Funkcja f (n) = Sub(pψXq, pxq, num(n)) jest pierwotnie rekurencyjna.

X jest sprowadzalny (za pomoc¡ f ) do TwT (a ω − X jest
sprowadzalny do NegTwT ), poniewa»:

n ∈ X dokªadnie wtedy, gdy f (n) ∈ TwT

n /∈ X dokªadnie wtedy, gdy f (n) ∈ NegTwT .
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Zwi¡zki z teori¡ rekursji Rekurencyjna nieoddzielalno±¢

Rekurencyjna nieoddzielalno±¢

Gdyby istniaª rekurencyjny zbiór Y oddzielaj¡cy zbiory TwT i
NegTwT , to mieliby±my:

je±li n ∈ X , to f (n) ∈ Y
je±li n /∈ X , to f (n) ∈ ω − Y .

Wtedy: n ∈ X dokªadnie wtedy, gdy f (n) ∈ Y , czyli Y byªby
uniwersalny dla klasy wszystkich zbiorów rekurencyjnych, co jest
niemo»liwe. Ostatecznie wi¦c, TwT oraz NegTwT nie s¡ rekurencyjnie
oddzielalne.

Na mocy powy»szego twierdzenia mo»emy stwierdzi¢, jak zªo»one s¡ zbiory:
numerów gödlowskich twierdze« oraz numerów gödlowskich negacji
twierdze« danej teorii.
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Zwi¡zki z teori¡ rekursji Nierekurencyjno±¢ zbioru twierdze« PA

Nierekurencyjno±¢ zbioru twierdze« PA

Je±li w teorii T wszystkie relacje rekurencyjne s¡ mocno

reprezentowalne, to zbiory: TwT numerów gödlowskich twierdze«

teorii T oraz NegTwT numerów gödlowskich negacji twierdze« teorii

T nie s¡ rekurencyjne.

W szczególno±ci, zbiór numerów gödlowskich twierdze« arytmetyki PA

nie jest rekurencyjny. Podobnie, zbiór numerów gödlowskich negacji

twierdze« arytmetyki PA nie jest rekurencyjny.

Niech T oznacza zbiór numerów gödlowskich zda« j¦zyka PA
prawdziwych w modelu standardowym N0, za± F zbiór numerów
gödlowskich zda« j¦zyka PA faªszywych w tym modelu.

Wiemy, »e TwPA ⊂ T (inkluzja wªa±ciwa). Zbiór TwPA jest
rekurencyjnie przeliczalny, ale nie jest rekurencyjny. A jaki jest zbiór T?
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Zwi¡zki z teori¡ rekursji Nierekurencyjno±¢ zbioru twierdze« PA

Zbiory zupeªne, produktywne i twórcze

Mówimy, »e zbiór X ⊆ ω jest:

produktywny, gdy istnieje funkcja rekurencyjna f taka, »e dla
wszystkich x , je±li Wx ⊆ X , to f (x) ∈ X −Wx (tu (Wx)x∈ω jest
standardowym wyliczeniem zbiorów rekurencyjnie przeliczalnych);

twórczy, gdy X jest rekurencyjnie przeliczalny, a jego dopeªnienie
ω − X jest zbiorem produktywnym.

m-zupeªny, gdy X jest rekurencyjnie przeliczalny i ka»dy
rekurencyjnie przeliczalny zbiór A jest m-sprowadzalny do X .

Wprost z de�nicji wynika, »e:

Je±li X jest produktywny, to nie jest rekurencyjnie przeliczalny.

Je±li X jest twórczy, to nie jest rekurencyjny.
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Zwi¡zki z teori¡ rekursji Nierekurencyjno±¢ zbioru twierdze« PA

Twierdzenia a prawdy

Zbiór T jest produktywny. Zbiór T nie jest zatem rekurencyjnie

przeliczalny.

Je±li PA jest niesprzeczna, to zbiór TwPA jest twórczy.

Je±li PA jest niesprzeczna, to zbiór TwPA jest m-zupeªny.

Dowody tych twierdze« znale¹¢ mo»na np. w: Bell, Machover 1977,
Cutland 1980, Hinman 2005, Odifreddi 1989, Rogers 1967, Soare
1987.

Twierdzenia metalogiczne omówione w poprzednim wykªadzie pokazuj¡, »e
istnieje istotna ró»nica mi¦dzy tym, co mo»na udowodni¢ w PA, a tym, co
jest prawdziwe w modelu standardowym PA. Natomiast wy»ej wspomniane
wyniki bli»ej charakteryzuj¡ zªo»ono±¢ obliczeniow¡ zbiorów: twierdze« PA
oraz zda« prawdziwych w modelu standardowym PA.
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Zwi¡zki z teori¡ rekursji Nierekurencyjno±¢ zbioru twierdze« PA

Twierdzenia a prawdy

Zbiory produktywne to zbiory, które nie s¡ rekurencyjnie

przeliczalne �w sposób efektywny� . Je±li bowiem X jest
produktywny, to istnieje funkcja rekurencyjna f taka, »e dla ka»dego z
rekurencyjnie przeliczalnych kandydatów Wx na bycie zbiorem X (czyli
dla warunku Wx ⊆ X ) znajdujemy liczb¦ g(x) tak¡, »e
g(x) ∈ X −Wx , czyli element, którym X ró»ni si¦ od Wx .

Zbiory twórcze to zbiory rekurencyjnie przeliczalne, które nie s¡

rekurencyjne �w sposób efektywny� . Je±li bowiem X jest twórczy (a
wi¦c jego dopeªnienie ω − X jest produktywne), to � poniewa» ω − X

nie jest rekurencyjnie przeliczalny �w sposób efektywny� � nie ma
szans na skorzystanie z Twierdzenia Posta (zbiór A jest rekurencyjny
dokªadnie wtedy gdy A oraz ω − A s¡ rekurencyjnie przeliczalne).
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Zdania prawdziwe, ale niedowodliwe w PA

Zdania prawdziwe, ale niedowodliwe w PA

Cho¢ zdanie nierozstrzygalne Gödla podane jest w sposób konstruktywny,
to uwa»a si¦, i» nie jest ono interesuj¡ce dla �normalnej� matematyki, gdy»
ma �tre±¢ metatmatematyczn¡�, a nie dotyczy problemów, którymi
zajmujemy si¦ w �zwykªej� teorii liczb.

Jednym z problemów jest zatem poszukiwanie zda« nierozstrzygalnych
na gruncie PA, które miaªyby niebanaln¡ tre±¢ matematyczn¡.

Inny problem to poszukiwanie zda« nierozstrzygalnych metodami
semantycznymi (bez odwoªania si¦ do procedury arytmetyzacji). Aby
wykaza¢ niezupeªno±¢ PA wystarczy znale¹¢ zdanie ψ oraz modele A,
B dla PA takie, »e: A |= ψ oraz B |= ¬ψ.
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Zdania prawdziwe, ale niedowodliwe w PA Twierdzenia Ramseya

Twierdzenia Ramseya

Dla X ⊆ ω przez [X ]n oznaczamy rodzin¦ wszystkich n-elementowych
podzbiorów X .

Funkcj¡ koloruj¡c¡ nazywamy ka»d¡ funkcj¦
C : [X ]n → {0, 1, 2, . . . , c − 1}.
Zbiorem jednorodnym (wzgl¦dem C ) nazywamy taki podzbiór
Y ⊆ X , dla którego funkcja C ma warto±¢ staª¡ na [Y ]n.

Niesko«czone Twierdzenie Ramseya. Niech n, c > 0. Dla dowolnej

funkcji koloruj¡cej C : [ω]n → {0, 1, 2, . . . , c − 1} istnieje niesko«czony

zbiór jednorodny wzgl¦dem C. [Ma dowód w teorii mnogo±ci.]
Sko«czone Twierdzenie Ramseya. Niech m, c > 0 oraz s > n + 1.
Istnieje liczba R(s, c, n) taka, »e dla ka»dej r > R(s, c, n), ka»dego
zbioru r-elementowego X i ka»dej funkcji koloruj¡cej

C : [X ]n → {0, 1, 2, . . . , c − 1} istnieje zbiór jednorodny wzgl¦dem C

o s elementach. [To twierdzenie ma dowód w PA.]
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Zdania prawdziwe, ale niedowodliwe w PA Twierdzenie Parisa-Harringtona

Twierdzenie Parisa-Harringtona

Zbiór X ⊆ ω jest wzgl¦dnie du»y, gdy jego moc jest niemniejsza od
jego najmniejszego elementu.

Zdanie Parisa-Harringtona to zdanie ϕ0 stwierdzaj¡ce, »e: dla
dowolnych s, n, c istnieje liczba H(s, n, c) taka, »e dla wszystkich
h > H(s, n, c), dowolnego X o mocy h i dowolnej funkcji koloruj¡cej
C : [X ]n → {0, 1, 2, . . . , c − 1} istnieje wzgl¦dnie du»y zbiór Y
jednorodny wzgl¦dem C , maj¡cy co najmniej s elementów.

Twierdzenie Parisa-Harringtona.

Zdanie ϕ0 jest prawdziwe w modelu standardowym N0 (a zatem

PA non ` ¬ϕ0).

Zdanie ϕ0 jest niezale»ne od PA, czyli PA non ` ϕ0.

Dowód tego twierdzenia wykracza poza ramy niniejszego wykªadu.
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Zdania prawdziwe, ale niedowodliwe w PA Ci¡gi Goodsteina

Ci¡gi Goodsteina

Reprezentacj¡ liczby m przy zasadzie n nazywamy przedstawienie
liczby m jako sumy pot¦g liczby n tak, aby u»yte wykªadniki byªy
mniejsze b¡d¹ równe n.

Ci¡giem Goodsteina dla liczby m nazywamy ci¡g (mk)k∈ω taki, »e:

m0 = m, mk = Gk+1(mk−1) dla k > 0, gdzie funkcje Gn(m)
de�niujemy nast¦puj¡co:
je±li m = 0, to Gn(m) = 0;
je±li m 6= 0, to Gn(m) jest liczb¡ otrzyman¡ przez zast¡pienie w
reprezentacji liczby m przy zasadzie n liczby n przez liczb¦ n + 1 i
odj¦cie 1.

Reprezentacj¡ 35 przy zasadzie 2 jest: 22
2+1 + 21 + 20.

Reprezentacj¡ 266 przy zasadzie 2 jest: 22
2+1

+ 22+1 + 21.
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Zdania prawdziwe, ale niedowodliwe w PA Ci¡gi Goodsteina

Ci¡gi Goodsteina

Przykªad. Ci¡g Goodsteina dla liczby 3 wygl¡da nast¦puj¡co:

m0 = 3 = 21 + 1

m1 = G2(m0) = (31 + 1)− 1 = 31 (zamienili±my 2 na 3)

m2 = G3(m1) = 41 − 1 = 3 (zamienili±my 3 na 4)

m3 = G4(m2) = 3− 1 = 2 (tu nie ma 4, wi¦c nie mo»na zmieni¢ 4 na
5)

m4 = G5(m3) = 2− 1 = 1 (tu nie ma 5)

m5 = G6(m4) = 1− 1 = 0 (tu nie ma 6)

mn = 0 dla wszystkich n > 5.
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Zdania prawdziwe, ale niedowodliwe w PA Ci¡gi Goodsteina

Ci¡gi Goodsteina

Przykªad. (Tradycyjnie, rozwa»my liczb¦ 266.)

m0 = 266 = 22
2+1

+ 22+1 + 21

m1 = G2(m0) = (33
3+1

+33+1 +31)−1 = 33
3+1

+33+1 +31 +2 ≈ 1038

m2 = G3(m1) = (44
4+1

+ 44+1 + 2)− 1 = 44
4+1

+ 44+1 + 1 ≈ 10616

m3 = G4(m2) = (55
5+1

+ 55+1 + 1)− 1 = 55
5+1

+ 55+1 ≈ 1010000

. . .

Cho¢ ci¡gi Goodsteina pocz¡tkowo �rosn¡ bardzo szybko�, to jednak
ka»dy taki ci¡g ma od pewnego miejsca wszystkie wyrazy równe 0.
Dla m0 = 4 mamy mk = 0 od k = 3 · 2402653211 − 3 ≈ 10121000000.
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Zdania prawdziwe, ale niedowodliwe w PA Twierdzenie Parisa-Kirby'ego

Twierdzenie Parisa-Kirby'ego

Zdaniem Parisa-Kirby'ego nazwiemy zdanie ϕ1 o postaci: ∀m∃k mk
.

= 0.

Twierdzenie Parisa-Kirby'ego.

Zdanie ϕ1 jest prawdziwe w modelu standardowym N0 (a zatem

PA non ` ¬ϕ1).

Zdanie ϕ1 jest niezale»ne od PA, czyli PA non ` ϕ1.

Funkcja g(m) = µk (mk = 0) jest caªkowita, ale w PA nie mo»na tego
dowie±¢.

Dowód tego twierdzenia równie» wykracza poza ramy niniejszego wykªadu.
Zauwa»my, »e zdania ϕ0 i ϕ1 maj¡ (niebanaln¡) tre±¢ matematyczn¡:
pierwsze dotyczy kombinatoryki, drugie teorii liczb.
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Zdania prawdziwe, ale niedowodliwe w PA Twierdzenie Kruskala

Twierdzenie Kruskala

Twierdzenie Kruskala, gªosz¡ce, »e zbiór drzew sko«czonych znakowanych
symbolami dobrze (cz¦±ciowo) uporz¡dkowanego alfabetu sam jest dobrze
(cz¦±ciowo) uporz¡dkowany, ma (podan¡ przez Friedmana) wersj¦, która
nie jest dowodliwa w PA.

Niech φ(n) b¦dzie zdaniem (które mo»na wyrazi¢ w j¦zyku PA):
Istnieje m taka, »e je±li T1, . . . ,Tm jest sko«czonym ci¡giem drzew,
gdzie Tk ma n + k wierzchoªków, to dla pewnych i oraz j takich, »e
i < j mamy: Ti v Tj (gdzie v jest stosownie okre±lonym porz¡dkiem
na zbiorze drzew).

Dla ka»dej n: PA ` φ(n).
PA non ` ∀x φ(x).
Niech f (n) = dªugo±¢ najkrótszego dowodu φ(n) w PA. Wtedy f ro±nie
szybciej ni» funkcja Ackermanna.
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Zdania prawdziwe, ale niedowodliwe w PA Twierdzenie Kruskala

Zdania prawdziwe, ale niedowodliwe w PA

Tak wi¦c, mamy przykªady twierdze« (nie tylko o tre±ci
metamatematycznej), o których wiemy, i» s¡ prawdziwe, lecz
niedowodliwe w PA.

Dowody tych twierdze« wykorzystuj¡ zatem pewne metody
nie�nitarne.

W szczególno±ci, dowody pewnych wªasno±ci obiektów �nitarnych

(liczby, sko«czone ci¡gi liczb) wymagaj¡ ±rodków, które istotnie
wykraczaj¡ poza metody dowodowe arytmetyki PA.
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Teorie rozstrzygalne i nierozstrzygalne

Rozstrzygalno±¢ i nierozstrzygalno±¢

Rozwa»amy teorie pierwszego rz¦du T w j¦zykach takich, »e zbiór
numerów gödlowskich staªych pozalogicznych T jest rekurencyjny. J¦zyk
teorii T oznaczamy przez L(T ).

Teoria T2 w j¦zyku L(T2) jest rozszerzeniem teorii T1 w j¦zyku
L(T1), gdy ka»dy aksjomat teorii T1 jest twierdzeniem teorii T2.
Rozszerzenie takie nazywamy prostym, gdy L(T1) = L(T2). Je±li T2

jest rozszerzeniem T1, to T1 nazywamy podteori¡ T2.
T jest istotnie nierozstrzygalna, gdy jest nierozstrzygalna oraz
ka»de jej niesprzeczne rozszerzenie proste jest nierozstrzygalne.
T jest dziedzicznie nierozstrzygalna, gdy ka»da jej podteoria T ′

taka, »e L(T ) = L(T ′) jest nierozstrzygalna.
Struktura relacyjna A jest mocno nierozstrzygalna, gdy ka»da teoria
T taka, »e A |= T jest nierozstrzygalna.
T jest mocno nierozstrzygalna, gdy jest niesprzeczna i ka»dy jej
model jest mocno nierozstrzygalny.

Jerzy Pogonowski (MEG) Metalogika Rozstrzygalno±¢ 23 / 45



Teorie rozstrzygalne i nierozstrzygalne

Rozstrzygalno±¢ i nierozstrzygalno±¢

Poni»ej podajemy (bez dowodów) wybrane fakty dotycz¡ce teorii
rozstrzygalnych oraz teorii nierozstrzygalnych, korzystaj¡c z ich
przedstawienia (wraz z dowodami) w monogra�i:

Murawski, R. 20003. Funkcje rekurencyjne i elementy

metamatematyki. Problemy zupeªno±ci, rozstrzygalno±ci, twierdzenia

Gödla. Wydawnictwo Naukowe UAM, Pozna«.

Dowodzi si¦, »e:

Arytmetyka PA jest istotnie nierozstrzygalna.

Ka»da teoria niesprzeczna, w której mocno reprezentowane s¡
wszystkie zbiory rekurencyjne jest istotnie nierozstrzygalna.

Model standardowy PA jest mocno nierozstrzygalny.

Arytmetyka PA jest mocno nierozstrzygalna.
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Rozstrzygalno±¢ i nierozstrzygalno±¢

Je±li T jest niesprzeczna, zupeªna i aksjomatyzowalna, to T jest
rozstrzygalna.

Je±li T jest niesprzeczna, aksjomatyzowalna i nierozstrzygalna, to jest
niezupeªna.

Dla ka»dej teorii rozstrzygalnej i niezupeªnej istnieje jej rozszerzenie
rozstrzygalne, niesprzeczne i zupeªne.

Je±li T jest aksjomatyzowalna, to nast¦puj¡ce warunki s¡ równowa»ne:

T jest istotnie nierozstrzygalna.
T jest niesprzeczna i ka»de jej niesprzeczne i aksjomatyzowalne
rozszerzenie jest niezupeªne.
T jest niesprzeczna i »adne jej niesprzeczne i zupeªne rozszerzenie nie
jest aksjomatyzowalne.

Je±li PA jest niesprzeczna, to »adne jej niesprzeczne i zupeªne rozszerzenie

nie jest aksjomatyzowalne.
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Rozstrzygalno±¢ i nierozstrzygalno±¢

Struktura A jest mocno nierozstrzygalna dokªadnie wtedy, gdy jej
teoria Th(A) jest dziedzicznie nierozstrzygalna.

Je±li T ma model nierozstrzygalny, to T jest dziedzicznie
nierozstrzygalna.

Ka»da teoria mocno nierozstrzygalna jest dziedzicznie nierozstrzygalna.

W dalszym ci¡gu podamy przykªady:

teorii rozstrzygalnych,

teorii nierozstrzygalnych.
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Teorie rozstrzygalne

Metody dowodzenia rozstrzygalno±ci teorii:

metoda eliminacji kwanty�katorów,

metoda teoriomodelowa,

metoda interpretacji.

Wykazanie rozstrzygalno±ci teorii wcale nie przes¡dza o tym, i»
przestaje ona by¢ interesuj¡ca (w tym sensie, »e dowodzenie jej
twierdze« okazuje si¦ czysto mechanicznym procesem).

Znane metody rozstrzygania maj¡ du»¡ zªo»ono±¢ obliczeniow¡.
Jednym z najwa»niejszych problemów wspóªczesnej informatyki
teoretycznej jest problem P = NP , czyli pytanie o to, czy klasa funkcji
obliczalnych za pomoc¡ wielota±mowych deterministycznych maszyn
Turinga jest równa klasie funkcji obliczalnych za pomoc¡
wielota±mowych niedeterministycznych maszyn Turinga.
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Teorie rozstrzygalne

Metod¡ eliminacji kwanty�katorów pokaza¢ mo»na, »e np. nast¦puj¡ce
teorie s¡ rozstrzygalne:

Teoria struktury (ω, s,+, 0).

Teoria struktury (ω, s, 0).

Teoria struktury (ω, s, ·, 0).

Elementarna teoria identyczno±ci.

Teoria sko«czenie wielu zbiorów.

Teoria porz¡dku dyskretnego.

Teoria porz¡dku liniowego liczb wymiernych.

Teoria ciaª algebraicznie domkni¦tych.

Teoria algebr Boole'a.

Teoria liczb rzeczywistych.
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Teorie rozstrzygalne

Twierdzenie �osia-Vaughta gªosi, »e je±li teoria T ma tylko modele
niesko«czone i jest kategoryczna w pewnej mocy niesko«czonej, to T jest
zupeªna.

Metod¡ teoriomodelow¡ pokazano, »e np. nast¦puj¡ce teorie s¡
rozstrzygalne:

Teoria przeliczalnego g¦stego liniowego porz¡dku bez ko«ców

Teoria ciaª algebraicznie domkni¦tych o danej charakterystyce.

Teoria wszystkich ciaª sko«czonych.

Teoria ciaª domkni¦tych w sensie rzeczywistym.

Teoria zbiorów liniowo uporz¡dkowanych.

Teoria grup abelowych.
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Teorie rozstrzygalne

Metoda interpretacji. Dana jest rozstrzygalna teoria T1, badamy czy
T2 jest rozstrzygalna. Okre±lamy rekurencyjne odwzorowanie f formuª
z L(T2) na formuªy z L(T1) takie, »e: T1 ` f (ψ) dokªadnie wtedy, gdy
T2 ` ψ.
To daje metod¦ rozstrzygania dla T2.

Metod¡ interpretacji pokazano, »e np. nast¦puj¡ce teorie s¡ rozstrzygalne:

Monadyczna teoria nast¦pnika drugiego rz¦du.

Teoria drugiego rz¦du dwóch nast¦pników.

Teoria zbiorów liniowo uporz¡dkowanych.

Monadyczna teoria drugiego rz¦du przeliczalnych zbiorów dobrze
uporz¡dkowanych.
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Teorie nierozstrzygalne

Dwie podstawowe metody dowodzenia nierozstrzygalno±ci teorii:

wykorzystanie twierdze« Gödla o niezupeªno±ci PA,

redukcja zagadnienia rozstrzygalno±ci jednej teorii do (ju»
rozwi¡zanego) zagadnienia rozstrzygalno±ci innej teorii.

T2 jest nieistotnym rozszerzeniem T1, gdy ka»da staªa pozalogiczna
z L(T2), która nie wyst¦puje w L(T1) jest staª¡ indywidualn¡ oraz
ka»de zdanie ϕ z L(T2), które jest twierdzeniem T2 mo»na udowodni¢
w oparciu o aksjomaty z T1.

T2 jest sko«czonym rozszerzeniem T1, gdy T2 jest rozszerzeniem
T1 oraz istnieje sko«czony zbiór Φ twierdze« teorii T2 taki, »e dla
dowolnego zdania ϕ: je±li T2 ` ϕ, to T1 ∪ Φ ` ϕ.
T1 i T2 s¡ zgodne, gdy maj¡ wspólne niesprzeczne rozszerzenie.
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Teorie nierozstrzygalne

T2 jest interpretowalna w T1, gdy istnieje teoria T oraz rekurencyjny
zbiór Φ zda«, które traktujemy jako aksjomaty teorii T takie, »e:

T jest wspólnym rozszerzeniem T1 i T2

ka»da staªa j¦zyka L(T ) jest staª¡ L(T1) lub L(T2)
elementy Φ s¡ de�nicjami na gruncie T1 staªych pozalogicznych j¦zyka
L(T2)
ka»da staªa pozalogiczna j¦zyka L(T2) wyst¦puje w dokªadnie jednym
zdaniu ze zbioru Φ
ka»de twierdzenie teorii T wynika logicznie ze zbioru zda«, z których
ka»de jest albo twierdzeniem T1 albo nale»y do Φ.

T2 jest sªabo interpretowalna w T1, gdy T2 jest interpretowalna w
pewnym niesprzecznym rozszerzeniu prostym teorii T1.
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Teorie nierozstrzygalne

Zakªadamy, »e czytelnik pami¦ta poj¦cie relatywizacji ψ(P) formuªy ψ do
predykatu P .

Relatywizacj¡ teorii T do predykatu P nazywamy teori¦ T (P)

zde�niowan¡ nast¦puj¡co:

L(T (P)) = L(T ) ∪ {P}
ϕ jest twierdzeniem T (P) dokªadnie wtedy, gdy ϕ wynika logicznie z
formuª ψ(P), gdzie ψ jest twierdzeniem teorii T .

Teoria T jest relatywnie interpretowalna (relatywnie sªabo

interpretowalna) w teorii T1, gdy istnieje jednoargumentowy

predykat P nie nale»¡cy do j¦zyka L(T2) taki, »e teoria T
(P)
2 jest

interpretowalna (sªabo interpretowalna) w teorii T1.
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Teorie nierozstrzygalne

Mamy m.in. nast¦puj¡ce wyniki dotycz¡ce nierozstrzygalno±ci teorii:

Je±li T1 jest niesprzecznym rozszerzeniem T2 i T2 jest istotnie
nierozstrzygalna, to T1 jest istotnie nierozstrzygalna.

Je±li T2 jest nieistotnym rozszerzeniem T1, to:

T1 jest nierozstrzygalna dokªadnie wtedy, gdy T2 jest nierozstrzygalna.
T1 jest istotnie nierozstrzygalna dokªadnie wtedy, gdy T2 jest istotnie
nierozstrzygalna.

Niech T1 i T2 b¦d¡ teoriami w tym samym j¦zyku takimi, »e T2 jest
sko«czonym rozszerzeniem T1. Wtedy: je±li T2 jest nierozstrzygalna,
to T1 jest nierozstrzygalna.

(F) Niech T1 i T2 b¦d¡ teoriami zgodnymi i niech L(T2) ⊆ L(T1).
Wtedy: je±li T2 jest istotnie nierozstrzygalna i sko«czenie
aksjomatyzowalna, to T1 jest dziedzicznie nierozstrzygalna.
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Teorie nierozstrzygalne

Je»eli T2 jest rozszerzeniem de�nicyjnym T1 oraz T2 jest
nierozstrzygalna, to T1 jest nierozstrzygalna.

Niech T1 niesprzeczna, a T2 interpretowalna w T1 lub w pewnym
nieistotnym rozszerzeniu T1. Wtedy:

Je±li T2 jest istotnie nierozstrzygalna, to T1 jest istotnie
nierozstrzygalna.
Je±li T2 ma podteori¦ sko«czenie aksjomatyzowaln¡ oraz istotnie
nierozstrzygaln¡, to równie» T1 ma tak¡ podteori¦.

Niech T2 sªabo interpretowalna w T1. Je±li T2 jest istotnie
nierozstrzygalna i sko«czenie aksjomatyzowalna, to:

T1 jest dziedzicznie nierozstrzygalna
istnieje sko«czone rozszerzenie teorii T1 w tym samym j¦zyku co T1,
które jest istotnie nierozstrzygalne.

Jerzy Pogonowski (MEG) Metalogika Rozstrzygalno±¢ 35 / 45



Teorie rozstrzygalne i nierozstrzygalne Teorie nierozstrzygalne

Teorie nierozstrzygalne

Niech T2 sªabo interpretowalna w pewnym nieistotnym rozszerzeniu
teorii T1. Je±li T2 jest istotnie nierozstrzygalna i sko«czenie
aksjomatyzowalna, to:

T1 jest dziedzicznie nierozstrzygalna
istnieje istotnie nierozstrzygalne sko«czone rozszerzenie teorii T1.

Niech predykat jednoargumentowy P nie nale»y do L(T ). Wtedy:

Teoria T (P) jest aksjomatyzowalna dokªadnie wtedy, gdy T jest
aksjomatyzowalna.
Je±li w j¦zyku L(T ) wyst¦puje sko«czenie wiele symboli funkcyjnych, to
T (P) jest sko«czenie aksjomatyzowalna dokªadnie wtedy, gdy T jest
sko«czenie aksjomatyzowalna.

Niech predykat jednoargumentowy P nie nale»y do L(T ). Wtedy:
T (P) jest istotnie nierozstrzygalna dokªadnie wtedy, gdy T jest istotnie
nierozstrzygalna.
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Teorie nierozstrzygalne

Przypominamy, »e Arytmetyka Robinsona Q jest teori¡ w tym samym
j¦zyku co PA, której aksjomatami s¡ aksjomaty PA (A1)�(A6) (a wi¦c bez
schematu indukcji) oraz (A0) ¬x .

= 0→ ∃y(x
.

= s(y)).

Q jest sko«czenie aksjomatyzowalna.

W Q reprezentowalne sa wszystkie funkcje rekurencyjne.

Q jest istotnie nierozstrzygalna.

�adna podteoria Q otrzymana przez usuni¦cie jednego z aksjomatów
(A0), (A1)�(A6) nie jest istotnie nierozstrzygalna.

Teoria Q jest zatem w pewnym sensie minimaln¡ teori¡ istotnie
nierozstrzygaln¡, w której reprezentowalne sa wszystkie funkcje
rekurencyjne.
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Teorie nierozstrzygalne

Teori¦ Q wykorzystujemy w dowodach nierozstrzygalno±ci ró»nych teorii:

Teoria modelu standardowego PA jest dziedzicznie nierozstrzygalna.

Ka»da teoria T zgodna z Q i taka, i» ka»da staªa pozalogiczna j¦zyka
L(Q) jest staª¡ pozalogiczn¡ j¦zyka L(T ) jest nierozstrzygalna.

Model standardowy N0 jest mocno nierozstrzygalny.

Teoria Q jest mocno nierozstrzygalna.

Arytmetyka PA jest mocno nierozstrzygalna.

Teoria Q jest dziedzicznie nierozstrzygalna.

Ka»dy model teorii Q jest mocno nierozstrzygalny.

Arytmetyka PA jest dziedzicznie nierozstrzygalna.
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Teorie nierozstrzygalne

Ustalono nierozstrzygalno±¢ niektórych wa»nych teorii matematycznych:

Teoria liczb caªkowitych (z dodawaniem i mno»eniem) jest
nierozstrzygalna.

Teoria liczb caªkowitych (z dodawaniem i mno»eniem oraz relacj¡
mniejszo±ci) jest nierozstrzygalna.

Istniej¡ sko«czenie aksjomatyzowalne podteorie teorii liczb caªkowitych
(z dodawaniem i mno»eniem), które s¡ istotnie nierozstrzygalne.

Istniej¡ sko«czenie aksjomatyzowalne podteorie teorii liczb caªkowitych
(z dodawaniem i mno»eniem oraz relacj¡ mniejszo±ci), które s¡ istotnie
nierozstrzygalne.

Nierozstrzygalne s¡ elementarne teorie: pier±cieni, pier±cieni
przemiennych, pier±cieni caªkowitych, pier±cieni uporz¡dkowanych,
pier±cieni uporz¡dkowanych przemiennych, z jedynk¡ lub bez jedynki.
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Teorie nierozstrzygalne

Teoria grup jest dziedzicznie nierozstrzygalna. Istnieje sko«czenie
aksjomatyzowalne rozszerzenie teorii grup, które jest istotnie
nierozstrzygalne. Teoria grup nie jest istotnie nierozstrzygalna.

Teoria grupoidów oraz teoria semigrup (z jedynk¡ lub bez jedynki) s¡
nierozstrzygalne.

Teoria liczb wymiernych z dodawaniem i mno»eniem jest dziedzicznie
nierozstrzygalna.

Teoria krat jest nierozstrzygalna.

Teoria krat rozdzielnych jest nierozstrzygalna.

Teoria krat modularnych jest nierozstrzygalna.

Geometria rzutowa jest nierozstrzygalna.

Teoria mnogo±ci ZF jest nierozstrzygalna.
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Twierdzenie Churcha

Twierdzenie Churcha.

Klasyczny Rachunek Predykatów I rz¦du jest dziedzicznie nierozstrzygalny.

Zarys dowodu.

Arytmetyka Robinsona Q oraz KRP s¡ teoriami zgodnymi.

Nadto, ka»da staªa pozalogiczna teorii Q jest oczywi±cie staª¡
pozalogiczn¡ KRP.

Poniewa» Q jest sko«czenie aksjomatyzowalna oraz istotnie
nierozstrzygalna, wi¦c na mocy twierdzenia (F) KRP jest dziedzicznie
nierozstrzygalny.

KRP ma jednak fragmenty rozstrzygalne, jak pokazuje nast¦pne
twierdzenie.
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Rozstrzygalno±¢ monadycznego KRP

Twierdzenie.

Klasyczny monadyczny rachunek predykatów I rz¦du jest rozstrzygalny.

Zarys dowodu.

Niech ϕ b¦dzie formuª¡ klasycznego monadycznego rachunku
predykatów I rz¦du i niech P1, . . . ,Pn b¦d¡ wszystkimi predykatami
wyst¦puj¡cymi w ϕ.

Wtedy ϕ jest tez¡ klasycznego monadycznego rachunku predykatów I
rz¦du dokªadnie wtedy, gdy ϕ jest prawdziwa w ka»dej strukturze
zawieraj¡cej co najwy»ej 2n elementów.

Dowód implikacji prostej jest oczywisty.
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Rozstrzygalno±¢ monadycznego KRP

Dla dowodu implikacji odwrotnej, niech A b¦dzie dowoln¡ struktur¡.

Okre±lamy relacj¦ równowa»no±ci ∼ w uniwersum A nast¦puj¡co:
a ∼ b dokªadnie wtedy, gdy A |= (Pi (x) ≡ Pi (y))[a, b] dla wszystkich
i = 1, . . . , n.

Wtedy: a ∼ b dokªadnie wtedy, gdy nast¦puj¡ce warunki s¡
równowa»ne, dla wszystkich i = 1, . . . , n:

A |= Pi (x)[a]
A |= Pi (y)[b].

Niech B b¦dzie struktur¡ ilorazow¡ A/ ∼. Wtedy B ma co najwy»ej
2n elementów, gdy» ka»dy predykat Pi wyznacza dwa elementy w
strukturze ilorazowej B, a mamy n ró»nych predykatów.

Przez indukcj¦ strukturaln¡ po budowie formuªy ϕ ªatwo pokazujemy,
»e A |= ϕ dokªadnie wtedy, gdy B |= ϕ, co ko«czy dowód.
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