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METODY DOWODZENIA TWIERDZEN
I AUTOMATYZACJA ROZUMOWAN

III rok kognitywistyki UAM, 2016-2017

Cele wykladu

Wyktad ma trzy zasadnicze cele:

1.

Przedstawienie wybranych metod dowodowych, stosowanych w logice. Omo6-
wimy: metod¢ aksjomatyczna, tablice analityczne, rezolucj¢, dedukcje natu-
ralng oraz rachunki sekwentow.

. Ukazanie mozliwo$ci podania matematycznej reprezentacji intuicyjnego po-

jecia obliczalnosci. Wybieramy formalizm funkcji rekurencyjnych.

. Przedstawienie wybranych faktéw metalogicznych, ktére uznaje si¢ za naj-

wazniejsze osiagnigcia w logice matematycznej XX wieku.

Uwagi organizacyjne

. Wyktad prowadzi Jerzy Pogonowski. Strona internetowa wyktadu:

http://logic.amu.edu.pl/index.php/Mdtiar

Na tej stronie zamieszczono syllabus przedmiotu.

Konwersatoria prowadzi w tym roku akademickim Pani dr Dorota Leszczyi-
ska-Jasion.

. Zajecia w pracowni komputerowej prowadzi w tym roku akademickim Pani

dr Mirostawa Kotowska-Gawiejnowicz.

. Tematy wykladéw pokrywaja si¢ z tematami wyktadéw z roku akademic-

kiego 2015-2016 (wtedy bylto to 15 spotkan po 90 minut). Poniewaz jednak
mamy do dyspozycji jedynie 15 spotkan po 45 minut, wigc zmuszeni jeste-
Smy do ograniczenia przekazywanych tresci.

. Materiaty dydaktyczne do wyktadu 2015-2016 sa dostgpne na wyzej wy-

mienionej stronie. Materiaty do tegorocznego wykladu beda na niej zamiesz-
czane na biezaco.



6. Korzysta¢ bedziemy z wiadomosci przekazanych na kursach: Wprowadzenie
do logiki, Logika I, Matematyczne podstawy kognitywistyki.

7. Kurs koniczy si¢ egzaminem pisemnym. Przyktadowe pytania egzaminacyjne
zostang podane przed rozpoczgciem sesji zimowej. Na ostatnim wyktadzie
zrobimy powtdrke materiatu, przygotowujaca do egzaminu.

8. Zasady zaliczenia konwersatorium oraz zaje¢ w pracowni komputerowej zo-
stang podane przez prowadzacych te zajecia.
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Proponuje takze lekturg zamieszczonych na stronach ZLiK materiatéw dydak-
tycznych: Pani Dr Doroty Leszczynskiej-Jasion, Pana Prof. Mariusza Urbariskiego
oraz Pana prof. Andrzeja Wisniewskiego.

4 Metody dowodowe

4.1

Proste przykilady

Rozwazmy dwa przyktady argumentacji:

Nasza Pani od Biologii i Nietoperze

»Milicja, Wroctaw i ja”

NASzZA PANI OD BIOLOGII I NIETOPERZE

Nasza Pani od Biologii opowiada o Nietoperzach: Jesli Nietoperze nie majq
pior, to: sq Ptakami, o ile fruwajq. Nasza Pani od Biologii wyciaga z kie-
szeni Nietoperza i stwierdza: Nietoperze nie majq pior. Nasza Pani od Bio-
logii zaglada do podrecznika systematyki Zwierzat i stwierdza: Ale przeciez
Nietoperze nie sq Ptakami. Nasza Pani od Biologii konkluduje: A zatem Nie-
toperze nie fruwajq.

p: Nietoperze majq piora.
q: Nietoperze fruwajq.

r: Nietoperze sq Ptakami.
Przestanka: —-p — (¢ — r)

Przestanka: —p



e Przestanka: —r

e Whiosek: —q

Drzewo argumentacji (dowodu) ma posta¢ nastgpujaca:
—p—(g—=r) —p

- q—r
-q

W tej argumentacji postuzono si¢ kolejno regutami:

e modus ponens

e modus tollens.

Argumentacja jest poprawna z logicznego punktu widzenia. Wniosek jest fat-
szywy, a zatem ktdra$ z przestanek jest falszywa.
»MILICJA, WROCEAW 1JA”. Czy na podstawie uznania nastgpujacych stwierdzen:

o Jesli nie udowodniono podejrzanemu popetnienia morderstwa, to: stwier-
dzono samobojstwo denata lub wykonano sentencje wyroku, o ile udato sie
zatrzymac podejrzanego.

e Podejrzanemu nie udowodniono popetnienia morderstwa.
o Nie stwierdzono samobdjstwa denata.

e Udalo sig zatrzymac podejrzanego.

gotowa jeste$ uznac stwierdzenie:

o Wykonano sentencje wyroku?

Uwaga: musimy podjac decyzje dotyczaca reprezentacji sktadniowej pierwszej
przestanki.

Zdania proste w tym tekscie:

o p: Udowodniono podejrzanemu popetnienie morderstwa.
e q: Stwierdzono samobdjstwo denata.

o 1: Udalto sig zatrzymad podejrzanego.



s: Wykonano sentencje wyroku.
Przestanka: —p — (q V (r — s))
Przestanka: —p

Przestanka: —¢

Przestanka: r

Whiosek: s

Drzewo argumentacji (dowodu):

-p —p— (qV(r—s))
-q qV(r—s)

r r—3S

S

W tej argumentacji postuzono si¢ kolejno regutami:

modus ponens (reguta odrywania)
opuszczania alternatywy

modus ponens.

Argumentacja jest poprawna z logicznego punktu widzenia.

4.2

Dowody, algorytmy, obliczenia

Dowody (w sensie logicznym): dobrze okreslone obiekty syntaktyczne. To
pojecie znane jest stuchaczom z kursu logiki.

Dowody matematyczne: argumentacje stosowane w matematyce.

Dogmat, przyjmowany przez logikow: kazdy dowdd matematyczny moze
zostaé przeksztatcony w dowdd w sensie logicznym.

Algorytm: czysto mechaniczna procedura, pozwalajaca w skonczonej liczbie
prostych, z géry okre§lonych krokéw uzyskac¢ wynik (odpowiedZ, rozwigza-
nie).

Intuicyjne pojecie procedury obliczalnej poddano formalizacji, na wiele spo-
sob6éw: funkcje rekurencyjne, maszyny Turinga, systemy Posta, algorytmy
Markowa, rachunek A\ Churcha, itd.

Uzyskano wyniki dotyczace niezupetnosci oraz nierozstrzygalnosci waznych
teorii matematycznych.



5 Kroétka powtérka

Przypomnimy kilka poje¢, ktére powinny by¢ stuchaczom znane z kursu wpro-
wadzenia do logiki. Beda one dotyczyly semantyki KRZ (klasycznego rachunku
zdan).

5.1 Funkcje prawdziwosciowe
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Pierwsze dwie kolumny podaja wszystkie uklady wartoSci argumentéw, ko-
lejne kolumny podaja warto$¢ dla tego uktadu argumentéw kazdej z szesnastu
dwuargumentowych funkcji prawdziwoSciowych. Czy widzisz jakie§ symetrie w
tej tabeli?

Lubimy odrézniaé: spdjnik, funktor oraz funkcje (wszystkie z okreSleniem:
prawdziwosciowy). Nie jesteSmy jednak ortodoksami i przystajemy na uproszcze-
nia w podrgcznikach (w ktérych funktor prawdziwosciowy oraz odpowiadajaca mu
funkcja prawdziwosciowa oznaczane sa tym samym symbolem).

5.2 Zaleznos$ci miedzy funkcjami prawdziwo$ciowymi

1. Formuty ¢ i ¢ jezyka KRZ sa semantycznie réwnowazne, gdy dla kazdego
wartoSciowania v: v(p) = v(¥).

2. Jesli ¢ i), to piszemy @ ~ 1.
3. ~ jest relacja réwnowaznosci.

4. Fakt: o ~ 1 wtedy i tylko wtedy, gdy ¢ = 9 jest tautologia KRZ.

Kazda formuta jezyka KRZ jest semantycznie réwnowazna formule zawiera-
jacej jedynie:

1. koniunkcje i negacje
2. alternatywe i negacje
3. implikacje i negacje

4. implikacje i falsum.



Zapewne podczas kursu wprowadzenia do logiki stuchacze wykonywali éwi-
czenia, dotyczace wzajemnej definiowalnosci funktoréw prawdziwosciowych. Praw-
dopodobnie niektére z tych éwiczen zostang przypomniane podczas tegorocznego
konwersatorium.

Funktory 1 (NAND, kreska Sheffera) oraz | (binegacja, strzatka Peirce’a, NOR)
sa jedynymi, za pomoca ktérych mozna (w logice klasycznej) wyrazi¢ (zdefinio-
wac) wszystkie pozostale funktory prawdziwos$ciowe. Stuchacze, ktérzy zechcie-
liby udowodnié to samodzielnie zechca zauwazy¢ (udowodnic), ze tautologiami
KRZ sa:

L.ptqg = =(pAq)

2.-p=ptp

3.(pAg) = (pTa) T (P71 a)
4. (pva) = ((p1tp) 1T (a1 9)
5.(p0—=q) = (p1T(a19)

6. p—aq) = @T(T9)

7. (pla) = ~(pVa)

9. (pAg) = ((pdp) (el )
10. (pvVq) = (Pl (plq)
1L (p—q) = (i)l L (pip)la)

5.3 Funktory pierwszorzedne

larg. | 2arg. | A |V | = |« | T || > ]|
1 1 1j1{1,1]0[{0] 0|0
1 0 Oj1{o0o | 1]1]0]1]0
0 1 O(1(110|1]0]0]1
0 0 0Ojoj1 |1 ]1|1]0/|0

Poszczegblne kolumny tej tabeli odpowiadaja: pierwszemu argumentowi, dru-
giemu argumentowi, koniunkcji, alternatywie, implikacji prostej, implikacji od-
wrotnej, kresce Sheffera, binegacji, zaprzeczeniu implikacji prostej, zaprzeczeniu
implikacji odwrotne;.



Funktor 1 jest (przez informatykéw) nazywany NAND, natomiast | nazywany
jest (przez informatykéw) NOR.

Uwaga na porzadek wierszy tej tabeli! Taki podaje Fitting, my lubimy doktad-
nie odwrotny porzadek.

5.4 Notacja Smullyana

e Od kilku dekad karierg robi notacja zaproponowana przez Raymonda Smul-
lyana, zwana tez jednolita notacja (uniform notation).

e Notacja ta motywowana jest wlasnoSciami semantycznymi. Pozwala tez na
dos$¢ proste przeprowadzanie dowodéw twierdzen metalogicznych.

Wsréd funktoréw pierwszorzednych oraz ich zaprzeczen wyréznimy te, ktére
»dzialaja” koniunkcyjnie oraz te, ktére ,,dziataja” alternatywnie. Formuly z tymi
pierwszymi funktorami oznacza si¢ symbolem «, te drugie zas symbolem 3. Sktad-
niki takich formut sa oznaczane symbolami, odpowiednio: «y, oo oraz 31, [o.
Sktadniki te wyznaczane sa wedle nastgpujacej konwencji:

o ap | az B Br| B
QNP 0| P (P AY) | —p |
(V) | e | eV o ¥
(=) | | o= | me | Y
(=) | e | ¥ oY @ |

—(pTY) | | ¥ ety | |
el | o | —(pdy) | e ¥
oY @ | —(p»P) | o | P
oY | o | W “(pe) | o | W

PéZniej rozszerzymy jednolita notacje na jezyk KRP (klasycznego rachunku
predykatow).
6 Preliminaria matematyczne

6.1 Drzewa

Drzewem (o korzeniu x() nazwiemy kazdy uktad (X, R, x() taki, ze:

1. (X, R) jest grafem o zbiorze wierzchotkéw X i zbiorze krawedzi
RC X x X;



. R jest czgsciowym porzadkiem w X;
. xg jest elementem R-najmniejszym w X;

. zbiér wszystkich R-poprzednikéw kazdego wierzcholka jest liniowo upo-
rzadkowany przez relacje R.

Lisémi drzewa D nazywamy wszystkie te jego wierzcholki, ktére nie majq
R-nastgpnikéw.

Jedli (z,y) € R jest krawedzia w D, to x nazywamy przodkiem y, a y na-
zywamy potomkiem x. Jesli (z,y) € R — R? jest krawedzia w D, to x
nazywamy bezposrednim przodkiem y, za$ y nazywamy bezpoSrednim po-
tomkiem x.

Kazdy podzbiér zbioru wierzchotkéw drzewa D, ktéry jest uporzadkowany
liniowo przez R nazywamy faricuchem w D (czasem: Sciezkq w D). Kazdy
taficuch maksymalny (wzglgdem inkluzji) w D nazywamy gateziq w D.

Przez dtugos¢ taricucha P rozumiemy liczbg elementéw zbioru P.

Rzedem wierzcholka x nazywamy moc zbioru wszystkich bezpoSrednich po-
tomkow . Rzedem drzewa D jest kres gérny rzedow wszystkich wierzchot-
kéw drzewa D.

Drzewo D jest skoriczone, jesli zbiér jego wierzchotkéw jest skoficzony; w
przeciwnym przypadku jest nieskoriczone. Drzewo D jest rzedu skoriczo-
nego (jest skoriczenie generowane), jesli kazdy jego wierzchotek ma rzad
skoficzony.

Przez indukcj¢ definiujemy poziomy drzewa:

1. poziom zerowy to zbidr jednoelementowy, zlozony z korzenia drzewa;

2. poziom k + 1 to zbiér wszystkich bezposrednich nastgpnikéw wierz-
chotkéw poziomu k.

W dalszym ciagu bedziemy rozwazaé gtéwnie drzewa skoriczone lub rzgdu
skoniczonego. Blizej oswoimy si¢ z drzewami na konwersatorium.

Drzewo dwojkowe to drzewo, w ktérym kazdy wierzchotek ma co najwy-
zej dwoch bezposrednich potomkdéw. Petne drzewo dwdjkowe to drzewo, w
ktérym kazdy wierzchotek ma doktadnie dwéch bezposrednich potomkow.



e Przez drzewo znakowane (elementami ze zbioru L) rozumiemy parg¢ upo-
rzadkowana (D, f), gdzie D jest drzewem, a f jest funkcja ze zbioru wierz-
chotkéw drzewa D w zbiér L. Zwykle L bedzie pewnym zbiorem formut.

e Graficzne reprezentacje drzew sa rysunkami, na ktérych wierzchotki (jako$
znakowane — punktami, liczbami, formutami, itd.) potaczone sa liniami,
odpowiadajacymi krawedziom. Przy tym, jesli (X, R, o) jest drzewem, to
na rysunku zaznaczamy tylko krawedzie nalezace do R — R?.

6.2 Lemat Koniga

Lemat Koniga. Jesli drzewo D = (X, R, z¢) rzedu skoniczonego jest nieskon-
czone, to ma gataz nieskonczona.

Dowdd. Przypusémy, ze D jest nieskonczone. Zdefiniujemy gataz nieskon-
czong {xg, 1, T2, ...} w D przez indukcj¢ matematyczna.

Element x( (czyli korzen drzewa D) jest pierwszym elementem konstruowa-
nej galezi. Poniewaz D jest nieskoficzone, wigc xg ma nieskoniczenie wiele R-
nastgpnikow.

Przypusémy, ze xg,x1,x2,...,x,—1 zostaly zdefiniowane tak, ze x; nalezy
do i-tego poziomu drzewa D oraz z; ma nieskoiczenie wiele R-nastepnikéw. Z
zatozenia, x,—1 ma tylko skoiczenie wiele bezposrednich R-nastgpnikow. Ponie-
waz x,—1 ma nieskonczenie wiele Z-nastepnikéw, wigc co najmniej jeden z jego
bezposrednich R-nastgpnikéw takze ma nieskoniczenie wiele R-nastgpnikow. Wy-
bieramy wigc element x, z n-tego poziomu drzewa D o tej wtasnie wlasnosci.
Wtedy z,, ma nieskoficzenie wiele R-nastgpnikow. Poniewaz jest tak dla kazdego
n, pokazaliSmy istnienie nieskoniczonej gatezi {xg, z1, z2, ...} w drzewie D.

Podczas dalszych wyktadéw bedziemy wielokrotnie korzystali z r6znych zasad
indukcyjnych.

JERZY POGONOWSKI

Zaktad Logiki i Kognitywistyki UAM
www.kognitywistyka.amu.edu.pl
http://logic.amu.edu.pl/index.php/Dydaktyka
pogon@amu.edu.pl
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