IT1.7. Unifikacja

Pojecia i metody wprowadzone w tym podrozdziale beda wykorzystane w podrozdziale nastepnym, w
ktorym pokazemy dziatanie pewnej waznej metody dowodowej (metody rezolucji), w pewnym sensie zwia-
zanej z metoda drzew semantycznych. Nadto, pojecie unifikacji jest samo w sobie interesujace. W ostatnich
kilkudziesieciu latach nabralo istotnego znaczenia, np. w automatycznym dowodzeniu twierdzen.

I11.7.1. Definicje

Pracujemy teraz w KRP z identycznoscia oraz symbolami funkcyjnymi.

Literatami nazwiemy formuty atomowe oraz ich negacje. Formuly atomowe to literaly pozytywne,
negacje formul atomowych to literaty negatywne.
Terminu wyrazenie bedziemy tu uzywaé dla dowolnego termu lub literatu.

Podstawieniem nazywamy kazda funkcje o ze zbioru wszystkich zmiennych w zbiér wszystkich termow,
ktora jest funkcja identycznosciows prawie wszedzie, tj. dla wszystkich, oprocz skoriczonej liczby, zmiennych.

Poniewaz w zastosowaniach istotna bedzie tylko skonczona liczba wartosci kazdego podstawienia, wiec
czasem wygodnie bedzie uwazaé¢ za podstawienie dowolny skoiiczony zbiér par uporzadkowanych, ktérych
jednym elementem jest zmienna, a drugim term.

W takim przypadku podstawienia zapisywa¢ mozemy jako zbiory postaci {t1/x1,...,tn/zn}, gdzie x;
sa zmiennymi, a ¢; termami. Inna czesto uzywana notacja jest zapis: {z1 — t1,...,2, — t,}. Ten zapis
stosujemy ponizej.

Jesli o jest podstawieniem, a E wyrazeniem, to przez Fo oznacza¢ bedziemy wyrazenie powstajace z E
poprzez zastapienie zmiennych wystepujacych w E termami przyporzadkowanymi im przez podstawienie o.
Indukcyjna definicja wyrazenia Eo jest nastepujaca:

e Fo =uz0, gdy E jest zmienng z,

o Lo = f(tio,...,t,0), gdy E jest termem zlozonym f(t1,...,t,),

e Fo = R(t10,...,t,0), gdy E jest literatem pozytywnym R(t1,...,tm),

e Fo =-R(ti0,...,tymo), gdy E jest literalem negatywnym —R(t1,...,tm).

Dopuszczamy przy tym przypadek, gdy n = 0; wtedy F jest stala indywiduowa i przyjmujemy Fo = E.
Dziedzing podstawienia o jest zbior:

dm(o) ={x : zo # x},

a przeciwdziedzing (zbiorem wartosci) podstawienia o jest zbior:

(o) = U fao)
(o)

zedm(o

Wreszcie, niech var (o) bedzie zbiorem wszystkich zmiennych wystepujacych w rg(o).

Ograniczeniem podstawienia o do zbioru zmiennych X nazywamy podstawienie, ktore jest rowne funk-
cji identycznosciowej wszedzie poza zbiorem X Ndm(o).

Jesli S jest zbiorem wyrazen, a o podstawieniem, to przez So oznaczaé¢ bedziemy zbior {Eo: E € S}.

Poniewaz podstawienia sg funkcjami, wiec mozna na nich wykonywaé operacje zlozenia. Zapis Fof, gdzie
E jest dowolnym wyrazeniem, nalezy odczytywaé: wynik podstawienia zlozonego of na wyrazeniu E. Przy
tym, wartos¢ te nalezy rozumieé¢ jako wynik operacji (Eo)f.

Algorytm obliczania zlozenia podstawien podamy dla przypadku, gdy rozwazamy je jako skoriczone
zbiory par (zmienna, term).

Niech 0 = {x1 — t1,...,x, — t,} oraz 0 = {y1 — s1,...,Ym — Sm}. Wtedy o6 jest podstawieniem:

{1~ t10,... ;00— 00,91 — S1,- -, Ym — Sm}
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przy czym usuwamy te elementy z; — t;0 dla ktérych x; = t;0 oraz te elementy y; — s; dla ktérych
Yy; € {ml, .. a:n}

Podstawienie puste € jest elementem neutralnym tej operacji, tj. e = e = 6.

Przy tej definicji operacji zlozenia mozna udowodnié, ze operacja ta jest laczna, tj. ze dla dowolnych
podstawieni 6, ¢ oraz o i dowolnego wyrazenia FE':

. (W0)o = P(00).

Uwaga. Operacja zlozenia nie jest przemienna, tj. nie zachodzi o6 = 6o dla dowolnych 0 oraz o.

Powiemy, ze podstawienie o jest idempotentne, gdy oo = 0. Mozna dowiesé, ze o jest idempotentne
wtedy i tylko wtedy, gdy dm(o) Nrg(c) = 0.

Niech S = {F},..., E,} bedzie zbiorem wyrazeri.. Powiemy, ze podstawienie o jest unifikatorem dla S,

gdy:
Fio=Fyo=...=F,0.

Zbior S jest uzgadnialny, jesli istnieje unifikator dla S.

Unifikator 6 dla S jest najbardziej ogélnym unifikatorem (most general unifier, w skrocie: mgu),
gdy dla kazdego unifikatora o dla S istnieje podstawienie A takie, ze X = o.

Powiemy, ze podstawienie A przemianowuje zmienne, jesli dm(\) = rg(A). Dla przyktadu:

e podstawienie {z — y,y — 2,z — x} przemianowuje zmienne,

e podstawienia: {z — y} oraz {z — z,y — z} nie przemianowuja zmiennych.

Jesli A = {z1 — y1,...2, — yn} jest podstawieniem przemianowujacym zmienne, to podstawieniem
do niego odwrotnym jest podstawienie A™! = {y; — x1,...y, — x,}. Oczywiscie, jesli A przemianowuje
zmienne, to A7} tez.

Mozna dowiesé, ze jesli 6 oraz v sa najbardziej ogbélnymi unifikatorami dla S, to istnieja podstawienia
przemianowujace zmienne o oraz A takie, ze: S0o = St oraz SO = SYA.

Dwa podstawienia sg rowne, symbolicznie o = 0, jesli xo = x0 dla kazdej zmiennej z. Mowimy, ze o jest
bardziej ogolne niz 0, symbolicznie o < 6, jezeli istnieje A\ takie, ze § = oA. Relacja < jest czesciowym
porzadkiem. Relacja = = =< N <~! jest oczywiécie rownowaznoscia. Mozna udowodnié, ze o = 0 wtedy i
tylko wtedy, gdy istnieje podstawienie A przemianowujace zmienne takie, ze o = 6.

Dla przyktadu, niech o1 = {x — f(g(a, h(2))),y — g(h(z),b),z — h(z)} oraz oo = {z — f(g9(z,y)),y —
9(z,b)}. Wtedy o2 jest bardziej ogdlne niz o1, poniewaz o1 = 097, gdzie 7 = {x — a,y — h(z),z — h(x)}.

Jegli unifikator o dla zbioru S ma te wlasnos¢, ze dla dowolnego unifikatora 7 dla S dziedzina dm/(o)
nie ma wiecej elementéw niz dziedzina 7, to o nazywamy unifikatorem minimalnym dla S. Dla przyktadu,
jezeli S = {x, f(y)}, to podstawienia 0 = {y — z,z — f(z)} oraz 7 = {& — f(y)} sa oba najbardziej
og6lnymi unifikatorami dla S, ale tylko 7 jest unifikatorem minimalnym dla S.

Mozna podaé¢ definicje mgu takze w terminach porzadku <. Mianowicie o jest najbardziej ogdlnym
unifikatorem (mgu) dla zbioru wyrazen S, gdy o < 6 dla kazdego unifikatora 6 dla S. Obie podane definicje

sg rownowazne: o =< 6 dla kazdego unifikatora 6 dla S wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego unifikatora 6 dla
S istnieje podstawienie A takie, ze § = g .

PrzykraDy. II1.7.1.

II1.7.1.1. Rozwazmy termy f(a,z) oraz f(y,b), gdzie a i b sa stalymi indywiduowymi. Czy zbior zlozony z
tych dwoch termoéw jest uzgadnialny? Inaczej mowige, czy mozna dokonaé takiego podstawienia zmiennych,
aby otrzymaé z tych obu termoéw jeden i ten sam term? Odpowiedz jest prosta i twierdzaca. Wystarczy
dokonaé¢ podstawienia o:

e x—b
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® Yyt a.

Wtedy f(a,x)o = f(a,b) oraz f(y,b)o = f(a,b). Podstawienie {z — b,y — a} nie jest w tym przypadku
mgu dla rozwazanego zbioru terméw. Najbardziej ogélnym unifikatorem dla tego zbioru jest podstawienie
0 = {z — y}, jak latwo widzie¢, poniewaz dla dowolnego podstawienia o = {z +— ¢,y — t} mamy:
o=0{y—t}.

Natomiast w przypadku termow f(a,x) oraz f(x,b) odpowiedz jest przeczaca: nie istnieje podstawienie
zmiennych, po dokonaniu ktorego otrzymaliby$my jeden i ten sam term.

II1.7.1.2. Ani zbior {P(z,a), P(b,c)} ani zbior {P(f(x),2), P(a,w)} nie jest uzgadnialny.

Niech S; = {P(z,¢), P(b,c)} oraz Sy = {P(f(x),y), P(f(a),w)}. Wtedy zaréwno S jak i S sa uzgad-
nialne. Unifikatorem dla S; jest podstawienie x — b. Nadto, jest to jedyny unifikator dla S;. Zbiér Ss ma
natomiast wiele réznych unifikatoréow, np.:

o ={z—a,y—uw}
e c={x—a,y— a,wr ba},

o p={x+> a,y— bw— b}.

W tym przypadku 6 jest mgu dla Ss.

II1.7.1.3. Niech S; = {f(z,g(z)), f(h(y), g(h(2)))} oraz Se = {f(h(z), g(x)), f(g(x), h(x))}. Pokazemy, ze Sy
jest uzgadnialny, natomiast S nie jest.

W kazdym z obu powyzszych przypadkow wszystkie literaty rozpoczynaja si¢ od symbolu funkcyjnego f.
Gdyby poszczegolne literaty (w Sy lub w S2) rozpoczynaly sie od réznych symboli funkcyjnych, to stosowne
zbiory nie bytyby uzgadnialne, poniewaz podstawienia dotycza jedynie zmiennych.

W kazdym z rozwazanych przypadkow f jest dwuargumentowym symbolem funkcyjnym. Trzeba zatem
przyjrzeé sie pierwszemu i drugiemu argumentowi f. Jesli uda sie znalezé podstawienie, ktore bedzie uzgad-
nia¢ oba te argumenty, to tym samym znajdziemy unifikator dla rozwazanego zbioru literalow.

W przypadku Sy:

e pierwszymi argumentami f sa: x i h(y),

e drugimi argumentami f sa: g(z) i g(h(z2)).

Aby uzgodni¢ pierwsze argumenty (w najbardziej ogolny sposéb) powinnismy dokonaé podstawienia
x — h(y). Wtedy drugie argumenty literalow w S; przybiora postaé: g(h(y)) oraz g(h(z)), odpowiednio.
Pierwszym miejscem, w ktérym réznia sie te drugie argumenty jest wystapienie y. Mozemy uzgodnié drugie
argumenty poprzez podstawienie y — z. Otrzymujemy wtedy jeden i ten sam literat dla drugich argumen-
tow: g(h(2)). To podstawienie zastosowac trzeba takze do pierwszych argumentéw, dla ktorych otrzymujemy
wtedy: h(z). Ostatecznie mamy nastepujace wyrazenie, takie samo dla pierwszego i drugiego literalu wyste-
pujacego w S1: f(h(2),g(h(z))). Unifikatorem poszukiwanym dla uzgodnienia zbioru S; jest wiec zlozenie
podstawieni: {x — h(y)} oraz {y — z}.

W przypadku zbioru S; mamy nastepujace wartosci dla pierwszych oraz drugich argumentow f:

e pierwszymi argumentami f sa: h(x) i g(x),

e drugimi argumentami f sa: g(z) i h(x).

Dla pierwszych argumentéw f pierwszym symbolem, ktérym sie one roznia, jest symbol funkcyjny, a nie
zmienna. Tak wiec, proba ich uzgodnienia koriczy sie niepowodzeniem. (Podobnie dla drugich argumentow,

ale to juz bez znaczenia, poniewaz pierwsze argumenty nie moga zostac¢ uzgodnione.) Widzimy zatem, ze So
nie jest uzgadnialny.

I11.7.1.4. Niech S = {R(f(g(z)),a,z), R(f(g(a)),a,b), R(f(y),a, z)}. Pokazemy, ze S nie jest uzgadnialny.
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Kazdy z literaléow w S rozpoczyna sie od ciagu symboli R(f(. W drugim z literalow nastepuje potem
g(a), a w trzecim zmienna y. Term g(a) nie zawiera zmiennej y. Dokonujemy podstawienia y +— g(a) i
otrzymujemy:

{R(f(9(x)),a,2), R(f(g(a)),a,b), R(f(a),a,2)}.
Mamy wiecej niz jeden literal. Teraz wszystkie literaly rozpoczynaja sie od ciagu symboli R(f(g(. W pierw-
szym z literalow jest dalej zmienna z, a w drugim term a, ktéry nie zawiera tej zmiennej. Dokonujemy
podstawienia x +— a i otrzymujemy:

{R(f(9(a)), a,a), R(f(g(a)),a,b), R(f(a),a,2)}.

W dalszym ciggu mamy wiecej niz jeden literatl. Kazdy literal rozpoczyna si¢ teraz od ciggu symboli
R(f(g(a),a,. W pierwszym literale mamy dalej term a, natomiast w drugim term b. Zaden z tych ter-
moéw nie jest zmienna, a wiec nie ma podstawienia, ktére uzgadnialoby te termy. W konsekwencji, wyj$ciowy
zbiér S nie jest uzgadnialny.

II1.7.1.5. Zbiér {P(x,y), P(x, f(y))} nie jest uzgadnialny. Niezaleznie od tego, co podstawimy za zmienne x
oraz y, w drugim literale jest jedno wiecej wystapienie symbolu f niz w pierwszym.

Powyzsze przyklady (zaczerpniete z: Baader, Snyder 2001, Hedman 2004 oraz Nerode, Shore 1997) do-
brane sg tak, aby zilustrowaé algorytmiczny sposob odnajdywania mgu dla zbioru literatéw (lub pokazania,
ze zbior literalow nie jest uzgadnialny). W tym celu potrzebne beda jeszcze nastepujace definicje.

Niech S bedzie skoniczonym niepustym zbiorem wyrazen. Zbiorem niezgodnosci (niektorzy uzywaja
terminu: para niezgodnosci) dla S nazywamy kazdy dwuelementowy zbior wyrazenn {F;, E2} taki, ze
symbole (funktory) gtéowne w FE; i Es sa rozne oraz E; i Es wystepuja na tych samych pozycjach jako
podwyrazenia dwoch wyrazeri w S. Dla przyktadu, gdy S = {z, g(a,y, u), g(z,b,v) }, to zbiorami niezgodnosci
dla S sa: {a, 2}, {y, b}, {u, v}, {z, g(a,y, w)}, {z, g(z,b,v)}.

Zbiory niezgodnosci latwo sobie wyobrazi¢, gdy uwzglednimy syntaktyczng budowe termoéw. Termy
mozemy traktowaé jako drzewa znakowane. Przy tym, znakowanie wierzchotkow takiego drzewa moze
uwzgledniaé, oprocz poszczegdlnych symboli wystepujacych w termie, takze pozycje tych symboli w termie
(np. numer argumentu funktora). Dla przyktadu, term f(g(z,h(a,b))) ma nastepujace reprezentacje:

| 7P
g g,1
N P
x h z 1 h.2
Pl AR
a b a,l b,2

Lewe drzewo to po prostu drzewo syntaktyczne termu f(g(z, h(a,b))). W drzewie prawym zaznaczono
pozycje poszczegblnych argumentéw. Ponizsze rysunki pokazuja zbiory niezgodnosci dla terméw reprezento-
wanych przez drzewa:

f,0 f,0
\ \
9,1 9,1
x, 1 h,2 z,1 h,2
P P
a,l c,2 a,l b,2

Zbior niezgodnosci: {c, b}.

Zwr6émy uwage, ze do ¢ prowadzi w powyzszych drzewach taka sama droga, jak do b, a mianowicie droga:

(£,0), (g, 1), (h,2).
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1,0 1,0
\ \

g,1 g,1
z, 1 hi,2 z,1 ho,2
P P
a,l b,2 a,l b, 2

Zbior niezgodnosci: {hi(a,b), ha(a,b)}.

Zwroémy uwage, ze do hi(a,b) prowadzi w powyzszych drzewach taka sama droga, jak do hs(a,b), a
mianowicie droga: (f,0), (g,1).

Jesli S jest skoniczonym zbiorem wyrazen takim, ze jednym z jego zbioréw niezgodnosci jest {z,t} (gdzie
x jest zmienna, a ¢t termem nie zawierajacym zmiennej x), to mowimy, ze S{x — t} jest otrzymany z S przez
eliminacje zmiennej wzgledem {z — t}.

Mozna udowodnié, ze (Letz 1999, strony 160-161):

e Jesli o jest unifikatorem dla S, a D jest jednym ze zbioréw niezgodnosci dla S, to:

— o jest unifikatorem dla D,
— kazdy element D jest termem,
— jednym z elementéw D jest zmienna, ktora nie wystepuje w drugim elemencie D.

e Niech o bedzie unifikatorem dla zbioru S zawierajacego co najmniej dwa elementy i niech {z, ¢} bedzie
zbiorem niezgodnosci takim, ze x # xo. Jesli 7 = 0 — {x — z0}, to 0 = {z — t}7.

e Niech S bedzie dowolnym zbiorem wyrazen (termow lub formut) bez kwantyfikatorow i niech Vg bedzie
zbiorem wszystkich zmiennych wystepujacych w S. Wtedy:

— Jesli S jest uzgadnialny, to uzgadnialny jest tez kazdy zbiér otrzymany z S przez eliminacje
zmiennych.
— Przez eliminacje zmiennych mozna z S otrzymac jedynie skoriczenie wiele zbiorow.

— Jesli §" otrzymano z S przez eliminacje zmiennych wzgledem {x — ¢}, to moc zbioru S’ jest
mniejsza niz moc S oraz Vs: = Vg — {z}.

— Przechodnie domkniecie relacji zachodzacej miedzy zbiorami S’ i S wtedy i tylko wtedy, gdy S’
jest otrzymany (w jednym kroku) z S przez eliminacje zmiennej, jest dobrze ufundowane, tj. nie
istnieja nieskoriczone ciagi zbioréw otrzymywanych przez kolejne eliminacje zmiennych.

Definicja obliczonego unifikatora ma postaé¢ indukcyjna (wzgledem mocy dziedziny unifikatora):
e () jest (jedynym) obliczonym unifikatorem dla dowolnego jednoelementowego zbioru wyrazen bez kwan-

tyfikatorow.

e Jesli podstawienie o takie, ze moc dm(c) rowna jest n jest obliczonym unifikatorem dla skonczonego
zbioru S’ oraz S’ mozna otrzymac z S przez eliminacje zmiennej wzgledem {z — t}, to podstawienie
oU{x s to} = {x — t}o o mocy dziedziny réwnej n + 1 jest obliczonym unifikatorem dla S.

Pojecie obliczonego unifikatora zostanie uzyte w omoéwieniu pewnego uogoélnienia oryginalnego algorytmu
unifikacji Robinsona.
Mozna udowodnié (zob. np. Letz 1999, strona 162), ze:

o Jesli zbior S jest uzgadnialny, to ¢ jest minimalnym unifikatorem dla S wtedy i tylko wtedy, gdy o
jest obliczonym unifikatorem dla S.
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e Jesli zbior S jest uzgadnialny, to obliczony unifikator dla S jest najbardziej ogoélnym unifikatorem dla

S.

Dla sformutowania jednego z algorytméw unifikacji uzyteczne bedzie nastepujace pojecie. Niech S bedzie
skoniczonym niepustym zbiorem wyrazeri. Traktujemy S jako zbiér uporzadkowany liniowo. Znajdujemy
pierwsza (z lewej) pozycje, na ktorej nie wszystkie elementy S maja ten sam symbol. Zbiér podwyrazen
kazdego wyrazenia E € S, ktore zaczynaja sie od tej pozycji jest oznaczamy przez D(S).

Dla przykladu, w II1.7.1.3. powyzej rozwazalismy zbiory S1 = {f(x,g(x)), f(h(y),g(h(2)))} oraz Sy =
{F(h(x). 9(2)). F(9(x), h(x))}. Mamy tutaj: D(S1) = {2, h(y)} oraz D(Sy) = {h(x), g(x)}. Dla Si{x — h(y)}
mamy: D(S1{x — h(y)}) = DHF(h(y), (b)), F(hy), g(h(=))}) = {y. 2}.

Zauwazmy, ze dowolny unifikator zbioru wyrazeri S musi uzgadnia¢ zbiér D(S).

I11.7.2. Algorytmy unifikacji

Pojecie unifikacji odnalez¢é mozna juz w pracach Herbranda. Podaje on réwniez nieformalny opis algo-
rytmu unifikacji, choé¢ bez dowodu jego poprawnosci. Sam termin unifikacja po raz pierwszy zostal uzyty
przez J.A. Robinsona, ktory wykorzystywal pojecie unifikacji w badaniach reguty rezolucji oraz pokazal, ze
uzgadnialny zbiér terméw ma mgu i podal algorytm znajdowania tego mgu.

Ponizej omawiamy kilka algorytméw unifikacji.

7.2.1. Algorytm %;: algorytm naiwny

W wielu podrecznikach przedstawiany jest nastepujacy algorytm unifikacji 2.
Niech dany bedzie zbior literaléw S. Proba jego unifikacji polega na znalezieniu ciagu podstawien, ktorych
zlozenie jest mgu dla S lub orzeczeniu, ze S nie jest uzgadnialny, w przypadku gdy taki ciag nie istnieje.

Krok 0. Niech Sy = S oraz oy = e.

Krok k + 1. Jesli zbior Sy ma tylko jeden element, to algorytm koriczy prace: zlozenie ogo . ..o jest
mgu dla S.

W przeciwnym przypadku sprawdzamy czy istnieje zmienna z oraz term t nie zawierajacy zmiennej x
takie, ze © € D(S) oraz t € D(Sk):

e Jesli nie, to algorytm koriczy prace: S nie posiada mgu.

o Jedli tak, to niech  oraz ¢ beda najmniejsza taka para termoéw (w ustalonym porzadku termoéw). Niech

ok+1 = {x > t} oraz Sgy1 = Skog41 1 przechodzimy do kroku k + 2.

Rozwazmy (za Nerode, Shore 1997) przyklad ilustrujacy dzialanie tego algorytmu. Niech:

S =A{P(f(y,9(2)), h(b)), P(f (h(w), g(a)), ), P(f(h(b), 9(2)),y)}-

Krok 0. S = Se = Syoy.
Krok 1. Sy nie jest zbiorem jednoelementowym. Mamy: D(Sy) = {y, h(w), h(b)}. W zaleznosci od okre-
$lenia uporzadkowania termoéw, sg dwie mozliwosci dla o;:

o o1 ={y— h(w)},

e 01 = {y+— b}

Przypusémy, ze wybierzemy pierwsza mozliwosé (cho¢ druga jest lepsza, jak zobaczymy w kroku 2). Jesli
o1 = {y — h(w)}, to:

S1 = Soo1 = {P(f(h(w),9(2)), h(b)), P(f(h(w), g(a)), 1), P(f(h(b), 9(2)), h(w))}-
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Krok 2. Mamy: D(S;) = {w, b}, wiec niech 09 = {w > b}. Wtedy:

Sy = S102 = {P(f(h(b),9(2)), h(b)), P(f(h(b), g(a)), 1), P(f(h(b), 9(2)), (b))}
Krok 3. Mamy D(S2) = {z,a}, a wiec o3 = {2z — a}. Wtedy:

Sz = Syo3 = {P(f(h(b), g(a)), h(b)), P(f(h(b), 9(a)),t), P(f(h(b),g(a)), h(D))}.

Krok 4. Mamy D(S3) = {t, h(b)}. Wtedy o4 = {t — h(b)} i otrzymujemy:
S34 = S304 = {P(f(h(b), g(a)), (D)), P(f(h(b), g(a)), (D)), P(f(h(b),g(a)), h(D))}.
Krok 5. S, jest zbiorem jednoelementowym, a mgu dla Sy jest:
01020304 = {y — h(w)H{w — b}{z — a}{t — h(b)} = {y — h(b) {w — b}H{z — a}{t — h(b)}.

Mozna udowodnié, ze opisany wyzej algorytm 2(; jest poprawny:

TWIERDZENIE 7.2.1. Dla dowolnego zbioru S algorytm 2A; koriczy prace w pewnym kroku k + 1 podajac
prawidlowa odpowiedz, tj.:

e albo S nie jest uzgadnialny, albo

® ) =000 ...0% jest mgu dla S.

Nadto, dla dowolnego unifikatora 6 dla S mamy: 6 = 6.

DowOD. Po pierwsze, algorytm oczywiscie zatrzymuje sie, poniewaz w kazdym kroku (poza ostatnim) elimi-
nujemy wszystkie wystapienia jednej ze skornczonej liczby zmiennych w S. Po drugie, jest takze oczywiste,
ze jesli algorytm daje odpowiedz, iz S nie jest uzgadnialny, to S nie jest uzgadnialny. Tym, co by¢ moze nie
jest oczywiste, jest to, ze ¥ = 0oy ...0p jest unifikatorem dla S. Niech 6 bedzie dowolnym unifikatorem
dla S. Musimy pokazac¢, ze 8 = 6. Dokonamy tego przez indukcje, pokazujac, ze dla kazdego ¢ mamy:
0 = gp01 - 0'16

Dla i = 0 powyzsze stwierdzenie oczywiscie zachodzi. Przypusémy, ze mamy 6 = ogoy ...0;0 oraz ze
oi+1 = {v — t}. Wystarczy pokazaé¢, ze podstawienia ;4160 oraz 6 sa rowne. Pokazemy, ze daja one ten
sam wynik dla kazdej zmiennej. Dla x # v zop16 oraz xf sa rzecz jasna réwne. Dla v mamy: vo;110 =
tf. Poniewaz 6 jest unifikatorem dla Sogoy...0;, a v oraz t naleza do D(Sogoq ...0;), wiec 6 musi byé
unifikatorem réowniez dla v oraz t, czyli t0 = vf. To konczy dowdd.

Algorytm 2(; jest prosty w opisie, ale jednocze$nie bardzo malo efektywny. Istotnie, pracuje on w czasie
wyktadniczym, co nie jest w zadnym rozsadnym rozumieniu efektywne.

7.2.2. Algorytm 2,: algorytm Robinsona

Oryginalny algorytm Robinsona takze opisywany jest w wielu podrecznikach, zob. np.: Ben-Ari 2005
(strony 120-121), Baader, Snyder 2001 (strony 453-454). Uogodlnienie tego algorytmu, z uzyciem pojecia
obliczonego unifikatora podaje np. Letz 1999, strona 162:

Niech S bedzie skoriczonym zbiorem wyrazen (bez kwantyfikatoréw). Niech og = 0, Sy = S oraz k = 1.
Przejdz do (1).

(1) Jesli Sy, jest zbiorem jednoelementowym, to podaj o jako obliczony unifikator dla S. W przeciwnym
przypadku wybierz zbiér niezgodnosci Dy, dla Sy, i przejdz do (2).

(2) Jesli Dy, jest postaci {x,t}, gdzie t jest termem nie zawierajacym zmiennej x, to niech o1 = op{z —
t} oraz Sk11 = Sk{x — t}. Powieksz k o 1 i przejdz do (1). W przeciwnym przypadku daj odpowiedz: S nie
jest uzgadnialny.
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7.2.3. Algorytm 2s3: algorytm Herbranda

Algorytm, ktory jest bardzo bliski oryginalnym pomystom Herbranda opisano np. w artykule Baader,
Snyder 2001 (strony 454-458). Przedstawiony jest on jako pewien system regul inferencji.

Wykorzystuje sie przy tym fakt, ze kazde podstawienie idempotentne moze byé¢ reprezentowane przez
pewien uklad rownan w postaci rozwigzanej (tj. takiej, ze kazda zmienna wystepuje tylko raz w tym ukladzie,
jako jedna ze stron rownosci).

Problem unifikacji przeksztatca sie, z pomoca wspomnianych regul, w problem rozwiazania uktadu réwnan
termow.

7.2.4. Inne algorytmy

Przeglad niektorych dalszych algorytmoéw unifikacji dla klasycznej logiki pierwszego rzedu podano np.
w Handbook of automated reasoning. W cytowanym juz kilkakrotnie artykule Baader, Snyder 2001 z tego
podrecznika znajdujemy np. opisy nastepujacych algorytmow:

e unifikacja tzw. dag-6w termow (dag jest drzewowsa reprezentacja budowy termu),
e unifikacja prawie liniowa (wykorzystujaca pewne relacje rownowaznosci na termach),

e rozne rodzaje F-unifikacji, tj. unifikacji wykorzystujacej zbiory identycznosci termow.

Nie opisujemy dokladniej zadnego z wymienionych wyzej algorytmoéw, jako ze nie jest to potrzebne dla
celéow niniejszego skryptu. To, co naprawde istotne, to samo pojecie unifikacji. Bedzie ono wykorzystane
ponizej, w opisie pewnego rodzaju drzew semantycznych.

I11.7.3. Drzewa semantyczne ze zmiennymi wolnymi

Pamietamy, ze reguty R(V) oraz R(—3) powinny by¢ zastosowane dla kazdego termu (bez zmiennych),
wystepujacego na rozwazanej galezi drzewa semantycznego. Fakt ten jest klopotliwy ze wzgledu na efek-
tywnosé procesu zamykania galtezi. Czesto nie jest od razu widoczne, ktore zastosowania regul R(V) oraz
R(—3) do stosownych terméw wystarcza do zamkniecia rozwazanej gatezi. Z problemem tym zetknelismy sie
kilkakrotnie w r6znych podrozdziatach rozdziatu III. Dowody przeprowadzane przy uzyciu drzew semantycz-
nych niekoniecznie sa czym$ w rodzaju procedury algorytmicznej — czasem pomystowe dobranie kolejnych
krokéw dowodowych znacznie upraszcza prace. Problematyka ta jest rowniez istotna w zastosowaniach drzew
semantycznych w automatycznym dowodzeniu twierdzen. Nawet dla najszybszego komputera moze byé kto-
potliwe wykonywanie wszystkich mozliwych w danym momencie krokéw. Jednym z przydatnych rozwiazan
sa tzw. drzewa semantyczne ze zmiennymi wolnymi, ktore krotko opiszemy ponize;j.

Dla zilustrowania problemow, o ktorych mowa, rozwazmy nastepujace drzewo semantyczne (za Letz 1999,
strona 147):
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*

3 (Vyvz Py, f(z,y,2)) — (Vy P(%, f(@,y,2)) AVy3z P(g(y),2))) ¢
(1) =(Vyvz P(y, f(a,y,2)) = (Vy P(‘y, fla,y,a)) AVy32 P(g(y), ) >
(29) Vyvz Py, f(a,y,2)) >0 790

(2a) ~(Yy P(y, f(a,y,a)) ‘/\Vyﬂz P(g(y), ) >

A

(3)) —y P<y,{<a,y,a>> aYh o (3,) —Wy3e P<g<‘y>,z> TV

(4) _‘P(bvf‘l(aﬂb’ a)) (7) -3z P(Q(f)vz) s wgte)a)
(5) vz P(b,J“(ayh z)) & (8) ﬁP(g(C),{(a,g(C),a))
(6) P(b’ﬁ(a,b,a)) (9) vz P(Q(C),‘f(a,g(C),Z)) 107a
X4,6 (10) P(g(C)h‘f(a,g(C),a))
X8,10

Drzewo ma wszystkie gatezie zamkniete. Zwroé¢my uwage na nastepujace rzeczy:

e Formuta w korzeniu drzewa jest zanegowana formuta egzystencjalng i nie zawiera zadnej stalej indy-
widuowej. W takim przypadku stosujemy regute R(—3) dla dowolnej statej indywiduowej. Poniewaz
zakladamy, ze w sygnaturze rozwazanego jezyka KRP mamy do dyspozycji przeliczalny zbior statych
indywiduowych, krok taki jest z definicji wykonalny.

o Galaz prawa zamknieto wykorzystujac zastosowania regut R(V) (krok 9.) oraz R(—3) (krok 8.). Istotne
przy tym bylo trafne dobranie terméw: w kroku 8 termu f(a, g(c),a), a w kroku 9 termu g(c).

e Stosowana przez nas notacja ma pewien minus (w odréznieniu od notacji Letza). W naszej notacji,
wynik zastosowania kroku 9 (czyli formula Vz P(g(c), f(a,g(c), z))) powinien zosta¢ wpisany na obu
galeziach drzewa. Wida¢, ze formuta (9) nie ma zadnego wplywu na zamkniecie galezi lewej. Zastoso-
waliSmy (nielegalne!) uproszczenie, nie wpisujac (9) na lewej gatezi. Nadto, w kroku 7 wprowadziliémy
nowa stata ¢, cho¢ rownie dobrze mozna bylo (jak u Letza) postuzy¢ sie stata b. Notacja Letza rézni
sie od naszej tym, ze informacja o wykonywanym kroku umieszczana jest na gatezi drzewa, przed
wynikiem wykonania tego kroku (a nie z prawej strony formuly, do ktorej stosujemy rozwazany krok
dowodowy). Tak wiec, informacja o kroku 9 bytaby u Letza umieszczona na krawedzi miedzy formutami
o numerach 8 i 9. Wtedy jest wyraznie widoczne, ze wynik wykonania kroku 9 dotyczy tylko prawej
galezi drzewa. W rozwazanym tu przypadku nasza notacja nie prowadzi do btedu logicznego, ale kaze
zapisywaé nieistotna (dla zamkniecia drzewa) informacje na galtezi lewej. Z drugiej strony, mozna zasta-
nawiaé sie, czy notacja Letza nie gubi jakiejs istotnej informacji — skoro dokonujemy pewnej operacji
na formule nalezacej do pnia drzewa, to wynik tej operacji powinien byé¢ znaczacy dla wszystkich
formut ,,potomnych”.

Do tego przyktadu powrdcimy niebawem, pokazujac, jak mozna uzasadnié¢ taki, a nie inny dobor termow
w krokach 81 9.

I11.7.3.1. Definicje

Przypominamy, ze w podrozdziale I11.6.3. omdéwiono pojecie skolemizacji. Bedzie ono potrzebne ponizej.
Podstawowa idea wprowadzania drzew semantycznych ze zmiennymi wolnymi jest nastepujaca. Zamiast
regutl R(V) oraz R(—3J) wprowadzamy regule pozwalajaca przej$é od formuly generalnie skwantyfikowanej
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(lub negacji formuty egzystencjalnie skwantyfikowanej) do formuly bez kwantyfikatora ogolnego (lub zanego-
wanego kwantyfikatora egzystencjalnego), w ktorej zmienna dotad wiazana przez opuszczany kwantyfikator
zastepujemy nowsa zmienng wolna. Zamiast regul R(3) oraz R(—V) wprowadzamy regule pozwalajaca przejsé
od formuly egzystencjalnie skwantyfikowanej (lub negacji formuly generalnie skwantyfikowanej) do formuty
bez kwantyfikatora egzystencjalnego (lub zanegowanego kwantyfikatora generalnego), w ktorej zmienna do-
tad wiazana przez opuszczany kwantyfikator zastepujemy termem ztozonym: nowym symbolem funkcyjnym
od argumentéw, ktore sa wszystkimi zmiennymi wolnymi na rozwazanej galtezi. Wreszcie, dodajemy regule
domkniecia, pozwalajaca dodaé do kazdej otwartej galezi drzewa dowolne podstawienie, ktore jest wolne
dla wszystkich formut z tej galezi. W ten sposob problem wielokrotnego stosowania regul R(V) oraz R(—3)
redukujemy do problemu znalezienia unifikatora dla zbioru literaléw (na danej galezi). Nie musimy stosowaé
regul R(V) oraz R(—3) ,na Slepo”, wystarczy, ze potrafimy znalez¢ taki unifikator, ktory pozwoli zamknag
rozwazana galaz (o ile istotnie daje sie on zamknag).

Jesli o jest podstawieniem, to dla dowolnej zmiennej x zdefiniujmy o, w sposéb nastepujacy:
® yo, =yo, jesli y # ,

o yo, =, jesli y = z.

Podstawienia moga zostac rozszerzone (z odwzorowarn ze zbioru zmiennych w zbior formul) w nastepujacy
znany sposob:

o A(ty,...,tp)o = A(t10,...,t,0), gdy A jest formula atomowa.

A)o = =(Ao).
A§B)o = Ac§Bo dla § € {A,V, —,

(=
(
(VxA)o =Vz(Ao,).
(

JzA)o = Jx(Aoy,).
Indukcyjna definicja podstawienia o wolnego dla formuty A ma postaé¢ nastepujaca:

o Jesli A jest formuly atomowa, to o jest wolne dla A.
e o jest wolne dla =B wtedy i tylko wtedy, gdy o jest wolne dla B.

e o jest wolne dla B§C' wtedy i tylko wtedy, gdy o jest wolne dla B oraz o jest wolne dla C, dla
§e{nV,—, =}

e o jest wolne dla Vx A oraz Jx A o ile: o, jest wolne dla A oraz jesli y jest zmienng wolng w A r6zng od
z, to yo nie zawiera x.

Niech o bedzie podstawieniem, a T' drzewem semantycznym. Przez T'o rozumiemy drzewo semantyczne
powstajace z T poprzez zastapienie wszystkich formut A w T przez formuly Ao.

Mowimy, ze podstawienie o jest wolne dla drzewa T, jesli o jest wolne dla wszystkich formul w T
Mozemy teraz poda¢ formalne wersje potrzebnych regut:
e Reguta dla formul generalnie skwantyfikowanych:
R(V)
Vo A(z)
\
Aly/x)

dla nowej zmiennej y, ktora nie jest zwigzana w formutach drzewa.
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e Reguta dla formut egzystencjalnie skwantyfikowanych:

RE) Jz A(x)

\
A(f(x1,...,zn)/x)

dla nowego symbolu funkcyjnego f oraz wszystkich zmiennych wolnych wystepujacych dotad na roz-
wazane] gatezi.

e Regula dla negacji formul generalnie skwantyfikowanych:

RE=Y) Vo A(x)

|
—A(f(x1,...,2n)/)

dla nowego symbolu funkcyjnego f oraz wszystkich zmiennych wolnych wystepujacych dotad na roz-
wazanej galezi.

e Regula dla negacji formul egzystencjalnie skwantyfikowanych:

S N Az)

|
—A(y/x)

dla nowej zmiennej y, ktora nie jest zwigzana w formutach drzewa.

e Regula podstawieri:

Jesli o jest wolne dla drzewa T,
to drzewo T mozna rozszerzyé¢ do drzewa T'o.

Zastosowania regul R(V) oraz R(—3) dajace w wyniku wprowadzenie nowych zmiennych wolnych be-
dziemy zaznaczaé z prawej strony odnosnej formuty, w gornej frakcji. Wprowadzenie w kroku n. zmiennej x
bedzie zaznaczane przy tym przez symbol ™ ®. Prosze zwrocié uwage na roéznice ksztaltu symboli: x oraz .

Zastosowania regul R(3) oraz R(—V) dajace w wyniku wprowadzenie nowych symboli funkcyjnych be-
dziemy zaznacza z prawej strony odnosnej formuly, w gornej frakcji. Wprowadzenie w kroku n. symbolu

funkcyjnego f bedzie zaznaczane przy tym przez symbol ™ . Wprowadzenie zeroargumentowego symbolu
funkeyjnego, czyli stalej indywiduowej bedzie zaznaczane jak poprzednio, symbolem / w gornej frakcji.
Prosze zwroci¢ uwage na roznice ksztattu symboli: v oraz /.

Zastosowanie reguly podstawien bedziemy zaznacza¢ wpisujac w kazdej otwartej gatezi drzewa stosowne
podstawienie. Poniewaz podstawienie dotyczy calego drzewa, wiec numer tego kroku mozna bytoby wpisywacé
(umownie) z prawej strony wierzchotka drzewa, wraz ze zmienna, ktorej dotyczy podstawienie. Wybierzemy
jednak inne rozwiazanie. Wynik dzialania tego kroku, tj. stosowne podstawienie, otrzyma swo6j numer z
kropka z lewej strony. W ten sposéb, zaréwno wszystkie kroki, jak i ich wyniki beda jednoznacznie rozpo-
znawalne w drzewie. Wreszcie, z prawej strony wiersza zawierajacego podstawienie pisa¢ bedziemy numery
formul, do ktérych podstawienie stosujemy.

Jak poprzednio, galaz drzewa jest zamknieta, gdy wystepuje na niej para formut wzajem sprzecznych:
A oraz -A.
Drzewo jest zamkniete, jesli wszystkie jego galezie sa zamkniete.

Rozwazmy proste przyktady.
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I11.7.3.3. Przyklady

Przyktad I11.7.3.3.1. (Fitting 1990, 153-154).

Pokazemy, ze formuta:
(%) FJwVz R(z,w, f(x,w)) — JwVzrIy R(z,w,y)
jest tautologia KRP. W tym celu budujemy drzewo semantyczne jej negacji:

—~Juw¥z R(z,w, f(z,w)) — JuwVzIy R(z,w,y)
(1g) FwVa R(x,‘w,f(wi)) 2.Va
(14) —\ﬂwV:cEly‘R(x’w,y) 3.5,
(2) Va R(x,ct‘,f(a;7a)) 5.5
(3) —VaIy R(z,v1,y) e
(4) ~3y R(Q(Ll)vvhy) 6.7 vs
(5) R(vz,a, ‘f(vg,a)) 10>
(6) —R(g(v1),v1,v3) 1177

Jedyna galaz tego drzewa jest zamknieta. Tak wiec, nie istnieje interpretacja, w ktérej formula w korzeniu

tego drzewa bylaby prawdziwa, a stad formuta (J) jest tautologia KRP. Zauwazmy, ze do zamkniecia jedynej
galezi rozwazanego drzewa wykorzystano:

e wprowadzenie nowych zmiennych wolnych,

e podstawienia odpowiednich terméw za zmienne wolne.

W kroku 11 dokonaliémy jednoczesnie stosownych podstawien za zmienne vy oraz vs (zamiast roztozyé
ten krok na dwa kroki elementarne, kazdy z podstawieniem za jedng zmienna,).

Uwaga. Mozna stosowaé pewne uproszczenia uzywanej dotad notacji. Dla przyktadu, mozna taczy¢ w jedno
podstawienie kilka podstawien za poszczeg6lne zmienne. Wazne przy tego rodzaju uproszczeniach jest oczywi-
$cie to, aby: nie popelnié btedu logicznego, aby zastosowanie uproszczen bylo rozpoznawalne, aby otrzymany
diagram byt przejrzysty, itp.

Przyklad I11.7.3.3.2. (Letz 1999, 168).

Wrécimy teraz do przyktadu rozwazanego na poczatku I11.7.3.
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*

3z (Vyvz Py, f(z,y,2)) — (Vy P(y‘7 f@,y,2)) AVy3z P(g(y),2))) - ™
(1) ~(vy¥z P(y, f(21,y,2)) — (Vy P(@\/, f(a1,y,21)) AVy3z P(g(y), 2)) >
(29) Vy¥z P(y, f(1,y,2) >0 1270
(2a) ~(Vy P(y, f(z1,y, wl))‘ AVy3z P(g(y),2) >

(31) Yy Ply, flar,po)) + 0 (3p) ~Vy3z Plg(y),2) 10°

f
(4) ~P(h(z )7f(‘x1,h( 1), 1)) (10) -3z ;(9(6)72) 11725
(5) vz P(yl,f‘(fﬂ y1,2)) &7 (11) ~P(g(c), z2) 17"
(6) P(yhf(fﬁ‘,yl,zl)) 9.7 (12) Vz P(yg,{(xl,y27z)) 13.% 2
(7.) n T h(zy) (13) P(yz,f(xl‘,g(c),zg)) 1614
(8) 21>z (14.) 92— g(c)
(9) P(h(xy), f(z1, h(z1),z1) (15.) 22— f(21,9(c), 23)
4,9 (16) P(g(c), f(z1,9(c), z3))

|
(17) ﬁP(g(C)7{(xlag(C)723))

X16,17

Mogtoby sie wydawaé, ze wprowadzenie zmiennych wolnych do drzew semantycznych tylko utrudnia
dowodzenie, zamiast je utatwia¢. Powyzsze drzewo ma wiecej wierzchotkéw niz oryginalne drzewo rozwazane
na poczatku I11.7.3. Jest jednak inaczej. Zauwazmy, ze:

e zastosowania regul R(V) oraz R(—3) zostaly ograniczone do minimum; m.in. nie stosujemy tych regut
dla kazdego termu na rozwazanej gatezi;

e nowe funkcje wprowadzone przez reguly R(3) oraz R(—V) maja prosta, naturalna interpretacje: sa
funkcjami wprowadzanymi przez skolemizacje;

e wreszcie, to co najwazniejsze: problem zamykania gatezi drzewa zostal sprowadzony do problemu zna-
lezienia unifikatora zbioru literatow; jak wiemy z I11.7.2., ten ostatni problem jest rozwiazywalny w
sposob algorytmiczny; widaé¢ wiec tu chyba wyraznie, ze dobér terméw bez zmiennych w podstawie-
niach nie jest przypadkowy.

Warto probowaé sobie wyobrazi¢ bardziej skomplikowane przyktady formul, np. z wielokrotnymi kwanty-
fikatorami generalnymi oraz z duzg liczba symboli funkcyjnych. W takich przypadkach drzewa semantyczne
ze zmiennymi wolnymi sg istotnie bardziej przydatne od ,zwyktych” drzew semantycznych.

* ok k

Jest nieprzebrane mnoéstwo réznych rodzajow drzew semantycznych. Nie jest celem tego skryptu opisy-
wanie tego bogactwa. Zainteresowanych zapraszamy do czytania literatury przedmiotu.

132



Odnosniki bibliograficzne do podrozdziatu I11.7.

Baader, F., Snyder, W. 2001. Unification theory. W: Handbook of Automated Reasoning., 446-533.
Ben-Ari, M. 2005. Logika matematyczna w informatyce. Wydawnictwa Naukowo Techniczne.

Fitting, M. 1990. First-Order Logic and Automated Theorem Proving. Springer Verlag, New York Berlin
Heidelberg London Paris Tokyo Hong Kong.

Handbook of Automated Reasoning. 2001. A. Robinson, A. Voronkov (eds.), Elsevier, Amsterdam London
New York Oxford Paris Shannon Tokyo, The MIT Press, Cambridge, Massachusetts.

Handbook of Tableau Methods. 1999. Edited by: D’Agostino, M., Gabbay, D.M., Hihnle, R., Posegga, J.,
Kluwer Academic Publishers, Dordrecht Boston London.

Hedman, S. 2004. A first course in logic. Oxford University Press.

Jeffrey, R. 1991. Formal Logic: Its Scope and Limits. McGraw-Hill, New York.

Letz, R. 1990. First-order tableau methods. W: Handbook of Tableau Methods, 125-196.
Nerode, A., Shore, R.A. 1997. Logic for applications. Springer.

* ok ok

JERZY POGONOWSKI
Zakltad Logiki Stosowanej UAM
www.logic.amu.edu.pl

133



