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INDUKCJA MATEMATYCZNA: PRZYKLADY

1 Zasada indukcji matematycznej

Dowody, korzystajace z zasady indukcji matematycznej w arytmetyce zwykle opi-
sywane s3 w szkole w sposéb nastepujacy:

1. Krok poczaqtkowy. Pokazujemy, ze teza twierdzenia zachodzi dla najmniej-
szej liczby z rozwazanego zakresu. Najczesciej jest to liczba O lub liczba 1.
Zdarzaja si¢ jednak dowody indukcyjne, w ktérych krok poczatkowy doty-
czy innej liczby naturalne;j.

2. Krok nastepnikowy. Zaktadamy, ze teza twierdzenia zachodzi dla liczby & z
rozwazanego zakresu (czynimy zafozZenie indukcyjne). Pokazujemy, ze przy
tym zalozeniu teza twierdzenia zachodzi dla liczby &k + 1.

3. Konkluzja. Jesli powodzeniem zakoriczyly si¢ oba powyzsze kroki, to jeste-
$my uprawnieni do przyjecia, Ze rozwazane twierdzenie zachodzi dla wszyst-
kich liczb naturalnych n z rozwazanego zakresu.

Poprawnos¢ takiego rozumowania (na gruncie arytmetyki) gwarantuje przyj-
mowany schemat aksjomatow indukcji, ktéry ma postaé nastgpujaca:

(0(0) A (Va(p(x) = p(x +1)))) = Vap(z),

gdzie () jest formula jezyka teorii o jednej zmiennej wolnej . Tak wigc, p(z)
wyraza pewng wlasnos$¢ rozwazanych obiektéw (na gruncie arytmetyki: liczb na-
turalnych). Korzystanie z powyzszego schematu (czyli przeprowadzanie dowodéw
przez indukcje matematyczna) ma zatem postaé nastgpujaca:

1. Mamy udowodnié: Vap(z), gdzie ¢(x) jest podana wyraznie wlasnoscia.

2. Sprawdzamy, czy zachodzi ¢(0). To krok poczatkowy.



3. Sprawdzamy, czy zachodzi implikacja Vz(p(xz) — ¢(x + 1)). W tym celu
zaktadamy (czynimy zatozenie indukcyjne), ze zachodzi ¢(z) i prébujemy z
tego zalozenia wyprowadzi¢ ¢ (z + 1). To krok nastgpnikowy.

4. Jesli dwa powyzsze kroki zakoriczyty si¢ powodzeniem, to mozemy uznaé
(na podstawie przyjmowanego schematu aksjomatéw indukcji), ze zachodzi

Vro(x).

Pomijamy tu pewne subtelnosci logiczne, ktére poznaja stuchacze w dalszym
toku studiéw. W dalszym ciagu tej notatki podamy przyktady dowodéw indukcyj-
nych w arytmetyce, w stylizacji, do ktérej shuchacze zostali przyzwyczajeni przez
szkote.

2 Przyklady wczeSniej oméwione na wykladzie

2.1 Suma kolejnych liczb naturalnych

Mamy udowodni¢ réwnos§é: 1 +2+3+ ... +n = w

Najmniejsza liczba z rozwazanego zakresu jest liczba 1.
_ : Y L 1(141)
Krok poczatkowy. Dla k = 1 powyzsza réwnos¢ sprowadza si¢ do: 1 = —5—
co jest oczywiScie prawda.
Krok nastepnikowy. Czynimy zatozenie indukcyjne, ze omawiany wzér zacho-
dzi dla liczby k, czyli zaktadamy, ze:

>

k-(k+1)

— g

Musimy wykazaé, ze badany wzor zachodzi takze dla k£ + 1, czyli musimy udo-
wodnié, ze:

14+2434+...+k=

(k+1)-((k+1)+1)
5 .
Na mocy zatozenia indukcyjnego, lewa strona tej réwnosSci jest postaci:
k-(k+1)
2

(14+2+43+...+k)+k+1=

+k+ 1.

Obliczamy tg sumg:
kE-(k+1) k4l (k:+1)~(k:+2)‘
2 2
PokazaliSmy zatem, ze ze jesli rozwazany wzdr zachodzi dla liczby k, to zachodzi
takze dla liczby k + 1.
Konkluzja. Na mocy zasady indukcji matematycznej, teza twierdzenia zachodzi
dla wszystkich dodatnich liczb naturalnych n.




2.2 Suma kolejnych poteg liczby 2

Mamy udowodnié¢ réwnosé: 2! 4 22 + 23 .. 4 27 = 2ntl 9

Najmniejsza liczba z rozwazanego zakresu jest liczba 1.

Krok poczatkowy. Dla k = 1 powyzsza réwno$¢ sprowadza si¢ do réwnosci:
21 = 2141 _ 2 ¢o jest oczywiscie prawda.

Krok nastepnikowy. Czynimy zatozenie indukcyjne, ze omawiany wzor zacho-
dzi dla liczby k, czyli zaktadamy, ze:

2l 422493 4 4ok =9kt _ o
Musimy wykazaé, ze:
(2L 422425 4 4ok p okt —okt2 _ o

Na mocy zalozenia indukcyjnego, lewa strona tej rownosci jest postaci:

2k+1 —9 4 2k+1'

Ta liczba jest oczywiscie réwna 2 - 2871 — 2, czyli réwna 282 — 2. Pokazalismy
zatem, ze jeSli rozwazany wzor zachodzi dla liczby k, to zachodzi takze dla liczby
kE+1.

Konkluzja. Na mocy zasady indukcji matematycznej, teza twierdzenia zachodzi
dla wszystkich dodatnich liczb naturalnych n.

2.3 Inne przyklady oméwione na wykladzie

WykorzystywaliSmy indukcje matematyczng takze w dowodach: Lematu Koniga
(wykiad Struktury porzadkowe), twierdzenia gloszacego, ze moc zbioru potego-
wego dowolnego skoficzonego zbioru n-elementowego jest réwna 2™ (wyktad Kom-
binatoryka, ciqgi liczbowe, skoriczone przestrzenie probabilistyczne), nieréwnosci
Bernoulliego (wyktad Struktury topologiczne). Zapraszamy stuchaczy do zajrzenia
do tekstu wspomnianych wyktadow.

3 Dalsze przyklady arytmetyczne

Rozwazymy teraz kilka dalszych przyktadéw. Niektére zostana dokladnie omo-
wione, dowody pozostatych pozostawimy dociekliwosci stuchaczy. Przyjemno$¢
obcowania z matematyka polega przeciez na samodzielnych probach rozwiazywa-
nia probleméw. Daje to satysfakcje (poznawcza, intelektualng) o wiele przewyz-
szajaca bardziej przyziemne poczynania, jak np. obzarstwo, opilstwo, a takze inne
jeszcze wybryki, ktérych wyliczenie pominiemy. Owa satysfakcja jest tez waznym
czynnikiem poprawiajacym wiasna samooceng, co przecie kazdemu jest potrzebne.



3.1 Suma kolejnych liczb nieparzystych

Mamy udowodnié réwnosé: 1 +3 +5+ 7+ ...+ (2-n—1) = n?

Najmniejsza liczba z rozwazanego zakresu jest liczba 1.

Krok poczatkowy. Poniewaz 1 = 12, wiec badana réwno$¢ zachodzi dla naj-
mniejszej liczby z rozwazanego zakresu.

Krok nastepnikowy. Czynimy zatozenie indukcyjne, ze omawiany wzor zacho-
dzi dla liczby k > 1, czyli zaktadamy, ze: 1 +3 4+ 5+ 7+ ... +(2-k — 1) = k2

Musimy wykazaé, ze omawiany wzor zachodzi dla liczby k41, czyli wykazaé,
72 14+3+5+7+...+(2-k—1)+(2-k+1) = (k+1)2 Uwaga: pamigtajmy,
ze sumujemy tylko kolejne liczby nieparzyste!

Na mocy zatozenia indukcyjnego, 1+3+5+7+...+(2-k—1)+(2-k+1) =
k%2 +2-k + 1. Oczywiscie k? +2 - k 4+ 1 = (k + 1)2. Pokazali§my zatem, ze jesli
1+345+7+...+(2:k—1) = k% 0 14+34+5+7+...+(2-k—1)+(2-k+1) =
(k+1)%

Konkluzja. Na mocy zasady indukcji matematycznej, teza twierdzenia zachodzi
dla wszystkich dodatnich liczb naturalnych n.

3.2 Suma liczb o postaci 3 -7 — 1

n n
Mamy udowodni¢ réwno$é: > (3-i —1) = (Y i) + n?.
i=1 i=1
Najmniejsza liczbg z rozwazanego zakresu jest liczba 1.
Krok poczatkowy. Poniewaz 3-1 — 1 = 1+ 12, wiec badana réwno$¢ zachodzi
dla najmniejszej liczby z rozwazanego zakresu.

Krok nastepnikowy. Czynimy zatozenie indukcyjne, ze omawiany wzér zacho-

k k
dzi dla liczby k > 1, czyli zaktadamy, ze: > (3-i — 1) = (> 4) + k2.
i=1 i=1
Musimy wykazaé, ze omawiany wzor zachodzi dla liczby k41, czyli wykazaé,
k+1 k+1

ze: > (3-i—1)=(>0) + (k+1)2

i=1 i=1
k+1 k
Poniewaz > (3-i—1) = > (3-1—1)+3-(k+1)—1, wigc na mocy zatozenia
i=1 i=1
k k
indukcyjnego >-(3-i—1)+3-(k+1)—1= (D4 +k*+3-(k+1)— 1.
i=1 =1

k
Obliczamy warto$¢ wyrazenia (Y. i) + k? + 3 - (k + 1) — 1 (w nawiasach
i=1
kwadratowych podajemy wykonywane na kazdym kroku dziatania, dajace wynik
w nastepnym kroku):



k

L (X +k+3-(k+1)—1= [pomnozymy: 3 - (k+1) =3k + 3]
i=1
k

2. () +k+3-+3-1= [odejmiemy: 3-k+3—1=3-k+2]
i=1
k

3. )+ k2 +3-k+2= [rozdzielimy sume k% + 3 - k + 2

.
—_

na(k+1)+ (k> +2 - k+1)]

k

k
4. (i) +(k+1)+ (K2 +2-k+1) = [dotaczymy k + 1 do sumy > i]
i=1 1=1
k+1
5. () +(k2+2k+1)= [skorzystamy ze wzoru:
i=1
242 k+1=(k+1)2
k+1
6. (> i)+ (k+1)2 [gotowe]
i=1
k k k41
Pokazalismy zatem, ze jesli > (37— 1) = (D 4) + k% to Y. (3-i —1) =
i=1 i=1 i=1
k41
(> 4)+ (k+1)2
i=1

Konkluzja. Na mocy zasady indukcji matematycznej, teza twierdzenia zachodzi
dla wszystkich dodatnich liczb naturalnych n.

3.3 Suma wyrazéw ciagu arytmetycznego

Niech a oraz d beda ustalonymi liczbami rzeczywistymi.

Mamy udowodni¢ réwnosé: a+ (a+d)+ (a+2-d)+...+(a+(n—1)-d) =
5-(2-a+(n—-1)-4d).

Najmniejsza liczba z rozwazanego zakresu jest liczba 1.

Krok poczatkowy. Poniewaz £ - (2-a+ (1 —1)-d) = 3 -2-a = a (czyli suma
ztozona z jednego wyrazu), wigc badana rownos$¢ zachodzi dla najmniejszej liczby
Z rozwazanego zakresu.

Krok nastepnikowy. Czynimy zatozenie indukcyjne, ze omawiany wzor zacho-
dzi dla liczby k > 1, czyli zaktadamy, ze: a + (a +d) + (a+2-d) + ...+ (a +
(k-1 -d)=% (2-a+(k—1)-d).

Musimy wykazaé, ze omawiany wzor zachodzi dla liczby k41, czyli wykazacé,
zecat+(a+d)+(a+2-d)+...+(a+k-d) =51 (2.-a+k-d).



Na mocy zatozenia indukcyjnego a + (a +d)+ (a+2-d)+ ...+ (a+ (k —
1)-d) + (a+k-d):%~(2-a+(k‘—1)-d)+(a+k-d).0bliczamyteraz
E2-a+(k—1)-d)+ (a+k-d):

1. %-(2-a+(k—1)-d)+(a+k-d): [pomnozymy (2-a + (k — 1) - d)
przez k oraz zapiszemy (a + k - d)
jako 1 (2-a+2-k-d)
2.5 (k-2 a+k?d-k-d)+1 (2-a+2-k-d)= [wylaczymy
% przed nawias]
3.3 (k-2-a+k*d—k-d+2-a+2 k-d) = [pogrupujemy
sktadniki]

4. L ((k-2-a+2-a)+ (K d—k-d+2-k-d) =
[mamy: k-2-a+2-a=(k+1)-2-a
orazk?> - d—Fk-d+2-k-d=k-d+k-d]
5.2 ((k+1)-2-a+k* d+k-d) =[mamy: k* - d+k-d= (k+1) k-d]
6. 2-((k+1)-2-a+(k+1)-k-d)= [wylaczymy k + 1 przed nawias]
7. k L.2-a+k-d). [gotowe]

PokazaliSmy wigc, ze jeSlia+ (a+d)+ (a+2-d)+...+(a+(k—1)-d) =
k.(2-a+(k—1)-d),toa+(a+d)+(a+2-d)+...+(a+k- d) EEL.(2-a+k-d).

Konkluzja. Na mocy zasady indukcji matematycznej, teza tw1erdzenia zachodzi
dla wszystkich dodatnich liczb naturalnych n.

3.4 Nierowno$é2-n < 2*dlan > 3

Mamy udowodni¢ nieréwnos¢: 2 - n < 2" dlan > 3.

Najmniejsza liczba z rozwazanego zakresu jest liczba 3.

Krok poczatkowy. Poniewaz 2 - 3 < 23, wigc badana nieréwno$¢ zachodzi dla
najmniejszej liczby z rozwazanego zakresu.

Krok nastepnikowy. Czynimy zatozenie indukcyjne, ze omawiany wzér zacho-
dzi dla liczby k > 3, czyli zaktadamy, ze: 2 - k < 2F.

Musimy wykazaé, ze omawiany wzor zachodzi dla liczby k41, czyli wykazaé,

2. (k+1) < 2k,



Mamy: 2 - (k + 1) = 2 - k + 2. Na mocy zatozenia indukcyjnego 2 - k < 2%, a
zatem 2- k42 < 2 + 2. Poniewaz k > 3, wiec 2-k+2 < 2F + 2k Ale 2k 4 2k —
2 - (2%) = 2F*1, Tak wigc, pokazalismy, ze jesli 2 - k < 2, t0 2 - (k + 1) < 2k+L,

Konkluzja. Na mocy zasady indukcji matematycznej, teza twierdzenia zachodzi
dla wszystkich liczb naturalnych n > 3.

3.5 Nierownos¢ 2" < n!dlan > 4

Mamy udowodnié nieréwnosé: 2" < n!dlan > 4.

Najmniejsza liczba z rozwazanego zakresu jest liczba 4.

Krok poczatkowy. Poniewaz 2 = 16 oraz 4! = 24, wigc badana nieréwnosé
zachodzi dla najmniejszej liczby z rozwazanego zakresu.

Krok nastepnikowy. Czynimy zatozenie indukcyjne, ze omawiany wzor zacho-
dzi dla liczby k > 4, czyli zaktadamy, ze: 2k < k.

Musimy wykazaé, ze omawiany wzor zachodzi dla liczby k41, czyli wykazaé,
ze: 2MHL < (B + 1)L

Mamy: 2¥+1 = 2. (2¥). Na mocy zatozenia indukcyjnego 2¥ < k!, a wiec
2k+1 < 2. (K!). Poniewaz k > 4, wiec 2 - (k!) < (k+1) - (k!) = (k + 1)!. Mamy
zatem: 281 < (k+4-1)!. Tak wigc, pokazalismy, ze jesli 2% < k!, to 2F+1 < (k+1).

Konkluzja. Na mocy zasady indukcji matematycznej, teza twierdzenia zachodzi
dla wszystkich liczb naturalnych n > 4.

3.6 Przyklady do samodzielnego rozwiazania

Korzystajac z zasady indukcji matematycznej udowodnic, ze:

1.2444+6+...42-n=n-(n+1)dlan>1.

2.34+11+19+...+(8-n—5)=4-n?>—ndlan > 1.

”Hlf L dlan > 1 oraz dowolnej liczby rzeczywistej

3. 14+ r4r24+. . 4=
r# 1.

4. 1-2'42.2243.22+ ... 4n-2"=2+(n—1)-2" " dlan > 1.

5.4-n2>n+11dlan > 2.

6. n2<2ndlan > 5.



4 Uwagi koncowe

OgraniczyliSmy si¢ w tej notatce do prostych przyktadéw arytmetycznych zasto-
sowania zasady indukcji matematycznej. Powyzsze oraz liczne dalsze przyktady
omdéwione sa w znakomitej ksiazce: David S. Gunderson Handbook of mathemati-
cal induction. Theory and applications. CRC Press, Taylor & Francis Group, Boca
Raton, London, New York, 2011. Inne jeszcze przyktady znajda stuchacze w pod-
rgcznikach szkolnych, uniwersyteckich (w tym tych podanych jako literatura za-
lecana do tego wyktadu) oraz na portalach i forach internetowych poswigconych
dydaktyce matematyki. Wyszukiwarka Google podaje w mniej niz p6t sekundy
kilkadziesiat tysiecy odpowiedzi na hasto indukcja matematyczna zadania.

Zgodnie z ustaleniami poczynionymi wspdlnie ze stuchaczami na wyktadzie w
dniu 22 stycznia 2020 roku, na zaliczeniu wyktadu w dniu 29 stycznia 2020 roku
nalezy spodziewaé si¢ zadania wykorzystujacego dowdd przez indukcje matema-
tyczna (podobnego do wyzej oméwionych), do wyboru z zadaniem polegajacym na
podaniu dowodu ktérego$ z twierdzen podanych w punkcie 3 tekstu Zagadnienia
na zaliczenie wyktadu (plik dostgpny na stronie wyktadu).



