6. Rachunek predykatéw z symbolami funkcyjnymi

Rozwazamy teraz jezyk KRP, w ktorym wystepuja symbole funkcyjne. W najbardziej ogélnym przypadku,
mamy przeliczalng liczbe symboli funkcyjnych n-argumentowych dla kazdej liczby naturalnej n.

Zakladamy tez, ze jezyk ten zawiera rowniez predykat identycznosci, scharakteryzowany w podrozdziale
IT1.5. W pewnych ujeciach, wygodne jest takze uzywanie operatora deskrypcyjnego o(x); wyrazenie t(x)A(x)
(gdzie A(x) jest formula jezyka KRP o zmiennej wolnej x) czytamy: jedyne x takie, ze A(x). Operator ten
podobny jest sktadniowo do kwantyfikatoréw. W niniejszym ujeciu nie bedzie nam on potrzebny.

Jesli t,t1,...,t, sa termami, a F jest n-argumentowym symbolem funkcyjnym, to wyrazenie postaci:

Flty,. .. ty) =t

czytamy warto$é funkcji (oznaczanej symbolem) F dla argumentow (oznaczanych symbolami) ti,..., tn
réwna jest (obiektowi oznaczanemu przez term) t.

6.1. Definicje

Funkcje naleza do niezbednika kazdego matematyka. Réwniez we wszelkich naukach empirycznych, w
ktorych stosuje sie opisy iloSciowe, niezbedne jest uzywanie funkcji. Wreszcie, takze w empirycznych naukach
Humanistycznych postugiwanie sie funkcjami jest codziennoscig.

Pojecie funkcji

Nie bedziemy przytacza¢ tu wszystkich definicji zwigzanych z prawidtowym operowaniem pojeciem funk-
cji. Stuchaczki niniejszego kursu wystuchaty kursu Wstep do matematyki, gdzie podano stosowng terminolo-
gie, definicje oraz twierdzenia. Przypomnijmy jedynie podstawowa definicje. Jesli f C X" x Y jest relacja, to
moéwimy, ze f jest n-argumentowa funkcja ze zbioru X" w zbior Y i zapisujemy ten fakt jako f: X" — Y,
gdy:

Vo€ X .. Vo, € XIyeY (v1,...,2,,y) € f
Ve € X ... Vo, € XVy1 €YV €Y (21, 2n,y1) € fFA (X1, Tn,y2) € f) = Y1 = Y2).
W zgodzie z powszechnie przyjetymi konwencjami, gdy f : X™ — Y oraz (z1,...,z,,y) € f, to piszemy
f(z1,...,2,) =y 1 méwimy, ze y jest wartoscia funkcji f dla argumentow 1, ..., x,.

Pewne dalsze definicje niezbedne dla rozumienia wykladu przypomniane zostana w trakcie omawiania
kolejnych przyktadow.

Pojecie termu

Przypomnijmy, ze definicja termu jezyka KRP jest indukcyjna:

(i) wszystkie zmienne indywiduowe x,, oraz wszystkie state indywiduowe ay sa termami;

(i) jeslity, ..., t,, sa dowolnymi termami, a fJn 7 jest symbolem funkeyjnym n -argumentowym, to wyrazenie
f;” (t1,...,tn,;) jest termem;

(iii) nie ma innych terméw (jezyka KRP) procz zmiennych indywiduowych i stalych indywiduowych oraz
tych termoéw, ktore mozna skonstruowaé wedle reguly (ii).
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Reguly MDS dla kwantyfikatorow w jezyku KRP z symbolami funkcyjnymi

Reguly MDS dla formut z kwantyfikatorami ro6znig sie od tych sformutowanych w I11.1.1. jedynie tym, ze
zamiast o stalych indywiduowych méwimy w nich o termach.

Przypominamy, ze term t jest podstawialny za zmienng x w formule A, gdy po zastapieniu wszystkich
wolnych wystapienn x w A przez t zadna zmienna, ktora byla wolna w ¢ nie stanie si¢ zwigzana.

Ponizsze reguly okreslaja, jaka formute nalezy dopisaé¢ do tworzonej galezi, jesli na galezi tej wystapita
formulta danej postaci. Przypominamy, ze A(t/x) oznacza formute otrzymana z formuly o zmiennej wolnej
x przez zastapienie wszystkich wolnych wystapien tej zmiennej termem t.

Reguly rozktadu formut dotyczace kwantyfikatoréw maja postaé nastepujaca:

e Reguta dla formul generalnie skwantyfikowanych:

R(Y) Vo A(z)

\
A(t/)

dla kazdego termu ¢ podstawialnego za x w A(x).

o Regula dla formut egzystencjalnie skwantyfikowanych:

@) Iz A(z)

|
A(t/x)

dla nowego termu ¢ podstawialnego za x w A(z) nie wystepujacego dotad na rozwazanej galezi.

e Reguta dla negacji formutl generalnie skwantyfikowanych:

R=Y) Vo A(z)

|
—A(t/x)

dla nowego termu ¢ podstawialnego za x w A(z) nie wystepujacego dotad na rozwazanej galezi.

o Regula dla negacji formul egzystencjalnie skwantyfikowanych:

B(=3) —-Jx A(z)

|
—A(t/x)

dla kazdego termu ¢ podstawialnego za z w A(z).

Uwaga o notacji. W tym podrozdziale drzewa semantyczne zapisywa¢ bedziemy rowniez w postaci ciggow.
Wiadomo, ze elementy drzewa nierozwojowego (rzedu skoriczonego) mozna w sposob jednoznaczny ponume-
rowaé tak, aby dalo sie je ustawi¢ w ciag.! Wybierzemy jedna z takich mozliwosci. Opisana ona bedzie w
spos6b nieformalny, w trakcie omawiania kolejnych przyktadow.

10 roznych wtasnosciach drzew, a w szczegolnosci, o ich kodowaniach, piszemy w rozdziale I skryptu.
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6.2. Przyklady

Przejdzmy do prezentacji przyktadow ilustrujacych dziatanie metody drzew semantycznych w KRP z
symbolami funkcyjnymi. Beda one dotyczyly nie tylko takich samych zagadnien, jak rozpatrywane w podroz-
dziatach IT1.2.-II1.5.: semantycznej niesprzecznosci, tautologicznosci oraz wynikania logicznego, lecz réwniez
pewnych nowych probleméw. W omawianych przyktadach odwolywaé sie¢ bedziemy do czesto rozwazanych
w matematyce struktur. Czytelniczki nie powinny by¢ jednak z tego powodu przejete groza — wprowadzane
pojecia opatrzone beda nie tylko definicjami, lecz rowniez komentarzami.

PRrRzZYKEAD II1.6.1: PIERWSZY — TABLICZKI DODAWANIA I MNOZENIA.

Dodawania i mnozenia liczb naturalnych uczysz sie w wieku kilku lat. Chociaz, gdy sie chwile zastano-
wisz, to by¢ moze dopadnie cie refleksja: skad wtasciwie wiesz, jaki jest wynik wykonywania tych operacji
(tj. dodawania i mnozenia) na liczbach naturalnych? Prawdopodobnie, nauczono cie tabliczek dodawania
i mnozenia podobnie jak naucza sie wierszykéw, ,na pamie¢’. Stosowano przy tym rézne heurystyki; np.
rysunki jabluszek, kotkéw, monet, itp. No i teraz umiesz dodawaé i mnozyé¢. Czyzby jednak ta wiedza®
miala uzasadnienie wylacznie w owych dogmatycznych rysunkach? To temat na zajecia z filozofii matema-
tyki lub, ogélniej, z filozofii nauki. Te zajecia dotycza tylko elementarza logicznego, a wiec nie znajdziesz
w nich wyczerpujacej odpowiedzi na tego typu pytania metafizyczne. Ograniczymy sie do stwierdzenia, ze
arytmetyke mozna zbudowa¢ na bazie aksjomatycznej, jako teorie pierwszego rzedu (a wiec teorie w jezyku
KRP, z predykatem identycznosci oraz symbolami funkeyjnymi).

Tabliczki dodawania i mnozenia zbudowa¢ mozna w ARYTMETYCE ROBINSONA. Jest to system aksjoma-
tyczny w jezyku KRP z identycznoscig oraz nastepujacymi symbolami funkcyjnymi:

o — jednoargumentowy symbol funkcyjny; wyrazenie o(t), gdzie ¢ jest dowolnym termem, czytamy: na-
stepnik t;

@ — dwuargumentowy symbol funkcyjny; wyrazenie @(t1,t2), gdzie t1, t2 sa dowolnymi termami, czytamy:
suma tq 1 to;

® — dwuargumentowy symbol funkcyjny; wyrazenie ®(t1,t2), gdzie t1, t2 sa dowolnymi termami, czytamy:
tloczyn t1 1 to.

Nadto, w jezyku Arytmetyki Robinsona uzywamy stalej indywiduowej O). Jest to symbol, ktory czytamy:
zero.

AKSJOMATY.

Aksjomaty dotyczgce jedynie predykatu identycznosci:

Vo (r = x)
VaVy (x =y — y = x)
VaVyVz ((t =y Ay =2) — x = 2).

Uwaga. Ta grupa aksjomatéw wystepuje we wszystkich teoriach, w ktorych uzywamy predykatu identycz-
nosci. Nie bedziemy jej powtarza¢ w nastepnych przyktadach, nalezy jednak pamietaé, ze zawsze z nich
korzystamy. Nadto, warto tez pamietaé, ze ani te aksjomaty, ani inne, w ktorych wystepuje symbol = iden-
tycznosci nie gwarantuja, ze denotacja tego symbolu jest ,,prawdziwa’ rownoscia =. Dla pelnej poprawnosci,
powinni$my uzywaé innego symbolu dla predykatu identycznosci w jezyku przedmiotowym (np.: =), a in-
nego dla relacji identycznosci = (por. uwagi na poczatku podrozdziatu II1.5.). Nie robimy tego, ufajac, iz
Czytelniczki sa juz oswojone z réznicg miedzy jezykiem przedmiotowym i metajezykiem i ze zyczliwie, ze
zrozumieniem toleruja tego typu drobne §wiristewka notacyjne.

2Wiedza = uzasadnione, prawdziwe przekonanie.
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Aksjomaty identycznosci dla symboli (), o, @ oraz ®:

Aksjomaty specyficzne systemu Arytmetyki Robinsona:

A
Ap:
Aj:
Ay
As:
Ag:
Az

Vavy (z #y — o(x) # o(y))

Va (O # o(z))

Va (z# O — Jy (x=0(y)))

Va (®(z,O) =)

Vavy (&(z,0(y)) = o(@(z,y)))
vz (®(z,O) = O)

Vavy (®(z,0(y)) = &(®(,y),2)).

Modelem zamierzonym dla tych aksjomatéw jest struktura, ktérej uniwersum jest zbior wszystkich? liczb
naturalnych, a denotacjami poszczegédlnych terminéw pozalogicznych sa:

e symbolu () — liczba zero;

e symbolu o — operacja nastepnika;

e symbolu & — operacja dodawania;

e symbolu ® — operacja mnozenia.

Co ,mowia’ poszczegdlne aksjomaty (o owej interpretacji zamierzonej)? Oto mozliwe odczyty Humani-

styc

Aq:
As:
As:
Ay
As:

A@Z
A72

zne:

Rozne liczby naturalne maja rézne nastepniki.

Zero nie jest nastepnikiem zadnej liczby.

Kazda liczba rézna od zera jest nastepnikiem jakiejs liczby.
Wynik dodania zera do dowolnej liczby jest ta liczba.

Suma: pierwszej liczby oraz nastepnika drugiej rowna jest nastepnikowi sumy liczb: pierwszej oraz
drugiej.

Wynik przemnozenia dowolnej liczby przez zero jest zerem.

Tloczyn: pierwszej liczby oraz nastepnika drugiej rowny jest sumie: iloczynu liczb pierwszej i drugiej
oraz pierwszej liczby.

31 tylko! Jak jednak wiadomo, nasze zamierzenia moga okazaé sie zbyt $miate. Tak jest zaréwno w tym przypadku, jak i w
przypadku Arytmetyki Peana (zob. przyktad II1.6.5.).
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Jesli aksjomaty te wydaja ci sie oczywiste, to witaj we Wspolnocie Intelektualnej Ludzkosci! Nie sa chyba
znani osobnicy, ktérym zdania te wydawalyby sie falszywe, przy podanej powyzej interpretacji zamierzone;j.
Powstaje naturalnie pytanie: czy z tych aksjomatéw wynikajg*® DOKLADNIE WSZYSTKIE prawdy arytme-
tyczne? Odpowiedzi na to, wydawaloby sie proste, pytanie dostarczaja wazne twierdzenia metalogiczne (o
ktorych ustyszysz na roku III, na wyktadzie dotyczacym Funkcji Rekurencyjnych). Odpowiedz jest nega-
tywna; chociaz kazde zdanie wyprowadzalne z aksjomatéw jest prawdziwe w zamierzonej interpretacji, to
jednak nie wszystkie zdania prawdziwe w tej interpretacji sa wyprowadzalne z aksjomatow. Ma to tez zwiazek
z nierozstrzygalnoscig KRP (o ktorej piszemy w rozdziale IV tego skryptu).

Pierwsze trzy z powyzszych aksjomatéw maja gwarantowaé, ze uniwersum interpretacji zamierzonej jest
poprawnie utworzona kolejka: na poczatku jest zero, potem nastepnik zera (czyli jedynka), potem nastepnik
nastepnika zera (czyli nastepnik jedynki, a wiec dwojka), i tak dalej. Za kazda liczba naturalna jest doktadnie
jedna liczba wieksza od niej o jeden, a od kazdej liczby naturalnej jest tylko skoriczenie® wiele , krokéow wstecz”,
do zera.

Aksjomaty A4 oraz As charakteryzujg dodawanie, natomiast Ag oraz A7 ustalaja wlasnosci mnozenia.
Nie obawiaj sie: w charakterystykach tych nie popelnia si¢ blednego kota.

Pokazemy teraz, jak uzyskiwaé dowody prostych prawd arytmetycznych przy uzyciu metody drzew se-
mantycznych.

Oto dowdd, iz ®(a(a(0)), o(c(0))) = a(a(c(a(D)))), czyli ze dwa i dwa jest cztery:

1. | Ve @ (2,Q) =2 aksjomat Ay
2. | VaVy & (z,0(y)) = o(®(z,y)) aksjomat As
3. | ~(®(a(c(D)),a(c(0))) =a(a(a(c(O))))) zalozenie dowodu nie wprost
4. | ®(c(c(0)), Q) =a(a(Q)) reguta R(V) dla termu o(a(Q)) w Ay
5. 1%y © (0(0(0)),0(1)) = o(@EE(0)),3)) | regula R(Y) dia termu (o (0)) w As
6. | ®(o(c(0)),c(Q)) =a(®(a(c(0)),O)) reguta R(V) dla termu Q) w 5.
7 [ (0(2(0)), a(2(0)) = 0(@(0(2(0), 7(O)) | regula R(¥) dia termu o(0) w 5.
8. | ®(a(a(Q)),o(c(0))) =ca(@(c(c(0)),D)) 6.1 7., reguty dla identycznosci
9. | ®&(c(c(Q)),c(c(Q))) = o(a(a(a(D)))) 4.1 8., reguly dla identycznosci
10. | x39 SPRZECZNOSC: 3,9.

W Arytmetyce Robinsona tatwo dowodzi sie wszelakich konkretnych faktow arytmetycznych, np.: O #
a(Q), o(Q) # o(a(0)), itp. Natomiast nie sa w niej dowodliwe liczne zdania generalnie skwantyfikowane,
jak np. Vx (z # o(x)). Przyktadowe dowody zdan tego drugiego rodzaju podajemy w przyktadzie II1.6.5.,
dotyczacym Arytmetyki Peana oraz zasady indukcji matematycznej.

Pokazmy jeszcze jeden dowod w Arytmetyce Robinsona: udowodnimy mianowicie, ze z aksjomatow A;
oraz As wynika logicznie nieréwnosé¢ o(Q) # o(o(Q)), tj. iz jeden jest rézne od dwa. Budujemy drzewo
semantyczne, w ktorego pniu umieszczamy A; oraz As, a takze —o(Q) # o(a(Q)).

4Przy interpretacji symbolu = jako relacji identycznosci.
5Uwaga: pojecia skoriczonodci nie mozna wyrazié w jezyku pierwszego rzedu; ten intuicyjny komentarz czyniony jest w
metajezyku.
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(0.1) VaVy (x #y — o(z) # o(y)) 2O

(0.2) Yo O # o(x) 17O
(0.3) =o(O) 7"é o(c(O))
(1) O#0(0)
(2) vy (O#y L a(0) # aly)) 7O
(3) O#0(0) ‘—> a(O) #a(a(O) *

—

(4) ~O %‘ a(O) (4p) o(O) 7‘é a(a(0))

X1,4, X0.3,4,

Wszystkie galezie drzewa sa zamkniete. WykluczyliSmy zatem mozliwosé, by A; oraz A, byly prawdziwe
i jednoczesnie nieréwnosé () # o(o(Q)) byla falszywa. Tak wiec, 0(Q) # o(o(())) wynika logicznie z
A; oraz As.

PrzykraD II1.6.2: DRUGI — GRUPY.

Lubisz tariczy¢, prawda? Przypusémy wiec, ze stajesz na parkiecie (niewazne: trzezwa, czy nie), wy-
konujesz ulubiony taniec i wracasz do baru. Czy jestes pewna, ze nadal jestes ta samg osoba? Poniewaz
abstrahujemy od twojego zespotu przekonan (osadow, emocji, itp.), wiec zadamy nieco inne pytanie: czy
jeste$ pewna, ze do baru wrécito to samo cialo, ten sam, za przeproszeniem, obiekt fizyczny? Zakladamy
dodatkowo, ze w trakcie tanca nie ulegtas rozerwaniu (czyli, ze wracasz do baru w jednym kawatku), nie
rozciggnetas sie ani nie skurczylas oraz ze nie uczyniono w tobie zadnych dodatkowych otwordw.5

Pytanie nasze sprowadza sie do tego, czy ruchy podczas taiica pozostawia taka, za przeproszeniem, bryte,
jaka jeste$, niezmieniona. Jeszcze jedno zalozenie, ktore byé moze wyda ci sie nietrafne, ale ktére w istocie
jest niewinne: zakladamy, ze w tancu jeste$ bryla sztywna.”

Zgodzisz sie, ze przy tych zalozeniach taniec sprowadza sie do przesunieé oraz obrotéw bryt sztywnych.
A stad juz niewielki (taneczny) krok w kierunku TEORII GRUP.

X K K

Aksjomaty teorii grup mozna sformutowaé¢ w roznych jezykach, tzn. mozna na rdézne sposoby dobraé
zestaw staltych pozalogicznych. Podamy trzy takie mozliwosci.

TEORIA GRUP: PIERWSZA AKSJOMATYKA.

Jezyk teorii grup jest w tym przypadku jezykiem KRP z identycznoscig oraz:
e jednym dwuargumentowym symbolem funkcyjnym [, nazywajacym dziatanie w grupie.

AKSJOMATY:

Aksjomaty identycznosci dla symbolu [, czyli formuly:

VavyVz (z =y — O(x, 2) = L(y, 2))
VaVyVz (z =y — B(z, ) = B(z,y)).

6Ani nie zatkano juz istniejacych. Upraszam, aby tych zalozen nie traktowaé jako obscenicznych: to sa zwykle warunki
natury topologicznej.

"Niewinnoéé tego zaltozenia polega na tym, ze nawet jesli w tancu dziko podrygujesz i wykrecasz sie na wszelakie sposoby,
to jednak pozostajesz sumg bryl sztywnych.
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Aksjomaty specyficzne teorii grup:

G%: VaVy (D(JZ, El(yv Z)) = D(El(x7y)’ Z))
Gi: Vavy3z (D(x, 2) = y)
Gi: Vavy3z (H(z,x) = y).

Warunek przemiennosci dziatania [, tj.:

(A) Vavy (O(z,y) = BD(y, z))

nie jest logiczng konsekwencja aksjomatow teorii grup. Te uklady postaci (G,Hg), dla ktorych G jest do-
wolnym zbiorem, a [l dzialaniem w zbiorze G takim, ze zachodza aksjomaty teorii grup oraz warunek (A)
nazywamy grupami przemiennymsi (albo abelowymi).

Jako ¢wiczenie proponujemy probe wykazania, ze istotnie warunek (A) nie wynika logicznie z aksjomatow
teorii grup. Wskazowka: budujemy drzewo semantyczne, w ktérego pniu umieszczamy aksjomaty G1, G2, G3
oraz negacje warunku (A). Gdyby to drzewo okazalo sie zamkniete, to (A) byloby logiczna konsekwencja
Gi, G? oraz G3.

TEORIA GRUP: DRUGA AKSJOMATYKA.

W tym przypadku uzywany jezyk to jezyk KRP z identycznoscia oraz:

e jednym dwuargumentowym symbolem funkcyjnym [, nazywajacym dziatanie w grupie;

e jedna stala indywiduowa e nazywajaca element neutralny (wzgledem dziatania) w grupie.

AKSJOMATY TEORII GRUP W TYM JEZYKU:

Aksjomaty identycznosci dla symboli [ oraz € sg takie same, jak w poprzednim przypadku:

VaVyVz (z =y — O(z, 2) = B(y, 2))
VaVyVz (z =y — B(z,2) = B(z,y)).

Aksjomaty specyficzne:

G2: Vavy [ (z,0(y, 2)) = D(E(z,y), 2)
G3: Va (D(z,¢) = z)
G3: Va (Be, z) = x)
G3: a3y (O(z,y) =)
G2: a3y (L(y, z) = e).

Dowdd jedynosci elementu neutralnego, tj. zdania:

(G2) Vz(Vx (O(z,2) =2 AQ(z,2) =2) — € = 2).
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1. | Vo (B(z,e) = x) aksjomat G3
Ve (H(e,z) = x) aksjomat G3
3. | “Vz(Vo (O(x,2) =2 AQ(z,7) =) — € = 2) | negacja G2 (zalozenie
dowodu nie wprost)
4. | =(Vz (L(z,a) =z A(a,z) =2) > e =a) R(—V), 3
54. | Vo (L(z,a) =z A(a,z) =) R(——), 4
54. | "e=a
6. | O(a,e)=a R(V) dlaa, 1
7. | B(e,a) =a R(V) dla a, 2
8. | B(e,a) =eAl(a,e) =¢ R(V) dlae, 5,
9. | B(e,a) =¢ R(N), 8
94. | D(a,e) =«
10 [e=a R(=), 9,7
11. | xs5,.10 SPRZECZNOSC: 54, 10.

TEORIA GRUP: TRZECIA AKSJOMATYKA.

W tym przypadku uzywany jezyk to jezyk KRP z identycznosciag oraz:

e jednym dwuargumentowym symbolem funkcyjnym 1, nazywajacym dziatanie w grupie;
e jedna stala indywiduowa e nazywajaca element neutralny (wzgledem dziatania) w grupie;

e jednym jednoargumentowym symbolem funkcyjnym ® nazywajacym element odwrotny (wzgledem swo-
jego argumentu).

AKSJOMATY:

Aksjomaty identycznosci dla symboli [, ® oraz e:

Aksjomaty specyficzne:

G3: Vavyvz (D(z, D(y, 2)) = B(B(x,y), 2))
G3: Vz (D(z,e) = )
G3: Vz (D(z,0(x)) = €).

Dowoéd prawa skracania, tj. zdania:

(G3) VaVyVz (D(z,2) = O(y, 2) — = = y).
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1. | VavVyVz (D(x,H(y, 2)) = BO(E(z, y), 2)) aksjomat G
2. | Vo (B(x,e) = x) aksjomat G3
3. | Va (B(z,0(x)) =¢) aksjomat G3
4. | “VavVyVz (O(z, z) =BO(y,2) = v =1y) negacja G (zalozenie
dowodu nie wprost)
5. | =VyVz (D(a1,2) =y, 2) — a1 = y) R(=V) dla ay, 4
6. | =Vz ((a1, 2) = H(as, 2) — a1 = as) R(—V) dla as, 5
7. | 7(E(a1,a3) = BO(ag,a3) — a1 = az) R(—V) dla a3, 6
8g. B(al,ag) = D(ag, a3) R(ﬁ —>), 7
Sd. ay 75 ag
9. | Yy¥z (B(a1,B(y, 2)) = B(B(a1,y), 2)) R(V) dla aq, 1
10. | Vz O (a1,0(as, 2)) = O(H(ay, as), 2) R(V) dla as, 9
1. | D(ar, D(as, ©(a3))) = O(0(as, a3), 0(az)) | F(¥) dla 0(ag), 10
12. | B(a1,B(as, ©(a3))) = U(H(az, a3),@(az)) | R(=) 11, 84
13. | YyVz ((az, H(y, 2)) = B(E(az,y), 2)) R(V) dla ag, 1
14. | Vz ((a2,H(as, 2)) = H(E(ag, as), ) R(Y)) dla a3, 13
15. | B(ag,H(as, ©(as))) = B(E(ag, az), @(as)) | R(Y) dla ©(as), 14
16. | H(as,®@(a3)) =¢ R(Y) dla a3, 3
17. | O(ay,E(as, ®(a3))) = (az, E(as, ®(a3))) | R(=), 12, 15
18. | O(a1,€) = Haz, ) R(=), 16,17
19. | H(ag, &) = as R(V) dla as, 2
20. B(ag,é‘) = as R(V) dla as, 2
21. | a; = (asg,¢) R(=), 19, 18
92. | a1 = az R(=), 20, 21
23. | Xg,22 SPRZECZNOSC: 84, 22.
Dowdd zdania:
(G2 Vz (D(x,e) = (e, z)).
1. | VavyVz (B(z, Oy, 2)) = B(E(x, ), 2)) aksjomat G
2. | Vo ((x,e) = x) aksjomat G35
3. | Vo (B(z,0(x)) =¢) aksjomat G3
4. | VaVyVz (L(z,2) = O(y, 2) m z =) twierdzenie G
5. | Vz (H(z,e) =g, x)) negacja G3 (zalozenie
dowodu nie wprost)
6. | (a,e) # (e, a) R(V)dlaa, 5
7. | YyVz (B(e, By, 2)) = B(E(e,v), 2)) R(V)dlae, 1
8. | Vz (B(e,l(a, 2)) =L(H(e,a), 2 R(Y)dlaa, 7
9. | U(e,B(a,®(a))) = O(E(e, a), ®(a)) R(Y) dla ®(a), 8
10. | U(a,®(a)) =¢ R(V) dlaa, 3
11. | H(g,e) =« R(V) dla e, 2
12. | O(e,e) = B(0E(g, a), ®(a)) R(=), 9, 10
13. | e =(0(g,a),@(a)) R(=), 11, 12
14. | U(a,®(a)) = BO(E(g,a), ®(a)) R(=), 10, 13
15. | VyVz ((a,2) = O(y,2) ma=y R(V)) dla a, 4
16. | Vz ((a, z) = H(E(e, a), 2) — a = (e, a)) R(Y) dla (e, a), 15
17. | H(a,©(a)) = O(E(e,a),@(a)) — a = (e, a) | R(V) dla ®(a), 16
18;. | B(a,®(a)) # B(E(e,a), ®(a)) R(—), 17
18;.1. | X14.13, SPRZECZNOSC: 14, 18;.
18,. | a =[(g,a) R(—), 17
18,.1. | B(a,e) =a R(Y) dla a, 2
18,2. | G(a,e) = O(e, a) R(=), 18,., 18,.1.
18,.3. | X6,18,.2 SPRZECZNOSC: 6,18,.2.
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Dowédd zdania:

(G3) Vyva (D(z,y) =2 —y=¢).

1. [ Vz (B(z,e) = ) aksjomat G35
2. | Vz ((z,e) = (e, ) twierdzenie G
3. | "VyVz (O(z,y) == — y =€) | negacja G§ (zalozenie
dowodu nie wprost)
4. | =Vz (D(z,a) =2 — a=¢) R(Y) dla a, 3
5. | Vo O (z,a) = R(——), 4
54. | aF#¢€
6. | U(g,a)=¢ R(V) dlae, 5,
7. | BD(a,e) =0B(e, a) R(V dla a, 2
8. | U(a,e)=¢ R(=), 6
9. | O(a,e)=a R(Y) dla a, 1
10 [a=¢ R(=), 8,0
11. | Xs5,,10 SPRZECZNOSC: 54, 10.

Przyktady grup.

e 7bior liczb catkowitych z dziataniem dodawania oraz zerem jako elementem neutralnym tworzy grupe.

e 7bior liczb rzeczywistych réznych od zera z dziataniem mnozenia oraz jedynka jako elementem neu-
tralnym tworzy grupe.

e 7Zbior wszystkich wzajemnie jednoznacznych odwzorowan danego zbioru na siebie tworzy grupe. Dzia-
taniem jest tu ztozenie funkcji, a elementem neutralnym funkcja identycznosciowa.
PrzYkrAD I11.6.3: TRZECI — ALGEBRY BOOLE’A.

Znajdowanie analogii miedzy réznymi twierdzeniami to szczegélna umiejetnosé.® Mozesz posiasé te umie-
jetnosé, nawet na (stosunkowo niskim) poziomie elementarza logicznego. Z pewnoscia zauwazylas, ze jest
odpowiednio$¢ miedzy pewnymi prawami KRZ a niektérymi prawami rachunku zbioréw.

Podobnie jak w przypadku teorii grup, rowniez dla teorii algebr Boole’a poda¢ mozna rozne (réownowazne)
aksjomatyki. Ograniczymy sie do dwoch.

TEORIA ALGEBR BOOLE’A: PIERWSZA AKSJOMATYKA.

Jezyk teorii algebr Boole’a jest jezykiem KRP z identycznoscia oraz:

e symbolem funkcyjnym dwuargumentowym H, nazywajaca kres gorny (swoich argumentow);
e symbolem funkcyjnym dwuargumentowym X, nazywajaca kres dolny (swoich argumentow);

e symbolem funkcyjnym jednoargumentowym B, nazywajaca dopetnienie (swojego argumentu);

AKSJOMATY:

Aksjomaty identycznosci dla symboli B, X, B, V oraz A:

VavVyVz (z = y — B(x, 2) = B(y, 2))

= N(y,2))

8 Jeszcze ciekawsza jest umiejetnosé znajdowania analogii miedzy réznymi analogiami, jak twierdza matematycy.

VavVyVz (z = y — K(z, 2)
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VaVyVz (x =y — B(z,z
VaVyVz (r =y — K(z,z
VaVy (x =y — B(x) = B(y)).

Aksjomaty specyficzne teorii algebr Boole’a:

Bi: VaVy (B(z,y) = B(y, v))
By: VaVy (M(z,y) = K(y, z))
Bi: Vavyvz (B(z,

Bl: Vavyvz (K(z,
B3: Vavy (B(M(z,y),y) = y)
Bg: Vavy (M(B(z,y),y) = y)
B}: VavyVz (B(,

Bi: VavyVz (R(,
Bg: Vavy (B(X(z,B(x)),y) = y)

Prostymi konsekwencjami tych aksjomatéw sa np.:

o Vo (H(z,z) =x)
o Vr (K(z,z) =x)
o Vavy ((B(z,y) = B(z,B(x)) AR(z,y) = W(z,¥(z))) —y = B(z)).

Niech ich wyprowadzenia beda éwiczeniem dla czytelniczek. Jako wskazéwke podajemy ciag rownosci dla
pierwszych dwoch rozwazanych wyzej przypadkow:

z = H(z,K(z,y)) = W(B(z, z),B(z, y)) = Bz, B(z,y)), ¥(z, Bz, y))) = Bz, )
z=N(z, B(z,y)) = Bz, 2),W(z, y)) = B(HB(z, K(z,y)), Bz, W(z,y))) = K(z, z).

TEORIA ALGEBR BOOLE’A: DRUGA AKSJOMATYKA.

Jezyk teorii algebr Boole’a jest jezykiem KRP z identycznoscia oraz:

symbolem funkcyjnym dwuargumentowym H, nazywajaca kres gorny (swoich argumentow);

symbolem funkcyjnym dwuargumentowym X, nazywajaca kres dolny (swoich argumentow);

symbolem funkcyjnym jednoargumentowym H, nazywajaca dopetnienie (swojego argumentu);

stalg indywiduowa V, nazywajaca jedynke (element najwiekszy) algebry;

stalg indywiduowa A, nazywajaca zero (element najmniejszy) algebry.
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AKSIJOMATY:

Aksjomaty identycznosci dla symboli B, X, B, vV oraz A:

VaVyVz (x =y — B(x, 2) = B(y, 2))
VaVyVz (z =y — K(z,2) = K(y, 2))
VaVyVz (x =y — B(z,z) = B(2,7))
VaVyVz (x =y — M(z,z) = K(z,y))

Uwaga. Naprawde potrzebne sg tylko dwa pierwsze z tych aksjomatow. Pozostate mozna wyprowadzié z
innych aksjomatéw teorii algebr Boole’a.

Aksjomaty specyficzne teorii algebr Boole’a:

BL: Vz (B(z, ) = )

B2: Vo (R(z, V) = )

B3: Va (B(z,B(z)) = V)
Bi: Yz (R(z, B(z)) =)

B3: VaVy (B(z,y) = B(y, z))
B3: Vavy (M(z,y) = X(y, z))

B: VavyVz (B(z,K(y, z)) = K(B(z,y), B(z, 2)))

BS: VavyVz (K(z,B(y, 2)) = B(X(z, y), X(x, 2))).

DEFINICJA ALGEBR BOOLE’A PRZEZ CZESCIOWE PORZADKI.

Niech U bedzie dowolnym zbiorem uporzadkowanym czesciowo przez relacje <. Przypominamy, ze dla
dowolnego zbioru A C U:

e clement a € A nazywamy elementem maksymalnym w A, jesli zachodzi implikacja:

Ve ((x €anz <a)— x=a);

e clement a € A nazywamy elementem minimalnym w A, jesli zachodzi implikacja:

Ve ((x €ana<z)—x=a);
e clement a € A nazywamy elementem najwiekszym w A, jesli x < a dla wszystkich x € A;
e clement a € A nazywamy elementem najmniejszym w A, jesli a < x dla wszystkich x € A;
e clement a € U jest kresem gérnym zbioru A, jesli x < a dla wszystkich x € A;
e clement a € U jest kresem dolnym zbioru A, jesli a < z dla wszystkich z € A;

e clement a € U jest najmniejszym kresem gérnym zbioru A, jesli a jest elementem najmniejszym zbioru
wszystkich kresow gornych zbioru A;

e clement a € U jest najwieckszym kresem dolnym zbioru A, jesli a jest elementem najwiekszym zbioru
wszystkich kresow dolnych zbioru A.
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Mowimy, ze (U, <) jest krata, jesli dla dowolnych elementow z,y € U istnieja: najmniejszy kres gorny
oraz najwiekszy kres dolny zbioru {z,y}. Poniewaz elementy te sa wyznaczone jednoznacznie, wiec mozemy
przyjaé oznaczenia:

e X(x,y) — dla najwiekszego kresu dolnego zbioru {x,y};

e H(x,y) — dla najmniejszego kresu gornego zbioru {z, y}.
Krata (U, <) jest dystrybutywna, jesli dla dowolnych x,y, 2 € U zachodza warunki:

o VaVyVz B (z,M(y, 2)) = K(E(z,y), B(z, 2))

Krate dystrybutywna (U, <) nazywamy algebrg Boole’a, jesli dla dowolnego elementu z € U istnieje
jego dopetnienie, tj. element B(x) speliajacy warunki:

o Vavy B (X(z,B(x)),y) =vy
o VavVy X (B(z,B(x)),y) = v.

7 kazdego z podanych wyzej uktadéw aksjomatow dla teorii algebr Boole’a mozna wywie$é wszystkie
warunki charakteryzujace algebry Boole’a jako okreslone przed chwilg struktury uporzadkowane, a takze na
odwro6t: z charakterystyki porzadkowej algebr Boole’a mozna wyprowadzi¢ kazda z omawianych wczesniej
aksjomatyk.

Uwaga o standardowej notacji. Dla operacji w algebrach Boole’a uzywa sie zwykle standardowych ozna-
czen:

e U — dla kresu gornego (takze: V);
e N — dla kresu dolnego (takze: A);

e — — dla operacji dopelnienia.

Powyzej celowo nie uzywalismy standardowej notacji. Niech bedzie prostym ¢wiczeniem dla czytelniczek
zapisanie podanych aksjomatyk teorii algebr Boole’a w notacjach standardowych. Wykonanie tego ¢wiczenia
nagrodzone zostanie iluminacja: stwierdzisz, ze przeciez gdzie$ juz to widziatas!

Przyklady algebr Boole’a.

o Wszystkie podzbiory dowolnego zbioru U wraz z operacjami teoriomnogosciowymi: sumy (kres
gorny), iloczynu (kres dolny), dopetnienia (do U), zbiorem U jako jedynka oraz zbiorem pustym () jako
zerem tworzg algebre Boole’a.

e Algebra wartosci logicznych. Tabliczki prawdziwos$ciowe funktoréw odpowiadajacych spéjnikom
zdaniowym pokazuja, ze w zbiorze wartosci logicznych {0,1} mozna wprowadzié¢ strukture algebry
Boole’a. Zerem tej algebry jest 0, jej jedynka jest 1. Kres dolny odpowiada koniunkcji, kres gérny
alternatywie (nieroztacznej), a operacja dopelienia odpowiada negacji.

o Algebra zdarzen. Przestrzen zdarzen jest algebra Boole’a. Jest to, rzecz jasna, szczegdlny przypadek
pierwszego z rozwazanych przyktadéw. Zdarzenia sa zbiorami (zdarzen elementarnych), a koniunkeji
i alternatywie zdarzen odpowiadaja operacje teoriomnogosciowe na zbiorach zdarzen elementarnych;
zdarzeniu przeciwnemu do danego zdarzenia odpowiada dopelnienie teoriomnogosciowe tego zdarzenia.
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e Kraty pojeé. Ten przyklad wykorzystuje kilka poje¢ algebraicznych, ktorych tu nie objasniamy.
Jest on przeznaczony dla tych czytelniczek, ktore sa juz troche oswojone z algebra, lub tez takich,
ktore — zzerane zdrowa ambicja — zechca odnalezé owe pojecia w jakim§ podreczniku. Dodajmy, ze
algebry z tego przykladu maja ciekawe zastosowania, takze lingwistyczne — np. w opisie zaleznosci
semantycznych w leksykonie.

Kontekstem nazwiemy dowolny uktad postaci (G, M, I), gdzie G (ogodl rozwazanych obiektow) i M (ogot
rozwazanych cech) sa zbiorami, a I relacja o dziedzinie G oraz przeciwdziedzinie M. Wyrazenie gI'm czytajmy:
obiekt g ma ceche m. Mozna czynié¢ dalsze zalozenia o tego typu ukladach; w tym miejscu przywolywanie
ich jest nieistotne. Zdefiniujmy dwa operatory na rodzinach zbioréw obiektow i cech:

>(A)={meM : (Vg) [g€ A— gIm]}

A(B)={g9ge€G : (VYm)[m e B — gIm]}

Para (>, <) jest odpowiedniodcia Galois. Dla dowolnego kontekstu (G, M, I) nazwiemy pojeciem formal-
nym tego kontekstu kazda pare (A4, B) taka, ze:

ACG, BC M, >(A)=B, «(B) =A.

Fkstensjq pojecia formalnego (A, B) jest A, jego intensjg jest B. Rodzine wszystkich pojeé formalnych
kontekstu (G, M, I) oznaczmy przez B(G, M, I). Rodzina ta jest czeSciowo uporzadkowana przez relacje <:

(A1, By) < (Az, Bs) wtedy i tylko wtedy, gdy A; C Ay.%

Podstawowe dla rozwazanej problematyki twierdzenie wystowi¢ mozna nastepujaco (zob. Bernhard Gan-
ter, Rudolf Wille Formal Concept Analysis. Mathematical Foundations. Springer Verlag, Berlin Heidelberg
New York, 1999, str. 20; upraszczam nieco notacje; wszystkie potrzebne do zrozumienia twierdzenia pojecia
znalez¢ mozna w dowolnym solidnym podreczniku teorii krat; stosujemy tez standardowe niedomoéwienia
algebraiczne):

Twierdzenie.
Krata poje¢ B(G, M, I) jest krata zupelna, w ktorej kresy zdefiniowane sa réwnosciami:

A (As, Br) = (tQTAt’ >(<1(th30))

teT

V (A, By) = (2(>(U 41)), N By).

teT teT teT

Krata zupelna V jest izomorficzna z B(G, M, I) wtedy i tylko wtedy, gdy istnieja odwzorowania
v:G— Voraz p: M — V takie, ze v(G) jest supremum-gesty w V', p(M) jest infimum-gesty
w V oraz gIm jest rownowazne z vg < pum dla wszystkich ¢ € G 1 wszystkich m € M. W
szczegdlnosei, V' 2 B(V,V, ). Mamy tu oczywiscie: V = (V, ).

PRZYKEAD II1.6.4: CZWARTY — ELEMENTARNE WELASNOSCI FUNKCJI.

Ten przyktad podobny jest do rozwazanego wezesniej (w podrozdziale IIL.5.) przykladu To, Co Ty-
GRYSY LUBIA NAJBARDZIEJ. Nie rozwazamy tu zadnej teorii aksjomatycznej. Rozpatrzymy natomiast kilka
prostych przykladow dowodéw metods drzew semantycznych faktéw dotyczacych funkcji w ogolnosci. Tak
wiec, jedynymi zalozeniami, ktére czynimy (oprocz aksjomatéw identycznosci) sa definicyjne warunki dla
funkcji.

Przypomnijmy: jesli f C X" x Y jest relacja, to moéwimy, ze f jest n-argumentows funkcja ze zbioru X"
w zbior Y i zapisujemy ten fakt jako f: X™ — Y, gdy:

Vo€ X .. Vo, € XTIy eY (x1,...,2n,y) € f
Ve, € X.. Vo, € XVy1 e YV €Y (21,20, 91) € fFA (21, &0, Y2) € f) — y1 = Ya).
Gdy f: X" — Y oraz (z1,...,%n,y) € [, to piszemy f(z1,...,z,) = y 1 mowimy, ze y jest warto-

Scig funkcji f dla argumentow x1,...,x,. W rozwazanych wczesniej przypadkach grup oraz algebr Boole’a
mieliSmy X =Y, tzn. rozwazane funkcje byly operacjami w jakims ustalonym zbiorze.

9Co jest rownowazne temu, ze By C Bj.

108



Uwaga. Poniewaz funkcje sa zbiorami (par uporzadkowanych), wiec w jezyku, w ktérym méwimy o funkcjach
uzywamy teoriomnogosciowego predykatu €, nazywajacego relacje nalezenia (elementu do zbioru).

Nizej podajemy aksjomatyke teorii mnogosci ZF (Zermelo-Fraenkla). Jest to teoria w jezyku KRP z iden-
tycznoscig. Jedyna stala pozalogiczna tej teorii jest dwuargumentowy predykat €. Formule x € y czytamy:
x jest elementem y.

AKSJOMATY TEORII MNOGOSCI ZF.
Aksjomat ekstensjonalnosci:

VaVy (Vz (z €z > 2z €y) >z =1)

Ten aksjomat stwierdza, ze kazdy zbior jest jednoznacznie wyznaczony poprzez swoje elementy.
Aksjomat pary:

VaVy3dzVu (u € z s u=aVu=y)

To aksjomat gwarantujacy istnienie pary nieuporzadkowane;.
Aksjomat sumy:

VedyVz (z €y« Ju (z EuAu € x))

Aksjomat ten gwarantuje istnienie sumy dowolnej rodziny zbiorow.
Aksjomat zbioru potegowego:

VedyVz (z € y & Yu(u € z — u € 1))

Na mocy tego aksjomatu, dla dowolnego zbioru istnieje zbior ztozony dokladnie ze wszystkich jego pod-
zbioréw.

Schemat wyrdézniania:
VY 1Vas .. Ve, VyJu (u € z = u € y A p(u,x1,x2, ..., Ty,))

gdzie ¢ jest formula jezyka teorii mnogosci ZF taka, ze z nie jest zmienng wolna w @, zas x1,Za,..., T, Sa
zmiennymi wolnymi formuty ¢ innymi niz u.

Schemat wyrézniania pozwala z elementéw danego wprzody zbioru utworzyé jego podzbidr, zlozony z
tych elementow, ktore maja jakas wlasnosé, wyrazalna w jezyku (pierwszego rzedu) teorii mnogosci.

Mamy tu do czynienia nie z jednym aksjomatem, ale wtasnie ze schematem nieskoniczenie wielu aksjoma-
tow.

Aksjomat nieskoriczonosci:
Jr (FyyexAn-Fz(zey) ) AVylycar —>VzVu (u €z u=y) — z€x)))

Ten aksjomat stwierdza istnienie (co najmniej jednego) zbioru nieskoriczonego. Uwaga: to jedyny aksjomat
egzystencjalny w tej teorii mnogosci.

Schemat zastepowania:
Yu(VaVyVz (z € u A p(z,y) Ap(,2) =y =2) — FJwVv (v € w < 3z (v € u A p(z,v))))

Schemat ten gwarantuje, intuicyjnie moéwiac, ze obraz dowolnego zbioru wzgledem jakiejkolwiek funkcji
(opisywalnej formuta jezyka teorii mnogosci) takze jest zbiorem.

Tu réwniez mamy do czynienia nie z jednym aksjomatem, ale ze schematem nieskonczenie wielu aksjo-
matow.

Aksjomat ufundowania:

Ve(Fu (u e z) — Jy(y € x AVz (. €y — -z € 1))
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Aksjomat ufundowania wyklucza istnienie nieskoriczonych €-zstepujacych ciagoéw zbiorow, tj. takich cia-
gow (21,2, 23, T4, . . .), 2€:

Xo € T1, T3 € To, T4 € T3,...

Gdy do tego systemu dotaczyé¢ Aksjomat wyboru:

Ve(Vy (yexz—Fz(zey) AViVu (y ez Ahuex —y=uV-TFv(veyAveu))) - JwMy (y €z —
z(zeyhzewAYo (vEYAV Ew — v =2)))))

to otrzymamy system teorii mnogosci nazywany ZFC.

Uwaga. Do aksjomatyki teorii ZF nalezg takze aksjomaty dla identycznosci:

o Vz (z=1x)
o VaVy (z =y —y=uz)
o VaVyVz (z =yAy=2z— x=2);

o VVyVz ((z=yAz €2z —yE2)),;

VaVyVz (z=y Az €x — 2z €Y)).

Uwaga. Uzywane tu (np. w schematach wyrézniania i zastepowania) terminy: nieskoriczony i przeliczalny
naleza do metajezyka.

Fundamentalne znaczenie teorii mnogosci dla wspotczesnej matematyki polega m.in. na tym, ze wszystkie
konstrukcje matematyczne wyrazi¢ mozna za pomoca pojecia zbioru oraz relacji nalezenia elementu do zbioru.

* ok ok

PrzykrAD 111.6.4.1.
Niech teraz f bedzie funkcja z X w Y, niech ACY, BCY oraz A C B. Wtedy:
fHAC B

Przypominamy (wiadomosci ze szkoly lub z kursu WSTEP DO MATEMATYKI dla studentek pierwszego
roku JiNol), ze stosujemy nastepujace oznaczenia.
Jesli f: X — Y, AC X, BCY, to:

flIA]={yeY: Iz c A f(z) =y}

Bl ={zr e X: 3ye B f(z) =y}

Zbiér f[A] nazywamy obrazem zbioru A wzgledem funkcji f, a f~1[B] przeciwobrazem zbioru B wzgledem
funkcji f.

Mamy zatem pokazaé, ze jesli f: X — Y oraz AC BCY, to f~![A] C f~1[B].

Dla dowodu tej implikacji metoda drzew semantycznych nalezy:

e zapisaé¢ wszystkie zalozenia; w tym przypadku beda to formuty stwierdzajace, ze:

f jest funkcja z X w Y

A jest zawarty w Y

B jest zawarty w Y;

A jest zawarty w B;
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e zapisaé zaprzeczenie tezy, tj. formule:
Ve(Fy (ye ANy = f(z)) = Ty (y € BAy = [f(z)))

e zbudowaé¢ drzewo semantyczne, w ktérego pniu umieszczono wszystkie wymienione wyzej formuty.

Jesli drzewo semantyczne zbudowane z powyzszych formul (umieszczonych w jego pniu) bedzie zamkniete,
to teza zostanie udowodniona.

Tak si¢ akurat sktada, ze do zakoriczenia rozwazanego dowodu (czyli do zamkniecia wszystkich galezi
rozwazanego drzewa) wystarczy uwzglednienie jedynie dwoch z wymienionych wyzej formut, a mianowicie:

Vo (r € A—x € B)

“Va(Jy (y€ ANy = f(z)) =Ty (y € BAy= f(z))).
Oto stosowne drzewo:

Vo (r e A—aecB)6'?
Vo (Jy (y€ Any=f(z) =Ty (y€ BAy = f(z))) -7
(1) ~(3y (yeAAy=f(a))T3y (y€ BAy = f(a))*
@) 3y e ANy = (@) 0
(24) "3y (ye B ‘A y=f(a)*"?
(3) be AAb= f(a) ™
(4) ﬂ(beB/‘\b:f(a))8
(%)béA
(5a) bif(a)
(6) beALbeBTH

-

A

A

(7)) "be A (7,) be B
|
X54,71
(8) ~be B (8p) —b= f(a)
\ \
X7,,81 X54,8p

Zauwazmy, ze do zamkniecia wszystkich gatezi tego drzewa nie tylko nie byly potrzebne informacje, ze f
jest funkcja, ale takze reguly dotyczace predykatu identycznosci.

PrzykraD I11.6.4.2.
Niech (w jakim$ uniwersum zlozonym ze zbioréw) dane beda:
e dwuargumentowa funkcja A,
e dwuargumentowa relacja <.

Wartosé funkcji A dla argumentéw x oraz y oznaczaé¢ bedziemy przez z A y.
Zat6zmy, ze A i < spelniaja warunki:
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o (a)VaVy (Vz (z€x—>2z€y) > x<Y)

o (b)VaVyvz (zx €y L z— (x €EyAz € 2)).

Pokazemy, ze wtedy:

(¢) YVaVy ((x =2 D y) = 2 <y).

Budujemy drzewo, w ktorego pniu umieszczamy warunki (1) i (2) oraz zaprzeczenie warunku (3):

VaVy (Vz (z €z —z€y) »x <y)> @
VxVyVZ(xEyAzL(q;ey/\er))g.*c
ﬁV$Vy((I=mAy)‘—>x<y

(1) vy ((azaAy)_‘)Cl{y) 2.Vb

B o s

(3) Vy(VZ(Z€a‘—>z€y)_>a_<y)4.*b
(4) Vz(zea—>z€b)‘_>a<bﬁf

) 1.Va

(5g) a=aibd
\
(5d) —a <b
(6,) Vz(z€a—z€b)TVe (6p) aﬁ b
| —
(7) =(cea—ceb)® X54,6,

(84) céa
(84) ﬂce‘b
(9) Vsz(cEyAzL(cgy/\CEZ))10‘*a
(N)VZ@eaAszceaAce@)u%

\ -
(11) ceanb—(c€eanceb)'?

13.5gaAb//a

(12)) ~c€anbd (12,) c€anceb™”
(13)c‘€aAb (14g)c‘€a
‘><12l,13 (144) ¢ ‘E b
>‘<8d,14d

Wszystkie galtezie drzewa sa zamkniete, a wiec udowodnilismy, ze (¢) wynika logicznie z (a) oraz (b).
PrzykeaD I11.6.4.3.

Udowodnimy, ze dla dowolnych funkcji f, g oraz h:
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(0F) VaVy ((x =y A fy) = g(y) — (h(f(z)) = h(g(¥))))

Oczywiscie, milczaco zakladamy tu, ze dziedziny i przeciwdziedziny rozwazanych funkcji sa dobrze okre-
Slone.

Budujemy drzewo semantyczne, w ktorego korzeniu umieszczamy zaprzeczenie warunku (%H). Zalozenia,
iz f, g oraz h sa funkcjami beda wykorzystywane w regutach identycznosci (podstawiania termow).

Vavy ((z =y A f(y) = 9(y) — h(F(2)) = h(g(y)) -7

(1) =Yy ((a=y A f(y) = 9(¥) — h(f(a)) = h(g(y))) >

(2) ~((a="bA f(b) = g(b)) n h(f(a)) = h(g(b))) *
(3y) a=bA f(b) =g(b) *"

-

> ©
~
—~
S
~—
S~—

(4,) a="b
(4a) f(b) ! g(b) &2
(5) ~h(f(a) L h(g(a)) 704 (@//ale)
(6) f(a) = g(a)
(7) ﬂw(a))‘:
x

-

Otrzymujemy drzewo zamkniete, a zatem udowodniliSémy warunek (?K).
* ok *

PRZYKEAD II1.6.5: PIATY — INDUKCJA MATEMATYCZNA.

Rozszerzymy teraz system arytmetyki Robinsona poprzez dodanie do jego aksjomatéow schematu aksjo-
matow, zwanego zasadg indukcji. Otrzymany w ten sposob system nazywa sie ARYTMETYKA PEANA.

State pozalogiczne Arytmetyki Peana sa takie same, jak w Arytmetyce Robinsona:

o — jednoargumentowy symbol funkcyjny; wyrazenie o(t), gdzie ¢ jest dowolnym termem, czytamy: na-
stepnik t;

@ — dwuargumentowy symbol funkcyjny; wyrazenie ®(t1,t2), gdzie t1, t2 sa dowolnymi termami, czytamy:
suma t1 1 to;

® — dwuargumentowy symbol funkcyjny; wyrazenie ®(t1,t2), gdzie t1, t2 sa dowolnymi termami, czytamy:
iloczyn t1 1 to;

(O — stata indywiduowa; symbol () czytamy: zero.
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AKSJOMATYKA ARYTMETYKI PEANA:
Aksjomaty identycznosci dla symboli (), o, @ oraz ® sg takie same, jak w Arytmetyce Robinsona.

Aksjomaty specyficzne Arytmetyki Peana:

Pr:Va¥y (z #y — o(z) # a(y))

Py Vo (O # o(2))

Py: Yz (&(z,0) = z)

Py Vavy (&(z,0(y)) = o(®(z,y)))

Ps: Va (®(z,0) = O)

Ps: Va¥y (@(z,0(y)) = &(®(z,),))

Pr: (A(O) ANVz (A(z) — A(o()))) — Vo Az)

(dla dowolnej formuly A, o jednej zmiennej wolnej, jezyka Arytmetyki Peana).

P; nie jest jednym aksjomatem, lecz schematem (przeliczalnie wielu) aksjomatow. P; nazywamy zasadq
indukcyi.

Pokazemy, jak z zasady indukcji wywiesé jeden z aksjomatow arytmetyki Robinsona, a mianowicie ak-
sjomat:

Az: Vo (z#0O — Jy (x=0(y))).

Niech F(x) bedzie formula z # O — Jy (z = o(y)).
Schemat indukeji zastosowany do formuly F(z) ma postaé:

(F(O) AV (F(z) — F(o(z))) =)V F(z).

Aby wykazaé, ze A3 wynika logicznie z aksjomatu indukcji wystarczy wykluczyé, ze jednoczesnie:

e aksjomat indukcji (dla formuly F(x)) jest prawdziwy;

e aksjomat As jest falszywy.

Trzeba wiec pokazac¢, ze drzewo semantyczne, w ktorego pniu umieszczamy aksjomat indukcji oraz za-
przeczenie aksjomatu As ma wszystkie gatezie zamkniete.
Budujemy drzewo:
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(0.1) F(O)AVa (F(z) — F(o(z))) — Yz F(z) '~

(0.2) —Vz I‘T(az)

(1) ~(F(O) AVa (F(x) = F(o(x))) > (1p) Va f@)
%0.2,1,
(20) ﬁF<c‘>> o (2,) ~Va (F(z) - F(o(x))) *
(3y) O Té O (4) ~(F(a) n F(o(a)) >~
(34) = O \: a(y) (5,) F(‘a)
X3, (54) =F(0(a)) *~

(64) U(‘a) #0O
(64) —Jy U(f‘l) =o(y) ™a
(7) o(a) 5\’5 o(a)

X7
Wszystkie galezie drzewa sa zamkniete. Tak wiec, pokazaliSmy, ze A3z wynika logicznie z aksjomatu
indukcji.
Rozwazmy nastepujaca regute wnioskowania:
A(O)

Vo A(z)
Jz (A(z) A —A(o(x)))

gdzie A(x) jest dowolna formula jezyka Arytmetyki Peana z jedna zmienna wolng. Nazwiemy ja reguiq
indukcji matematycznej (w skrocie: RIM).

Jesli do aksjomatow P;—Ps dotaczyé regule RIM, to mozna udowodni¢é — co samo w sobie nie jest
zaskakujace — zasade indukcji P;. W tym celu wystarczy dowiesé, ze z przestanek A(Q) oraz Va (A(z) —
A(o(x))) wynika logicznie wniosek Vz A(z), dla dowolnej formuly A(z) jezyka Arytmetyki Peana z jedna
zmienng wolna. Budujemy wiec drzewo, w ktérego pniu umieszczamy powyzsze przestanki oraz zaprzeczony
whniosek:
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1ARIM

(0.1) A(‘Q)

(0.2) Va (A(x) T Alo(z) >
(0.3) =V A(z) ™"

(1) 3z (A(z) A —A(o(z))) 2Ve

(2) A(a) A—A(o(a)) *

A

‘ —
(3) A(a) — A(o(a)) >

|
(4g) A(‘a)
(44) —A(o(a))

/\

(51) ﬂf‘l(a) (5p) A((‘j(a))

X49’51 ><4d,5p

Formuta o numerze (1) jest tu wnioskiem z przestanek o numerach (0.1) oraz (0.3) wedle reguty RIM.

Wszystkie gatezie drzewa sa zamkniete, a zatem dowiedlismy, ze zasada indukcji P; moze zostaé wypro-
wadzona z reguly indukcji RIM.

Rozwazmy jeszcze jedno zastosowanie reguly indukcji RIM. Jak juz wspomniano, w Arytmetyce Robin-
sona nie mozna udowodnié, ze Va x # o(x). Pokazemy, ze zdanie to mozna udowodnié¢ z aksjomatéow Ay oraz
Ay Arytmetyki Robinsona oraz reguty RIM. Budujemy drzewo, w ktorego pniu umieszczamy A;, As oraz
—Vz x # o(z). Formula A(y), ktora wystapi w przestankach reguty RIM jest formuta Vz (y # o(x)).

vay (v £y T o(x) #oly) >
Ve O # o(x)
iz 2 ko)
(1) 3z (z # o(2) ‘/\ ~(0(z) # o(o(x)))) Ve
(2) a#o(a) ‘A ~(o(a) # o(o(a)) >
(3) Vy(a#y T o(a) # a(y)) +" 7@
(4) a+# o(a) T o(a) # o(o(a)) &~
(54) a# o(a)
(

\
(54) —o(a) # o(o(a))

LRIM

1_RIIW

AN

(61) —a ;T o(a) (6,) o(a) 7‘& o (o(a))

X5,,6 X 54,6,

Wszystkie galezie drzewa sa zamkniete, a zatem z A; oraz As wynika logicznie wniosek Vi x # o(x).
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* ok ok

Uwaga. Przyktady II1.6.1. oraz III.6.5. réznia sie od przyktadéw II1.6.2. oraz II1.6.3. pod nastepujacym
wzgledem:

e teorie arytmetyczne budowane byly w celu charakterystyki jednego modelu zamierzonego — uniwer-
sum ,prawdziwych” liczb naturalnych wraz z okreslonymi na nich operacjami; podobnie rzecz sie¢ ma
np. z teoriami geometrycznymi;

e teorie algebraiczne (wymienione tu: teoria grup, teoria algebr Boole’a, a takze liczne inne, np.: teoria
pierscieni, teoria cial, teoria krat, teoria polgrup, itd.) budowane byly w celu charakterystyki obszernej
klasy roznych modeli, spetniajacych tylko wspolne aksjomaty bardzo ogoblnej natury.

O pewnych zaleznosciach miedzy mozliwoscia kategorycznego (tj. jednoznacznego, z dokladnoscia do
izomorfizmu) opisu struktur matematycznych a ufnoscia w stosowany aparat inferencyjny (tj. np. w petnosé
uzywanego systemu logicznego) piszemy w rozdziale IV.

* Xk ok

6.3. Prefiksowe postacie normalne i skolemizacja

W KRZ kazda formula jest inferencyjnie réwnowazna pewnej formule w koniunkcyjnej postaci normalnej
(KPN), a takze pewnej formule w alternatywnej postaci normalnej (APN). Fakt ten moze byé wykorzystany
w dowodzie twierdzenia o petnosci KRZ, ma takze inne zastosowania.

W KRP réwniez dysponujemy metoda sprowadzania dowolnej formuty jezyka tego rachunku do pewnej
standardowej postaci normalnej. Pokazemy mianowicie, ze dowolna formuta jezyka KRP jest réwnowazna
formule, ktora rozpoczyna sie ciagiem kwantyfikatoréw, po ktérym nastepuje formuta bez kwantyfikatorow.
Nadto, pokazemy, ze poprzez wprowadzenie nowych symboli funkcyjnych mozna wyeliminowaé¢ wszystkie
kwantyfikatory egzystencjalne z owego ciggu.

Mowimy, ze formuty A i B jezyka KRP sa inferencyjnie rownowazne, gdy drzewo semantyczne formuly
—(A = B) jest zamkniete.

Mowimy, ze formuly A i B jezyka KRP sa réwnospetnialne, gdy zbior {A} jest semantycznie nie-
sprzeczny wtedy i tylko wtedy, gdy zbior { B} jest semantycznie niesprzeczny.

Mowimy, ze formula A jezyka KRP jest w prefiksowej postaci normalnej, gdy jest ona postaci
Q171 ... Qpxy, B, gdzie B jest formuta bez kwantyfikatoréw, a kazdy symbol @Q; jest jednym z kwantyfi-
katorow: V lub 3. Jesli w dodatku B jest w KPN, to moéwimy, ze A jest w koniunkcyjnej prefiksowej
postaci normalnej. Ciag Q121 ... Qnx, nazywamy prefiksem formuly A, a formule B jej matrycq.

Przez formute uniwersalng rozumiemy kazda formute w prefiksowej postaci normalnej, w ktorej pre-
fiksie wystepuja jedynie kwantyfikatory generalne.

W nastepujacym Lemacie przywoluje si¢ rownowaznosci, na mocy ktérych mozemy przeksztalcaé¢ do-
wolna formule jezyka KRP w odpowiadajaca jej (inferencyjnie rownowazna) formute w prefiksowej postaci
normalnej. Intuicyjnie méwiac, Lemat ten daje wskazowki, jak ,wyciaga¢” kwantyfikatory z formuly do jej
prefiksu (z zachowaniem inferencyjnej rownowaznosci).

LEMAT 6.3.1. Dla dowolnego ciagu kwantyfikatorow ij) = @171 ...Qnr, oraz dowolnych formut A i B
zachodza nastepujace rownowaznosci:

Qr-VyA = Qay-A.
Qr—dyA = QxVy:)A.

@(VyA V B) = Qavz(A(z/y) V B).
%(A AYyB) = %’VZ(A A B(z/y)).
%(EIyA A B) = Q_)mﬂz(A(z/y) A B).
Q_.)T(A A3JyB) = _x)ﬂz(A A B(z/y)).
%(VyA V B) = %Vz(A(z/y) V B).
Qz(AVVYyB) = QuVz(AV B(z/y)).
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@(ayA V B) = @HZ(A(z/y) V B).
%(A\/EI@/B) Qxﬂz(A\/B(z/y)).
Qz(vyA — B) = _@;HZ( (2/y) — B).
%(A — VyB) = @;‘Vz(A — B(z/y)).
%(EIyA — B) = %Vz(A(z/y) — B).
Qz(A — JyB) = QxIz(AV B(z/y)).

We wszystkich tych réwnowaznosciach z jest zmienna nie wystepujaca po lewej stronie réwnowaznosci.

DowoOD. Pozostawiamy czytelniczkom jako éwiczenie pokazanie, ze drzewa semantyczne negacji wszystkich
powyzszych réwnowaznosci sg zamkniete.

Uwaga. Bedziemy traktowaé¢ spojnik réwnowaznosci materialnej = jako skrot definicyjny. Inaczej mowiac,
kazda formule postaci A = B zapisujemy jako (A — B) A (B — A).

TWIERDZENIE 6.3.2. Dla dowolnej formuly A jezyka KRP istnieje rownowazna jej formuta A’ w prefiksowej
postaci normalnej, o tych samych zmiennych wolnych co A. Kazda taka formule A’ nazywamy prefiksowq
postacig normalng formuly A.

DowOD. Przez indukcje po budowie formuly A. W krokach indukcyjnych nalezy skorzystaé¢ z lematu 6.3.1.
Szczegdly pozostawiamy czytelniczkom.

LEMAT 6.3.3. Dla dowolnego zdania A = Vx; ...Vz,3yB jezyka KRP sygnatury o zdanie
A =Vzy .. Ve, B(f(Vxy,...,2,))
gdzie f jest nowym symbolem funkcyjnym spoza o, jest rownospelnialne z A.

DowoD. Niech ¢/ = o U {f}. Jesli 9 jest struktura sygnatury o’ i MM’ = A’, to dla struktury 9 otrzy-
manej z M’ przez opuszczenie interpretacji symbolu f zachodzi M = A. Z drugiej strony, jesli 91 jest
struktura sygnatury o i 9 = A, to mozemy rozszerzy¢ 9 do struktury 9 przez zdefiniowanie denota-
cji Agw (f) w taki sposob, aby dla wszystkich Agy/(a1), ..., Ao (an) € dom (M) = dom(9M) zachodzilo
ME A(f(a1,...,an)/y). Wtedy takze I = A’.

TWIERDZENIE 6.3.4. Dla dowolnego zdania A jezyka KRP sygnatury o istnieje formuta uniwersalna A’ w
jezyku KRP sygnatury o rozszerzonej o nowe symbole funkcyjne taka, ze A oraz A’ sg réwnospelnialne.

Dowo6b. Na mocy Twierdzenia 6.3.2. wystarczy zatozyé, ze A jest w koniunkcyjnej postaci normalnej. Niech
Y1, - - Yn beda wszystkimi zmiennymi egzystencjalnie skwantyfikowanymi w A (w porzadku ich wystapienia
w prefiksie A). Dla kazdego < ¢ < n niech z1,...,z,, beda wszystkimi zmiennymi generalnie skwantyfiko-
wanymi poprzedzajacymi y; w prefiksie A. Rozszerzamy sygnature o przez dodanie dla kazdego < i < n
nowego n; symbolu funkcyjnego f;. Formule A’ otrzymujemy z formuly A przez usuniecie z prefiksu A
wszystkich kwantyfikatorow egzystencjalnych oraz zastapienie wszystkich wystapien y; przez fi(z1,...,Zn;).
Dla wykazania, ze A’ jest rownospelnialna z A wystarczy n razy zastosowaé¢ Lemat 6.3.3.

Kazda formule A’ spelniajaca teze powyzszego twierdzenia nazywamy skolemowgq postacig normalng
formuty A.

Na mocy powyzszego twierdzenia tworzenie drzew semantycznych dla (negacji) dowolnych formut jezyka
KRP mozna sprowadzi¢ do tworzenia drzew semantycznych dla (negacji) formul uniwersalnych. Zobaczymy
w dwoch nastepnych podrozdziatach, jakie fakt ten ma znaczenie.

PRZYKLADY. 6.3.5.

Rozwazmy dwie formuty:

o (1) VadyP(z,y) V ~JaVyQ(x,y)
e (2) VaVy(Iz(P(z,2) A Py, 2)) — FuQ(z, y,u)).
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Formule w prefiksowej postaci normalnej rownowazna inferencyjnie z (1) mozemy znaleZ¢ np. w naste-
pujacy sposob:

VadyP(z,y) V ~3aVyQ(z,y)
Vu(JyP(u,y) vV -F2VyQ(z, y)
YuIv(P(u,v) V

(u (
( —~32VyQ(z,y)
YuTv(P Eu, V)V VacﬁVyQE

VuIv(P(u,v) V VeIy—Q(x,
VuIoVw(P(u,v) V Iy—Q(w, y))
YuFovw3Iz(P(u,v) V ~Q(w, z)).

Formule w prefiksowej postaci normalnej rownowazng inferencyjnie z (2) mozemy znalezZ¢ np. w naste-
pujacy sposob:

VaVy(3z(P(xz,2) A Py, 2)) — JuQ(z,y,u))
VaVyVw((P(z,w) A Py, w)) — JuQ(z,y,u))
VaVyVw3z((P(z, w) A P(y,w)) — Q(z,y, 2)).

Mozliwymi postaciami skolemowymi formut (1) oraz (2) sa np.:
o ()" Vuvw(P(u, f(u)) vV —Q(w, g(u, w)))
o (2) VavVyVw((P(z,w) A P(y,w)) — Q(z,y, f(x,y,w))).
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