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Plan na dzis

Plan na dzis; )

@ zbiory i relacje rekurencyjne;
@ zbiory rekurencyjnie przeliczalne;

@ wybrane wtasnosci zbioréw i relacji rekurencyjnych i rekurencyjnie
przeliczalnych.

Bedziemy korzysta¢ z definicji oraz przyktadéw zamieszczonych w: |

o I.A. tawrow, L.L. Maksimowa Zadania z teorii mnogosci, logiki
matematycznej i teorii algorytmoéw. Wydawnictwo Naukowe PWN,
Warszawa 2004. Z jezyka rosyjskiego przetozyt Jerzy Pogonowski.
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Zbiory i relacje rekurencyjne

Zbiory i relacje rekurencyjne

W dalszym ciggu, uzywajac terminu zbiér bedziemy mieli na mysli tylko
podzbiory zbioru N wszystkich liczb naturalnych, zas zbiorami n-tek
(ciggow dtugosci n) bedziemy nazywaé podzbiory zbioru N (n > 1).

Niech P bedzie dowolng n-argumentowa relacja na zbiorze N. Funkcje
Op(x1,...,xn) nazywamy funkcja reprezentujaca relacje P (lub funkcja
charakterystyczna relacji P), jesli funkcja ta spetnia warunek

| 0, gdy P(xi,...,x,)zachodzi,
Op(x1,- - xn) = { 1, gdy P(xi,...,xn) nie zachodzi.
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Zbiory i relacje rekurencyjne

Relacja P jest rekurencyjna (pierwotnie rekurencyjna), jesli jej funkcja
charakterystyczna jest ogdlnie rekurencyjna (pierwotnie rekurencyjna).

Zbiér n-tek M nazywamy rekurencyjnym (pierwotnie rekurencyjnym), jesli
relacja
P(x1,...,xn) zachodzi & (x1,...,x,) € M

jest rekurencyjna (pierwotnie rekurencyjna).
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Zbiory i relacje rekurencyjnie przeliczalne

Zbioér n-tek M nazywamy rekurencyjnie przeliczalnym, jesli istnieje
(n+ 1)-argumentowa relacja pierwotnie rekurencyjna J
RM(X].?"'JXn7y) J
spetniajaca dla kazdych xi, ..., x, warunek: ]
<X1>---,Xn>€M@HYRM(Xla---,Xn,Y)- J

Zbiory i relacje rekurencyjnie przeliczalne stanowiag matematyczne
odpowiedniki poje¢ pozytywnie obliczalnych.
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Zbiory i relacje rekurencyjnie przeliczalne

Méwimy, ze relacja R C N jest pozytywnie obliczalna wtedy i tylko wtedy,
gdy dla dowolnego uktadu liczb naturalnych ay, ..., a,, jezeli zachodzi
R(a1,...,an), to metoda ta da w skoriczonej liczbie z géry okreslonych
krokéw odpowiedz na pytanie: ,Czy zachodzi R(ay,...,a,)?"

Jezeli natomiast nie zachodzi R(a1,...,a,), to metoda ta moze nie dac
zadnej odpowiedzi na to pytanie.

Przyktad. Klasyczny Rachunek Predykatéw jest nierozstrzygalny. Nie
istnieje efektywna metoda rozstrzygania, czy jakas formuta jezyka tego
rachunku jest jego tautologia. Klasyczny Rachunek Predykatéw jest jednak
potrozstrzygalny: wtasnos¢ bycia tautologia tego rachunku jest pozytywnie
obliczalna. Metoda drzew semantycznych (tablic analitycznych) pozwala,
gdy jakas formuta jest tautologia tego rachunku, dowies¢ tego w sposéb
efektywny.

Jerzy Pogonowski (MEQG) Funkcje rekurencyjne (8) (JiNol I1I) 18 kwietnia 2007 6 /25



Zbiory i relacje rekurencyjnie przeliczalne

Dla dowolnego zbioru n-tek M zdefiniujemy funkcje charakterystyczna
XM(X1,...,Xn) oraz czesciowa funkcje charakterystyczng xp;(x1,-..,Xn) W
spos6b nastepujacy:

0, gdy (x1,...,xp) € M,

1, gdy (xi,...,xs) ¢ M,

0, gdy (x1,...,xp) € M,

nie okreslona, gdy (x1,...,x,) ¢ M.

xm(X1, .. Xp) =

Xm(Xt, .o Xxp) = {

Jezeli f jest n-argumentowa funkcja czesciowa, to zbiér

Fe={{x1, s Xn F(X1, 0o Xn)) = (X1, .., Xn) € Or}

nazywamy wykresem funkgcji f. Funkcje f(x1,...,xp) nazywamy
dookresleniem funkgji g(x1,...,xn), jesli g C I oraz 6f = N.
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Wybrane wtasnosci r.e. zbioréw i relacji

Whtasnosci zbioréw i relacji rekurencyjnie przeliczalnych

Nastepujace relacje sg pierwotnie rekurencyjne: )
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Wybrane wtasnosci r.e. zbioréw i relacji

Whtasnosci zbioréw i relacji rekurencyjnie przeliczalnych

Jezeli relacje P(xi,...,x,) oraz Q(xq, ..

rekurencyjne), to nastepujace relacje s3 réwniez rekurencyjne (pierwotnie

., Xn) sa rekurencyjne (pierwotnie

rekurencyjne):
o (a) (P(x1,-- -y %) A Qxt,- -+, Xn));
o (b) (P(x1,--,xa) V Q(x1, ..., Xn));
o (c) ~P(x1,...,xn);
o (d) (P(x1,...,xn) D Q(x1,...,xn));
o (e) P(x1,x1,X3,...,Xn);
o (f) P(f(x1,- s Xm)s Xmt1,- -+ s Xm+n—1), jeSli f(x1,...,xm) jest orf
(prf).
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Wybrane wtasnosci r.e. zbioréw i relacji

Whtasnosci zbioréw i relacji rekurencyjnie przeliczalnych

o Jezeli relacja R(x1,...,Xn,y) jest rekurencyjna (pierwotnie
rekurencyjna), to relacje Jy(y < z A R(x1,...,xn,y)) oraz
Vy(y < z— R(x1,...,Xn,y)) réwniez sa rekurencyjne (pierwotnie
rekurencyjne).

o Jezeli relacja R(x1,...,xn, ¥, 2) jest pierwotnie rekurencyjna, to
M= {(x1,...,xn) : JyIzR(x1,...,Xn, ¥, 2)} jest zbiorem
rekurencyjnie przeliczalnym.

o Istnieje zbidr, ktéry nie jest rekurencyjnie przeliczalny.

@ Dowolny skofczony zbiér liczb naturalnych jest pierwotnie
rekurencyjny.
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Wybrane wtasnosci r.e. zbioréw i relacji

Whtasnosci zbioréw i relacji rekurencyjnie przeliczalnych

@ Zbidr n-tek jest rekurencyjny (pierwotnie rekurencyjny) wtedy i tylko
wtedy, gdy jego funkcja charakterystyczna jest ogélnie rekurencyjna
(pierwotnie rekurencyjna).

o Jezeli f jest funkcja ogdlnie rekurencyjna (pierwotnie rekurencyjna),
za$ a jest ustalong liczba, to zbiér rozwigzan réwnania
f(x1,...,%n) = a jest rekurencyjny (pierwotnie rekurencyjny).

@ Niech f bedzie funkcja czesciowo, ale nie ogdlnie rekurencyjng. Wtedy
dziedzina funkcji f~! jest zbiorem pierwotnie rekurencyjnym.
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Wybrane wtasnosci r.e. zbioréw i relacji

Whtasnosci zbioréw i relacji rekurencyjnie przeliczalnych

o Jezeli zbiory A oraz B s3 rekurencyjne (pierwotnie rekurencyjne), to
réwniez zbiory AN B, AU B, N\ A sa rekurencyjne (pierwotnie
rekurencyjne).

@ Jezeli zbiory A i B s3 rekurencyjnie przeliczalne, to zbiory AN B i
AU B tez s3 rekurencyjnie przeliczalne.

o Kazdy zbiér pierwotnie rekurencyjny jest rekurencyjnie przeliczalny.
@ Niech zbiory A i B réznig sie skoficzong liczba elementéw. Wtedy:

o (a) jesli A jest rekurencyjny, to B jest rekurencyjny;
o (b) jesli A jest rekurencyjnie przeliczalny, to B jest rekurencyjnie
przeliczalny.
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Wybrane wtasnosci r.e. zbioréw i relacji

Whtasnosci zbioréw i relacji rekurencyjnie przeliczalnych

o Jezeli zbiér A oraz jego dopetnienie N\ A s3 rekurencyjnie
przeliczalne, to A jest rekurencyjny (twierdzenie Posta).

e Niech M C N". Przyjmijmy:
c"(M) ={c"(x1,...,xn) : (x1,...,Xxn) € M},

gdzie ¢” jest funkcja kodujaca ciagi, zdefiniowana w poprzednim
wyktadzie. Wtedy:

o (a) M jest pierwotnie rekurencyjny wtedy i tylko wtedy, gdy c”(M) jest
pierwotnie rekurencyjny;

o (b) M jest rekurencyjny wtedy i tylko wtedy, gdy ¢"(M) jest
rekurencyjny;

o (c) M jest rekurencyjnie przeliczalny wtedy i tylko wtedy, gdy ¢"(M)
jest rekurencyjnie przeliczalny.
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Wybrane wtasnosci r.e. zbioréw i relacji

Whtasnosci zbioréw i relacji rekurencyjnie przeliczalnych

@ Niech M C N bedzie zbiorem niepustym. M jest rekurencyjnie
przeliczalny wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje funkcja pierwotnie
rekurencyjna «a(x) taka, ze M = {a(x) : x € N'}.

@ Niech M bedzie niepustym zbiorem n-tek. Wtedy zbiér M jest
rekurencyjnie przeliczalny wtedy i tylko wtedy, gdy istnieja
jednoargumentowe funkcje pierwotnie rekurencyjne as, ..., «, takie,
ze:

M = {{a1(x),...,an(x)) : x € N'}.

o Niech funkcja ogélnie rekurencyjna f(x) spetnia warunek: f(x) > x
dla wszystkich x € . Wtedy zbiér wartosci pr funkcji f jest
rekurencyjny.
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Wybrane wtasnosci r.e. zbioréw i relacji

Whtasnosci zbioréw i relacji rekurencyjnie przeliczalnych

@ Zbidr nieskonczony A jest rekurencyjny wtedy i tylko wtedy, gdy A jest
zbiorem wartosci Scisle rosnacej funkcji ogélnie rekurencyjne;.

@ Niepusty zbiér A jest rekurencyjny wtedy i tylko wtedy, gdy A jest
zbiorem wartosci rosnacej (niekoniecznie Scisle) funkcji ogdlnie
rekurencyjnej.

o Kazdy nieskoficzony zbiér rekurencyjnie przeliczalny zawiera
nieskonczony zbiér rekurencyjny.

e Kazdy nieskoriczony zbiér rekurencyjnie przeliczalny daje sie
przedstawi¢ w postaci A = pr, dla pewnej wzajemnie jednoznacznej
funkcji ogdlnie rekurencyjnej f.
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Wybrane wtasnosci r.e. zbioréw i relacji

Whtasnosci zbioréw i relacji rekurencyjnie przeliczalnych

o Wykres funkcji ogélnie rekurencyjnej jest zbiorem rekurencyjnym.

o Jesli wykres ¢ funkgji f jest rekurencyjnie przeliczalny, to funkcja £
jest czesciowo rekurencyjna.

@ Przeciwobraz zbioru rekurencyjnego wzgledem funkcji ogélnie
rekurencyjnej jest rekurencyjny.

@ Niech A bedzie zbiorem rekurencyjnym, f funkcja ogélnie rekurencyjna
i przy tym niech pr = N, f(A)NF(N \ A) = 0. Wtedy f(A) jest
rekurencyjny.

@ Niech A, B beda zbiorami rekurencyjnie przeliczalnymi, za$§ C zbiorem
rekurencyjnym takim, ze ANB =, AC C C AUB. Wtedy A jest
rekurencyjny.
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Wybrane wtasnosci r.e. zbioréw i relacji

Whtasnosci zbioréw i relacji rekurencyjnie przeliczalnych

@ Niech 7, g beda funkcjami ogélnie rekurencyjnymi i niech g bedzie 1-1
funkcja. Niech takze f(x) > g(x) dla wszystkich x. Jesli pg jest
rekurencyjny, to pr tez jest rekurencyjny.

e Niech A, B beda zbiorami rekurencyjnie przeliczalnymi. Wtedy istnieja
zbiory rekurencyjnie przeliczalne A; C A, By C B takie, ze
AiNB =0, AiUB; = AUB.
Mozna udowodnié, ze:

o (a) funkcja otrzymana za pomoca superpozycji z funkcji o wykresie
rekurencyjnie przeliczalnym ma wykres rekurencyjnie przeliczalny;

o (b) funkcja utworzona za pomoca schematu rekursji prostej z funkgji o
wykresie rekurencyjnie przeliczalnym ma wykres rekurencyjnie
przeliczalny;

o (c) funkcja utworzona z pomoca p-operatora z funkgji o wykresie
rekurencyjnie przeliczalnym ma wykres rekurencyjnie przeliczalny;

o (d) wykres dowolnej funkcji czeSciowo rekurencyjnej jest rekurencyjnie
przeliczalny.
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Wybrane wtasnosci r.e. zbioréw i relacji

Whtasnosci zbioréw i relacji rekurencyjnie przeliczalnych

@ Funkcja jest czesciowo rekurencyjna wtedy i tylko wtedy, gdy je;
wykres jest rekurencyjnie przeliczalny (twierdzenie o wykresie).

@ Dziedzina funkgji czeSciowo rekurencyjnej jest zbiorem rekurencyjnie
przeliczalnym.

@ Zbiér wartosci funkcji czesciowo rekurencyjnej jest zbiorem
rekurencyjnie przeliczalnym.

e Kazdy zbidr rekurencyjny jest rekurencyjnie przeliczalny.

@ Zbior n-tek jest rekurencyjnie przeliczalny wtedy i tylko wtedy, gdy
jego funkcja charakterystyczna jest czeSciowo rekurencyjna.
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Wybrane wtasnosci r.e. zbioréw i relacji

Whtasnosci zbioréw i relacji rekurencyjnie przeliczalnych

@ Mozna udowodnié, ze:

e (a) obraz zbioru rekurencyjnie przeliczalnego wzgledem funkgji
czesciowo rekurencyjnej jest rekurencyjnie przeliczalny;

o (b) przeciwobraz zbioru rekurencyjnie przeliczalnego wzgledem funkgji
czeSciowo rekurencyjnej jest rekurencyjnie przeliczalny.

@ Zbiér A rozwiazah réwnania
f(x1,...,xn) = a

jest rekurencyjnie przeliczalny, jesli f jest czesciowo rekurencyjna
funkcja n-argumentowa.

o Jesli "1 jest funkcja czesciowo rekurencyjna, to zbiér
M = {{(x1,...,xq) : yf(x1,...,Xn,y) = 0} jest rekurencyjnie
przeliczalny.
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Wybrane wtasnosci r.e. zbioréw i relacji

Whtasnosci zbioréw i relacji rekurencyjnie przeliczalnych

e Niech My, ..., M, beda parami roztacznymi rekurencyjnie
przeliczalnymi zbiorami n-tek, a f1,. .., fx czeSciowo rekurencyjnymi
funkcjami n-argumentowymi. Wtedy funkcja g zdefiniowana

nastepujaco:
Alxa, ..., %), gdy (x1,...,%n) € My,
glxt,...,xp) =% filxa, ..., xn), gdy (x1,...,xn) € M,
nie okreslona w pozostatych
przypadkach,

jest czeSciowo rekurencyjna.
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Wybrane wtasnosci r.e. zbioréw i relacji

Whtasnosci zbioréw i relacji rekurencyjnie przeliczalnych

o Kazda funkcje czesciowo rekurencyjng f(xi, ..., xn) mozna
przedstawi¢ w postaci normalnej Kleene'go, tj. w nastepujacej postaci:

f(x1,...,xn) = (utlg(xi,...,xn, t) =0]),

gdzie g(x1,...,Xn, t) jest stosowna funkcja pierwotnie rekurencyjna,
zas | funkcja zdefiniowang w poprzednim wyktadzie.

o Funkcje czesciowa f(x,...,Xx,) mozna przedstawi¢ w postaci

f(x1,...,xn) = pt[g(x1, ..., xp, t) =0]

dla stosownej funkcji pierwotnie rekurencyjnej g(xi, ..., xn, t) wtedy i
tylko wtedy, gdy wykres funkcji f(x1,...,x,) jest pierwotnie
rekurencyjny.
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Wybrane wtasnosci r.e. zbioréw i relacji

Whtasnosci zbioréw i relacji rekurencyjnie przeliczalnych

e Niech F(x,y) bedzie funkcja zdefiniowang z pomoca schematu rekursji
wzgledem dwu zmiennych:

F(0,y) = «(y),
F(x +1,0) = ¥(x, F(x, a(x)), F(x, F(x,7(x)))),
F(x+1,y+1)=71(x,y, F(x,F(x+1,y))).

e Wtedy, jesli funkcje o, v, o, v, 7 sa ogdlnie rekurencyjne, to funkcja F
jest ogdlnie rekurencyjna.
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Wybrane wtasnosci r.e. zbioréw i relacji

Whtasnosci zbioréw i relacji rekurencyjnie przeliczalnych

@ Zbiér H = {x : JyT1(x, x,y) = 0}, jest rekurencyjnie przeliczalny, ale
nie jest rekurencyjny. Tu Ty jest funkcja pierwotnie rekurencyjng taka,
ze:

U(m, x) = p(uy[T1(m, x,y) = 0])
gdzie U(m, x) jest funkcja uniwersalna dla rodziny wszystkich
jednoargumentowych funkcji czesciowo rekurencyjnych, a p jest pewng
funkcja pierwotnie rekurencyjna.
o Jedli dziedzina czesciowo rekurencyjnej funkcji " jest zbiorem
rekurencyjnym, to 7 ma rekurencyjne dookreslenie.

e Jesli V(n, x) jest czesciowo rekurencyjna funkcja uniwersalng dla klasy
wszystkich jednoargumentowych funkcji czesciowo rekurencyjnych, to
zbiér M = {x : V(x,x) = 0} jest rekurencyjnie przeliczalny, ale nie
jest rekurencyjny.
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Wybrane wtasnosci r.e. zbioréw i relacji

Whtasnosci zbioréw i relacji rekurencyjnie przeliczalnych

o Istnieje funkcja czesciowo rekurencyjna f(x), ktéra nie ma ogdlnie
rekurencyjnego dookreslenia.

o Istnieje funkcja czesciowo rekurencyjna f(x), ktéra nie daje sie
przedstawi¢ w postaci

f(x) = pylg(x,y) = 0]

dla zadnej ogélnie rekurencyjnej funkgji g.

o Jesli V(n, x) jest czesciowo rekurencyjng funkcja uniwersalng dla klasy
wszystkich jednoargumentowych funkgji pierwotnie rekurencyjnych, to
zbiér

G = {n: V(n,x) jest ogélnie rekurencyjna}

nie jest rekurencyjnie przeliczalny.
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Koniec

Na dzi$ wystarczy. ]

Na nastepnym wyktadzie zobaczymy, jak funkcje i relacje rekurencyjne
opisywa¢ mozna w Arytmetyce Peana. J

Dowiemy sie réwniez, czym jest hierarchia arytmetyczna. )
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