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Wprowadzenie

Plan na dzi±

Plan na dzi±:

zbiory i relacje rekurencyjne;

zbiory rekurencyjnie przeliczalne;

wybrane wªasno±ci zbiorów i relacji rekurencyjnych i rekurencyjnie

przeliczalnych.

B¦dziemy korzysta¢ z de�nicji oraz przykªadów zamieszczonych w:

I.A. �awrow, L.L. Maksimowa Zadania z teorii mnogo±ci, logiki

matematycznej i teorii algorytmów. Wydawnictwo Naukowe PWN,

Warszawa 2004. Z j¦zyka rosyjskiego przeªo»yª Jerzy Pogonowski.
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Zbiory i relacje rekurencyjne

Zbiory i relacje rekurencyjne

W dalszym ci¡gu, u»ywaj¡c terminu zbiór b¦dziemy mieli na my±li tylko

podzbiory zbioru N wszystkich liczb naturalnych, za± zbiorami n-tek

(ci¡gów dªugo±ci n) b¦dziemy nazywa¢ podzbiory zbioru N n (n > 1).

Niech P b¦dzie dowoln¡ n-argumentow¡ relacj¡ na zbiorze N . Funkcj¦

θP(x1, . . . , xn) nazywamy funkcj¡ reprezentuj¡c¡ relacj¦ P (lub funkcj¡

charakterystyczn¡ relacji P), je±li funkcja ta speªnia warunek

θP(x1, . . . , xn) =

{
0, gdy P(x1, . . . , xn) zachodzi,
1, gdy P(x1, . . . , xn) nie zachodzi.
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Zbiory i relacje rekurencyjne

Zbiory i relacje rekurencyjne

Relacja P jest rekurencyjna (pierwotnie rekurencyjna), je±li jej funkcja

charakterystyczna jest ogólnie rekurencyjna (pierwotnie rekurencyjna).

Zbiór n-tek M nazywamy rekurencyjnym (pierwotnie rekurencyjnym), je±li

relacja

P(x1, . . . , xn) zachodzi⇔ 〈x1, . . . , xn〉 ∈ M

jest rekurencyjna (pierwotnie rekurencyjna).
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Zbiory i relacje rekurencyjnie przeliczalne

Zbiory i relacje rekurencyjnie przeliczalne

Zbiór n-tek M nazywamy rekurencyjnie przeliczalnym, je±li istnieje

(n + 1)-argumentowa relacja pierwotnie rekurencyjna

RM(x1, . . . , xn, y)

speªniaj¡ca dla ka»dych x1, . . . , xn warunek:

〈x1, . . . , xn〉 ∈ M ⇔ ∃yRM(x1, . . . , xn, y).

Zbiory i relacje rekurencyjnie przeliczalne stanowi¡ matematyczne

odpowiedniki poj¦¢ pozytywnie obliczalnych.
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Zbiory i relacje rekurencyjnie przeliczalne

Zbiory i relacje rekurencyjnie przeliczalne

Mówimy, »e relacja R ⊆ N n jest pozytywnie obliczalna wtedy i tylko wtedy,

gdy dla dowolnego ukªadu liczb naturalnych a1, . . . , an, je»eli zachodzi
R(a1, . . . , an), to metoda ta da w sko«czonej liczbie z góry okre±lonych

kroków odpowied¹ na pytanie: �Czy zachodzi R(a1, . . . , an)?�.
Je»eli natomiast nie zachodzi R(a1, . . . , an), to metoda ta mo»e nie da¢

»adnej odpowiedzi na to pytanie.

Przykªad. Klasyczny Rachunek Predykatów jest nierozstrzygalny. Nie

istnieje efektywna metoda rozstrzygania, czy jaka± formuªa j¦zyka tego

rachunku jest jego tautologi¡. Klasyczny Rachunek Predykatów jest jednak

póªrozstrzygalny: wªasno±¢ bycia tautologi¡ tego rachunku jest pozytywnie

obliczalna. Metoda drzew semantycznych (tablic analitycznych) pozwala,

gdy jaka± formuªa jest tautologi¡ tego rachunku, dowie±¢ tego w sposób

efektywny.
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Zbiory i relacje rekurencyjnie przeliczalne

Zbiory i relacje rekurencyjnie przeliczalne

Dla dowolnego zbioru n-tek M zde�niujemy funkcj¦ charakterystyczn¡

χM(x1, . . . , xn) oraz cz¦±ciow¡ funkcj¦ charakterystyczn¡ χ∗M(x1, . . . , xn) w

sposób nast¦puj¡cy:

χM(x1, . . . , xn) =

{
0, gdy 〈x1, . . . , xn〉 ∈ M,
1, gdy 〈x1, . . . , xn〉 /∈ M;

χ∗M(x1, . . . , xn) =

{
0, gdy 〈x1, . . . , xn〉 ∈ M,
nie okre±lona, gdy 〈x1, . . . , xn〉 /∈ M.

Je»eli f jest n-argumentow¡ funkcj¡ cz¦±ciow¡, to zbiór

Γf = {〈x1, . . . , xn, f (x1, . . . , xn)〉 : 〈x1, . . . , xn〉 ∈ δf }

nazywamy wykresem funkcji f . Funkcj¦ f (x1, . . . , xn) nazywamy

dookre±leniem funkcji g(x1, . . . , xn), je±li Γg ⊆ Γf oraz δf = N .
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Wybrane wªasno±ci r.e. zbiorów i relacji

Wªasno±ci zbiorów i relacji rekurencyjnie przeliczalnych

Nast¦puj¡ce relacje s¡ pierwotnie rekurencyjne:

(a) x = y ;

(b) x + y = z ;

(c) x · y = z ;

(d) x dzieli y ;

(e) x jest parzyste;

(f) x oraz y s¡ wzgl¦dnie pierwsze;

(g) ∃n(x = 12 + 22 + . . .+ n2);

(h) ∃n(x = 1 + 2 + . . .+ n).
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Wybrane wªasno±ci r.e. zbiorów i relacji

Wªasno±ci zbiorów i relacji rekurencyjnie przeliczalnych

Je»eli relacje P(x1, . . . , xn) oraz Q(x1, . . . , xn) s¡ rekurencyjne (pierwotnie

rekurencyjne), to nast¦puj¡ce relacje s¡ równie» rekurencyjne (pierwotnie

rekurencyjne):

(a) (P(x1, . . . , xn) ∧ Q(x1, . . . , xn));

(b) (P(x1, . . . , xn) ∨ Q(x1, . . . , xn));

(c) ¬P(x1, . . . , xn);

(d) (P(x1, . . . , xn) ⊃ Q(x1, . . . , xn));

(e) P(x1, x1, x3, . . . , xn);

(f) P(f (x1, . . . , xm), xm+1, . . . , xm+n−1), je±li f (x1, . . . , xm) jest orf

(prf).
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Wybrane wªasno±ci r.e. zbiorów i relacji

Wªasno±ci zbiorów i relacji rekurencyjnie przeliczalnych

Je»eli relacja R(x1, . . . , xn, y) jest rekurencyjna (pierwotnie

rekurencyjna), to relacje ∃y(y 6 z ∧ R(x1, . . . , xn, y)) oraz

∀y(y 6 z → R(x1, . . . , xn, y)) równie» s¡ rekurencyjne (pierwotnie

rekurencyjne).

Je»eli relacja R(x1, . . . , xn, y , z) jest pierwotnie rekurencyjna, to

M = {〈x1, . . . , xn〉 : ∃y∃zR(x1, . . . , xn, y , z)} jest zbiorem

rekurencyjnie przeliczalnym.

Istnieje zbiór, który nie jest rekurencyjnie przeliczalny.

Dowolny sko«czony zbiór liczb naturalnych jest pierwotnie

rekurencyjny.
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Wybrane wªasno±ci r.e. zbiorów i relacji

Wªasno±ci zbiorów i relacji rekurencyjnie przeliczalnych

Zbiór n-tek jest rekurencyjny (pierwotnie rekurencyjny) wtedy i tylko

wtedy, gdy jego funkcja charakterystyczna jest ogólnie rekurencyjna

(pierwotnie rekurencyjna).

Je»eli f jest funkcj¡ ogólnie rekurencyjn¡ (pierwotnie rekurencyjn¡),

za± a jest ustalon¡ liczb¡, to zbiór rozwi¡za« równania

f (x1, . . . , xn) = a jest rekurencyjny (pierwotnie rekurencyjny).

Niech f b¦dzie funkcj¡ cz¦±ciowo, ale nie ogólnie rekurencyjn¡. Wtedy

dziedzina funkcji f −1 jest zbiorem pierwotnie rekurencyjnym.
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Wybrane wªasno±ci r.e. zbiorów i relacji

Wªasno±ci zbiorów i relacji rekurencyjnie przeliczalnych

Je»eli zbiory A oraz B s¡ rekurencyjne (pierwotnie rekurencyjne), to

równie» zbiory A ∩ B , A ∪ B , N \ A s¡ rekurencyjne (pierwotnie

rekurencyjne).

Je»eli zbiory A i B s¡ rekurencyjnie przeliczalne, to zbiory A ∩ B i

A ∪ B te» s¡ rekurencyjnie przeliczalne.

Ka»dy zbiór pierwotnie rekurencyjny jest rekurencyjnie przeliczalny.

Niech zbiory A i B ró»ni¡ si¦ sko«czon¡ liczb¡ elementów. Wtedy:

(a) je±li A jest rekurencyjny, to B jest rekurencyjny;
(b) je±li A jest rekurencyjnie przeliczalny, to B jest rekurencyjnie
przeliczalny.
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Wybrane wªasno±ci r.e. zbiorów i relacji

Wªasno±ci zbiorów i relacji rekurencyjnie przeliczalnych

Je»eli zbiór A oraz jego dopeªnienie N \ A s¡ rekurencyjnie

przeliczalne, to A jest rekurencyjny (twierdzenie Posta).

Niech M ⊆ N n. Przyjmijmy:

cn(M) = {cn(x1, . . . , xn) : 〈x1, . . . , xn〉 ∈ M},

gdzie cn jest funkcj¡ koduj¡c¡ ci¡gi, zde�niowan¡ w poprzednim

wykªadzie. Wtedy:

(a) M jest pierwotnie rekurencyjny wtedy i tylko wtedy, gdy cn(M) jest
pierwotnie rekurencyjny;
(b) M jest rekurencyjny wtedy i tylko wtedy, gdy cn(M) jest
rekurencyjny;
(c) M jest rekurencyjnie przeliczalny wtedy i tylko wtedy, gdy cn(M)
jest rekurencyjnie przeliczalny.
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Wybrane wªasno±ci r.e. zbiorów i relacji

Wªasno±ci zbiorów i relacji rekurencyjnie przeliczalnych

Niech M ⊆ N b¦dzie zbiorem niepustym. M jest rekurencyjnie

przeliczalny wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje funkcja pierwotnie

rekurencyjna α(x) taka, »e M = {α(x) : x ∈ N}.
Niech M b¦dzie niepustym zbiorem n-tek. Wtedy zbiór M jest

rekurencyjnie przeliczalny wtedy i tylko wtedy, gdy istniej¡

jednoargumentowe funkcje pierwotnie rekurencyjne α1, . . . , αn takie,

»e:

M = {〈α1(x), . . . , αn(x)〉 : x ∈ N}.

Niech funkcja ogólnie rekurencyjna f (x) speªnia warunek: f (x) > x

dla wszystkich x ∈ N . Wtedy zbiór warto±ci ρf funkcji f jest

rekurencyjny.
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Wybrane wªasno±ci r.e. zbiorów i relacji

Wªasno±ci zbiorów i relacji rekurencyjnie przeliczalnych

Zbiór niesko«czony A jest rekurencyjny wtedy i tylko wtedy, gdy A jest

zbiorem warto±ci ±ci±le rosn¡cej funkcji ogólnie rekurencyjnej.

Niepusty zbiór A jest rekurencyjny wtedy i tylko wtedy, gdy A jest

zbiorem warto±ci rosn¡cej (niekoniecznie ±ci±le) funkcji ogólnie

rekurencyjnej.

Ka»dy niesko«czony zbiór rekurencyjnie przeliczalny zawiera

niesko«czony zbiór rekurencyjny.

Ka»dy niesko«czony zbiór rekurencyjnie przeliczalny daje si¦

przedstawi¢ w postaci A = ρf , dla pewnej wzajemnie jednoznacznej

funkcji ogólnie rekurencyjnej f .
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Wybrane wªasno±ci r.e. zbiorów i relacji

Wªasno±ci zbiorów i relacji rekurencyjnie przeliczalnych

Wykres funkcji ogólnie rekurencyjnej jest zbiorem rekurencyjnym.

Je±li wykres Γf funkcji f jest rekurencyjnie przeliczalny, to funkcja f

jest cz¦±ciowo rekurencyjna.

Przeciwobraz zbioru rekurencyjnego wzgl¦dem funkcji ogólnie

rekurencyjnej jest rekurencyjny.

Niech A b¦dzie zbiorem rekurencyjnym, f funkcj¡ ogólnie rekurencyjn¡

i przy tym niech ρf = N , f (A) ∩ f (N \ A) = ∅. Wtedy f (A) jest

rekurencyjny.

Niech A,B b¦d¡ zbiorami rekurencyjnie przeliczalnymi, za± C zbiorem

rekurencyjnym takim, »e A ∩ B = ∅, A ⊆ C ⊆ A ∪ B . Wtedy A jest

rekurencyjny.
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Wybrane wªasno±ci r.e. zbiorów i relacji

Wªasno±ci zbiorów i relacji rekurencyjnie przeliczalnych

Niech f , g b¦d¡ funkcjami ogólnie rekurencyjnymi i niech g b¦dzie 1�1

funkcj¡. Niech tak»e f (x) > g(x) dla wszystkich x . Je±li ρg jest

rekurencyjny, to ρf te» jest rekurencyjny.

Niech A,B b¦d¡ zbiorami rekurencyjnie przeliczalnymi. Wtedy istniej¡

zbiory rekurencyjnie przeliczalne A1 ⊆ A, B1 ⊆ B takie, »e

A1 ∩ B1 = ∅, A1 ∪ B1 = A ∪ B .

Mo»na udowodni¢, »e:

(a) funkcja otrzymana za pomoc¡ superpozycji z funkcji o wykresie
rekurencyjnie przeliczalnym ma wykres rekurencyjnie przeliczalny;
(b) funkcja utworzona za pomoc¡ schematu rekursji prostej z funkcji o
wykresie rekurencyjnie przeliczalnym ma wykres rekurencyjnie
przeliczalny;
(c) funkcja utworzona z pomoc¡ µ-operatora z funkcji o wykresie
rekurencyjnie przeliczalnym ma wykres rekurencyjnie przeliczalny;
(d) wykres dowolnej funkcji cz¦±ciowo rekurencyjnej jest rekurencyjnie
przeliczalny.
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Wybrane wªasno±ci r.e. zbiorów i relacji

Wªasno±ci zbiorów i relacji rekurencyjnie przeliczalnych

Funkcja jest cz¦±ciowo rekurencyjna wtedy i tylko wtedy, gdy jej

wykres jest rekurencyjnie przeliczalny (twierdzenie o wykresie).

Dziedzina funkcji cz¦±ciowo rekurencyjnej jest zbiorem rekurencyjnie

przeliczalnym.

Zbiór warto±ci funkcji cz¦±ciowo rekurencyjnej jest zbiorem

rekurencyjnie przeliczalnym.

Ka»dy zbiór rekurencyjny jest rekurencyjnie przeliczalny.

Zbiór n-tek jest rekurencyjnie przeliczalny wtedy i tylko wtedy, gdy

jego funkcja charakterystyczna jest cz¦±ciowo rekurencyjna.
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Wybrane wªasno±ci r.e. zbiorów i relacji

Wªasno±ci zbiorów i relacji rekurencyjnie przeliczalnych

Mo»na udowodni¢, »e:

(a) obraz zbioru rekurencyjnie przeliczalnego wzgl¦dem funkcji
cz¦±ciowo rekurencyjnej jest rekurencyjnie przeliczalny;
(b) przeciwobraz zbioru rekurencyjnie przeliczalnego wzgl¦dem funkcji
cz¦±ciowo rekurencyjnej jest rekurencyjnie przeliczalny.

Zbiór A rozwi¡za« równania

f (x1, . . . , xn) = a

jest rekurencyjnie przeliczalny, je±li f jest cz¦±ciowo rekurencyjn¡

funkcj¡ n-argumentow¡.

Je±li f n+1 jest funkcj¡ cz¦±ciowo rekurencyjn¡, to zbiór

M = {〈x1, . . . , xn〉 : ∃yf (x1, . . . , xn, y) = 0} jest rekurencyjnie

przeliczalny.
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Wybrane wªasno±ci r.e. zbiorów i relacji

Wªasno±ci zbiorów i relacji rekurencyjnie przeliczalnych

Niech M1, . . . ,Mn b¦d¡ parami rozª¡cznymi rekurencyjnie

przeliczalnymi zbiorami n-tek, a f1, . . . , fk cz¦±ciowo rekurencyjnymi

funkcjami n-argumentowymi. Wtedy funkcja g zde�niowana

nast¦puj¡co:

g(x1, . . . , xn) =


f1(x1, . . . , xn), gdy 〈x1, . . . , xn〉 ∈ M1,
. . . . . . . . .
fk(x1, . . . , xn), gdy 〈x1, . . . , xn〉 ∈ Mk ,
nie okre±lona w pozostaªych

przypadkach,
jest cz¦±ciowo rekurencyjna.
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Wybrane wªasno±ci r.e. zbiorów i relacji

Wªasno±ci zbiorów i relacji rekurencyjnie przeliczalnych

Ka»d¡ funkcj¦ cz¦±ciowo rekurencyjn¡ f (x1, . . . , xn) mo»na

przedstawi¢ w postaci normalnej Kleene'go, tj. w nast¦puj¡cej postaci:

f (x1, . . . , xn) = l(µt[g(x1, . . . , xn, t) = 0]),

gdzie g(x1, . . . , xn, t) jest stosown¡ funkcj¡ pierwotnie rekurencyjn¡,

za± l funkcj¡ zde�niowan¡ w poprzednim wykªadzie.

Funkcj¦ cz¦±ciow¡ f (x1, . . . , xn) mo»na przedstawi¢ w postaci

f (x1, . . . , xn) = µt[g(x1, . . . , xn, t) = 0]

dla stosownej funkcji pierwotnie rekurencyjnej g(x1, . . . , xn, t) wtedy i

tylko wtedy, gdy wykres funkcji f (x1, . . . , xn) jest pierwotnie

rekurencyjny.
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Wybrane wªasno±ci r.e. zbiorów i relacji

Wªasno±ci zbiorów i relacji rekurencyjnie przeliczalnych

Niech F (x , y) b¦dzie funkcj¡ zde�niowan¡ z pomoc¡ schematu rekursji

wzgl¦dem dwu zmiennych:
F (0, y) = ϕ(y),
F (x + 1, 0) = ψ(x ,F (x , α(x)),F (x ,F (x , γ(x)))),
F (x + 1, y + 1) = τ(x , y ,F (x ,F (x + 1, y))).

Wtedy, je±li funkcje ϕ,ψ, α, γ, τ s¡ ogólnie rekurencyjne, to funkcja F

jest ogólnie rekurencyjna.
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Wybrane wªasno±ci r.e. zbiorów i relacji

Wªasno±ci zbiorów i relacji rekurencyjnie przeliczalnych

Zbiór H = {x : ∃yT1(x , x , y) = 0}, jest rekurencyjnie przeliczalny, ale

nie jest rekurencyjny. Tu T1 jest funkcj¡ pierwotnie rekurencyjn¡ tak¡,

»e:

U(m, x) = p(µy [T1(m, x , y) = 0])

gdzie U(m, x) jest funkcj¡ uniwersaln¡ dla rodziny wszystkich

jednoargumentowych funkcji cz¦±ciowo rekurencyjnych, a p jest pewn¡

funkcj¡ pierwotnie rekurencyjn¡.

Je±li dziedzina cz¦±ciowo rekurencyjnej funkcji f n jest zbiorem

rekurencyjnym, to f n ma rekurencyjne dookre±lenie.

Je±li V (n, x) jest cz¦±ciowo rekurencyjn¡ funkcj¡ uniwersaln¡ dla klasy

wszystkich jednoargumentowych funkcji cz¦±ciowo rekurencyjnych, to

zbiór M = {x : V (x , x) = 0} jest rekurencyjnie przeliczalny, ale nie

jest rekurencyjny.
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Wybrane wªasno±ci r.e. zbiorów i relacji

Wªasno±ci zbiorów i relacji rekurencyjnie przeliczalnych

Istnieje funkcja cz¦±ciowo rekurencyjna f (x), która nie ma ogólnie

rekurencyjnego dookre±lenia.

Istnieje funkcja cz¦±ciowo rekurencyjna f (x), która nie daje si¦

przedstawi¢ w postaci

f (x) = µy [g(x , y) = 0]

dla »adnej ogólnie rekurencyjnej funkcji g .

Je±li V (n, x) jest cz¦±ciowo rekurencyjn¡ funkcj¡ uniwersaln¡ dla klasy

wszystkich jednoargumentowych funkcji pierwotnie rekurencyjnych, to

zbiór

G = {n : V (n, x) jest ogólnie rekurencyjna}

nie jest rekurencyjnie przeliczalny.
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Koniec

Koniec

Na dzi± wystarczy.

Na nast¦pnym wykªadzie zobaczymy, jak funkcje i relacje rekurencyjne

opisywa¢ mo»na w Arytmetyce Peana.

Dowiemy si¦ równie», czym jest hierarchia arytmetyczna.
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