Logika Matematyczna
(JiNol I)

Jerzy Pogonowski

Zaktad Logiki Stosowanej UAM
www.logic.amu.edu.pl
pogon@amu.edu.pl

24-25 maja 2007

Jerzy Pogonowski (MEG) Logika Matematyczna (JiNol 1) 24-25 maja 2007 1/35



Plan na dzis; J

o Jezyk KRP z symbolami funkcyjnymi.
o Teorie aksjomatyczne w jezyku KRP.
o Aksjomatyka teorii mnogosci ZF.

@ Aksjomatyka arytmetyki Robinsona.

@ Aksjomatyka teorii algebr Boole'a.

o Aksjomatyka teorii grup.
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Jezyk KRP z symbolami funkcyjnymi

Rozwazamy teraz jezyk KRP, w ktérym wystepuja symbole funkcyjne. W
najbardziej ogélnym przypadku, mamy przeliczalna liczbe symboli
funkcyjnych n-argumentowych dla kazdej liczby naturalnej n.

Zaktadamy tez, ze jezyk ten zawiera réwniez predykat identycznosci,
scharakteryzowany w podrozdziale 111.5. W pewnych ujeciach, wygodne jest
takze uzywanie operatora deskrypcyjnego t(x); wyrazenie ((x)A(x) (gdzie
A(x) jest formuta jezyka KRP o zmiennej wolnej x) czytamy: jedyne x
takie, Ze A(x). Operator ten podobny jest sktadniowo do kwantyfikatoréw.
W niniejszym ujeciu nie bedzie nam on potrzebny.

Jesli t, t1,...,t, sa termami, a F jest n-argumentowym symbolem
funkcyjnym, to wyrazenie postaci:
F(ty,...,th) =t

czytamy wartos¢ funkcji (oznaczanej symbolem) F dla argumentéw
(oznaczanych symbolami) ti, ..., t, réwna jest (obiektowi oznaczanemu
przez term) t.
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Jezyk KRP z symbolami funkecyjnymi

Pojecie termu

Przypomnijmy, ze definicja termu jezyka KRP jest indukcyjna: )

@ (i) wszystkie zmienne indywiduowe x, oraz wszystkie state
indywiduowe a, sa termami;

o (ii) jesli t1, ..., t, sa dowolnymi termami, a an jest symbolem
funkcyjnym nj-argumentowym, to wyrazenie )j-nj(tl, ...y tn;) Jest
termem;

e (iii) nie ma innych terméw (jezyka KRP) précz zmiennych
indywiduowych oraz statych indywiduowych oraz tych terméw, ktére
mozna skonstruowa¢ wedle reguty (ii).
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Pojecie funkgji

Funkcje naleza do niezbednika kazdego matematyka.

Réwniez we wszelkich naukach empirycznych, w ktérych stosuje sie opisy
ilosciowe, niezbedne jest uzywanie funkgcji.

Wreszcie, takze w empirycznych naukach Humanistycznych postugiwanie
sie funkcjami jest codziennoscia.

Nie bedziemy przytacza¢ tu wszystkich definicji zwigzanych z prawidtowym
operowaniem pojeciem funkgji.

Stuchaczki niniejszego kursu wystuchaty kursu Wstep do matematyki, gdzie
podano stosowna terminologie, definicje oraz twierdzenia. Przypomnijmy
jedynie podstawowa definicje.
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Jezyk KRP z symbolami funkecyjnymi

Pojecie funkgji

Jesli f C X" x Y jest relacja, to méwimy, ze f jest n-argumentowa funkcja
ze zbioru X" w zbiér Y i zapisujemy ten fakt jako f : X" — Y, gdy:

o VxyeX..Vx, e XdyeY (x1,...,%n,y) €F

o Vx; €X..Vx, € XVy1 € YV €Y (((x1,---,Xn,)1) €
f/\(xl,...,x,,,yg) S f) —Wn :yg).

W zgodzie z powszechnie przyjetymi konwencjami, gdy f : X7 — Y oraz
(x1,...,Xn,y) € f, to piszemy f(x1,...,x,) =y i mébwimy, ze y jest
wartoscia funkgji f dla argumentéw xi, . .., Xx,.
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Reguty MDS dla KRP z symbolami funkcyjnymi

Reguty MDS dla kwantyfikatoréw w jezyku KRP z symbolami
funkcyjnymi

Reguty MDS dla formut z kwantyfikatorami réznig sie tych sformutowanych
w Il1.1.1. jedynie tym, ze zamiast o statych indywiduowych méwimy w nich
o termach. )

Ponizsze reguty okreslaja, jaka formute nalezy dopisa¢ do tworzonej gatezi,
jesli na gatezi tej wystapita formuta danej postaci. Przypominamy, ze
A(t/x) oznacza formute otrzymana z formuty o zmiennej wolnej x przez
zastgpienie wszystkich wolnych wystapien tej zmiennej termem t.
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Reguty MDS dla KRP z symbolami funkcyjnymi

Reguty rozktadu formut dotyczace kwantyfikatoréw majg postac
nastepujaca:
e Reguta dla formut generalnie skwantyfikowanych:
R(V)
Vx A(x)
|
A(t/x)
dla kazdego termu t wystepujacego na rozwazanej gatezi.

e Reguta dla formut egzystencjalnie skwantyfikowanych:
R(3)
Ix A(x)
|
A(t/x)

dla nowego termu t nie wystepujacego dotad na rozwazanej gatezi.
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Reguty MDS dla KRP z symbolami funkcyjnymi

@ Reguta dla negacji formut generalnie skwantyfikowanych:
R(=Y)
—Vx A(x)
|
—A(t/x)
dla nowego termu t nie wystepujacego dotad na rozwazanej gatezi.

o Reguta dla negacji formut egzystencjalnie skwantyfikowanych:
R(—3)
—3x A(x)
|
—A(t/x)
dla kazdego termu t wystepujacego na rozwazanej gatezi.

Reguty R(V) oraz R(—3) sa wzmocnione dodatkowym warunkiem: jesli na
gatezi, ktorej dotyczy ich zastosowanie nie ma jeszcze zadnego termu, to
postugujemy sie jakims z géry ustalonym termem.
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Aksjomatyka teorii mnogosci ZF

Aksjomat ekstensjonalnosci:

VxVy (Vz(z€Ex—z€Ey)—x=y)

Ten aksjomat stwierdza, ze kazdy zbiér jest jednoznacznie wyznaczony
poprzez swoje elementy.

Aksjomat pary:

VxVyVzVu(u €z - u=xVu=y)

To aksjomat gwarantujacy istnienie pary nieuporzadkowane;.
Aksjomat sumy:

VxVyVz (z €y <> Ju(z € uNu € X))

Aksjomat ten gwarantuje istnienie sumy dowolnej rodziny zbioréw.
Aksjomat zbioru potegowego:

Vx3dyVz (z € y < Vu(u € z — u € x))

Na mocy tego aksjomatu, dla dowolnego zbioru istnieje zbiér ztozony
doktadnie ze wszystkich jego podzbioréw.
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Aksjomatyka teorii mnogosci ZF

Schemat wyrézniania:

VxiVxa .. . VxVyJu(u €z uecyAp(uxi,x,...,xn))

gdzie ¢ jest formuta jezyka teorii mnogosci ZF taka, ze z nie jest zmienng
wolna w ¢, zas xi, X2, . . ., X, S3 zmiennymi wolnymi formuty ¢ innymi niz
u.

Schemat wyré6zniania pozwala z elementéw danego wprzédy zbioru
utworzyé jego podzbidr, ztozony z tych elementéw, ktére maja jakas
wtasnosé¢, wyrazalng w jezyku (pierwszego rzedu) teorii mnogosci.

Mamy tu do czynienia nie z jednym aksjomatem, ale wtasnie ze schematem
nieskonczenie wielu aksjomatéw.

Aksjomat nieskonczonoéci:
IxFy(vexAn-Fz(zey)AVy(yex—=Vz(VNu(uez—u=y)—
z€x))

Ten aksjomat stwierdza istnienie (co najmniej jednego) zbioru
nieskonczonego. Uwaga: to jedyny aksjomat egzystencjalny w tej teorii
Mnogosci.

v
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Aksjomatyka teorii mnogosci ZF

Schemat zastepowania:

Vu(VxVyVz (x e u N p(x,y) Np(x,z) = y =z) = IwVv (vEe w «

Ix (x € uNp(x,v))))

Schemat ten gwarantuje, intuicyjnie méwiac, ze obraz dowolnego zbioru
wzgledem jakiejkolwiek funkcji (opisywalnej formuta jezyka teorii mnogosci)
takze jest zbiorem.

Tu réwniez mamy do czynienia nie z jednym aksjomatem, ale ze
schematem nieskonczenie wielu aksjomatéw.

Aksjomat ufundowania:

Vx(Fu (uex) —3y(y exAVz(z €y — -z € x)))

Aksjomat ufundowania wyklucza istnienie nieskonczonych €-zstepujacych
ciagéw zbioréw, tj. takich ciagéw (x1, x2, x3, xa, . . .), ze:

X2 € X1, X3 € X2, X4 € X3, ...
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Aksjomatyka teorii mnogosci ZF

Gdy do tego systemu dotaczy¢ Aksjomat wyboru:
Vx(Vy (yex—3Fz(zey) A\VWu(yexhuex—y=uV-3v(ve
yAveuw))—3IwlVy (yvex—Jz(zeyhzewAVv(veEyAvE

w—v=2)))

To otrzymamy system teorii mnogosci nazywany ZFC.

Uwaga. Do aksjomatyki teorii ZF naleza takze aksjomaty dla
identycznosci:

o Vx x =x

oVxVy x=y - y=x

0 VXVyVzx=yANy=z—x=z

o VxVyWz (x=yAx€z—yc€2z),

o VxVyWz (x=yNzeEx—zeEy).

Uwaga. Uzywane tu (np. w schematach wyrézniania i zastepowania)
terminy: nieskonczony i przeliczalny naleza do metajezyka.

v
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Aksjomatyka arytmetyki Robinsona

Dodawania i mnozenia liczb naturalnych uczysz sie w wieku kilku lat. )

Chociaz, gdy sie chwile zastanowisz, to by¢ moze dopadnie cie refleksja:
skad wiasciwie wiesz, jaki jest wynik wykonywania tych operacji (tj.
dodawania i mnozenia) na liczbach naturalnych?

Prawdopodobnie, nauczono cie tabliczek dodawania i mnozenia podobnie
jak naucza sie wierszykéw, ,,na pamie¢”.

Stosowano przy tym rézne heurystyki; np. rysunki jabtuszek, kotkéw,
monet, itp. No i teraz umiesz dodawac i mnozy¢.
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Aksjomatyka arytmetyki Robinsona

Czyzby jednak ta wiedza miata uzasadnienie wytacznie w owych
dogmatycznych rysunkach?

To temat na zajecia z filozofii matematyki lub, ogdlniej, z filozofii nauki. Te
zajecia dotycza elementarza logicznego, a wiec nie znajdziesz w nich
wyczerpujacej odpowiedzi na tego typu pytania metafizyczne.

Ograniczymy sie do stwierdzenia, ze arytmetyke mozna zbudowa¢ na bazie
aksjomatycznej, jako teorie pierwszego rzedu (a wiec teorie w jezyku KRP,
z predykatem identycznosci oraz symbolami funkcyjnymi).

Tabliczki dodawania i mnozenia zbudowa¢ mozna w Arytmetyce Robinsona.
Jest to system aksjomatyczny w jezyku KRP z identycznoscig oraz
nastepujacymi symbolami funkcyjnymi:
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Aksjomatyka arytmetyki Robinsona

@ o — jednoargumentowy symbol funkcyjny; wyrazenie o(t), gdzie t
jest dowolnym termem, czytamy: nastepnik t;

e @ — dwuargumentowy symbol funkcyjny; wyrazenie @(t1, t2), gdzie
t1, to s3 dowolnymi termami, czytamy: suma t1 i to;

e ® — dwuargumentowy symbol funkcyjny; wyrazenie ®(t1, t2), gdzie
t1, to s dowolnymi termami, czytamy: iloczyn t1 i to.

Nadto, w jezyku Arytmetyki Robinsona uzywamy statej indywiduowej O).
Jest to symbol, ktéry czytamy: zero.
Aksjomaty.
Aksjomaty dotyczace jedynie predykatu identycznosci:
o Vx x =x
o VxVyx=y —-y=x
o VxXVyVzx=yAy=z—>x=2z.
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Aksjomatyka arytmetyki Robinsona

Uwaga. Ta grupa aksjomatéw wystepuje we wszystkich teoriach, w
ktérych uzywamy predykatu identycznosci.

Warto pamieta¢, ze ani te aksjomaty, ani inne, w ktérych wystepuje symbol
= identycznosci nie gwarantuja, ze denotacja tego symbolu jest
»prawdziwg” réwnoscig =.

Dla petnej poprawnosci, powinnismy uzywa¢ innego symbolu dla predykatu
identycznosci w jezyku przedmiotowym (np.: =), a innego dla relacji
identycznosci =, uzywanego w metajezyku.

Nie robimy tego, ufajac, iz Stuchaczki s3 juz oswojone z réznica miedzy
jezykiem przedmiotowym i metajezykiem i ze zyczliwie, ze zrozumieniem
toleruja tego typu drobne $winstewka notacyjne.
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Aksjomatyka arytmetyki Robinsona

Aksjomaty identycznosci dla symboli (), o, ® oraz ®:

o VxVy x =y — o(x) =o(y)

o VxVyVz x =y — @&(x,z) = ®(y, 2)
o VxVyVz x =y — @&(z,x) = ®(z,y)
o VxVyVzx =y — ®(x,z) = ®(y, )
o VxVyVzx =y — ®(z,x) = ®(z,y).

Uwaga. W aksjomatach tych nie wystepuje symbol (), bo nie ma takiej
potrzeby; stosowne ,Leibnizjanskie” warunki dla () sa konsekwencja
pozostatych aksjomatéw.
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Aksjomatyka arytmetyki Robinsona

Aksjomaty specyficzne systemu Arytmetyki Robinsona:

@ Al VxXVy (x £y — a(x) # a(y))

o A Vx O # o(x)

o At Vx (x # O — Jy (x =o(y)))

o Ay Vx @ (x,Q) = x

o As: VxVy & (x,0(y)) = o(&(x,y))

e As: Vx @ (x,0)=0

o Az VxVy ® (x,0(y)) = &(®(x,y), x).
Modelem zamierzonym dla tych aksjomatéw jest struktura, ktérej
uniwersum jest zbiér wszystkich (i tylko!) liczb naturalnych, a denotacjami
poszczegblnych terminéw pozalogicznych sa:

@ symbolu () — liczba zero;

@ symbolu ¢ — operacja nastepnika;

@ symbolu & — operacja dodawania;

@ symbolu ® — operacja mnozenia.
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Aksjomatyka arytmetyki Robinsona

Proste pytania

Jesli aksjomaty te wydaja ci sie oczywiste, to witaj we Wspdlnocie
Intelektualnej Ludzkosci!

Nie sa chyba znani osobnicy, ktérym zdania te wydawatyby sie fatszywe,
przy podanej powyzej interpretacji zamierzone;j.

Powstaje naturalnie pytanie: czy z tych aksjomatéw wynikaja (przy

interpretacji symbolu = jako relacji identycznosci) doktadnie wszystkie
prawdy arytmetyczne?
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Aksjomatyka arytmetyki Robinsona

Proste pytania

Odpowiedzi na to, wydawatoby sie proste, pytanie dostarczaja wazne
twierdzenia metalogiczne (o ktérych opowiemy na wyktadach dotyczacych
funkcji rekurencyjnych).

Odpowiedz jest negatywna; chociaz kazde zdanie wyprowadzalne z
aksjomatéw jest prawdziwe w zamierzonej interpretacji, to jednak nie
wszystkie zdania prawdziwe w tej interpretacji sa wyprowadzalne z
aksjomatow.

Ma to tez zwigzek z nierozstrzygalnoscia KRP. J
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Aksjomatyka arytmetyki Robinsona

Pierwsze trzy z powyzszych aksjomatéw maja gwarantowa¢, ze uniwersum
interpretacji zamierzonej jest poprawnie utworzona kolejka: na poczatku
jest zero, potem nastepnik zera (czyli jedynka), potem nastepnik nastepnika
zera (czyli nastepnik jedynki, a wiec dwéjka), i tak dalej. Za kazda liczba
naturalna jest doktadnie jedna liczba wieksza od niej o jeden, a od kazdej
liczby naturalnej jest tylko skoriczenie wiele ,krokéw wstecz”, do zera.
Uwaga: pojecia skonczonos$ci nie mozna wyrazi¢ w jezyku pierwszego
rzedu; ten intuicyjny komentarz czyniony jest w metajezyku.

Aksjomaty A4 oraz As charakteryzuja dodawanie, natomiast Ag oraz Az
ustalaja whasnosci mnozenia. Nie obawiaj sie: w charakterystykach tych nie
popetnia sie btednego kofa.

Pokazemy teraz, jak uzyska¢ dowéd prostej prawdy arytmetycznej w
Arytmetyce Robinsona.

Oto dowdd, iz ®(a(c(Q)),a(c(0))) = a(a(a(a(0D)))), czyli ze dwa i

dwa jest cztery:
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Aksjomatyka arytmetyki Robinsona

1. | Vx & (x,0) =x aksjomat A4

2. | VxVy @ (x,0(y)) = a(®(x,y)) aksjomat As

3. | 2(®(o(a(D)), a(a(0))) = a(a(e(a(D))))) z. d. n

4.1 ®(a(c(0)),O) = a(c(O)) R(V) dla
o(a(Q)) w As

5. | Vy & (a(c(O)):o(y)) = a(&(a(a(O)),y)) R(V) dla
o(o(O)) w As

6. | ®(a(0(D)),a(0)) = a(&(e(c(0)), O)) R(V) dla O w 5.

7. | ®(a(c(0O)), a(c(O))) = a(B(c(c(0O)),o(O))) F’((é))dIa
o w5

8. | ®(0(0(Q)),a(c(0))) = a(B(a(c(O)), O)) 6.i7., R(=)

9. | &(0(a(D)),a(c(O))) = a(a(e(c(O)))) 4.8, R(=)

10. | X39 Sprzecznos¢: 3,9.
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Aksjomatyka arytmetyki Robinsona

Rozszerzymy teraz system arytmetyki Robinsona poprzez dodanie do jego
aksjomatéw schematu aksjomatéw, zwanego zasada indukcji. Otrzymany
w ten sposéb system nazywa sie Arytmetyka Peana.

State pozalogiczne Arytmetyki Peana s3 takie same, jak w Arytmetyce
Robinsona. Réwniez pierwsze siedem aksjomatéw jest wspélnych dla obu
systeméw. Nowy w aksjomatyce Peana jest:

o Pg: A(O) AVx (A(x) — A(o(x))) — Vx A(x)

(dla dowolnej formuty A, o jednej zmiennej wolnej, jezyka Arytmetyki
Peana).

Pg nie jest jednym aksjomatem, lecz schematem (przeliczalnie wielu)
aksjomatéw. Pg nazywamy zasadg indukcji.

O Arytmetyce Peana bedziemy méwi¢ nieco pézniej, na Il roku studidw.
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Teoria algebr Boole'a

Teoria algebr Boole'a

Teoria algebr Boole'a: pierwsza aksjomatyka.
Jezyk teorii algebr Boole'a jest jezykiem KRP z identycznoscig oraz:

@ symbolem funkcyjnym dwuargumentowym H, nazywajacym kres gérny

(swoich argumentéw);

@ symbolem funkcyjnym dwuargumentowym X, nazywajacym kres dolny

(swoich argumentéw);

@ symbolem funkcyjnym jednoargumentowym B, nazywajacym
dopetnienie (swojego argumentu);

Aksjomaty identycznosci dla symboli B, X, B:

e VxVyVz x =y — H(x,z) = B(y, 2)

o VxVyVzx =y — K(x,z) =X(y, z)

° VxVyVz x =y — B(z,x) = B(

o VxVyVz x =y — N(z,x) = K(

e VxVy x =y — B(x) =8(y).
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Teoria algebr Boole'a

Aksjomaty specyficzne teorii algebr Boole'a: )

e Bl: VxVy B (x,y)=H(y,x)

o Bl WxVy K (x,y)=X(y,x)

o Bl VxVyVz B (x,B(y,z)) = B(x,B(y, 2))

o B} VxVyVz K (x,K(y,z)) = X(x,X(y, z))

o Bl wxvy B (®(x,y),y)=y

° B3 xVy R(B(x,y).,y)=y

o Bl VxVyVz B (x,X(y,z)) = X(B(x,y),B(x,2))

o Bl VxVyVz K (x,H(y,z)) = B(X(x,y),H(x,z))

o BY: VxVy B (K(x,B(x)),y)=y

o Bl VxVy X (B(x,B(x)),y)=y. )
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Teoria algebr Boole'a

Teoria algebr Boole'a

Teoria algebr Boole'a: druga aksjomatyka.
Jezyk teorii algebr Boole'a jest jezykiem KRP z identycznoscia oraz:

@ symbolem funkcyjnym dwuargumentowym H, nazywajacym kres gérny
(swoich argumentéw);

@ symbolem funkcyjnym dwuargumentowym X, nazywajacym kres dolny
(swoich argumentéw);

@ symbolem funkcyjnym jednoargumentowym H, nazywajacym
dopetnienie (swojego argumentu);

@ stata indywiduowa V, nazywajaca jedynke (element najwiekszy)
algebry;

e stafa indywiduowa A, nazywajaca zero (element najmniejszy) algebry.
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Teoria algebr Boole'a

Aksjomaty identycznosci dla symboli B, X, H, V oraz A: )
o VxVyVz x =y — H(x,z) = B(y, 2)
o VxVyVz x =y — N(x,z) = K(y, 2)
o VxVyVz x =y — H(z,x) = B(z,y)
o VxVyVzx =y — K(z,x) =X(z,y)

o VxVy x=y —B(x)=8

—

y).

Uwaga. Naprawde potrzebne s3g tylko dwa pierwsze z tych aksjomatéw.
Pozostate mozna wyprowadzi¢ z innych aksjomatéw teorii algebr Boole'a.
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Teoria algebr Boole'a

Aksjomaty specyficzne teorii algebr Boole'a:

° le:
822:
Bg’:
Bg:
BS:
BS:
Bj:
BS:

® 6 6 6 o o o

Vx B (x,A) =x

Vx X (x,V)=x

Vx B (x,B(x)) =V
Vx X (x,B(x)) =A
VxVy B (x,y)=H
VxVy K (x,y) =K
VxVyVz B (x,X(y, z))
VxVyVz X (x,B(y,z)) =

Jerzy Pogonowski (MEG)
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Teoria algebr Boole'a

Teoria algebr Boole'a

Interpretacjami aksjomatéw teorii algebr Boole'a sa (oczywisciel) algebry
Boole'a, tj. struktury postaci:

<Aa EHA? IZA? EAa VA7 AA>

gdzie A jest pewnym zbiorem, a B i M4 sa dwuargumentowymi
operacjami na A, Hj operacja jednoargumentowa na A i V4 oraz Ay s3
wyréznionymi elementami zbioru A (jedynka i zerem algebry, odpowiednio).

W kazdej algebrze Boole'a mozna okresli¢ czesciowy porzadek <a:
x <a y wtedy i tylko wtedy, gdy x = Ka(x,y)

lub, réwnowaznie:

x <4y wtedy i tylko wtedy, gdy y = Ha(x, y).
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Przyktady algebr Boole'a

@ Algebra podzbioréw. Wszystkie podzbiory dowolnego zbioru U wraz
z operacjami teoriomnogosciowymi: sumy (kres gérny), iloczynu (kres
dolny), dopetnienia (do U), zbiorem U jako jedynka oraz zbiorem
pustym () jako zerem tworza algebre Boole'a.

@ Algebra wartosci logicznych. Funktory odpowiadajace alternatywie
nieroztacznej, koniunkcji oraz negacji spetniaja aksjomaty teorii algebr
Boole'a. Tak wiec, zbiér dwuelementowy ztozony z obiektow
nazywanych Prawda oraz Fatszem wraz z tymi funktorami tworzy
algebre Boole'a.
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Teoria grup

W tym przypadku uzywany jezyk to jezyk KRP z identycznoscia oraz:
@ jednym dwuargumentowym symbolem funkcyjnym [, nazywajacym
dziatanie w grupie;
@ jedna stata indywiduowa ¢ nazywajaca element neutralny (wzgledem
dziatania) w grupie.
Aksjomaty teorii grup w tym jezyku:
Aksjomaty identycznosci dla symboli [ oraz e:
VxVyVz x = y — H(x,z) = H(y, z)
VxVyVz x = y — [(z,x) = (z,y).
Aksjomaty specyficzne:
o G2 VxVy O (x,0(y,2)) = BD(E(x,y), 2)
o G3: Vx [(x,e) = x
o G2: Vx [(e,x) = x
o GZ: ¥xdy O(x,y)=¢
o G2: VxJy H(y,x) =¢.
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Dowdd jedynosci elementu neutralnego, tj. zdania:

(G§) Vz(vx (H(x,

z) =xN(z,x) = x) — ¢ = z).

1| Vx B (x,e) =x aksjomat G2
| Vx B(e,x) =x aksjomat G
3. | =Vz(Vx (@(x,z) = x AQ(z,x) = x) — ¢ = z) | negacja G2 (zat.
dowodu nie wprost)
4. | =(Vx (B(x,a) =xA(a,x) =x) — €= a) R(=V), 3
5. | Vx (H(x, a) = x Al(a, x) = x) R(——), 4
54. | 7e=a
6. | B(a,e) =a R(Y) dla a, 1
7. | B(e,a)=a R(Y) dla a, 2
8. | B(e,a) =eA(a,e) =¢ R(Y) dla g, 5
9. | H(e,a) =¢ R(A), 8
94. | H(a,e) =¢
10. | e=a R(=), 9, 7
11. | 5,10 Sprzecznos¢: 54, 10.
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Przyktady grup

@ Zbidr liczb catkowitych z dziataniem dodawania oraz zerem jako
elementem neutralnym tworzy grupe.

@ Zbior liczb rzeczywistych réznych od zera z dziataniem mnozenia oraz
jedynka jako elementem neutralnym tworzy grupe.

@ Zbiér wszystkich wzajemnie jednoznacznych odwzorowan danego
zbioru na siebie tworzy grupe. Dziataniem jest tu ztozenie funkgji, a
elementem neutralnym funkcja identycznosciowa.
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Koniec

Koniec

Na nastepnym, ostatnim wyktadzie powiemy o: )

@ pewnych metalogicznych wtasnosciach KRP;

@ tematach egzaminacyjnych.
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