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1 Wstep

Poprzedni wyklad po§wigcony byl Elementarzowi Logicznemu, czyli klasycznej
logice pierwszego rzgdu (FOL). Ten system logiczny jest najbardziej podstawowy,
stanowi niejako punkt wyjscia do rozwazania innych systemoéw, jest systemem o
wielorakich aplikacjach, w r6znych dyscyplinach, jest wreszcie powszechnie sto-
sowany w opisach metateoretycznych. Zwré6émy uwage na dwie cechy FOL:

1. Dwuwartosciowosé. W FOL rozwazamy dwie wartoSci logiczne: prawde
oraz falsz. Przyjmujemy dogmat o dwuwartosciowosci logicznej: kazde zda-
nie (w sensie logicznym) przyjmuje doktadnie jedna z tych dwéch wartosci
logicznych.

2. Ekstensjonalnosé. Konstrukcje jezykowe badane w FOL sa czysto eksten-
sjonalne: méwiac w uproszczeniu, wartosci logiczne zdan ztozonych zaleza
wylacznie od wartosci logicznych ich czesci sktadowych (bardziej precy-
zyjne sformutowanie otrzymamy, przytaczajac indukcyjna definicj¢ pojecia
spetniania formuly przez warto§ciowanie w interpretacji).

Istnieje bardzo wiele systemOw logicznych, ktére powyzszych cech nie posia-
daja. Kazdy system logiczny rézny od klasycznego (rachunku zdan i FOL) na-
zywamy nieklasycznym. Tego typu systemy nie spetniaja ktérego$ z powyzszych
dwéch warunkéw lub np. ograniczajq postac tez w nich wyprowadzalnych:



1. Logiki wielowartosciowe rozszerzaja rozumienie pojecia wartosci logiczne;j:
oprécz prawdy i fatszu dopuszczaja np. mozliwosé lub cala skalg wartosci
posrednich migdzy prawda a fatszem.

2. Logiki modalne charakteryzuja pojecia intensjonalne, takie jak np. koniecz-
nos¢ oraz mozliwos¢ zarébwno syntaktycznie (przez wybor stosownych ak-
sjomatow i regut wnioskowania), jak i semantycznie, poprzez uwzglednienie
dodatkowych — obok wartosci logicznych — czynnikéw (indeksow, swiatow
mozliwych).

3. Logiki doksastyczne i epistemiczne charakteryzuja w podobny sposéb poje-
cia: przekonania oraz wiedzy, uwzgledniajac przy tym jeszcze dodatkowo
parametry odnoszace si¢ do podmiotéw zywiacych przekonania.

4. Logika intuicjonistyczna nie przyzwala, aby zachodzity w niej niektére tezy
logiki klasycznej, m.in. te, ktére umozliwiaja dowody niekonstruktywne —
jak np. prawo wytqczonego Srodka.

To tylko wybrane przyktady logik nieklasycznych. W ogdlnosci, rozwaza si¢
olbrzymig réznorodno$¢ takich logik, formalizujacych pewne pojecia oraz rozu-
mowania, wykraczajace poza logike klasyczna. Dalej, rozpatruje si¢ takze systemy
logiczne, rézniace si¢ od logiki klasycznej regutami sktadniowymi lub ustaleniami,
jakiego typu reguty wnioskowania sa w nich akceptowalne, np.:

1. Logiki wyzszych rzedow. W FOL mozemy kwantyfikowac jedynie zmienne
indywiduowe, ktére warto§ciowane sa jako elementy uniwersum interpreta-
cji. Gdy dopuszczamy kwantyfikacje¢ po predykatach i symbolach funkcyj-
nych, wkraczamy na teren logiki drugiego rzedu, a dopuszczajac kwantyfi-
kacje po bardziej jeszcze ztozonych tworach syntaktycznych otrzymujemy
logiki wyZszych rzedow.

2. Logiki z uogdlnionymi kwantyfikatorami. FOL wykorzystuje jedynie dwa
kwantyfikatory: generalny oraz egzystencjalny. Jest jednak o wiele wigcej
wyrazen kwantyfikujacych, ktérych sktadnia i semantyka wykracza poza
FOL (np.: kwantyfikatory (),, Changa, Hirtiga, Reschera, Henkina,...) —
mozemy je potraktowac jako dodatkowe stale logiczne, podajac dla nich od-
powiednie semantyki.

3. Logiki infinitarne. FOL jest logika finitarng: rozwazane w niej konstrukcje
sktadniowe sa skoriczone, kazda reguta wnioskowania ma zawsze skorficzong
liczbg przestanek. Wazne — zaréwno z teoretycznego, jak i praktycznego



punktu widzenia — sa réwniez systemy, w ktérych dopuszczamy nieskon-
czone koniunkcje i alternatywy lub akceptujemy reguty wnioskowania z nie-
skoficzonymi zbiorami przestanek.

W tym wyktadzie powiemy parg stéw na temat logik wielowartosciowych, lo-
gik modalnych, doksastycznych i epistemicznych oraz logiki intuicjonistycznej (o
logice drugiego rzegdu, logikach z uogdlnionymi kwantyfikatorami oraz logikach
infinitarnych powiemy troch¢ na wykladzie nastgpnym). Tak jak w przypadku wy-
ktadu poprzedniego, réwniez ten wyktad ma charakter czysto informacyjny a nie
dydaktyczny — aby nauczy¢ sie operowania systemem logicznym trzeba samodziel-
nie rozwiazaé, powiedzmy, kilkaset zadan, przeczytaé caty podrgcznik oraz wystu-
cha¢ choéby propedeutycznego wyktadu.

2 Logiki wielowartosciowe
Sprébujmy zastanowi¢ si¢ nad ocena prawdziwosci nastgpujacych wyrazen:

1. Szesé tysigcy lat temu /2 byt liczba wymierna.
2. Krél Salomon byt synem kréla Dawida.
3. Pojutrze odwalg Kkite.

4. Zatysiac lat v/2 bedzie liczba niewymierna.

Jest dos$¢ oczywiste, ze pewne zdania méwiace o przesztosci lub przysztosci
maja dzisiaj ustalone wartosci logiczne — np. zdanie 1 jest falszywe, a zdanie 4 jest
prawdziwe. Ustalenie wartoSci logicznej zdan méwiacych o przesztosci moze byé
dzisiaj tatwe lub trudne, zaleznie od dostgpnych §wiadectw historycznych. Nato-
miast ustalenie wartosci logicznej zdan méwiacych o przysztosci jest — w ogdl-
nosci — po czesci zgadywaniem. Jesli przyczyny zdarzenia przysztego siegaja dnia
dzisiejszego lub wczesniejszego, to takie zgadywanie moze mieé¢ w miarg racjo-
nalne podstawy. Gdy natomiast tak nie jest, to sktaniamy si¢ do méwienia, ze dane
zdarzenie przyszle jest mozliwe, ale ze mozliwe jest takze, iz zdarzenie to nie be-
dzie miato miejsca. Chcac zatem ocenia¢ pod wzgledem logicznym zajscie takich
zdarzen musimy wzbogaci¢ zestaw klasycznych wartoSci logicznych o dodatkowa
warto$¢ (mozliwosé), lub o caly zestaw takich wartosci (powiedzmy, stopnie praw-
dopodobienistwa). Dodatkowym argumentem za koniecznoScia takiego rozszerze-
nia rozumienia pojgcia wartosci logicznej moze by¢ stanowisko indeterminizmu,
przejawiajace si¢ m.in. w przekonaniu, iz istnieje co$ takiego jak wolna wola, ze



nie wszystkie zdarzenia przyszte sa juz w chwili obecnej (lub wczesniej) catkowi-
cie zdeterminowane. W istocie, takie wlasnie poglady inspirowaty Jana Lukasie-
wicza, tworce (obok Emila Posta) pierwszych logik wielowartoSciowych. Ponizej
nie dokonujemy zadnego kompletnego przegladu logik wielowartoSciowych — za-
interesowany czytelnik zechce siggna¢ w tym celu np. do monografii Malinowski
2006. Podamy jedynie kilka faktéw dotyczacych wybranych logik wielowartoscio-
wych.

Przy omawianiu systeméw bukasiewicza postuzymy si¢ — dla celéw pogla-
dowych — jego notacja, zwana tez notacja polskq. W tym sposobie zapisu formut
symbol funktora poprzedza symbole jego argumentéw. Dzigki temu zbegdne staja
si¢ nawiasy — kazda formuta zapisana w notacji polskiej ma jednoznaczng strukturg
sktadniowa.

Notacja infiksowa | Notacja polska
el Na

alp Kap

aVp Aap

a—f Cap

a=pf Eap

Oto kilka formut zapisanych w obu notacjach:

Notacja infiksowa Notacja polska
(anB)Vy AKafy
aA(BVy) KaApy

((a = B)AN=B) = CKCaBNBN«
(=(aAB)=~v) Vi) —¢ CANEK af~de
“((((c » a)Va) Na) = a) | NEKACaaaao

Stuchacze zechca sprawdzié, ze formuty z lewej kolumny majq takie samo
drzewo skladniowe, jak odpowiadajace im formuty z kolumny prawej. Ponadto,
proszg¢ zastanowic si¢ nad nastgpujacymi problemami:

1. Jak opisa¢ algorytm przektadu notacji infiksowej na notacje¢ polska (oraz
przektadu odwrotnego)?

2. Jezyki etniczne wykorzystuja notacje infiksowa. Dlaczego wiasnie ta nota-
cja, a nie notacja polska jest preferowana w codziennej komunikacji?



2.1 Logika tréjwartosciowa FLukasiewicza

Logike tréjwartosciowa podat Lukasiewicz z poczatku w postaci matrycowej, do-
piero péZniej zostata ona opisana aksjomatycznie. Rozwazmy zatem trzy warto-
Sci logiczne: 0 (fatsz), 1 (prawda), % (trzecia warto$¢ — mozliwos¢, lub niezdeter-
minowanie). WyjSciowe w tym systemie sa spdjniki negacji (N) oraz implikacji
(C). Ich tabliczki prawdziwosciowe wygladaja nastgpujaco (odtad dla spdjnikow
dwuargumentowych przyjmujemy nastgpujaca zasadg ich opisu: wartos$¢ logiczna
pierwszego argumentu w pierwszej kolumnie, drugiego — w pierwszym wierszu,
a warto$¢ formuty o tych argumentach — na przecigciu odpowiedniego wiersza i
kolumny):
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Pozostate funktory wprowadza L.ukasiewicz za pomoca definicji:

AaB =g CCapBp
KaB =g NANaNp
Eaf =g KCoBCpBa

Tabliczki prawdziwosciowe dla tych funktoréw przyjmuja postac:

Alo]s[1] [KJo[d]1] [EJo]%]1
olofs][1] o ]oJo]o] [o]L]5]0
1 I 71 1 I 71 1 1 1
3 lofa ] |5 |0)a)o] |5 5|1 ]15
1111 (1 ]Jols[1] [1]o]3]1

Warto moze w tym miejscu poczynié nastgpujace uwagi:

1. Jesli wykresli¢ z powyzszych tabliczek wiersz i kolumne¢ dla wartoSci %,
to otrzymamy tabliczki prawdziwoSciowe dla klasycznej dwuwarto$ciowej
logiki zdaniowe;.

2. Nie jest konieczne interpretowanie powyzszych trzech wartosci rachunkowo,
jak liczb — trzy wartoSci logiczne w tym systemie maja by¢ po prostu trzema
r6znymi przedmiotami. Interpretacja arytmetyczna ma swoje zalety (zwlasz-
cza w logikach o wigkszej liczbie wartosci logicznych), gdyz pozwala na
proste rachunkowo wzory opisujace semantyke stosownych funktoréw.



Pojecie tautologii, kontrtautologii oraz inne pojecia semantyczne okresla sig¢
dla tego systemu standardowo. Nalezy zauwazy¢, ze zbiory tautologii klasycznego
dwuwarto$ciowego rachunku zdan i omawianego wtasnie systemu zasadniczo si¢
réznig. Dla przyktadu, ani prawo wytaczonego srodka (ApNp) ani prawo nie-
sprzecznosci (N KpNp), ktére sa tautologiami klasycznymi, nie sa tautologiami
tego systemu. Z kolei, klasyczna kontrtautologia Ep Np w systemie logiki tréjwar-
toSciowej Lukasiewicza nie jest kontrtatutologia. Wszystkie te fakty uzasadniamy
rozwazajac wartosciowanie, ktére zmiennej zdaniowej p przyporzadkowuje war-
tosé 1.

Lukasiewicz chcial mie¢ mozliwos¢ wyrazenia w tym systemie funktoréw ko-
niecznosci oraz mozliwosci (w jego notacji, odpowiednio: L oraz M), przy zacho-
waniu ich wzajemnej definiowalnosci:

Lo =4 NMNa.

Przy tym, zachowane mialy by¢ w tej logice pewne ,,naturalne”, ,,oczywiste” twier-
dzenia o zdaniach modalnych, jak np.:

1. CNMaN«
2. CNaCNaNMa«a
3. KMaM N « dla pewnych a.

Definicj¢ funktora mozliwosci M, spetniajacego w tej logice powyzsze trzy
warunki podat Tarski:
Ma =df CNaa.

Przy tej definicji tabelki dla M oraz L wygladaja nastgpujaco:

Mo La

— ol O O
— ol O O

0 0
1 0
1 1

Ponadto, zdefiniowa¢ rowniez mozna funktor jest przypadkowe:
Ia =g KMaN L,

ktérego tabliczka przedstawia si¢ wtedy nastepujaco:

a| la
010
T

511
110




W terminach tego funktora zapisa¢ mozna m.in. odpowiedniki prawa wylaczo-
nego §rodka oraz prawa niesprzecznosci dla rozwazanej logiki, odpowiednio:

1. ApAIpNp
2. NKpKNIpNp.

Nie wdajac si¢ w szczegdty techniczne (dotyczace tzw. petnosci definicyjnej)
powiemy tylko, ze w powyzszym systemie logiki trdjwartoSciowej nie mozna zde-
finiowaé (w terminach C oraz N) funktora statego, ktéry dawaltby wartos¢ % dla
kazdej z trzech wartosci swojego argumentu. Stupecki uzupetnit system Lukasie-
wicza dodajac wilasnie ten funktor 7":

Q

o O Q9
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Aksjomatyke dla implikacyjno-negacyjnego tréjwarto$ciowego rachunku zdan
Lukasiewicza podat Wajsberg. Obowiazuja w niej reguly: podstawiania i odrywa-
nia oraz nastgpujace cztery aksjomaty:

1. CpCqp
2. CCpqCCqrCpr
3. CCNpNqCqp

4. CCCpNppp.
Dla systemu z funktorem Stupeckiego dodaje si¢ jeszcze dwa aksjomaty:

1. CTpNTp

2. CNTpTp.

2.2 Logiki n-wartosciowe Lukasiewicza

Analogicznie jak w przypadku tréjwartoSciowym okreslaé mozemy matryce dla
logik n-warto$ciowych, gdzie n > 3. Zbiér wartosSci logicznych logiki n-wartos-
ciowej wygodnie jest — dla celéw rachunkowych — utozsamia¢ ze zbiorem liczb

1 2 n—2
'm—1"n-1"Tn-1

{0

1.

7



Element 1 stanowi tu warto$¢ wyrdznionq (mozna nazywac ja prawdq). Tabliczki
prawdziwosciowe dla funktoréw N, C, A, K, F tego systemu poda¢ mozna wtedy
w postaci nastepujacej (tu min, max, | | oznaczaja kolejno: minimum, maksimum
oraz warto$¢ bezwzgledna, a funktory A, K, E sa definiowane przez N oraz C
doktadnie tak samo, jak w przypadku oméwionym wyzej):

I. Ne=1—=2

2. Cxy =min(1,1 —x +y)
3. Azy = max(z,y)

4. Kry = min(z,y)

5. Ezy=1— |z —yl|.

Mozna prébowaé wiazaé jakie§ intuicje z pozostaltymi — oprécz fatszu i prawdy
— warto$ciami wybranej logiki n-wartosciowej. Operowanie takimi ¢wierépraw-
dami, potprawdami, itd. moze jednak wydawac si¢ podejrzane (epistemologicz-
nie). Niezaleznie od ewentualnych zastosowan, logiki n-warto$ciowe wyposazone
sa w ciekawe struktury algebraicznie, charakteryzujace ich semantyke. Ustalac
mozna tez zalezno$ci migdzy poszczegdlnymi takimi logikami oraz wtasnosci ta-
kich logik zalezne od tego, jakie wtasnoSci arytmetyczne ma liczba wartosci lo-
gicznych. Dla przyktadu:

1. Kazda tautologia logiki n-wartosciowej Lukasiewicza jest tez tautologia kla-
syczna.

2. Dla dowolnych m oraz n nastgpujace warunki sa réwnowazne:

(a) Kazda tautologia logiki n-warto$ciowej Lukasiewicza jest tautologia
logiki m-warto$ciowej Lukasiewicza.

(b) m — 1 dzielin — 1.

2.3 Logiki nieskonczenie wielowartosciowe Lukasiewicza

Rozwaza si¢ np. logike o Ny wartoSciach logicznych (mozemy reprezentowaé je
np. przez liczby wymierne z przedziatu jednostkowego [0, 1]) oraz logike o kon-
tinuum wartodci (mozemy reprezentowac je np. przez liczby rzeczywiste z prze-
dziatu jednostkowego [0, 1]). W kazdym z tych przypadkéw 1 odpowiada warto$ci
wyrdznionej, a pozostale liczby mozna interpretowac — dla przyktadu — jako stop-
nie prawdopodobienstwa, albo jeszcze inaczej, zaleznie co si¢ komu marzy.



Tabliczki prawdziwoSciowe poszczegdlnych funktoréw sa w przypadku obu
tych logik nieskoniczenie wartoSciowych podane doktadnie tymi samymi wzorami,
co w przypadku logik n-warto§ciowych:

. Nz =1—-x

2. Cry =min(1,1 —z +vy)
3. Azy = max(z,y)

4. Kry = min(z,y)

5. Exy=1— |z —yl|.

Aksjomatyczne ujecie logiki Ng-wartoSciowej polegaé moze na przyjeciu regut
podstawiania i odrywania oraz aksjomatow:

1. CpCqp
2. CCpqCCqrCpr
3. CCNpNqCqp

N

. CCCpqqCCqpp.

Do ciekawych zalezno$ci semantycznych dotyczacych logik nieskoficzenie wie-
lowartoSciowych Lukasiewicza naleza np.:

1. Zbidr tautologii logiki Ng-warto§ciowej Lukasiewicza pokrywa si¢ ze zbio-
rem tautologii logiki wielowartoSciowej Lukasiewicza o kontinuum wartosci
logicznych.

2. Zbiér tautologii logiki Np-warto$ciowej Lukasiewicza pokrywa si¢ z prze-
krojem zbioréw tautologii wszystkich n-warto$§ciowych logik Lukasiewicza.
3 Logiki modalne
Sprébujmy zastanowi¢ sig nad ocena prawdziwosci nastgpujacych wyrazen:
1. Wprowadzenie stanu wojennego w PRL bylo konieczne.
2. Mozliwe, ze jutro odwalg kite.

3. Musisz si¢ ze mng ozenié.



4. Papiez nie moze by¢ kobieta.
5. Jest konieczne, iz 2 + 2 = 4.

6. Nie jest wykluczone, ze przestrzefi ma strukture dyskretng (,,ziarnista”), a
nie ciagta.

Prébujac uzasadniaé, ze pewne z powyzszych zdan miatyby by¢ prawdziwe,
inne za$ fatszywe siggniemy zapewne do réznorakich argumentéw. Inaczej be-
dziemy argumentowal, gdy rozmawiamy o jakiej$ koniecznosci fizycznej, zwia-
zanej ze struktura Swiata, a inaczej, gdy bedziemy mieli na uwadze konieczno$é
rozumiang np. jako podanie niepodwazalnego dowodu matematycznego.

Pojecia koniecznosci i mozliwosci (oraz pojecia przez nie definiowane, np. nie-
mozliwosci) istotnie rozumieé mozna na wiele — jak si¢ okazuje nawet na nieskon-
czenie wiele — r6znorakich sposobdw. Funktory koniecznos$ci i mozliwosci nie sg
ekstensjonalne, sa intensjonalne. Rozwazmy taki oto przyktad:

1. Uktad Stoneczny liczy osiem planet.

2. Jest konieczne, ze Uktad Stoneczny liczy osiem planet.

Pierwsze zdanie jest (faktualnie, w 2011 roku) prawdziwe. Nie jest to jednak
prawda konieczna — by¢ moze planet w naszym uktadzie bylo kiedy$ wigcej, uwa-
zamy tez za mozliwe, ze uklad ten mialby tylko siedem planet — przeciez nie wy-
kluczamy sytuacji, ze zbiorowym wysitkiem szaleicéw doprowadzimy do rozpadu
Ziemi. Do 2006 roku uwazano, ze planet w naszym uktadzie jest dziewig¢ — obec-
nie Plutona nie uwaza si¢ juz za planetg.

Prébujac okreslac¢ wtasnosci semantyczne wyrazen zawierajacych funktory mo-
dalne bierzemy pod uwage co$ wigcej niz to, co wystarcza w analizie logiki kla-
sycznej. Bierzemy mianowicie pod uwage nie jedno tylko (,,rzeczywiste’) odnie-
sienie przedmiotowe, ale cata r6znorodnos$¢ punktéw odniesienia, ,,Swiatéw moz-
liwych”.

Zauwazmy tez, ze chociaz pierwsze z podanych nizej zdah uznamy za praw-
dziwe, niezaleznie od tego kto, kiedy i gdzie je wyglosil, to opatrzenie tego zdania
funktorem koniecznos$ci powoduje, ze cato$¢ traci owa niezalezng od kontekstu
prawdziwos¢:

1. Jestem tu teraz.

2. Jest konieczne, ze jestem tu teraz.
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W logice nie interesujemy si¢ bezposrednio jakkolwiek rozumiang konieczno-
Scia fizyczng (powiedzmy, odzwierciadlajaca jako§ prawidtowosci natury). Intere-
suja nas raczej zwiazki inferencyjne — staramy si¢ charakteryzowac reguty wnio-
skowania, majace szczegdlne wilasnosci: np. zachowujace prawdziwos$¢ (dajace
prawdziwy wniosek przy prawdziwych przestankach), chociaz mozemy takze ogra-
niczac si¢ do czysto syntaktycznych wlasnosci regut wnioskowania, nie wspomina-
jac wcale o prawdzie. W logikach modalnych prébujemy zatem scharakteryzowaé
sposoby wnioskowania zawierajace wyrazenia z funktorami modalnymi. Na dro-
dze syntaktycznej uzyskujemy takie opisy np. poprzez stosowne systemy aksjo-
matyczne. Na drodze semantycznej takze mamy kilka mozliwoSci opisu; ponizej
wspomnimy o jednej z nich (o semantyce Kripke’go).

Osobnym problemem w logikach modalnych jest sprawa rozumienia iteracji
modalnosci. Istotnie, mozna si¢ przeciez zastanawiac, c6z miatoby znaczy¢ Jest
konieczne, Ze jest konieczne, ze o. Czy znaczy to coS istotnie réznego od wyrazenia
Jest konieczne, ze a? A c6z miatby znaczy¢ jakiS dtuzszy jeszcze ciag modalnosci,
powiedzmy: Jest konieczne, Ze jest moZliwe, Ze jest konieczne, Ze nie jest mozliwe,
Ze nie jest konieczne, ze jest mozliwe, Ze a? Jak zobaczymy, w pewnych systemach
modalnych istnieje tylko skoriczona liczba wzajem nieréwnowaznych modalnosci,
a w innych takich iterowanych nieréwnowaznych modalnosci jest nieskonczenie
wiele.

Warto moze przypomnieé, ze tradycyjnie odréznia si¢ dwa rozumienia modal-
nosci: de re oraz de dicto:

1. Modalnos$¢ de dicto przystuguje catemu zdaniu.
2. Modalnos¢ de re przystuguje czasownikowi.

W omawianych nizej systemach modalnych zajmujemy si¢ modalnoscia de
dicto. Tradycja kaze uznawaé m.in. takie zaleznosci migdzy tak rozumianymi mo-
dalno$ciami:

1. Konieczno$¢ a implikuje mozliwos¢ a.

2. Konieczno$¢ « implikuje a (a necesse esse ad esse valet consequentia).
3. a implikuje mozliwo$¢ o (ab esse ad posse valet consequentia).

4. Mozliwo$¢ —« jest rtbwnowazna z zaprzeczeniem koniecznosci a.

5. Konieczno$¢ —a jest rOwnowazna z zaprzeczeniem mozliwosci «.

W polskiej literaturze przedmiotu godna polecenia pozycja jest Swirydowicz
2004. Literatura obcojezyczna na temat logik modalnych jest olbrzymia, na koricu
tekstu podajemy kilka wybranych podrecznikéw.
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3.1 Kilka systeméw modalnych

Ograniczymy si¢ do zdaniowych systeméw modalnych, pomijajac systemy mo-
dalne z kwantyfikatorami. Wracamy do notacji infiksowej, ktérej bedziemy si¢
trzymali juz do korica tego wyktadu. Rozwazmy zatem jezyk ze zmiennymi zda-
niowymi oraz spdjnikami: — negacji, A koniunkcji, V alternatywy, — implikacji
oraz = réwnowaznosci, a takze funktorami:

1. O koniecznosci — formute Ula czytamy: jest konieczne, ze .
2. { mozliwosci — formute Qo czytamy: jest mozliwe, ze c.

Rozwazmy teraz nastgpujace formuly w tym jezyku (w pierwszej kolumnie
podane sa umowne nazwy tych formut, ktére wykorzystamy p6Zniej w tworzeniu
kilku systeméw modalnych):

K O(a — B) = (Oa — 0OpB)
Oa — «

Qo — O«

Uoa — O0a

a — —-Oa

—Ha — O-0Oa

L | O0a — o) = Oa

O0a — p) vOOs — «)
M O00a — O0o

Gl | O0a — O0«

w| Qo gy = 5

Ver | Oa
Tr | (Oa) =«
Fls | -Oa

Dalej, rozwazmy nastgpujace — wybrane sposréd mozliwych do wykorzystania
— reguly wnioskowania w owym modalnym jezyku zdaniowym:

1. Reguta odrywania M P: %
2. Reguta regularnosci RR: %@6.

3. Reguta koniecznosci RN .

4. Reguta ekstensjonalnosci RE: Dgié 3
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Niech Az bedzie aksjomatyka klasycznego rachunku zdan (formuty (A1) do
(A12) podane w poprzednim wyktadzie). Niech PCH bedzie zbiorem wszystkich
tez klasycznego rachunku zdan opartego na aksjomatyce Ax oraz wszystkich for-
mul powstajacych z tych tez przez podstawienie za zmienne zdaniowe (nieko-
niecznie wszystkie) formut jezyka modalnego. Ponizej wyliczamy przyklady waz-
nych, czgsto wykorzystywanych aksjomatycznych systeméw modalnych. W kaz-
dym przypadku systemy te zawieraja aksjomatyke PCh, r6znia si¢ zestawami ak-
sjomatow charakteryzujacych modalno$ci oraz przyjmowanymi regutami wniosko-
wania. Dzielimy te systemy na dwie grupy, zgodnie z rozpowszechniona wspéicze-
$nie klasyfikacja Lemmona (zob. Swirydowicz 2004, 46—47). Méwi sie mianowicie
o dwoch klasach systeméw modalnych:

1. regularnych — zawierajacych aksjomat K oraz domknigtych na regute regu-
larnoéci RR,

2. normalnych — zawierajacych aksjomat K oraz domknigtych na regule ko-
niecznosci RN.

Kazda logika normalna jest regularna, lecz nie na odwrét. W badaniach syste-
méw modalnych przyjmuje si¢ zwykle nastgpujace zaleznosci, pozwalajace defi-
niowa¢ jedng modalnos$¢ poprzez druga:

1. Dy: Qa = ~Una

2. Do: Oa = =O—a.

W systemach multimodalnych, o ktérych nie bedziemy pisaé w tych notatkach,
a ktére zawieraja indeksowane modalnosci, zaktada si¢ podobne zalezno$ci migdzy
modalno$ciami typu koniecznos$ci a tymi typu mozliwosci.

Dla wyliczonych nizej systeméw modalnych podajemy tradycyjnie przyjmo-
wany dla nich symbol, aksjomaty i reguty wnioskowania oraz nazwe.

Systemy regularne:
1. C2: K, Dy; MP, RR—najmniejsza logika regularna
2. D2: K,D,Dy; MP, RR - regularna logika deontyczna
3. B2: K,T,Dy; MP, RR —regularna logika epistemiczna
4. E4: K,T,4,Dy; MP,RR

5. Fls: Fls,Dy; MP —system Falsum
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Systemy normalne:
1. K: K,Dy; MP, RN —najmniejsza logika normalna
2.T: K,T,Dy; MP, RN — system Feysa-von Wrighta
3. D: K,D,Dy; MP, RN —normalna logika deontyczna

4. S4: K,T,4,Dy; MP, RN — system S4 Lewisa

b

B: K,T,B,Dy; MP,RN — system Brouwera

6. S5: K,T,B,5,Dy; MP, RN —system S5 Lewisa
7. Tr: Tr,Dy; MP —system trywialny

8. Ver: Ver,Dy; MP —system Verum.

W literaturze przedmiotu spotykamy czasem réznice w rozumieniu poszcze-
g6lnych systeméw modalnych. Popularna jest konwencja nazywania systemow
normalnych uwzgledniajaca symbole poszczegdlnych aksjomatéw jako skladniki
takiej nazwy. I tak wyréznia sig np.:

1. K D4: system deontyczny S4
2. K D5: system deontyczny S5
3. KT4M: system S4.1.
4. KT4G: system 54.2.

5. K4GL: system Godla-Loba.

Czasami pewne aksjomaty zapisuje si¢ w postaci schematéw, uwzgledniaja-
cych umowne skréty:

Doa =df & DnJrlOz =df D(D”a)

PCa=ga O"Ma=4 00" ).

Mozemy wtedy rozwazaé schematy o postaci:
G =y OI0%a — OO

Czytelnik zechce sprawdzi¢, ktére z wymienionych na poczatku aksjomatéw mo-
dalnych podpadaja pod ten schemat.
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Nie bedziemy w tych notatkach rozwodzi¢ si¢ nad wtasnoSciami tych syste-
méw ani nad zalezno$ciami migdzy nimi. Tytulem przyktadu wspomnijmy jedynie,
ze zachodza nastgpujace inkluzje (rozumiane jako inkluzje zbioréw tez wymienio-
nych systeméw):

1. C2C D2

C2C E2C E4
KCTCS4
KCTCBCS5
C2C K
E2CT
D2C D
E4 C E4

o ® N ok WD

D2 C E2

_.
e

DCT.

Najstabszym systemem modalnym jest system F, ktérego zbiorem aksjomatéw
jest PCq, a regutami wnioskowania RFE oraz M P.

Jak r6znorodne moga by¢ iterowane modalnoSci w poszczeg6lnych systemach
modalnych? Bez wdawania si¢ w szczegdty powiedzmy jedynie, zZe:

1. W systemie S5 jest tylko sze$¢ wzajem nieréwnowaznych modalnosci: «,
—a, Do, Oa, \Oa oraz =Oa.

2. W systemie 54 jest tylko czternascie wzajemnie nieréwnowaznych modal-
nosci.

3. W systemie T jest nieskoficzenie wiele wzajemnie nieréwnowaznych mo-
dalnosci.

Osobne problemy stwarzaja systemy modalne rozwazane w jezykach pierw-
szego rzedu. To zagadnienia juz o wiele bardziej skomplikowane, zainteresowa-
nego czytelnika zachgcamy do konsultowania podrecznikéw. Proponujemy czytel-
nikowi — zanim znajdzie odpowiedZ w owych podrgcznikach — chwilg zastanowie-
nia si¢ nad intuicjami, ktére mozna bytoby wigza¢ np. z nastgpujaca rownowazno-
Scia:

Vza(z) = VeOa(zx).
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Warto moze jeszcze wspomnie¢ o probach charakterystyki pojecia wynikania
logicznego w terminach modalnych, a konkretnie o systemach implikacji Scistej.
Rozwazano mianowicie systemy z funktorem =- takiej implikacji, definiowanym
na jeden z nastgpujacych sposobow:

1. Oé:>ﬁEdf —|<>(Oé/\ﬁ)
2. a= =g Oa—p)

W celu eliminacji pewnych paradoksalnych wtasnosci tak zdefiniowanego funk-
tora zadaé mozna zachodzenia pewnych dalszych warunkéw, np. tego, aby po-
przednik oraz nastgpnik takiej implikacji zawieraly co najmniej jedna wspdlng
zmienng zdaniowa (miatoby to jako$ oddawaé fakt istnienia zwigzku tresciowego
mig¢dzy poprzednikiem a nastgpnikiem).

3.2 Semantyka Kripkego

W logikach modalnych odniesienie przedmiotowe jezyka rozumiane jest nieco
ogdlniej, niz w klasycznej logice pierwszego rzgdu. Poniewaz chcemy méwi¢ o
mozliwoSciach, koniecznosciach, niemozliwosciach, itd., wigc rozwazamy nie jedno
ustalone odniesienie przedmiotowe, ale cala game takich odniesien, przy czym
uwazamy, Ze sg one ze soba jako$ taczone, porownywane. Rozwazamy zatem wiele
punktoéw odniesienia, Swiatéw mozliwych, indeksow (stosowana jest rézna termino-
logia). Dopuszczamy réznorakie interpretacje pojecia swiat mozliwy. Do pomysle-
nia jest np. §wiat rézniacy si¢ od rzeczywistego tym, ze nie ma w nim piszacego
te stowa — w istocie juz wkrétce przyjdzie stuchaczom zy¢ wtasnie w takim Swie-
cie. Do pomyslenia jest Swiat, w ktérym nie ma Kosciota Katolickiego, albo Swiat,
w ktorym Marszalek Jozef Pitsudski zajmuje w 1921 roku Piotrogdéd i Moskwe,
Lenin, Trocki i Stalin odsiaduja dozywocie w polskim wigzieniu, a Hitler zostaje
zastrzelony przez nieznanych sprawcéw (nie wyklucza si¢ dziatan polskich ko-
mandoséw). Dalej, do pomyslenia sa Swiaty z inteligencja rozwijajaca si¢ inaczej
niz ludzka, a nawet Swiaty, ktérych pewne parametry fizyczne sa inne niz w ,,na-
szym” Swiecie. Jakie natomiast §wiaty nie sq do pomyslenia? Logicy i matematycy
odpowiedza zapewne: Swiaty sprzeczne, czyli takie, w ktérych zachodzi¢ miatoby
jakie$ zdanie oraz jego zaprzeczenie. Filozofowie, teoretycy literatury, marzyciele
moga mniemacé, ze réwniez Swiaty sprzeczne — w jaki§ sposéb — istnieja.

Z logicznego punkty widzenia dopuszczamy wigc wielo$¢ interpretacji pojecia
moZzliwy swiat. Rozwazamy tez zaleznoSci miedzy takimi Swiatami, polegajace na
tym, iz jedne sg alternatywne wobec drugich, ze jedne sa — w jakim$ okre§lonym
sensie — osiqgalne — z drugich. Podstawowa intuicja dotyczaca modalnosci (tych
aletycznych: koniecznosci oraz mozliwosci) jest taka, ze:
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1. to, co mozliwe w jednym ze Swiatéw jest prawdziwe w co najmniej jednym
Swiecie do niego alternatywnym;

2. to co konieczne w jednym ze §wiatdéw jest prawdziwe w co najmniej jednym
Swiecie do niego alternatywnym.

W zaleznoSci od interpretacji, mozemy zakladac, ze owa relacja alternatywno-
Sci (osiagalnoSci) ma rézne wlasnosci: ze np. jest przechodnia, albo symetryczna,
itd. Pora na formalne definicje.

Strukturq Kripke’go (dla zdaniowego jezyka modalnego S, z operatorami [J i
O) jest para (W, R), gdzie W # 0, R C W x W. Modelem Kripke’go jest tréjka
uporzadkowana (W, R, V'), gdzie V jest funkcja ze zbioru zmiennych zdaniowych
jezyka S w rodzing (W) wszystkich podzbioréw zbioru W. Okreslamy relacje
IFC W x S w sposdb nastgpujacy:

1. w IF p; doktadnie wtedy, gdy w € V(p;)
2. w IF =« doktadnie wtedy, gdy nie zachodzi w IF «;
3. wlF a A B doktadnie wtedy, gdy w IF a oraz w I+ 3

4. wlF a Vv B doktadnie wtedy, gdy w I+ o lub w IF 3

b

w IF o — B doktadnie wtedy, gdy: jesli w I o, tow I 3
6. w Ik a = [ doktadnie wtedy, gdy: w IF « wtedy i tylko wtedy, gdy w IF 3

7. w I Oa doktadnie wtedy, gdy dla wszystkich u € W: jesli R(w,u), to
ulk«

8. w IF Qa doktadnie wtedy, gdy istnieje u € W taki, ze R(w,u) oraz u |- a.

Warunki definiujace relacj¢ I+ przypominaja zatem warunki wystgpujace w
definicji pojecia spelniania w klasycznej logice pierwszego rzedu. Czasami po-
wyzsze warunki zapisuje si¢ tak, ze pierwszym argumentem relacji I jest para
((W,R,V),w) (czyli para ztozona z modelu i §wiata), a drugim formuta jezyka S,
a wigc piszemy (W, R, V), w) IF a.

Mowimy, ze formuta « jest prawdziwa w:

1. modelu (W, R, V), gdy w Ik « dla wszystkich w € W
2. strukturze (W, R), gdy jest prawdziwa w kazdym modelu (W, R, V');

3. klasie struktur K, gdy jest prawdziwa w kazdej strukturze z K.
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W to zbiér swiatow (punktéw odniesienia), R to relacja osiqgalnosci (dostgp-
nosci, alternatywnosci). Funkcja V' to wartosciowanie: okre§la ona, méwiac intu-
icyjnie, z jakich faktéw sktadaja si¢ poszczegdlne Swiaty mozliwe. Niech:

1.

Thm(K) = zbiér wszystkich formut prawdziwych w K;

2. Mod(X) = klasa wszystkich struktur, w ktérych prawdziwe sa wszystkie

formuty z X.

Moéwimy, ze:

1.
2.
3.

X jest trafny wzgledem K, gdy X C Thm(K);
X jest petny wzgledem K, gdy Thm(K) C X;

X jest wyznaczony przez K, gdy K = Mod(X).

W zaleznos$ci od tego, jakie formalne wlasnosci ma R, otrzymujemy rézne
systemy logiki modalnej. Ponadto, dowodzi sig¢, ze aksjomatyki poszczegdlnych
system6éw modalnych sa trafne i pelne wzgledem odpowiednich klas struktur. Wy-
liczymy tutaj, dla przyktadu, niektére z tych faktow.

Przypomnijmy przedtem pewne witasnosci relacji dwuargumentowych R na
dowolnym zbiorze U. Méwimy mianowicie, ze R C U jest (w zbiorze U):

1.
2.

AN B~ W

-

zwrotna, gdy Vo € U R(x, x)

przeciwzwrotna, gdy Vo € U ~R(x, x)

. symetryczna, gdy Vo € UVy € U (R(z,y) — R(y,x))

. asymetryczna, gdy Vo € UVy € U (R(x,y) — - R(y, z))

. antysymetryczna, gdy Vo € UVy € U ((R(z,y) A R(y,z)) — = =y)

. spdjna', gdy Vo € UVy € UVz € U ((R(z,y) A R(x,2)) — (R(y, 2) V

R(z,y)))

. przechodnia, gdy Vx € UVy € UVz € U ((R(x,y) A R(y, z)) — R(z,z2))
. euklidesowa, gdy Vx € UVy € UVz € U ((R(z,y) A R(x, z)) — R(y, 2))
. zbiezna, gdy Vo € UVy € UVz € U ((R(z,y) N R(z,2)) — Ju €

U (R(y,u) A R(z,u)))

'To terminologia uzywana w logice modalnej. Jak pamigtamy, w rachunku relacji méwimy, ze
relacja jest spdjna, gdy Vo € UVy € U (—x =y — (R(z,y) V R(y, z))).
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10. seryjna, gdy Vx € U3y € U R(z,vy).
Przypomnijmy tez, ze dla dowolnej relacji R definiuje si¢ przez indukcje:
1. R (z,y) = R(z,vy)

2. Rz, y) = 32 (R(x, 2) A R(z,9)).

Dowodzi sig, ze nastgpujace aksjomaty modalne sa prawdziwe odpowiednio w
nastgpujacych klasach modeli (nazwy tych klas modeli odpowiadaja wtasno$ciom
rozwazanych w nich relacji osiagalnosci):

1. D — w modelach seryjnych

2. T — w modelach zwrotnych

3. 4 — w modelach przechodnich
4. B —w modelach symetrycznych

5. 5 —w modelach euklidesowych.

Zachodza tez nastgpujace twierdzenia, ustalajace zwiazki migdzy syntaktycz-
nymi (aksjomatycznymi) opisami logik modalnych a prawdziwos$cia formut mo-
dalnych w klasach struktur:

1. Logika K jest pelna wzglgdem klasy wszystkich modeli, w ktérych relacja
osiagalnosci jest dowolng relacja.

2. Logika T jest pelna wzgledem klasy wszystkich modeli, w ktérych relacja
osiagalnosci jest relacja zwrotna.

3. Logika B jest pelna wzgledem klasy wszystkich modeli, w ktérych relacja
osiagalnosci jest relacja zwrotng i symetryczna.

4. Logika S4 jest pelna wzgledem klasy wszystkich modeli, w ktérych relacja
osiagalnodci jest relacja zwrotng i przechodniag.

5. Logika S5 jest petna wzgledem klasy wszystkich modeli, w ktérych relacja
osiagalnosci jest relacja réwnowaznosSci (zwrotna, symetryczna i przechod-
nia).

6. Logika S4.2 jest pelna wzgledem klasy wszystkich modeli, w ktérych relacja
osiagalnoSci jest relacja zwrotna, przechodnia i zbiezna.
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7. Logika S4.3, ktéra powstaje z systemu S4 przez dodanie aksjomatu:
3. O00a—p)vOOs — «a)

jest petna wzgledem klasy wszystkich modeli, w ktérych relacja osiagalnosci
jest relacja zwrotna, przechodnia i spdjna.

8. Logika zawierajaca aksjomat G*¥™" jest wyznaczona przez modele, w kt6-
rych relacja osiagalnosci R spetnia warunek:

VavyVz ((R*(z,y) A R™(z,2)) — Jv (R'(y,v) A R"(z,v))).

Czytelnik domySla sig, ze otrzymywaé mozna wiele dalszych twierdzen tego
typu, wiazacych wilasnosci formalne relacji osiagalno$ci ze stosownymi aksjoma-
tami dla formut z funktorami modalnymi.

Warto moze nadmieni¢, ze formutami modalnymi nie mozna wyrazi¢ ani wila-
snoSci przeciwzwrotnosci, ani wlasnosci asymetrii.

Semantyka Kripke’go (zwana takze semantyka relacyjna) zyskata sporg popu-
larno$§¢ w wielu zastosowaniach, takze w badaniach lingwistycznych. Stuchacze
tego kursu zapewne mieli okazj¢ zetknaé si¢ juz wczedniej z jakas jej wersja.

Semantyka Kripke’go nie jest jedyna semantyka brang pod uwage w opisie
systemow modalnych. Innymi bardzo waznymi ujeciami problematyki semantycz-
nej dla logik modalnych sa np.: semantyka otoczeniowa (topologiczna), semantyka
algebraiczna.

4 Logiki deontyczne

Funktory deontyczne: jest nakazane, jest zabronione, jest dozwolone (Yaczace si¢
ze zdaniem i dajace w wyniku zdanie) opisywa¢ mozna podobnie, jak oméwione
przed chwila funktory modalne, odpowiednio: jest konieczne, jest niemozliwe (czyli:
nie jest mozliwe), jest mozliwe. Nasuwa sig takze mozliwos$¢ osobnego wprowadze-
nia tych funktoréw, dotaczenia ich do jezyka modalnego, zawierajacego klasyczne
modalnosci aletyczne, ewentualnie dodania takze innych jeszcze poje¢ — np. poje-
cia sankcji.

Logika funktoréw deontycznych musi poradzi¢ sobie z ré6znymi problemami
dotyczacymi znaczenia norm, ich rozumienia, zaleznoSci inferencyjnych migdzy
zdaniami normatywnymi. Omawianie tych probleméw wykracza poza ramy tego
wyktadu. Ograniczymy si¢ jedynie do podania przyktadu jednego systemu logiki
deontycznej — tzw. systemu OS von Wrighta. Jezyk tego systemu jest jezykiem
zdaniowym, zawierajacym klasyczne funktory zdaniowe oraz jednoargumentowy
funktor O: formule Oa czytamy ,,« jest obowiazkowe” (nakazane). Aksjomaty
systemu sa nastepujace:
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1. Zbiér wszystkich formul powstajacych z praw klasycznego rachunku zdan
poprzez konsekwentne podstawienie na miejsce zmiennych zdaniowych ja-
kichs$ formut jezyka systemu OS.

2. O(aANB)=0aNnOp
3. 20(a A —a).
Regutami wnioskowania systemu OS sa:

1. Reguta odrywania.

2. Reguta ekstensjonalnosci o postaci: jesli a = [ jest prawem klasycznego
rachunku zdan, to Oa = Of jest teza systemu OS.

W systemie tym zdefiniowa¢ mozemy dalsze funktory deontyczne:

1. Fa =g O—a (Fo czytamy: ,,« jest zakazane”).

2. Pa =g ~O—-a (Pa czytamy: ,,« jest dozwolone”).
Wsréd tez tego systemu sa m.in. nastgpujace:

1. Oa = Pa

2. P(aV B) = PaV P3

3. FlaVv pB)=FaAFB

4. (O(aV p)AO—-a) = 0Op
5. (O(a— B) ANOa) — OfB.

Czytelnik zechce ustalié, czy podane wyzej tezy zgodne s3 z jego obywatel-
skimi intuicjami dotyczacymi sprawiedliwego systemu prawa. Pewne tezy tego
systemu uwaza¢ mozna za paradoksalne, np.:

1. Paradoks dobrego Samarytanina: Fp — O(p — q) (jesli zabijanie jest
zakazane, to obowiqzkowe jest obrabowanie nieboszczyka, o ile zabito).

2. Paradoks Alfa Rossa: Op — O(pV q) (jesli ptacenie podatkéw jest obowiqz-
kowe, to obowiqzkiem jest ptaci¢ podatki lub oszukiwacé w zeznaniu podat-
kowym).
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Te paradoksy powstaja jednak ze wzgledu na to, ze w klasycznym rachunku
zdan obowiazuja, odpowiednio, prawo Dunsa Scotusa —p — (p — ¢) oraz prawo
p — (pV q). Iterowanie modalnosci deontycznych dostarcza innych jeszcze przy-
ktadéw paradokséw.

W przypadku logik deontycznych stosowaé mozemy semantyke Kripke’go.
Relacja osiagalnosci jest wtedy interpretowana np. w terminach preferowania jed-
nego $wiata wzgledem drugiego. Obowiazkowe w $wiecie x mogloby by¢ wtedy
np. to, co zachodzi we wszystkich Swiatach preferowanych wzgledem « (jako$
»lepszych” od niego), albo — powiedzmy — w §wiatach najbardziej preferowanych,
deontycznie doskonatych.

Nalezy pamigtaé, ze sam formalizm matematyczny nie dostarcza niezawod-
nej metody rozstrzygajacej np. spory prawne. Dobra logika deontyczna musi by¢
poprzedzona porzadna teoria obowiazku prawnego.

S Logiki temporalne

Wyrazanie zaleznosci odwotujacych si¢ do czasu traktowaé mozna jako pewne mo-
dalnosci. Jesli zdecydujemy si¢ na de dicto rozumienie tych modalnosci, to trzeba
wprowadzi¢ stosowne funktory, reprezentujace zaleznosci czasowe. Alternatywne
ujecie to rozwazanie np. struktur wielodziedzinowych, gdzie — oprécz dziedziny
obiektow — rozwazamy zbiér momentow czasowych, chwil, badZ innych jeszcze
elementéw, majacych tworzy¢ czas.

Czas to trudne w analizie pojecie. Rozwaza sig¢ rézne koncepcje czasu, nie spo-
s6b ich tu wyliczaé. Nadto, inaczej podchodzi si¢ do czasu np. w fizyce, a inaczej
w psychologii lub jezykoznawstwie. W tej ostatniej dyscyplinie rozwaza si¢ m.in.
odpowiednioSci migdzy zaleznoSciami czasowymi, a ich wyrazaniem w postaci
czasu oraz aspektu gramatycznego. Jezyki §wiata oferuja w tym wzgledzie spore
zréznicowanie, jak doskonale wiedza lingwisci.

Semantyka Kripke’go jest naturalnym narzedziem do opisu zaleznos$ci czaso-
wych. Jesli swiat rozwazZany w czasie to nastgpujace po sobie stany swiata, to mo-
menty czasowe traktowaé mozemy jako indeksujace owe stany, a funkcja warto-
Sciujaca bedzie ustalata, z jakich to stanéw sktada si¢ Swiat w danym momencie.

Rozwazmy jezyk zdaniowy (z klasycznymi funktorami zdaniowymi oraz) z
nastgpujacymi funktorami temporalnymi:

1. P: wyrazenie P« czytamy ,,choC raz w przesziosci bylo tak, ze o”.

2. F':wyrazenie F'a czytamy ,,choé raz w przysztoSci bedzie tak, ze o”.
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Uznajmy, ze formuty bez funktoréw temporalnych stwierdzaja to, co dzieje si¢
w chwili obecnej. W terminach powyzszych funktoréw zdefiniowa¢ mozna inne
funktory temporalne, np.:

1. Ga =4 ~F-a —wyrazenie Ga czytamy wtedy ,,zawsze bedzie tak, ze a.

2. Ha =g —~P-a - wyrazenie Ga czytamy wtedy ,,zawsze bylo tak, ze a.

Mozna tez wyjs$¢ od funktoréw G oraz H (wraz z podang ich interpretacja) i
zdefiniowa¢ funktory F' oraz P:

1. Fa =4 ~G-a

2. P« =df -H-a.

Semantyke dla takich funktoréw temporalnych okres§lamy nastgpujaco. Niech
(W, R, V') bedzie modelem temporalnym, czyli uktadem ztozonym z:

1. Niepustego zbioru W (§wiaty mozliwe, nazywane w tym przypadku momen-
tami).

2. R C W x W (relacja osiagalnosci, interpretowana w tym przypadku jako
nastepstwo czasowe: gdy R(x,y), to méwimy, ze y nastgpuje po x, lub, réw-
nowaznie, ze x wystepuje przed ).

3. Funkcji V' (wartosciowania), przyporzadkowujacej kazdemu momentowi x €
W pewien zbiér zmiennych zdaniowych rozwazanego jezyka. Intuicja zwia-
zana z ta funkcja to: p € V (z) doktadnie wtedy, gdy stan Swiata w momencie
x jest taki, iz p w nim zachodzi.

Definicja relacji spetniania I formut jezyka temporalnego w elemencie x € W
takiego modelu jest indukcyjna i wyglada nastgpujaco:

1. (W, R,z) IF p; doktadnie wtedy, gdy p; € V (z)
2. (W, R, z) IF =« doktadnie wtedy, gdy nie zachodzi (W, R, x) IF «

3. (W,R,x) IF a — (B doktadnie wtedy, gdy:
jesli (W, R, z) I a, to (W, R, z) IF 8

4. (W, R, z) IF a A B doktadnie wtedy, gdy (W, R, z) IF aworaz (W, R, z) IF 3
5. (W,R,z) IF o V ( doktadnie wtedy, gdy (W, R, z) IF alub (W, R, z) I
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10.

. (W,R,x) IF a = [ doktadnie wtedy, gdy: (W, R, x) IF « wtedy i tylko

wtedy, gdy (W, R, z) IF 3

W, R, x) I Fa doktadnie wtedy, gdy istnieje y € W taki, ze R(x,y) oraz
W,R,y) IF a
)
)

W,R,y) IF «

(
(
. (W, R,z) IF Pa doktadnie wtedy, gdy istnieje y € W taki, ze R(y, z) oraz
(
(

W, R, z) IF Ga doktadnie wtedy, gdy dla wszystkich y € W: jesli R(z,y),
to (W, R,y) IF«

(W, R, x) I+ Ha doktadnie wtedy, gdy dla wszystkich y € W jesli R(y, x),
to (W, R,y) IF a.

Standardowo okreS§lamy dalej prawdziwo$¢ formuty w strukturze oraz praw-
dziwos¢ formutly w klasie struktur:

1.

a jest prawdziwa w strukturze (W, R), gdy (W, R, z) I+ a dla wszystkich
x € W oraz wszystkich wartosciowan V.

. « jest prawdziwa w klasie struktur K, gdy « jest prawdziwa w kazdej struk-

turze nalezacej do K.

Domyslamy sig, ze zaleznie od przyjetych zatozen na temat wtasnosci nastgp-
stwa czasowego, czyli relacji R, otrzymujemy rézne semantyki dla rozwazanych
funktoréw temporalnych. Calkiem naturalne wydaje si¢ zaktadanie przechodnio-
Sci nastgpstwa czasowego, rozwaza¢ mozna czas liniowy, kolisty, rozgaleziajacy
si¢ (w przysztos$¢ lub w przesztodc), dyskretny lub gesty, seryjny, posiadajacy mo-
ment pierwszy lub ostatni, itd. Takim warunkom dla relacji R odpowiadaja pewne
aksjomaty stosownych logik temporalnych; moga w tych aksjomatach wystapic
iteracje funktoréw temporalnych.

Ograniczymy si¢ do podania aksjomatyki jednego systemu temporalnego, dos¢
prostego, a mianowicie systemu F;. Jego aksjomatami sg:

1.

Wszystkie prawa klasycznego rachunku zdai oraz wszystkie formuty po-
wstajace z tych praw poprzez podstawienie za zmienne (niekoniecznie wszyst-
kie) formut jezyka temporalnego.

. Gla—= B) = (Ga — GpB)
. Ha— ) — (Hoe— Hp)
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4, o - HF o

5. o« — GPa.

Regutami wnioskowania w tym systemie sa reguty koniecznosci dla funktorow

G oraz H, czyli:
o o

Ga  Ha'
Funktory P oraz F' sa w tym systemie definiowane, doktadnie w taki sposéb, jak
opisano to juz wczesniej. Przyktadowymi twierdzeniami systemu K sa:

1. Glaa — B) = (Fa — Fp)
2. Ha— B) = (Pa— Pp)

3. GlaApB) = (GaNGpB)

4. H(aNp)=(HaNHp)
5. F(aV B) = (FaV Fp)
6. P(aV B) — (PaV Pg)
7. PGa — «
8. FHa — .

Dla systemu K; dowodzi si¢ twierdzenia o pelnosci: jego tezami sa doktad-
nie formuly prawdziwe we wszystkich modelach (W, R, V'), gdzie nie zaktada si¢
niczego o wtasno$ciach relacji nastgpstwa czasowego R.

Rozwaza¢ mozna réwniez systemy, w ktérych modalnosci temporalne sa jakos
splecione z modalno$ciami aletycznymi, a wigc probowaé charakteryzowaé rozu-
mienie termindw takich, jak np.: bedzie mozliwe, bedzie konieczne, itp. Na margi-
nesie dodajmy, ze tradycja przekazuje dwa rozumienia modalnos$ci temporalnych:

1. Diodorus:

(@ da=aV Fa
b)) Oa=a AN Ga

2. Arystoteles:

(@) Qa=PaVaV Fa
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(b)) Oa= HaNaAGa.

Na koniec tego punktu spdjrzmy jeszcze na kilka przyktadowych wiasnosci re-
lacji nastgpstwa czasowego i odpowiadajace im formuly temporalne (tutaj L ozna-
cza stala falsum, zas T stala verum):

1. Czas ma (przynajmniej w jednej ze swoich §ciezek) element ostatni: F'G L.

2. Czas ma nieskonczone Sciezki w przysztos¢, w tym sensie, ze:
VaVy (R(xz,y) — 3z R(y, 2)).
Wiasnosci tej odpowiada formuta: F'G'T.

Mozna wyraza¢ — w stosownych systemach temporalnych — rézne bardziej
skomplikowane wilasnosci relacji nastgpstwa czasowego, otrzymujac np. czas cia-
gty, kolowy, rozgateziajacy sie, itd.

6 Logiki doksastyczne i epistemiczne
Sprébujmy zastanowi¢ si¢ nad ocena prawdziwosci nastgpujacych wyrazen:

1. Kasia wie, ze bawila si¢ w noc sylwestrowa z: Romanem, Kuba, Robertem,
Krzysztofem.

2. Kasia wie, ze Robert jest ojcem jej dziecka.

3. Wiem, ze bytem wczoraj w kosciele.

4. Wierze (jestem przekonany, sadz¢, mniemam), ze bytem wczoraj w koSciele.
5. Wiem, ze bylem wczoraj w kosciele, ale w to nie wierze.

6. Wiem, ze nie wiem, ze bylem wczoraj w kosciele.

7. Wiem, ze ty wiesz, ze ja wiem, ze bytem wczoraj w kosciele.

8. Wierzg, ze méj system przekonari jest niesprzeczny.

9. Wiem, ze mdj system przekonan jest sprzeczny.

10. Wiem, ze nic nie wiem.
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W zdaniach tych mamy wyrazenia dotyczace Zywienia przekonari badz posia-
dania wiedzy. Wspétczesnie (ale i zgodnie z dluga tradycja) uwaza sig, ze wiedza
to trafne (prawdziwe) uzasadnione przekonanie. Ludzie zywia réznorakie prze-
konania, mniemaja jedni to, a drudzy co$ catkiem innego, jak wida¢ chocby z
mnogosci wyznawanych wierzen religijnych. Pewne przekonania okres§lamy jako
zdroworozsqdkowe, majace jakoby by¢ w zgodzie z obserwacjami zwiazanymi z
doswiadczeniem potocznym. Podejrzliwos¢ wobec trafno§ci mnieman jest jednym
ze Zrédet filozofii. W catej tradycji filozoficznej — nie tylko Zachodu — szukano me-
tod pozwalajacych oddzielaé catkiem dowolne mniemania od przekonan trafnych i
posiadajacych uzasadnienie, a wigc tworzacych wiedzg.

Z czysto formalnego punktu widzenia zywienie przekonan lub posiadanie wie-
dzy opisywaé mozemy w terminach modalnosci doksastycznych lub epistemicz-
nych, sktadniowo reprezentowanych przez funktory od argumentu zdaniowego (wie-
rze, Ze o, wiem, Ze «) lub zdaniowego i nazwowego (x wierzy, Ze o, T wie, Ze ).
Ponizej podajemy kilka przyktadéw systeméw z tego typu funktorami.

6.1 System Losia

To bodaj pierwszy w literaturze przedmiotu formalny system logiki epistemiczne;j.
W jezyku mamy zmienne i funktory zdaniowe, kwantyfikator V wiazacy zmienne
nazwowe (przebiegajace zbidr osob). Operator L, ma nastgpujaca interpretacje:
L,p oznacza, ze cztowiek x uznaje, ze p. Aksjomatami systemu sa:

l. Lyp=—-L;—p

2. Lo((p—=a) = ((g—=7) = (p—1)))
L.(p— (—p—q)

Ly((-p = p) = p)

Lo(p — q) = (Lp — Lq)

VeL,p —p

N e kW

L,L,p=L,p

Regutami wnioskowania systemu sa: reguta odrywania oraz reguta podstawia-
nia. Dodajmy krétkie komentarze do tej aksjomatyki:

1. Pierwszy aksjomat systemu wyraza pewng form¢ zasady niesprzecznosci.

2. Zpierwszego aksjomatu systemu wynika, ze dla dowolnego zdania p: uznane
jest badz p, badZ jego zaprzeczenie —p.
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3. Aksjomaty: 2, 3 i 4 wyrazaja uznawanie aksjomatyki f.ukasiewicza dla (im-
plikacyjno-negacyjnego) rachunku zdaf.

4. Aksjomat 5 wyraza rozdzielno$¢ operatora L, wzglgdem implikacji.

5. Aksjomat 6 stwierdza, ze zdanie uznawane przez wszystkich jest teza sys-
temu.

6. Ostatni aksjomat méwi, ze iteracja operacji uznawania jest rOwnowazna tej
operacji.

7. Aksjomaty systemu sa niezalezne.

8. System jest niesprzeczny i wielowartoSciowy.

6.2 System von Wrighta
Modalnosci epistemiczne rozwazane przez von Wrighta to:
1. Vip —p jest (pozytywnie) zweryfikowane;
2. F'p—p jest sfalsyfikowane (mamy: F'p = V—p);
3. °Vp A =V —p —p jest nierozstrzygnigte.
Aksjomatami systemu sg:
I. =F(pVq) = (-FpV ~Fq)
2. ~FpV -F-p
3. Vh(p=q) = OFp = Fq)

Regutq wnioskowania systemu jest: Jesli - p, to = Vp. Symbol O] oznacza
tu funktor koniecznosci. Dla kompletnosci, mozna zdefiniowaé funktor =V —p, co
czytamy: ,,p jest dopuszczone”.

6.3 System Hintikki

W pierwotnej wersji system Hintikki operowal modalno$ciami:

1. Pp - p jest mozliwe ze wzglgdu na wiedz¢ (podmiotu);

2. Kp - (podmiot) wie, ze p;
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3.

Bp — (podmiot) wierzy, ze p.

Dla scharakteryzowania wiedzy danego podmiotu uzywa si¢ pojecia zbioru
modelowego. W ponizszej definicji m (ew. z indeksem) jest zbiorem formut (roz-
wazanego jezyka), za§ M jest rodzing zbioréw formut. Zbiory formut odpowiadaja
zespotom przekonan.

Przez system modelowy rozumiemy kazda rodzing M zbioréw formut spetnia-
jaca, dla kazdego m € M, nastgpujace warunki:

1.

2.

10.

11.

Jeslip € m, to —p ¢ m.

JeSlip A g€ m,top € moraz g € m.

.Jeflipvgem,topemlubq € m.

. Jesli ——p € m,top € m.

. Jesli—(pAgq) €m,to—p € mlub—q € m.

. Jesli—(p V q) € m, to —p € m oraz —q € m.

. Jesli Pp € m, to istnieje m, € M taki, ze p € m.
. Jesli Kp € m, to dla kazdego m, € M: Kp € m,.

. Jesli Kp € m,top € m.

Jesli - Kp € m, to P-p € m.

Jesli -Pp € m, to K—p € m.

Migdzy elementami zbioru modelowego zachodzi¢ moga zaleznoSci:

1.

2.

doksastycznej alternatywnosci,

epistemicznej alternatywnosci.

Logike wiedzy i przekonan otrzymujemy przez dodanie stosownych warunkéw
dla tych relacji. Ujecie Hintikki jest alternatywa dla semantyki Kripke’go. Jednak
to ta ostatnia jest wspétczes$nie najbardziej popularna.
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6.4 System Godla-Loba

Logika Godla-Loba, zwana tez logika dowodliwosci jest logika modalna, w ktorej
operator konieczno$ci moze by¢ interpretowany jako dowodliwosé (w ustalonym
systemie). Dowodzenie jest oczywiscie forma uzasadniania, co z kolei jest warun-
kiem uzyskiwania wiedzy, a wigc usprawiedliwia to omawianie tego systemu w
tym wiasnie punkcie. Mozna takze korzystac z tej logiki przy modelowaniu syste-
méw przekonan, z uzyciem funktora B, gdzie Ba czytamy: ,,(ustalony podmiot)
wierzy, ze . Rozwazamy wigc jezyk modalny z funktorem B opisanym aksjo-
matycznie, dla ktérego uzyskujemy rézne interpretacje. Logika Godla-Loba ma
nastgpujace aksjomaty:

1. wszystkie tautologie klasycznego rachunku zdan;
2. aksjomaty rozdzielnosci: B(« — ) — (Ba — Bf);
3. wszystkie formuty postaci: B(Ba — o) — Ba.

Regutami wnioskowania sa: reguta odrywania oraz reguta koniecznosci (dla
funktora B).

Nie wchodzac w szczeg6ly, powiedzmy jedynie, ze mozliwe jest ,,przetozenie”
tez logiki Godla-Loba na stwierdzenia dotyczace dowodliwosci twierdzen aksjo-
matycznego systemu Peana arytmetyki pierwszego rzgdu PA.

6.5 Logika racjonalnych §wiadomych przekonan

Jedna z propozycji rozumienia pojecia Swiadome racjonalne przekonanie jest sys-
tem aksjomatyczny LB podany przez Marka Tokarza w Elementach pragmatyki lo-
gicznej, bedacy zdaniowa logika modalng z operatorem B (formule Ba czytamy:
~rozwazany podmiot wierzy, «’’) oraz nastgpujacymi aksjomatami:

1. «, dla wszystkich tautologii « klasycznego rachunku zdai
2. Ba = BB«

3. -Ba= B-Ba«a

4. B~a - -Ba

5. B(a — ) — (Ba — Bp).

Regutami wnioskowania tego systemu sa:

1. reguta odrywania: z « — 1 o mozemy wyprowadzi¢ 3
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2.

reguta koniecznosci: z « mozemy wyprowadzi¢ Bo.

Oto przyktady tez tego systemu:

1.

10.
11.

12.

-B(a A —a)

. Bla=p) = (Ba= Bj)
. (BaV Bp) — B(aV p)
. (BanBB)=B(aAp)

. Ba — —-B-«

(B(aV ) N—=Ba) — ~B—f

. (B(aV B) N B-a) — Bj
. B(a = ) = (B — B-a)
. 7 B(a — ) = (-B-a A —-Bj3)

B(BaV B3) = B(aV )
B(a — ) - B(Ba — f)

B(Ba — «)

Logika LB ma m.in. nastgpujace wlasnosci:

1.

2.

W LB zachodzi Twierdzenie o Dedukcji.

System LB jest domknigty na regule ekstensjonalnosci: jesli teza jest a« = (3,

to teza jest tez Ba = Bf.

. Petnos¢ LB. Formuta « jest teza logiki LB wtedy i tylko wtedy, gdy jest
prawdziwa we wszystkich wlasciwych algebrach filtrowych, tj. w struktu-

rach o postaci
<A7 ) m? Ua *, F>a

gdzie (A, —, N, U) jest algebra Boole’a, F' wtasciwym filtrem tej algebry, a

* funkcjq charakterystyczng zbioru F'.

Logika LB ma wtasno$¢ modeli skoriczonych (FMP), a wigc jest rozstrzy-

galna.

31



Logike LCB otrzymujemy z LB przez dodanie aksjomatu: Ba V B—a. Row-
nowaznie, dla otrzymania LCB mozna doda¢ do LB kazda z nastgpujacych formut:

1.

—-Ba — B-«

2. B(aV p)— (BaV Bpj)

3. (Ba — Bf) — B(a — f).

Logika LCB ma m.in. nastgpujace wlasnosci:

1.

Logika LCB jest logika §wiadomego, racjonalnego Besserwissera — kogos,
kto ma wyrobiong opini¢ w kazdej sprawie.

. Petnos¢ LCB. Formula « jest teza logiki LCB wtedy 1 tylko wtedy, gdy jest

prawdziwa we wszystkich ultraalgebrach, tj. w strukturach o postaci
<A7 ) m? U7 *, F>a

gdzie (A, —, N, U) jest algebra Boole’a, F' ultrafiltrem tej algebry, a * funk-
cja charakterystyczng zbioru F'.

. Logika LCB ma wtasnos¢ modeli skoniczonych (FMP), a wigc jest rozstrzy-

galna.

Dodanie do aksjomatéw LB aksjomatu: Ba — o pozwala interpretowac otrzy-
mang w ten spos6b logike LWB jako logike wiedzy.

1. LCB jest réwnowazna systemowi modalnemu S5.

2. Petnos¢ LWB. Formuta « jest teza logiki LWB wtedy i tylko wtedy, gdy jest

prawdziwa we wszystkich strukturach o postaci
<A7 R m? U7 *, F>7

gdzie (A, —, N, U) jest algebra Boole’a, F filtrem jednostkowym tej algebry,
a * funkcja charakterystyczng zbioru F'.

. Logika LWB ma wtasno$¢ modeli skoniczonych (FMP), a wigc jest rozstrzy-

galna.

32



6.6 Teorie zmiany przekonan

W badaniach logiki wiedzy i przekonan wyr6zni¢ mozna dwa nurty: pierwszy z
nich wiaze systemy wiedzy i przekonan z logikami modalnymi, drugi dotyczy w
pierwszym rzedzie problematyki zmian systeméw przekonar.

W jaki sposéb jednak opisywaé zmiany systemu przekonan? Czasami zmie-
niamy przekonania — uzyskujemy nowa wiedze, porzucamy jedne przekonania na
rzecz innych, itp. Rozwaza si¢ trzy operacje na systemach wiedzy:

1. ekspansje — dotaczenie nowego zdania do systemu;
2. kontrakcje — odrzucenie pewnego zdania;
3. rewizje — zastapienie pewnego twierdzenia jego negacja.

Kazda z tych operacji musi spelnia¢ stosowne zatozenia. Podamy, dla przy-
ktadu, aksjomaty charakteryzujace kontrakcje. Niech T' — « oznacza stan przeko-
nan powstajacy z I' w wyniku usunigcia zdania . Przypusémy, Ze stan naszych
przekonan jest reprezentowany przez teori¢ 7. Usunigcie o z systemu przekonan
T powoduje, ze musimy z tego systemu przekonan usunaé réwniez inne zdania (z
ktérych @ moze wynikac). Aksjomaty kontrakcji maja zapewniaé, ze operacja ta
ma pozadane wilasnosci logiczne:

1. T' — « jest teoria (jest domknigty na operacje konsekwencji).
2.T—aCT.

3. Jesli « nie jest tautologia, to o ¢ T' — av.

4. Jeslia¢ T,toT —a=T.

5. Jedli @ = (3 jest tautologia, to T — a =T — .

6. T jest najmniejsza teorig zawierajaca (T — o) U {a}.

7 Logika intuicjonistyczna

Intuicjonizm matematyczny kojarzymy z nazwiskami Leopolda Kroneckera, Luit-
zena Brouwera, Henri Poincaré’go, Arendta Heytinga, Stephena Kleene’go, Her-
manna Weyla, by wymieni¢ jedynie kilku klasykéw. Kryterium istnienia obiektu
matematycznego to w intuicjonizmie konstrukcja tego obiektu. Tak wigc, intuicjo-
nisci odrzucaja np. prawo wytqczonego srodka oraz odwotania si¢ do dowodéw
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niekonstruktywnych. Intuicjonista nie uzna zatem zdania 3z P(x) na podstawie
zda 3z P(x)V -3z P(z)oraz =—3x P(z), jak zrobitby to matematyk klasyczny.

Intuicjonista nie uzna réwniez tego, ze: Istniejq liczby niewymierne dodatnie
x,y ze xY jest liczbq wymierng, jesli przedstawimy nastepujacy dowod:

1. Jesli ﬁ\/ﬁ jest liczba wymierna, to niech x = y = /2 i teza zostata poka-
zana.

2. Jesli \@ﬁ jest liczba niewymierna, to niech x = \@ﬁ oraz y = V2.
Wtedy oY = \@ﬁﬂ = ﬂ2 = 21 znowu teza zostata pokazana.

W intuicjonizmie przyjmuje si¢ pewne restrykcje dotyczace nieskoriczonosci.
Uznaje si¢ nieskonczono$¢ potencjalng, odmawia si¢ natomiast prawomocnosci
pewnym rozwazaniom uwzglgdniajacym nieskonczono$¢ aktualng.

Podajemy nizej — za monografia Pogorzelski, Wojtylak 2008 — aksjomatyke
dla zdaniowej logiki intuicjonistycznej. Jezykiem tej logiki jest standardowy je-
zyk So = (S2,—, V, A, 7) (gdzie Sa to zbidr wszystkich formut utworzonych ze
zmiennych zdaniowych wedle standardowych regut). Niech A;,; bedzie nastgpu-
jacym zbiorem aksjomatow:

Lp—=(a—0p)
2. (p—=—=9)—> =09
3.(p—=q) = ((g—=s5) = (p—59))
4. p—=(Va)
5.9—=(Va)
6. (p—s)—=>((g—s)—=(pVa) —s))
(pAq)—p
8. (pAg) —q
(p—=q) = ((p—=r)—=(p—(aAT)))
10. p = (-p = p)

11. (p = —p) — —p.
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oraz niech Ry, = {ro, 7}, gdzie ¢ jest reguta odrywania, a r, regula podstawia-
nia w Sy. Wtedy (Ro«, Aint) jest systemem intuicjonistycznej logiki zdaniowej.
W wersji niezmienniczej logika intuicjonistyczna jest systemem (R, Sb(Aint)),
gdzie Ry = {ro}. Tutaj operacja Sb zastosowana do zbioru formut X daje w wy-
niku wszystkie formuty powstajace z formut zbioru X poprzez dowolne podsta-
wienia formul rozwazanego jezyka za zmienne zdaniowe. Na podstawie wtasnosci
operacji Sb oraz reguty podstawiania mamy: Cr,, (Aint) = Cr,(Sb(Aint)).

Niechaj teraz O bedzie operacja konsekwencji generowana przez system
(Ro, Sb(A;nt)). Mamy zatem dla kazdego X C So:

C™(X) = Cry(Sb(Aimt) U X).
W systemie tym zachodzi twierdzenie o dedukcji:

1. Dla dowolnych X C S5 oraz «, B € Sa:
B € O (X U {a}) wtedy i tylko wtedy, gdy (o — B) € C™(X).

Twierdzenie o dedukcji charakteryzuje implikacje. Pozostate funktory logiki
intuicjonistycznej sg charakteryzowane nastgpujaco (formuta oo = f3 jest skrétem
dla formuty (a« — B) A (8 — «)):

1. "X U{aAB}) =C"(X U{a,B})
2. C"(X U{aV B}) = CM (X U{a}l)NC™ (X U{B})

3. (a = B) € C"™(X) wtedy i tylko wtedy, gdy C*™(X U {a}) = C"™(X U
{8})

4. —a € C™(X) wtedy i tylko wtedy, gdy C"™(X U {a}) = Ss.

Otrzymujemy stad, ze w logice intuicjonistycznej wyprowadzalna jest reguta
dodawania koniunkcji rg:

Tg ! 5/’\%, dla wszystkich o, 5 € Ss.

Zachodza takze nastgpujace fakty:

1. a — B € C™(X) wtedy i tylko wtedy, gdy C™™(X U {B}) C C*"(X U
{a}).

2. aVp € C™(X) wtedy i tylko wtedy, gdy C™ (X U{a})NC" (X U{B}) C
Cm(X).
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3. anB € C™(X) wtedy i tylko wtedy, gdy C* (X U{a})UC™ (X U{B}) C
C(X).

4. =a € C™(X) wtedy i tylko wtedy, gdy Sy C C™™ (X U {a}).

Nadto, O™ jest najmniejsza operacja konsekwencji nad Ss, ktéra spetnia po-
wyzsze cztery warunki.

8 Dla zabawy: o szczeSciarzach epistemicznych

Pozwolimy sobie, dla relaksu, dodaé¢ do tego wyktadu matly fragment oparty na
naszym tlumaczeniu ksiazki Raymonda Smullyana Forever Undecided. A Puzzle
Guide to Godel, ktére ukazato si¢ w 2007 roku nakladem Ksiqzki i Wiedzy, pod
tytutem Na Zawsze Nierozstrzygnigte. Zagadkowy Przewodnik Po Twierdzeniach
Godla. Obok zagadek o Rycerzach (méwiacych zawsze prawde) oraz Lotrach (mo-
wiacych zawsze falsz), ksiazka zawiera zagadki logiczne, w ktérych w formie po-
pularnej przedstawia si¢ logike epistemiczng oraz logike dowodliwosci. Rozwazane
funktory doksastyczne i epistemiczne to:

e B —zdanie Bp czytamy: (rozwazany podmiot) wierzy, ze p;
e K —zdanie Kp czytamy (rozwazany podmiot) wie, Ze p.

(gdzie p jest dowolnym zdaniem jezyka logiki epistemicznej). Zwykle zaktada sig,
ze Kp = (p A\ Bp).

Systemy epistemiczne sg interesujace same przez si¢ — w opisie systemow
przekonan, w szczegdlnosci: racjonalnych Swiadomych przekonan. Maja one takze
interesujacq i wazng interpretacje metalogiczna: Bp mozna interpretowaé jako
zdanie p jest dowodliwe w arytmetyce PA.

Uwaga. Angielski termin reasoner stosowany przez Smullyana oddajemy przez
polski neologizm myslak.

Przypusémy, ze jestes racjonalna, samoswiadoma Istota. Jak to przypuszczenie
przetozy¢ na jezyk logiki epistemicznej? Oto propozycja. Nazwiemy szczescia-
rzem epistemicznym kazda osobg S, ktdrej system przekonan spelnia nastgpujace
warunki:

e (la) S wierzy we wszystkie tautologie klasycznego rachunku zdan;

e (1b) system przekonan S jest domkniety na regute modus ponens:
jesli S wierzy w p oraz wierzy w p — ¢, to wierzy takze w ¢;

e (2) dla dowolnych p oraz ¢, S wierzy w (Bp A B(p — q)) — Bg;

36



e (3) dla dowolnego p, jesli S wierzy w p, to wierzy w Bp;

e (4) dla dowolnego p, S wierzy w Bp — BBp.

Uwaga: rozwazamy tylko osoby, ktére albo zawsze méwia prawdg, albo zawsze
mowia fatsz.

Kazda osobg, ktdra spetnia jedynie warunki (1a) i (1b) nazwiemy (bez urazy)
prostaczkiem logicznym. Zatem, jesli .S jest prostaczkiem logicznym, to jego/jej
system przekonan zawiera klasyczng logike zdaniowa, ale S moze by¢ tego nie-
Swiadom(a). Powiemy, ze osoba S jest:

e normalna, gdy jesli wierzy w p, to wierzy tez w Bp;
o regularna, gdy jesli wierzy w p — ¢, to wierzy tezw Bp — Bg;

e sprzeczna, gdy do jej systemu przekonai nalezy jaka$ para zdan wzajem
sprzecznych, lub — co na jedno wychodzi — fatsz logiczny, ktéry oznaczamy
przez L.

Uwaga. Moze bardziej wlasciwe bytoby méwienie o wtasnosciach systemow prze-
konan, a nie osob.

Mozna udowodnié, ze: (%) dowolny szczgsciarz epistemiczny S wie, ze jesli
uwierzy w jakie$ zdanie p oraz w jego negacjg¢ —p, to stanie si¢ sprzeczny.

O szczesciarzach epistemicznych mozna udowodni¢ wiele innych ciekawych
rzeczy. Nie wszystkie z nich beda nam dalej potrzebne. Dodajmy moze jedynie,
ze:

e kazdy szczeSciarz epistemiczny jest normalny, a nawet wie, ze jest normalny;
e kazdy szczeSciarz epistemiczny jest regularny i o tym takze wie;

e wreszcie, kazdy szczgSciarz epistemiczny jest przekonany o tym, ze jest
szczg$ciarzem epistemicznym; a zatem to jego przekonanie jest trafne i,
w konsekwencji, kazdy szczgSciarz epistemiczny wie, ze jest szczgsciarzem
epistemicznym.

Mozna rozwazacé pig¢ typéw myslakéw, o wstgpujacych poziomach samoswia-
domosci:

e Typ 1: prostaczek logiczny.

e Typ 1*: prostaczek logiczny, ktory, jesli uwierzyt w p — ¢, to uwierzy, ze
jesli uwierzyl w p, to uwierzy w q.

37



e Typ 2: prostaczek logiczny, ktéry wierzy we wszystkie zdania postaci (Bp A
B(p— q)) = Bq.

e Typ 3: myslak typu 2, ktéry, jesli wierzy w p, to wierzy w Bp.

e Typ 4: szczgSciarz epistemiczny, tj. normalny i regularny prostaczek logiczny,
ktéry wierzy we wszystkie zdania postaci Bp — B Bp, czyli wierzy, ze jest
normalny.

Uwaga. Terminy: prostaczek logiczny oraz szczesciarz epistemiczny nie wystepuja
w Forever Undecided; wprowadzamy je na uzytek tej prezentacji.
Z podanych definicji wynika, ze:

Kazdy prostaczek logiczny jest mys$lakiem typu 1*.

Kazdy myslak typu 1* jest regularnym prostaczkiem logicznym (i vice versa).

Kazdy myslak typu 2 wie, ze jest typu 1%,

Myslaki typu 3 to doktadnie normalne my§laki typu 2.

e Dla 1l < n < 4: kazdy mySlak typu n jest tez myslakiem typu n + 1.

1 < n < 4: kazdy myslak typu n wierzy, ze jest mySlakiem typu n — 1.

Uwaga. Poniewaz kazdy szczgSciarz epistemiczny wie, ze jest szczgs$ciarzem epi-
stemicznym, wigc stanowi on zwieficzenie hierarchii samoswiadomych myslakow.
Inaczej méwiac, gdyby$Smy chcieli zdefiniowaé myslaka typu 5 jako takiego, ktory
jest typu 4 i wierzy, iz jest typu 4, to otrzymalibySmy jedynie myslaka typu 4.

Za chwile dowiesz si¢ czego$ naprawde frapujacego o swoim systemie przeko-
nan. Udowodnimy mianowicie:

Twierdzenie 1.
Przypusémy, ze normalny prostaczek logiczny S wierzy w zdanie postaci p =
- Bp. Wtedy:

e (a) Jesli S kiedykolwiek uwierzy w p, to stanie si¢ sprzeczny.

e (b) Jesli S jest szczgsciarzem epistemicznym, to wie, iz jesli kiedykolwiek
uwierzy w p, to stanie si¢ sprzeczny — tj. uwierzy w Bp — B L.

e (c) Jesli S jest szczeSciarzem epistemicznym i wierzy, ze nie moze by¢
sprzeczny, to stanie si¢ sprzeczny.
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Dowod Twierdzenia 1.

(a) Przypusémy, ze S wierzy w p. Bedac normalnym, uwierzy w Bp. Nadto,
poniewaz wierzy w p oraz wierzy w p = —Bp, wigc musi uwierzy¢ w ~Bp (bo
jest prostaczkiem logicznym). A wigc uwierzy jednocze$nie w Bp oraz w - Bp, a
stad stanie si¢ sprzeczny.

(b) Przypusémy, ze S jest szczgSciarzem epistemicznym. Poniewaz jest wtedy
prostaczkiem logicznym i wierzy w p = —Bp, wigc musi takze wierzy¢ w p —
—Bp. Nadto, S jest regularny, a stad uwierzy w Bp — B-Bp. Wierzy tez w
Bp — BBp (poniewaz wie, ze jest normalny). Zatem S uwierzy w Bp —
(BBp A B—Bp), ktore jest logiczna konsekwencja ostatnich dwéch zdan. Wie-
rzy réwniez w (BBp A B-Bp) — B L (na mocy (x), poniewaz dla dowolnego
zdania X, S wierzy w (BX A B-X) — B 1, a wigc wierzy w jego szcze-
gblny przypadek, gdzie X jest zdaniem Bp). Gdy S juz uwierzy jednocze$nie w
Bp — (BBp A B-Bp) orazw (BBp A B-Bp) — B L, bedzie musial uwie-
rzy¢é w Bp — B L (poniewaz jest prostaczkiem logicznym).

(c) Poniewaz S wierzy w Bp — B 1 (jak wiasnie udowodnili§my), wigc
wierzy takze w =B 1 — —Bp. Zalézmy teraz, ze S wierzy w ~B L (wierzy,
ze nie moze by¢ sprzeczny). Poniewaz wierzy tez w - B 1 — —Bp (jak wlasnie
widzieli§my), wigc uwierzy w = Bp. A poniewaz wierzy rowniez w p = —Bp,
wigc uwierzy w p, a stad stanie si¢ sprzeczny, na mocy (a).

UdowodniliSmy przed chwila nie byle co, bo modalna (epistemiczna) wersj¢ I/
Twierdzenia Godla (o niedowodliwosci niesprzecznosci arytmetyki w same;j aryt-
metyce). Oczywiscie byt to dowdd w postaci wielce uproszczonej — precyzyjny
dowdd wymagatby, powiedzmy, jednosemestralnego wyktadu wstgpnego.

W prezentacji korzystaliSmy z rozdziatu 12 tlumaczenia ksiazki Raymonda
Smullyana Forever Undecided. Poddajemy ocenie audytorium, czy ten sposéb po-
pularyzacji wiedzy (meta)logicznej mozna uznaé za dydaktycznie przydatny.

Przyktad teologiczny. Przypusémy, ze jestes studentka teologii i ze Twéj Ulubiony
Profesor teologii méwi do Ciebie:

Bog istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy nigdy nie uwierzysz, ze Bog istnieje.

Jesli wierzysz profesorowi, to wierzysz w zdanie ¢ = —Byg, gdzie g jest
zdaniem stwierdzajacym, ze Bog istnieje. Wtedy, zgodnie z Twierdzeniem 1, nie
mozesz wierzy¢ w swoja wilasna niesprzecznos$¢ bez popadnigcia w sprzecznosc¢.
OczywiScie, mozesz wierzy¢ we wtasna niesprzecznos$¢, bez popadnigcia przy tym
w sprzecznos$¢ — wystarczy, ze przestaniesz ufa¢ Twojemu Ulubionemu Profeso-
rowi. CoS za co$. Przy modalne;j interpretacji dowodliwosci nie mamy jednak takiej
mozliwosci ucieczki, jak w powyzszym przyktadzie. Wiadomo, ze formuta god(7),
stwierdzajaca swoja wlasna niedowodliwo$¢ w PA (gdzie 7 jest stosownym nume-
rem godlowskim), jest prawdziwa, lecz dowodu w PA nie posiada. Mozna poka-
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zaé, ze twierdzeniem stosownego systemu modalnego (w ktérym reprezentujemy
dowodliwo$¢ w PA) jest:
god(m) = —=Bgod(n).

Przyktad romantyczny. Pokazemy teraz, co wystarcza, aby kazda z obecnych tu
Uroczych Pan zostata — powiedzmy — Miss World 2012. Bedzie to przyktad samo-
spetniajqcego sig¢ przekonania. Przypu$émy, ze:

e jestes szczesciarg epistemiczna;

e osoby, ktére rozwazamy albo zawsze méwia falsz, albo zawsze méwia prawde
(i Ty wiesz, ze tak jest);

e wierzysz swojemu chlopakowi, ktéry prawdziwie (!) mowi:
(1) Jesli uwierzysz, Ze zostaniesz Miss World 2007, to zostaniesz Miss World
2012.

e wierzysz tez mnie (JP), ktéry méwi:

() Jesli wierzysz, Ze ja zawsze mowie prawde, to zostaniesz Miss World
2012.

Twierdzenie 2. Przy powyzszych zatozeniach zostaniesz Miss World 2012. Cie-
SZysz si¢?
Dla skrétu, przyjmijmy oznaczenia:

e [ zastgpuje zdanie stwierdzajace, iz ja (JP) zawsze méwig prawde;

e « zastepuje zdanie stwierdzajace, ze zostaniesz Miss World 2012.

Dowdd sktada si¢ z dwéch czesci.

1. W pierwszej pokazujemy, ze nasze zatozenia implikuja Ba. Jest to dowdd
zatozeniowy, dostepny dla kazdej szczgsciary epistemiczne;.

Mamy udowodni¢ formute:

(%) ((Ba—a)A (k= (Bk—«a)))— Ba.

Uwaga. Zdanie k stwierdza, iz JP zawsze méwi prawdg; a wigc prawda jest, ze
JP wypowiada (1) doktadnie wtedy, gdy prawdziwe jest k = (1), czyli doktadnie
wtedy, gdy prawdziwe jest k = (Bk — «).
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. (Ba— a)A(k=(Bk— «)) zalozenie

2. Ba—a«a OK: 1

3. k=(Bk— ) OK: 1

4. k— (Bk — «) OR: 3

5. (Bk—=a)—k OR: 3
6.1. k zatozenie dodatkowe
6.2. Bk — « MP: 4, 6.1.
6.3. Bk 6.1. 1 warunek (3)
64. « MP: 6.2., 6.3.

7. k—«a 6.1.—6.4.

8. B(k— «a) 7 i warunek (3)

9. Bk — Ba 8 i warunki (1a) i (2)
10. Bk — « 2,91 warunki (1b), (1a)

(prawo sylog. hipotet.)

11. k% MP: 5, 10
12. Bk 11 1 warunek (3)
13. « MP: 10, 12
14. B« 13 1 warunek (3).

2. Poniewaz proroctwo () Twojego chtopaka (tj. zdanie Ba — «) jest z za-
tozenia prawdziwe, a powyzszy dowdd formuty (%) pokazuje, iz nasze zalozenia
implikuja B, wigc na mocy reguty odrywania otrzymujemy «, czyli tezg.

Zostaniesz Miss World 2012!!! Cieszysz si¢???

Uwaga. Powyzszy dowdd byt przyktadem dowodu wprost. Aby pokazaé, ze zosta-
niesz Miss World 2012 nie musieliSmy odwotywac si¢ do absurdu. Cieszysz si¢?
Ciekawostka prowincjonalna. 16 maja 2005 roku odbyly si¢ demokratyczne wy-
bory Dyrektora Instytutu Jezykoznawstwa UAM. Dwa tygodnie wcze$niej, na Se-
minarium Zaktadu Logiki Stosowanej UAM, odczyt Kto bedzie Dyrektorem Insty-
tutu Jezykoznawstwa UAM? wyglosita Pani Dr Alice Ann Hunter (Department of
Independent Logic, King David University, Negev Desert). Korzystajac z twierdzen
logiki epistemicznej (z Twierdzenia Loba), Dr Hunter trafnie przewidziata wynik
wyboréw. Jak si¢ domysSlasz, dowdd byl podobny do podanego wyzej dowodu, ze
zostaniesz Miss World 2012. Tekst odczytu dostgpny na stronie:
www.logic.amu.edu.pl

9 Zakonczenie

Wspoétczesnie rozpatruje si¢ i bada nieprzebrane mrowie logik nieklasycznych.
Czyni si¢ to z ré6znych wzgledéw, m.in.:
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1. dla badania czysto matematycznych wilasnosci systeméw logicznych,

2. dla formalizacji rozumowani, w ktérych wystepuja wyrazenia intensjonalne,
ktérych adekwatny opis wykracza poza logike klasyczna,

3. dla badania sposobdéw rozumowania wystgpujacych w matematyce,

4. dla analizy problematyki filozoficznej, np. dotyczacej wiedzy i przekonafi.

Badania logik modalnych przezywaja od kilkudziesigciu lat swoisty renesans.
Znajdowane sa coraz to nowe interpretacje modalnosci — jako znaczacy przyktad
niech stuzy tu interpretacja modalnosci jako wykonanie programu komputerowego.
Zniknety niektére wczesniejsze uprzedzenia, ktére zywiono wobec logik modal-
nych. Zacytujmy na koniec fragment konczacy ksiazkg Smullyan 2007:

Dawniejsza opozycja filozoficzna wobec logiki modalnej byla osa-
dzona w przyblizeniu w trzech réznych (i nieporéwnywalnych) prze-
konaniach. Po pierwsze, sa tacy, ktérzy sa przekonani, ze wszystko,
co jest prawdziwe jest koniecznie prawdziwe, a stad nie ma zadnej
réznicy migdzy prawda a prawda konieczna. Po drugie, sa tacy, ktérzy
wierza, ze nic nie jest koniecznie prawdziwe, a stad dla dowolnego
zdania p, zdanie Np (p jest koniecznie prawdziwe) jest po prostu fat-
szywe! A po trzecie, sa i tacy, ktérzy twierdza, ze stowa ,.koniecz-
nie prawdziwe” nie niosa jakiegokolwiek sensu. Tak wigc, kazde z
tych nastawien filozoficznych odrzuca logike modalna ze swoich wta-
snych powodoéw. W istocie, pewien bardzo znany filozof wslawit si¢
sugestia, ze nowoczesna logika modalna zostata poczeta w grzechu.
Na co Boolos bardzo stosownie odpowiedzial: ,Jesli nowoczesna lo-
gika modalna zostala poczgta w grzechu, to zostata wybawiona przez
Godlowskos¢”. [W oryginale: If modern modal logic was conceived in
sin, then it has been redeemed through Godliness.)
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