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Cel wyktadow

Cel

@ Woprowadzenie w problematyke wspétczesnych badan metalogicznych.
@ Omowienie wybranych metatwierdzen logicznych.

@ Zwrdcenie uwagi na stosowane techniki dowodowe.

Wymagania

e Zaktadamy, ze stuchacze maja za soba elementarny kurs logiki
matematycznej (klasyczny rachunek zdan i klasyczny rachunek
predykatéw).

@ Pojecia matematyczne wykorzystywane w wykfadzie beda wyjasniane
na biezaco.
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Spis tresci

@ Uwagi historyczne. Tworzenie poje¢ metalogicznych. )

Ujecie algebraiczne
@ Operacje konsekwencji w jezykach zdaniowych.
@ Semantyka matrycowa dla logik zdaniowych.

@ Petnos¢ logik zdaniowych.

Ujecie semantyczne
o Logiki abstrakcyjne: definicje i przykfady.
o Twierdzenia Lindstroma.

@ Uogdlnione kwantyfikatory.

@ Logiki infinitarne.
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Spis tresci

Wybrane twierdzenia
@ Metody dowodowe w metatwierdzeniach KRP: trafnos¢, petnosé,
zwarto$é, LST.
@ Wybrane twierdzenia klasycznej i wspétczesnej teorii modeli.

@ Reprezentowalnos¢ funkgji rekurencyjnych w PA. Arytmetyzacja
sktadni.

o Twierdzenia: Churcha, Goédla, Tarskiego, Rossera, Loba.

Dodatki

@ Metalogika a teoria mnogosci.

o Twierdzenie Herbranda i metoda tablic analitycznych.

o Formalizm Gentzena.
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Cel dzisiejszego wyktadu

Przed doktadniejszym oméwieniem wspomnianych tematéw postaramy sie
w skrécie opowiedzie¢ o poczatkach metalogiki oraz kierunkach jej rozwoju.

@ Staramy sie ograniczy¢ subiektywizm w wyborze przedstawianych
watkow.

e Ograniczamy sie do logiki matematycznej, pomijajac filozoficzne
aspekty logiki.

@ Przedstawianych watkéw nie da sie poklasyfikowac: przenikaja sie one
wzajemnie.
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PoEild gl e e
Ojcowie Zatozyciele

@ Augustus De Morgan, George Boole.
@ Inspiracje z arytmetyzacji analizy matematyczne;j.

@ Inspiracje lingwistyczne i filozoficzne.

@ Nurt logistyczny: Peano, Frege, Whitehead i Russell.

@ Nurt algebraiczny: Peirce, Schroder, Lowenheim, Skolem.
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Pzl s
Na poczatku byt Hilbert. ..

o Kategoryczne charakterystyki wybranych struktur matematycznych
(Hilbert, Dedekind, Postulatysci Amerykanscy).

o Wyjscie poza logike, w strone refleksji nad logika.

@ Poczatki teorii mnogosci (Cantor, Dedekind, Zermelo).

@ Program Hilberta.

@ Tworzenie poje¢ metalogicznych: niesprzecznosci, dowodliwosci,
kategorycznosci, zupetnosci, definiowalnosci, rozstrzygalnosci,
obliczalnosci.
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Pierwsze wielkie problemy metalogiki
Pierwsze wielkie problemy metalogiki

o Miedzy Principia Mathematica a Grundlagen der Mathematik.
@ Problem petnosci: Gédel.

@ Poczatki semantyki formalnej: Tarski.

@ Problem rozstrzygalnosci: Church, Turing, Godel.

@ Problem zupetnosci: Gédel.

@ Problem dowodliwosci niesprzecznosci: Gédel, Gentzen.
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Roariitd reaey il
Teoria modeli

Poczatek: twierdzenie Léwenheima-Skolema.
Najwazniejsze konstrukcje wykorzystywane w teorii modeli.
Rodzaje modeli. Spetnianie i omijanie typéw.
Kategoryczno$¢ w mocy a zupetnosc.

Poczatek wspotczesnej teorii modeli: twierdzenie Morleya.

Teoria klasyfikacji.

e Logiki silniejsze od logiki pierwszego rzedu: uogdlnione kwantyfikatory
i logiki infinitarne.

@ Twierdzenia Lindstroma.
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Roariitd reaey il
Teoria mnogosci

@ Opisowa teoria mnogosci.

o Aksjomatyczne teorie mnogosci (Zermelo, Fraenkel, Skolem, von
Neuman, Bernays, Godel).

@ Pierwsze modele dla teorii mnogosci (Mostowski, Gédel, von
Neumann).

e Dowody niesprzecznosci i niezaleznosci wybranych zdan (aksjomat
wyboru, hipoteza kontinuum). Metoda forcingu (Cohen).

@ Duze liczby kardynalne.
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Roariitd reaey il
Teoria rekurs;ji

e Matematyczne reprezentacje pojecia obliczalnosci (Turing, Church,
Post, Markow, Godel, Kleene).

Teza Churcha-Turinga.
Zwiazki z niezupetnoscia i nierozstrzygalnoscia.

Teorie rozstrzygalne i nierozstrzygalne.

Badanie stopni nierozstrzygalnosci.

Programowanie w logice.

@ Ztozonosé obliczeniowa.
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Roariitd reaey il
Teoria dowodu

@ Beweistheorie Hilberta.
@ Rachunki Gentzena i Jaskowskiego.

@ Twierdzenie Herbranda.

@ Ogodlne operacje konsekwencji.

@ Rachunki zdaniowe.

@ Metody tablicowe.

@ Zastosowania w automatycznym dowodzeniu twierdzen.
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Zaktadana wiedza logiczna (o KRZ i KRP)

Ponizej wyliczamy tylko niezbedne pojecia. Stuchacze beda uprzejmi
przypomnie¢ je sobie samodzielnie, odwotujac sie do odbytego
elementarnego kursu logiki.

@ Hinman, P.G. 2005. Fundamentals of mathematical logic. A K Peters,
Wellesley, Massachusetts.
Zawiera wyktad: klasycznego rachunku logicznego, teorii modeli, teorii
rekursji oraz teorii mnogosci.

@ Smullyan, R. 2009. Logical Labyrinths. A K Peters, Wellesley,
Massachusetts.
Zawiera przystepne wprowadzenie do logiki pierwszego rzedu, wraz z
wybranymi twierdzeniami metalogicznymi. Gotowy jest przektad
polski.
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Zatozenia o stuchaczach Sktadnia

Sktadnia

Zaktadamy, ze stuchacze znaja pojecia skfadniowe KRP:

@ zmienna indywidualna, stata logiczna, predykat, symbol funkcyjny,
stata indywidualna, predykat identycznosci;

@ term, formuta;

@ zmienna wolna i zwigzana, podstawienie termu za zmienng, zdanie;

Sygnatura jezyka pierwszego rzedu L nazywamy zbiér jego predykatéw,
symboli funkcyjnych i statych indywidualnych.

Zaktadamy tez oczywiscie, ze stuchacze znaja podstawowe pojecia
sktadniowe KRZ (zmienna zdaniowa, funktor prawdziwosciowy, formuta,
podstawienie formuty za zmienng).

Jerzy Pogonowski (MEG) Metalogika — Wstep Uniwersytet Opolski

14 / 22



i
Reguta wnioskowania, aksjomat, dowdd, teza

Zaktadamy, ze stuchacze znaja pojecia dotyczace inferencji (w ustalonym
jezyku):

e regufa wnioskowania: zbiér par ztozonych ze zbioru formut
(przestanek) i formuty (wniosku).

@ aksjomat: formuta przyjmowana bez dowodu.

e dowdd: dowodem formuty 1 ze zbioru formut (zatozen) W jest (przy
ustalonych aksjomatach i regutach) dowolny ciag formut taki, ze:

e ostatnim jego elementem jest 1;

o kazdy element tego ciggu jest albo aksjomatem, albo nalezy do W, albo
jest wnioskiem reguty wnioskowania o przestankach bedacych
wczesniejszymi elementami ciagu.

@ teza: formuta posiadajaca dowdd z pustego zbioru zatozen.

v
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Zatozenia o stuchaczach System logiczny

Logika

Przez logike (system logiczny) w ustalonym jezyku L rozumiemy dowolna
pare (L, C), gdzie C jest operacja konsekwencji, czyli funkcja
przyporzadkowujaca zbiorom formut z L zbiory formut z L i spetniajaca
dodatkowe warunki, ktére zostang oméwione w wyktadzie 3. Operacje
konsekwencji sa okreslane tak, aby:

C(V) = {¢ : ¢ ma dowdd z zatozen V}.
Przyktady:
@ Aksjomatyczne ujecia KRZ i KRP.
@ Systemy zatozeniowe w KRZ i KRP.
@ Systemy tablicowe w KRZ i KRP.

@ Systemy rezolucyjne w KRZ i KRP.
@ Formalizm Gentzena w KRZ i KRP.
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Sanelke
Semantyka

Zaktadamy, ze stuchacze znaja pojecia: )

@ wartosciowania zmiennych (zdaniowych) i tabliczki prawdziwosciowe w
KRZ;

e interpretacji jezyka KRP o sygnaturze o (méwimy wtedy o strukturach
relacyjnych sygnatury o; interpretacje symbolu S € o w strukturze 2
oznaczamy przez S*);

@ wartosciowania zmiennych (indywidualnych) w interpretacji;

@ spetniania formuty ¢(7) przez wartoéciowanie w w interpretacji 2
(piszemy: 2 (= v(%)[W])

e prawdziwosci zdania ¢ w interpretacji 2 (piszemy: 2 = ).

@ modelu: struktura 2 jest modelem zbioru zdan W, gdy 2 = ¢ dla
wszystkich 1) € W (piszemy: A = V).
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Wiittento legiene i v legte
Wynikanie logiczne, prawo logiki (tautologia)

Zaktadamy, ze stuchacze znaj3 pojecia: )

e wynikania logicznego (w ustalonym jezyku): zdanie ¢ wynika logicznie
ze zbioru zdan W, gdy dla kazdej interpretacji 2, jesli 2 = V¥, to
A = 1 (piszemy: W = 1)

@ semantycznej niesprzecznosci (spefnialnosci): zbiér W jest spetnialny,
gdy istnieje interpretacja 2 taka, ze A = V;

e prawa logiki (zdania logicznie prawdziwego): 1) jest prawem logiki, gdy
A = 1 dla wszystkich interpretacji 2.

v

Zaktadamy tez, ze stuchacze znaja pojecie tautologii KRZ. ]
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Nastepny wykfad: wyimki z elementarza algebraicznego. )
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