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LOGIKA MATEMATYCZNA (18-19)

KLASYCZNY RACHUNEK PREDYKATOW:

TABLICE ANALITYCZNE

Pierwsza z omawianych operacji konsekwencji w KRP to konsekwencja wyznaczona przez tablice analityczne.

18.1. O drzewach — przypomnienie

Wszystkie potrzebne elementarne pojgcia dotyczace drzew podane zostaty na wyktadach 11-12. Tu przypomnimy
jedynie, z jakich poje¢ bedziemy korzystac:

e drzewo, korzen, gataz, 1is¢

(bezposredni) przodek i (bezposredni) potomek wierzchotka
e poziom drzewa, wysokos$¢ drzewa

e rzad wierzchotka, rzad drzewa

drzewa: skonczone, nieskoriczone, rzgdu skoniczonego

Lemat Koniga

poddrzewo, przediuzenie drzewa (na gatezi) drzewem

e poprzeczny i wzdtuzny porzadek wierzchotkéw drzewa.

Definicje tych pojeé podano w pliku tabkrz.pdf.

18.1.1. Drzewa znakowane

Przypomnijmy jeszcze wyraZnie pojecie drzewa znakowanego:

DEFINICJA 18.1.1. Drzewa znakowane.

Przez drzewo znakowane elementami zbioru A rozumiemy uktad (D, f) taki, ze:

e D = (X, 0, R) jest drzewem,

e f: D — Ajest funkcja (przyporzadkowujaca kazdemu wierzchotkowi drzewa D element zbioru A).
W podanych nizej konstrukcjach drzewa bgda znakowane formutami jezyka KRP.

DEFINICJA 18.1.2. Wystagpienia elementow w drzewie znakowanym.

Niech (D, f) bedzie drzewem znakowanym, a P gatezia w D. M6wimy, ze element f(x) wystepuje na gatezi P,
jesliz € P.

Zauwazmy, ze jesli (D, f) jest drzewem znakowanym elementami zbioru A, a P jest galezia w D, to element f(z)
(gdzie © € P) moze na galezi P wystapi¢ wielokrotnie.
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DEFINICJA 18.1.3. Numeracja wystqpieri elementow w drzewie znakowanym.

Niech (D, f) bedzie drzewem znakowanym, P galezia w D, gdzie D = (X,z9,R), a f : X — A. Elementy
galezi P sa, z definicji, liniowo uporzadkowane przez relacje R. Poszczeg6lne wystapienia elementu a € A na galezi
P mozna ponumerowac, wykorzystujac porzadek R gatezi P:

e pierwszym wystapieniem a na P jest para (x;, a) taka, ze a = f(x;) oraz x; jest R-najmniejszym elementem P
takim, ze a = f(z;);

e jesli (x5, a) jest n-tym wystapieniem a na P, przez n + 1 wystapienie a na P rozumiemy pare (z;, a) taka, Ze
a = f(z;) oraz x; jest R-najmniejszym elementem P takim, ze a = f(z;) i x;Rz,. Jesli takie ; nie istnieje,
to (z;, a) jest ostatnim wystapieniem a na P.

Zauwazmy, ze w og6lnym przypadku (dla dowolnych drzew znakowanych ) na galezi nieskoriczonej dany element
moze wystgpowal nieskonczenie wiele razy, ale moze tez byé tak, ze na galtezi nieskoniczonej elementy zbioru A
(bedace wartosciami f) wystepuja skoriczenie wiele razy. Rozwazane dalej drzewa beda jednak rzedu skoiiczonego.
Nadto, bedziemy rozwazac¢ sytuacje, gdy gataz jest nieskoficzona dokladnie wtedy, gdy ten sam element wystgpuje na
niej nieskoniczenie wiele razy.

18.1.2. Drzewa syntaktyczne terméw i formut

Bedziemy przeprowadzaé dowody indukcyjne odwotujace si¢ do ztozonosci formut. Przy tym, owa ztozonos¢
wyznaczona bedzie przez budowg formul, zakodowana w ich drzewach syntaktycznych. W poprzednich wyktadach
postugiwaliSmy si¢ tym terminem w spos6b nieformalny, teraz jego znaczenie zostanie ustalone.

DEFINICJA 18.1.2.1. Drzewa syntaktyczne termow.

Przez drzewo syntaktyczne termu rozumiemy kazde znakowane drzewo skoniczonego rzgdu (o zadanym poprzecz-
nym porzadku wierzchotkéw) T takie, ze:

e Liscie T' sg znakowane zmiennymi lub statymi indywiduowymi.
e Kazdy wierzchotek T, nie bedacy liSciem, jest znakowany termem ztozonym postaci f (1, ..., tn).
e Kazdy wierzchotek, ktdry jest znakowany termem postaci f(¢y, ... ,t,) ma doktadnie n bezposrednich potom-
kéw, znakowanych przez tq, . . ., t, oraz uporzadkowanych (poprzecznie) w tej wtasnie kolejnosci.
Jesli korzeni drzewa syntaktycznego termu 7 jest znakowany termem f(¢1,. .., ¢, ), to méwimy, ze T jest drzewem
syntaktycznym termu f(t1,...,ty).

Zauwazmy, ze:

e Kazdy term ¢ ma doktadnie jedno drzewo syntaktyczne.

e Jesli T jest drzewem syntaktycznym termu bazowego, to liScie 7" nie sa znakowane zmiennymi.

Oto prosty przyktad drzewa syntaktycznego termu:

fla,g(z,y))
a  g(z,y)
PN
Ty

80



UWAGA. Drzewa syntaktyczne term6w nie sa, w ogélnosci drzewami nierozwojowymi w sensie watykanskim. Po-
szczegoblne ich wierzchotki (nie bedace 1is¢mi) moga mie¢ dowolna skorniczong liczbe bezposrednich potomkéw, za-
lezna od liczby argumentéw symbolu funkcyjnego wystepujacego w danym wierzchotku.

DEFINICJA 18.1.2.2. Drzewa syntaktyczne formut atomowych.

o Przez szkielet drzewa syntaktycznego formuly atomowej rozumiemy kazde znakowane drzewo rzgdu skon-
czonego o wysokosci 1, ktérego korzen jest znakowany formuta atomowa, a liScie (w porzadku poprzecz-
nym) sa znakowane argumentami tej formuty. Jesli korzefi takiego drzewa jest znakowany formuta atomowa
R(t1,...,ty), to jego liScie sa znakowane termami ¢1, . .., ¢, (w porzadku poprzecznym, w tej wlasnie kolej-
nosci).

e Przez drzewo syntaktyczne formuty atomowej rozumiemy kazde drzewo otrzymane ze szkieletu drzewa syntak-
tycznego formuty atomowej otrzymane przez zastapienie lisci tego szkieletu drzewami syntaktycznymi termow
znakujacych te liscie.

e Jesli korzen drzewa syntaktycznego formuly atomowej jest znakowany formutg R(tq,. . ., ¢,), to méwimy, ze
jest to drzewo syntaktyczne tej wlasnie formuty.

Whprost z tej definicji wynika, ze kazda formuta atomowa ma doktadnie jedno drzewo syntaktyczne. Oto przyktad
prostego drzewa syntaktycznego formuty atomowe;j:

R(a, f(x,y),9(a))

a  flz,y) g(a)
PN |
z Yy a

DEFINICJA 18.1.2.3. Szkielety drzew syntaktycznych formut.

Szkieletem drzewa syntaktycznego formuly nazywamy kazde znakowane nierozwojowe w sensie watykanskim
drzewo T z poprzecznym porzadkiem wierzchotkow takie, ze:

e Liscie T' sg znakowane formutami atomowymi.

e Jesli w jest wierzchotkiem T' nie bedacym liSciem i w ma doktadnie jednego bezposredniego potomka znako-
wanego formuta «, to w jest znakowany jedna z formut: —a, Va « lub 3 «, dla pewnej zmiennej x.

e Jesli w jest wierzchotkiem 7' nie bedacym liSciem i w ma doktadnie dwéch bezposrednich potomkéw znako-
wanych formutami « oraz G (w tej kolejnosci, w porzadku poprzecznym), to w jest znakowany jedna z formut:
aNpB,aV p,a— Bluba=gj.

DEFINICJA 18.1.2.4. Drzewa syntaktyczne formut.

Przez drzewo syntaktyczne formuty rozumiemy kazde znakowane drzewo z poprzecznie uporzadkowanymi wierz-
chotkami otrzymane ze szkieletu drzewa syntaktycznego formuty poprzez zastapienie lisci tego szkieletu drzewami
syntaktycznymi formut atomowych znakujacych te liscie.

Jesli korzen drzewa syntaktycznego formuty 7" jest znakowany formuta «, to méwimy, ze 7" jest drzewem syntak-
tycznym formuty o.

Oto prosty przyklad drzewa syntaktycznego formuty:
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dz (P(a, ) ‘—> Q(a, f(z,a,b)))
Pla,z) — Q(a, f(z,a,b))

T

P(a,z)  Q(a, f(z,a,b))
PN /\

@ T f(z,a,b)
x a b

Zauwazmy, 7e:
e Kazda formula ma doktadnie jedno drzewo syntaktyczne.
e Jesli korzen szkieletu drzewa syntaktycznego jest znakowany formuta o, to wierzchotki tego szkieletu drzewa

syntaktycznego sa znakowane podformutami formuty a.

DEFINICJA 18.1.2.5. Gtgbokos¢ formuty.

Glebokoscig formuty oo nazywamy wysokosc jej drzewa syntaktycznego.

18.2. Intuicje dotyczace metody TA

Intuicje dotyczace tablic analitycznych dla formut bez kwantyfikatoréw zostaly podane na wyktadach 11-12.
Dodamy teraz pewne intuicyjne objasnienia dotyczace formut z kwantyfikatorami.

Definicje podstawowych poje¢ semantycznych dla KRP podano w wyktadach 16-17. Najistotniejsza dla oma-
wianej metody jest podstawieniowa interpretacja kwantyfikatoréw. Warunki spetniania formut jezyka KRP (przez
warto$ciowania w strukturach relacyjnych ) wykorzystuja state indywiduowe nazywajace elementy uniwersum inter-
pretacji. Odpowiadaja im nastepujace, intuicyjnie (!) sformutowane, ustalenia:

e Gdy za prawdziwe (w ustalonej interpretacji) uznajemy zdanie postaci Jza(z), to uznamy tez za prawdziwe
zdanie postaci «(a), dla pewnej stalej indywiduowej a, oznaczajacej jaki$ obiekt w uniwersum tej intepretacji.

e Gdy za prawdziwe (w ustalonej interpretacji) uznamy zdanie postaci Vxa(x), to uznamy tez za prawdziwe
wszystkie zdania postaci «(t), dla kazdego termu bazowego oznaczajacego jaki$ obiekt z uniwersum tejze
interpretacji.

Tym intuicyjnym sformutowaniom nadac trzeba oczywiscie postaé precyzyjna, co czynimy ponize;.

UWAGA. Przypominamy (zobacz wyktad 16), ze definicja spetniania formuly w strukturze przez warto$ciowanie
miata, dla przypadku formut z kwantyfikatorami, posta¢ nastgpujaca:

e M =, Va; (o) wtedy i tylko wtedy, gdy M |=,,: « dla kazdego m € M;
e M =, dz; (a) wtedy i tylko wtedy, gdy M |=,,: « dla pewnegom € M.

Warto§ciowanie w! jest ciagiem, w ktérym na i-tym miejscu wystgpuje element m z uniwersum interpretacji 901.

Dla dowolnej interpretacji 9t w jezyku rachunku predykatéw L niech L™ oznacza jezyk L, do ktérego dodajemy
state indywiduowe c,, dla kazdego m nalezacego do uniwersum interpretacji 9. Stosujemy przy tym umowe, ze
interpretacja stalej c,,, w strukturze 9 jest element m.

Okreslimy jeszcze interpretacje terméw bazowych w dowolnej interpretacji 90t
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e (przypominamy, ze) kazda stata indywiduowa c jest interpretowana jako pewien element ¢ uniwersum struk-
tury 91;

e (przypominamy, ze) kazdy symbol funkcyjny n-argumentowy f jest interpretowany jako pewna n-argumentowa
funkcja f™ okreslona na uniwersum struktury 9t i o wartosciach w tym uniwersum;

e jeslity,...,t, satermami bazowymi, a f jest n-argumentowym symbolem funkcyjnym, to interpretacja termu
bazowego f(t1,...,t,)jest T, ... 1.

Jesli kazdy element interpretacji 991 jest wartoscia jakiego$ termu bazowego z L, to mozna indukcyjnie okresli¢
relacje |= spetniania zdari jezyka L w interpretacji Yt w nastgpujacy sposéb (tu R™ jest relacja bedaca interpretacja
n-argumentowego predykatu R w 90, a t™ jest interpretacja termu ¢ w 9):

M = R(ty,...,t,) wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzi R™ (¢, ... t7);

n

M E () A (B) wtedy i tylko wtedy, gdy I = « oraz M = G;

M E (a) V (B) wtedy i tylko wtedy, gdy MM = o lub M = 5;

M = (o) — (B) wtedy i tylko wtedy, gdy nie zachodzi M = « lub zachodzi M = G;

M = —(«) wtedy i tylko wtedy, gdy nie zachodzi M = «;

M =V, (o) wtedy i tylko wtedy, gdy I |= a(x;/t) dla kazdego termu bazowego t;

M = Jx; () wtedy i tylko wtedy, gdy I = a(x;/t) dla pewnego termu bazowego ¢.

Jesli nie kazdy element interpretacji 9T jest wartoscig jakiegos termu bazowego z L, to powyzsza definicje formu-
tujemy w jezyku L™,

UWAGA. Podobnie jak w przypadku KRZ, uzywanie poje¢ semantycznych dla wyrazenia intuicji dotyczacych tablic
analitycznych w KRP jest jedynie chwytem reklamowym. Metoda tablic analitycznych dla KRP jest metoda czysto
syntaktyczng. Jej zwiazek z pojeciami semantycznymi ustalaja twierdzenia o trafnosci i petnosci.

18.3. Tablice analityczne dla KRP: definicje

W definicjach TA dla KRP wykorzystamy definicje TA dla KRZ. Reguty dla formut z kwantyfikatorami wymagaja
nieco wigkszego stopnia precyzji w ich sformutowaniu: trzeba np. wyraznie méwic o wystgpieniach formuty w tablicy
analityczne;j.

18.3.1. TA dla KRP: definicje, wlasnosci, przyklady

DEFINICJA 18.3.1.1. Tablice atomowe.

Niech « oraz (3 beda dowolnymi formutami, a v dowolna formuta atomowa jezyka KRP. Tablicami atomowymi sa
wszystkie drzewa (znakowane) jednej z trzynastu ponizszych postaci:
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anp —(a—p) —(a Vv B)
| | |
o o o
| | |
g —6 —
aVp a—f —(aNp)
N SN N
v 3
¥ Ve o(z) @ Jz o)
| |
a(z/a) a(z/a)
dla kazdego termu dla kazdej
bazowego a nowej stalej a
-V =
9 -z o) =3 —dz a(x)
| |
—a(z/a) —a(z/a)
dla kazdej dla kazdego termu
nowej statej a bazowego a

Przypominamy, ze term bazowy to term bez zmiennych. Gdy méwimy w warunkach (3) oraz (—V) o nowych
statych, to mamy na mysli state nie wystepujace w formule z korzenia rozwazanej tablicy atomowej. Przypomnijmy
(zob. wyklady 16-17), ze rozwazamy jezyk KRP, w ktérych jest przeliczalnie wiele statych indywiduowych. Dla
dowolnej formuty jezyka KRP mozna zatem znaleZ¢ stala, ktéra w tej formule nie wystgpuje.

DEFINICJA 18.3.1.2. Tablice analityczne.

Definicja tablic analitycznych jest indukcyjna:
e (a) Kazda tablica atomowa jest tablica analityczna.

e (b)Jesli D jest tablicg analityczna, P jest gal¢zia w D zawierajaca wierzchotek (znakowany przez) «, to réwniez
D Up, D, jest tablica analityczna.

e (¢)Jesli Dy, D1,Ds,...,D,,...jest ciagiem tablic analitycznych takim, ze D,,; powstaje z D,, (dlan > 0)
przez zastosowanie kroku (2), to | | D,, jest tablicg analityczna.

UWAGA. Obowiazuja oczywiscie uwagi dotyczace nowych statych, podane po definicji tablic atomowych. Jesli D
jest tablica analityczna, to przez L” rozumiemy jezyk rachunku predykatéw, w ktérym mamy state indywiduowe dla
wszystkich nowych statych, wprowadzonych w trakcie konstrukcji tablicy D.

UWAGA. W przypadku KRP jest istotne, ze krok (b) w definicji tablicy analitycznej kaze przytacza¢ do ustalonej
galezi catq (a wige tacznie z korzeniem) tablicg atomowa. Ma to mianowicie istotne znaczenie w przypadku wystapien
formul generalnie skwantyfikowanych oraz negacji formut egzystencjalnie skwantyfikowanych. Rzecz wyjasnimy
doktadniej w przyktadach ponize;j.

UWAGA. W definicji tablic analitycznych dla KRP sa tez istotne wystgpienia formut w tablicach. Definicja 18.3.1.2.
powinna wlasciwie uwzgledniaé funkcje znakujgcq. Tablice analityczne (w tym oczywiscie tablice atomowe) po-
winny by¢, dla petnej precyzji, definiowane jako pary (D, f), gdzie D jest tablica otrzymang na mocy ktéregos z
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warunkéw (a)—(c) definicji 18.3.1.2., a f jest funkcja ze zbioru wierzchotkéw drzewa D w zbiér Fxrp wszyst-
kich formut jezyka KRP. Rezygnujemy z tej pedanterii. Bedziemy korzystaé¢ ze znakowania wierzchotkéw tablicy
analitycznej formutami jezyka KRP, uznajac, ze w kazdym przypadku dane jest implicite znakowanie wierzchotkéw
formutami.

Budowanie tablic analitycznych bgdzie polegato na przediuzaniu gatezi o drzewa atomowe. Dla zamykania galezi
istotne bedzie, jakie state indywiduowe badZ termy bazowe wystepuja na tych gateziach. Reguty (V) oraz (—3)
pozwalaja na postuzenie si¢ dowolnym termem bazowym.

W praktyce, wygodne jest uwazanie tablic atomowych dla formut skwantyfikowanych oraz negacji formut skwan-
tyfikowanych za wyliczone przez nastgpujace reguly (odniesienie do galezi w ponizszych regutach oznacza gataz, na
ktérej znajduje si¢ formuta z korzenia rozwazanej tablicy atomowej):

e Reguta dla formut generalnie skwantyfikowanych:

RY) Vo ax)

|
az/t)

dla kazdego termu bazowego ¢ wystgpujacego na rozwazanej gatezi.

o Reguta dla formut egzystencjalnie skwantyfikowanych:

RE) Jz o)

|
a(z/a)

dla nowej statej indywiduowej a nie wystepujacej dotad na rozwazanej galezi.

o Reguta dla negacji formut generalnie skwantyfikowanych:

REY) -V o(z)

—a(z/a)

dla nowej statej indywiduowej a nie wystepujacej dotad na rozwazanej galezi.

o Reguta dla negacji formut egzystencjalnie skwantyfikowanych:

R(=3) —dz a(x)

|
—a(z/t)
dla kazdego termu bazowego ¢t wystgpujacego na rozwazane] galezi.

Reguly R(V) oraz R(—3) sa wzmocnione dodatkowym warunkiem: jesli na gatezi, ktérej dotyczy ich zastosowanie
nie ma jeszcze zadnej statej indywiduowej, to postugujemy si¢ jakas z gory ustalona stata.
Powyzsze reguty polegaja wigc na stosowaniu nastgpujacych zasad:

e R(V). Jesli w danej galezi tablicy analitycznej wystapita formuta postaci Vxa(z), to na tejze galezi umiesz-
czamy wszystkie formuly postaci «(t), dla kazdego termu bazowego t wystgpujacego na rozwazanej gatezi.

e R(3). Jesli w danej galezi tablicy analitycznej wystapita formuta postaci Jxa(z), to na tejze galezi umiesz-
czamy formule postaci a(a), gdzie a jest nowa stata indywiduowa, nie wystepujaca dotad na rozwazanej gatezi.
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e R(—V). Jesli w danej galezi tablicy analitycznej wystapita formuta postaci —Vza(z), to na tejze galezi umiesz-
czamy formulg postaci —a(a), gdzie a jest nowa stala indywiduowa, nie wystgpujaca dotad na rozwazanej
galezi.

e R(—3). Jesli w danej galezi tablicy analitycznej wystapita formuta postaci —Jza(x), to na tejze galezi umiesz-
czamy wszystkie formuly postaci —«(t), dla kazdego termu bazowego ¢ wystgpujacego na rozwazanej galezi.

UWAGA. Kazda stata indywiduowa jest termem bazowym. Reguty R(V) oraz R(—3) stosuja si¢ zatem réwniez w
odniesieniu do dowolnych statych indywiduowych.

W przypadku drugiej i trzeciej z wymienionych wyzej regut méwimy o wprowadzaniu nowej statej indywidu-
owej (i opuszczaniu kwantyfikatora egzystencjalnego lub zanegowanego kwantyfikatora generalnego), w przypadku
pierwszej i czwartej z wymienionych regut méwimy o rozwijaniu formuty generalnie skwantyfikowanej ze wzgledu
na dany term bazowy [na dang stata indywiduowa] (oraz opuszczaniu kwantyfikatora generalnego lub zanegowanego
kwantyfikatora egzystencjalnego).

Budujac tablice analityczne w KRP najpierw rozwazamy formuly egzystencjalnie skwantyfikowane i wprowa-
dzamy nowe state indywiduowe, nastepnie dla wszystkich formul generalnie skwantyfikowanych umieszczamy na
danej gatezi odpowiednie formuly otrzymane poprzez opuszczenie kwantyfikatora generalnego (lub negacji kwantyfi-
katora egzystencjalnego) i zastapienie wiazanej przezen zmiennej kazda stala indywiduowa wystgpujaca na tej gatezi.
Jesli nie mamy do dyspozycji zadnej formuly egzystencjalnie skwantyfikowanej, a mamy jakie$ formuty generalnie
skwantyfikowane (lub negacje egzystencjalnie skwantyfikowanych), to wprowadzamy nowe state indywiduowe przez
rozwinigcie dowolnej formuly generalnie skwantyfikowanej (lub negacji egzystencjalnie skwantyfikowanej). Jesli w
formule dla ktérej zaczynamy budowa¢ tablice analityczng wystgpuja juz jakie$ termy bazowe (w szczegdlnosci, state
indywiduowe), to oczywiscie obowiazuja dla nich reguty R(V) oraz R(—3).

Metode TA mozna stosowaé nie tylko w odniesieniu do pojedynczych formut, lecz réwniez biorac pod uwage
dowolne (w tym takze nieskonczone) zbiory formut.

DEFINICJA 18.3.1.3. Tablice analityczne ze zbioru zatoZen.

Niech S bgdzie zbiorem zdari jezyka KRP. Tablice analityczne ze zbioru S sa zdefiniowane przez warunki (a), (b)
i (c) definicji 18.3.1.2. oraz dodatkowy warunek:

e (b*) Jesli D jest tablicg analityczna ze zbioru zatozen S, P galezia w D oraz o € S, to D Up « jest tablica
analityczna ze zbioru zatozen S.

Tablice analityczne zdefiniowane w 18.3.1.2. to zatem tablice z pustego zbioru zalozen.

DEFINICJA 18.3.1.4. Tablice sprzeczne.
e Niech D bedzie tablica analityczna ze zbioru zatozeri S i niech P bedzie gatezia w D. Mowimy, ze P jest
sprzeczna, gdy w P wystepuje para formul wzajem sprzecznych, tj. formuty o oraz —a, dla pewnej a.

e Tablica analityczna D jest sprzeczna, gdy kazda gataz D jest sprzeczna.

Zamiast terminu: gafq? sprzeczna uzywa si¢ tez terminu: gatq? zamknieta. Gdy gataZ nie jest zamknigta, to
méwimy tez, ze jest galeziq otwartq.

Zamiast terminu: fablica sprzeczna uzywa si¢ tez terminu: fablica zamknigta. Gdy tablica analityczna D zawiera
co najmniej jedna galaz otwarta, to méwimy tez, ze D jest otwarta.

DEFINICJA 18.3.1.5. Dowody tablicowe.

Dowodem tablicowym formuly o ze zbioru zatozeri S nazywamy kazda sprzeczna tablice analityczng ze zbioru S
o korzeniu —a. Jesli istnieje dowdd tablicowy formuty « ze zbioru zatozen S, to piszemy S Fiqp a. Jesli S Fiqp a, to
mowimy takze, ze « jest tablicowo wyprowadzalna (dowodliwa) z S.

Jesli « jest wyprowadzalna z pustego zbioru zatozen, to piszemy Fqp o i méwimy, ze « jest tablicowo wyprowa-
dzalna (dowodliwa) w KRP.
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Zauwazmy, ze jeSli istnieje dowdd tablicowy D formuty « ze zbioru zatozen S, to istnieje takze skoriczony dowéd
tablicowy « z S: wystarczy zamknqc kazda galaz w D z chwilg wystapienia na niej pary formut wzajem sprzecznych.

DEFINICJA 18.3.1.6. Zbiory tablicowo sprzeczne.

Zbior formut S jezyka KRP jest tablicowo sprzeczny, gdy S Fiap o A - dla pewnego zdania « jezyka KRP. W
przeciwnym przypadku S jest tablicowo niesprzeczny.

Niech t1,ta,...,t,, ... bedzie wyliczeniem wszystkich terméw bazowych rozwazanego jezyka KRP. Oczywiscie
wszystkie state indywiduowe aq, as, ..., a,, ... sa elementami tego wyliczenia. Bedziemy zaktadaé, ze te wylicze-
nia okreslaja ustalone porzadki liniowe w zbiorze wszystkich terméw bazowych oraz w zbiorze wszystkich statych
indywiduowych.

W ponizszych definicjach zaktada si¢ tez, ze dana jest jakas funkcja znakujaca wierzchotki tablic analitycznych
formutami.

DEFINICJA 18.3.1.7. Zredukowane wystqpienia formut.

Niech D = | | D,, bedzie tablica analityczng ze zbioru zatozeri S, a P galezia w D. Niech (v, ) bedzie i-tym
wystapieniem o w P. Méwimy, ze wystapienie (v, «) jest zredukowane w P, gdy zachodzi jeden z nastgpujacych
przypadkéw:

e « nie jest ani postaci V& [((x) ani postaci 3z B(x) i dla pewnego j tablica D, otrzymana jest z tablicy
D; przez zastosowanie reguty (b) z definicji 18.3.1.2. do « oraz stosownego odcinka poczatkowego P, fj.
Dji1 = DjUg, D, gdzie Q = PN |Dj| oraz Qi = v;

e lub:

— «jest postaci Va B(x) i B(t;) wystepuje w P oraz w P istnieje ¢ + 1-sze wystapienie o

— «ajest postaci —3z B(x) i ~5(t;) wystepuje w P oraz w P istnieje i + 1-sze wystapienie a.

Tak wigc, zredukowanie wystapienia zdania generalnie skwantyfikowanego lub negacji zdania egzystencjalnie
skwantyfikowanego wymusza umieszczenie na rozwazanej galezi podstawienn wszystkich terméw bazowych w for-
mutach o wspomnianych typach kwantyfikacji.

DEFINICJA 18.3.1.8. Tablice zakoriczone.

e Tablica analityczna D jest zakoriczona, jesli kazde wystapienie kazdej formuty na kazdej gatezi otwartej jest
zredukowane.

e Tablica analityczna D ze zbioru zatozen S jest zakoriczona, jesli kazde wystapienie kazdej formuly na kazdej
galezi otwartej jest zredukowane i dla kazdej ain.S formula o wystepuje na kazdej galezi otwartej w D.

e Tablice analityczne, ktére nie sa zakoficzone nazywamy niezakoriczonymi.

Zanim zdefiniujemy tablice systematyczne przypomnijmy, ze wierzchotki kazdego drzewa mozna uporzadkowad
liniowo (wzdtuznie lub poprzecznie). W nastepnej definicji wykorzystamy (kanoniczny) poprzeczny porzadek wierz-
chotkéw. Przypomnijmy, ze jest on jednoznacznie okreSlony przez kolejnos¢ wierzchotkéw (lewa galaZ, prawa galaz)
w tablicach atomowych.

DEFINICJA 18.3.1.8. Tablice systematyczne.

Niech « bedzie zdaniem jezyka KRP. Systematyczng tablice analityczng D(o) = | | D™ () dla o budujemy w
sposob nastgpujacy:

KROK POCZATKOWY.

Tablica D°(«) jest tablica atomowa dla . W przypadkach (V) oraz (—3) korzystamy z termu bazowego t1, a w
przypadkach (3) i (—V) korzystamy ze statej a; dla pierwszego dostepnego 4 (tj. w tym przypadku takiego, ze a; nie
wystepuje w ). Wtedy oczywiscie (jedyne) wystapienie o w D°(«) jest zredukowane.
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KROK NASTEPNIKOWY.

Przypus$émy, ze tablica D™ («) zostata skonstruowana. Je$li kazde wystapienie « w D™ («) jest zredukowane, to
koniczymy konstrukcje i D(«) = | | D™ («) jest tablica systematyczng dla a.

W przeciwnym przypadku, niech v bgdzie pierwszym (w porzadku poprzecznym) wierzchotkiem takim, ze dla
pewnej formuty § wystapienie (v, 3) nie jest zredukowane na pewnej otwartej gatezi P tablicy D™ («). Tablicg
D"*1(a) budujemy wykorzystujac jeden z nastepujacych (wzajem si¢ wykluczajacych) przypadkéw:

e Jesli 3 nie jest ani postaci Vz ~y(x) ani postaci =3z (), to D" (a) = | |(D™(a)Up Dg), gdzie suma || brana
jest po wszystkich gateziach otwartych P w D" («), zawierajacych wystapienie (v, 3). [Przypominamy, ze D
jest tablica atomowa o korzeniu (znakowanym przez) (3.] Jesli /3 jest postaci 3z ~(z) lub postaci -V y(z), to
korzystamy ze stalej a; o najmniejszym dostepnym numerze.

e W przeciwnym przypadku:

— Jesli 3 jest postaci Vo () i (v,3) jest i-tym wystapieniem 3 w P, to D""1(a) = | |(D"(a) Up
Dtﬂ" ), gdzie suma |_| brana jest po wszystkich gateziach otwartych P w D™ («), zawierajacych wystapienie

(v, 8), a drzewo D%’ sktada si¢ jedynie z korzenia (3 oraz liscia y(¢;).

— Jesli 3 jest postaci =3z ~v(z) i (v, 3) jest i-tym wystapieniem 3 w P, to D"*1(a) = | |[(D"(«) Up
Dtﬁ" ), gdzie suma | | brana jest po wszystkich gatgziach otwartych P w D™ («), zawierajacych wystapienie
(v, 8), a drzewo Dtﬁi sktada si¢ jedynie z korzenia (3 oraz liscia —y(¢;).

KROK GRANICZNY.

W granicy bierzemy sume: D(«) = | | D™ ().
DEFINICJA 18.3.1.9. Tablice systematyczne ze zbioru zatoZen.

Tablice systematycznq zdania o ze zbioru zatoZer S, oznaczang przez D(S,a) = | |D™(S,«) budujemy w
sposob nastgpujacy:

e W krokach parzystych (n = 2k) postgpujemy, jak w definicji 18.3.1.8.

e W krokach nieparzystych (n = 2k + 1) D""1(S,a) = | |(D™(S,a) Up ax), gdzie suma | | brana jest po
wszystkich gateziach otwartych w D™ (.S, «), a ay, jest k-tym elementem zbioru S (zaktadamy, ze S jest liniowo
uporzadkowany).

e Kontynuujemy t¢ konstrukcje tak dtugo, az wszystkie elementy zbioru S zostang uwzglednione.

e D(S,a)=||D"(S, ).

Chociaz tablice systematyczne sa, w og6lnosci, drzewami nieskoficzonymi, to — jak udowodnimy nizej — sa one
zawsze tablicami zakoficzonymi.

Pora na ilustracje wprowadzonych konstrukcji przyktadami. Dla celéw praktycznych konieczne jest ustalenie
jakiej$ notacji. Proponowana ponizej jest nieco nadmiarowa, ale sadzimy, ze jest przyjazna dla czytelnika. Do§wiad-
czenia dydaktyczne ostatnich lat pokazuja, ze odbiorcami naszej postugi dydaktycznej sa teraz dzieci z pokolenia
ikonicznego, do ktérych tatwiej docieraja obrazki i rysunki niz np. notacja algebraiczna.

18.3.2. TA dla KRP: notacja

Stosowaé bedziemy nastgpujaca umowe notacyjna w graficznych reprezentacjach tablic analitycznych:

e Va oznacza opuszczenie kwantyfikatora egzystencjalnego (badz negaciji kwantyfikatora generalnego) i wpro-
wadzenie w formule za tym kwantyfikatorem (odpowiednio, w negacji formuty) nowej statej indywiduowej a
W miejsce zmiennej wiazanej przez ten kwantyfikator;
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e *q oznacza zastapienie formuty generalnie skwantyfikowanej (lub negacji formuty egzystencjalnie skwantyfi-
kowanej) przez formute bez kwantyfikatora generalnego (odpowiednio, negacj¢ formuty), ze statg indywiduowa
a wstawiong w miejsce zmiennej wiazanej przez ten kwantyfikator; notacj¢ *t stosujemy tez, ogdlniej, dla
dowolnego termu bazowego ¢;

e numery (z kropka) umieszczane w gérnej frakcji po prawej stronie formul informuja o kolejnosci wykony-
wanych dziatan; po kropce wystepuje symbol spéjnika (badZ negacji spdjnika) do ktérego stosujemy odnosna
regufe (z regut budowania tablic analitycznych w KRZ) lub symbole V' albo * wraz z termem bazowym (w
szczegoblnosci, ze stala indywiduowa), ktérych dotycza;

e numery (W nawiasach) po lewej stronie formut informuja o wynikach wykonywanych dziatan; formuty z pnia
drzewa, ktére nie powstaty w wyniku stosowania zadnych regut otrzymuja numery 0.1, 0.2, 0.3, .. .;

e galaZ zamknieta oznaczamy lisciem X, ,,,, gdzie (n) oraz (m) sa numerami formut wzajem sprzecznych, wy-
stepujacych na tej galezi;

e galezie otwarte oznaczamy liSciem o; jeSli mamy wigcej galezi otwartych, to liScie te kolejno numerujemy;
czasem uzywamy tez np. symboli &, >, © oraz # (ewentualnie z indeksami numerycznymi) na oznaczenie
galezi otwartych.

Przypomnijmy, Ze przez pieri drzewa rozumiemy czg$¢ wspolng wszystkich jego gatezi.
Tak wigc, symbol V dotyczy zastosowar regut R(3) oraz R(—V), natomiast symbol * zastosowari regut R(V) oraz
R(—3).

Zilustrujmy podane wyzej reguty oraz umowg przyktadami. We wszystkich tych przyktadach kolejne kroki budo-
wania tablic analitycznych wyliczane sg przez komentarze (z prawej strony, w gérnej frakcji) opatrzone numerami z
kropka; wyniki wykonania tych krokéw sa numerowane z lewej strony, numery otrzymanych formut podawane sa w
nawiasach. Sledzenie budowy tablicy analitycznej sprowadza si¢ do obserwowania kolejnosci wykonywanych krokéw
(z prawej strony formul) i otrzymywanych wynikéw (z lewej strony formut).

Stosowanie regut dajacych rozgalezienia (np. R(—), R(—A) daje w wyniku dwie formuly; bedziemy wtedy uzy-
wacé numeréw (w nawiasach) z indeksami dolnymi: [ (dla lewej formuty) oraz p (dla prawej formuty). W przypadku
regut bez rozgatezieri dajacych dwie formuty (np. R(A), R(— —) otrzymane formuty numerowaé bedziemy numerami
z indeksami dolnymi g (dla pierwszej, gérnej formuty) oraz d (dla drugiej, dolnej formuty). Reguty nie powodujace
rozgalezieri i dajace w wyniku jedna formute (np. R(——), R(V), R(—3)) nie wymagaja sztuczek z indeksami. Wresz-
cie, reguly R(=) oraz R(— =) daja w rezultacie cztery formuly, numerowane liczbami z indeksami dolnymi: lg, Id,
pg oraz pd (odpowiednio: lewa gérna, lewa dolna, prawa gérna, prawa dolna).

Najpierw bedziemy rozwazaé przyktady w jezyku KRP bez symboli funkcyjnych. W punkcie 18.7.2. podamy
przyktady dla jezyka KRP z symbolami funkcyjnymi.

18.3.3. TA dla KRP: proste przyklady, z komentarzem

PRZYKEAD 18.3.3.1.

Pokazemy, krok po kroku, jak tworzymy tablicg analityczna. Wybierzmy proste zdanie:

(3z Px — Jy Qy) — Jz (Px — Qux).

Umieszczamy formule w korzeniu tablicy:

(3z Pz — Jy Qy) — Jz (Pz — Qx)

Jest to implikacja, a wigc stosujemy regute dotyczaca tego spdjnika, dajaca w rezultacie rozgalezienie. Zastosowa-
nie reguly dotyczacej implikacji zaznaczamy z prawej strony formuty, ktérej to zastosowanie dotyczy, przy numerze
kroku, ktéry tym samym wykonujemy. Formuty otrzymane w rezultacie wykonania tego kroku opatrujemy numerami
w nawiasach z lewej strony, jesli potrzeba, to z indeksami. W rozwazanym przypadku z prawej strony formuty, od kté-
rej zaczelismy umieszczamy komentarz -, ktéry mozemy odczytaé: w kroku pierwszym stosujemy regute dotyczaca
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implikacji do formuty z lewej strony komentarza. Otrzymujemy, zgodnie ze stosowang reguta, zaprzeczony poprzed-
nik implikacji (formuta w galezi lewej, o numerze (1;)) oraz, w galezi prawej, nastgpnik tej implikacji (formuta o
numerze (1,)):

(3 Pz — 3y Qy) — Iz (Pz — Qx) L

(1;) =3z Pz — 3y Qy) (1) 3z (Pz — Q)

Zajmiemy si¢ najpierw galezia lewa. Formuta o numerze (1;) jest zaprzeczong implikacja, a wigc zastosowa-
nie odpowiedniej reguty (co zaznaczamy piszac w komentarzu z prawej strony 2 ) daje w wyniku dwie formuty:
poprzednik tej implikacji (formuta o numerze (2,)) oraz jej zaprzeczony nastepnik (formuta o numerze (2,)), umiesz-
czone jedna pod druga na rozwazanej galezi:

(3z Pz — 3y Qy) — 3z (Pz — Qz) *

(1;) —(3z Pz — 3y Qy) 27 (1p) 3z (Pz — Qu)

|
(24) 3z Pz

|
(2a) -3y Qy

Formuta o numerze (2,) jest formutg egzystencjalnie skwantyfikowana, mozemy wiec zastosowacé do niej regute
dotyczaca wprowadzania nowych stalych indywiduowych; zaznaczamy wykonanie kroku trzeciego piszac z lewej

strony formuty o numerze (2,) komentarz 3.Va (wprowadzenie nowej statej indywiduowej a) i otrzymujac w rezultacie
formute o numerze (3):

(3z Pr — Jy Qy) — 3z (Px — Qx) L

(1;) =3z Pz — 3y Qy) 27 (1) 3Fz (Pz — Q)

(24) 3Fz Px 8.Va

|
(24) —3Fy Qy

(3) TLa

Wzgledem nowowprowadzonej stalej indywiduowej a nalezy rozwinaé (tzn. zastosowaé regule opuszczania kwan-
tyfikatora generalnego lub zanegowanego kwantyfikatora egzystencjalnego) wszystkie formuty generalnie skwantyfi-
kowane lub zaprzeczenia wszystkich formutl egzystencjalnie skwantyfikowanych znajdujacych si¢ na rozpatrywane;j
gatezi. Tu mamy formule o numerze (24), ktora jest zaprzeczeniem formuty generalnie skwantyfikowanej. Krok
czwarty polega wigc na zastosowaniu odnosnej reguly, tj. R(—V) i zapisania komentarza 4.%a 7 prawej strony formuty,
do ktdrej reguta jest stosowana. Otrzymujemy w ten sposéb formule o numerze (4):

—

(3z Pz — 3y Qy) — 3z (Pz — Q)

(1;) =(3z Pz — 3y Qy) > (1p) 3z (Pz — Q)
) 30 s
(20) -FyQy *'°

(3) Pa
(@ -G

3.Va
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To koriczy budowanie lewej gatezi drzewa; do znajdujacych si¢ na niej formut nie mozna juz zastosowac zadne;j z
regul, ktére mamy do dyspozycji.

UWAGA. Stosujemy w tym momencie dwa uproszczenia, ktére bedziemy takze konsekwentnie stosowaé wszedzie
dalej.

1. Po pierwsze, powinniSmy dopisaé do tej galezi nie tylko formule —Q(a), ale takze raz jeszcze formute
-3y Q(y), a doktadniej, powinni§my przedtuzyé gataz o drzewo:

-3y ‘Q(y)
-Q(a)

zgodnie z definicja (budowania) tablicy analitycznej. Dla prostoty, zamiast wykonania tej procedury, dopisujemy do
rozwazanej gatezi jedynie formute —Q(a).

2. Po drugie, z czysto teoretycznego punktu widzenia, jesli na galezi jest formuta generalnie skwantyfikowana,
lub — jak to wlasnie ma miejsce w rozwazanym przypadku — zanegowana formuta egzystencjalnie skwantyfikowana
-3y Q(y), to do tej galezi dopisaé nalezatoby wszystkie formuly postaci —=Q(t), gdzie ¢ jest dowolnym termem
bazowym, a doktadniej, do tej galezi dotaczy¢ nalezatoby wszystkie drzewa atomowe postaci:

-3y Q(y)
-Q(t)

gdzie t jest dowolnym termem bazowym. Zaréwno w rozwazanym tu przypadku, jak i wszgedzie dalej, bedziemy
konsekwentnie stosowaé réwniez to drugie opisane tu uproszczenie: ograniczamy si¢ do dopisania jedynie formuty
—Q(a), gdyz a jest jedyna stala na rozwazanej galezi, wzglgdem ktérej stosowaé mozna regute R(—3) do formuty

-3y Q(y).

Jak postgpowaé, gdy na rozwazanej gatezi jest zdanie generalnie skwantyfikowane (lub zanegowane zdanie egzy-
stencjalnie skwantyfikowane) oraz wigcej niz jedna stata indywiduowa (lub, ogdlniej, term bazowy), zobaczymy w
jednym z nastepnych przyktadéw.

Zwinnie przeskakujemy teraz na gataZ prawa. Formuta o numerze (1,) jest egzystencjalnie skwantyfikowana,
stosujemy wigc do niej regute R(3J) dotyczaca opuszczania kwantyfikatora egzystencjalnego i wprowadzania nowej

statej indywiduowej. Ten, piaty krok zaznaczamy piszac komentarz 5:Vb 4 prawej strony formuty o numerze (1,) i
otrzymujemy w rezultacie formule o numerze (5):

(3z Pz — 3y Qy) — Iz (Pz — Qx) L

(1)) —(3z Pz ‘—> WQy > (1,) 3z (Pm‘ — Qz) >V
(2,) 3a Pz 3Ve (5) Pb— Qb
‘ *
(2¢) ~FyQy *7°

(3) P‘a

\
(4) —Qa

Jedyne, co mozna jeszcze zrobié na tej galezi, to zastosowanie reguty dotyczacej implikacji do formuty o nume-
rze (5). Ten, szésty krok (zaznaczony komentarzem % z prawej strony formuty o numerze (5)) daje w rezultacie
rozgatezienie na formuty o numerach (6;) oraz (6,):
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(3z Pz — 3y Qy) — Jo (Pz — Qz) *

(L) ~(Fz Pz —3yQy) > (1,) 3z (Pz— Qz) >V°

(2,) 3z Pz *Ve (5) Pb—Qb 5~
\
24) -3 4%a
(Ba) 3 Gy (61) ~Pb (6,) Qb
(3) Pa
\
(4) —-Qa

Budowa tablicy zostata zakoniiczona. Dodajmy jeszcze, ze w rozwazanym przypadku kolejnos¢ stosowania regut
byta jednoznacznie okreSlona. Nie zawsze bedziemy zmuszeni do tak rozkosznej bezmys$lnosci; czesto to, jakie reguly
stosowaé w jakiej kolejnosci jest niezwykle istotne dla budowania tablic w spos6b mozliwie najbardziej efektywny
(ze wzgledu na rozwazany problem), a ponadto zaspokoi¢ pozwala tgsknoty estetyczne (budowane drzewa powinny
by¢ fadne), ktére nie sa zarezerwowane jedynie dla przedstawicieli wyzszej klasy Sredniej w krajach cywilizacji
judeochrzescijanskiej i euroatlantyckie;j.

Zauwazmy tez, ze w galezi prawej mogliSmy si¢ postuzy¢ symbolem a dla wprowadzenia nowej stalej indywidu-
owej (krok 5.). Tak samo jak w KRZ, to co ,,dzieje si¢” na jednej galezi nie ma zadnego wptywu na to, co ,,dzieje si¢”
na pozostatych gateziach.

PRZYKEAD 18.3.3.2.

Rozwazmy formule:
VaVyVz (R(z,y,2) vV Q(,y)).

Zbudujemy dla niej tablice analityczna, stosujac pewne uproszczenia, ktére oczywiscie objasnimy:

(0) avy¥z (R(z,y, 2) V Q(z, ) -V°

! .
(1) Yy¥z (R(a, y, 2) ‘v Qla,y) 2"
(2) ¥z (R(a,a,2) V Q(a,a)) "¢
‘ Vv
(3) R(a,a,a)V Q(a,a) 4.

(41) R(a,a,a) (4p) Q(a, a)

Formuta w korzeniu jest skwantyfikowana egzystencjalnie, co nakazuje wprowadzenie nowej statej a (krok 1.).
Otrzymana formuta o numerze (1) jest formulg generalnie skwantyfikowana, i na tworzonej gatezi wystepuje stata a.
Trzeba wigc do formuty (1) zastosowaé regute R(V) wzgledem tej statej (krok 2.). Otrzymana formuta o numerze
(2) jest formula generalnie skwantyfikowana, i na tworzonej galezi wystgpuje stala a. Trzeba wigc do formuly (2)
zastosowaé regule R(V) wzgledem tej statej (krok 3.). Otrzymana formuta o numerze (3) nie rozpoczyna sie od
kwantyfikatora; jest alternatywa, a wigc trzeba do niej zastosowaé regute R(V) (krok 4.). Otrzymujemy rozgatezienie.
Ani do formuty o numerze (4;), ani do formuty o numerze (4;) nie mozna juz stosowac zadnych regut, bo sa to formuty
atomowe. Koniec pracy.

Uproszczenie polega tu na tym, ze notacja *a zastgpuje (teoretycznie wymagane) dopisanie do tworzonej galezi
na nowo formuty, z ktérej prawej strony notacja ta jest umieszczona. Bedziemy stosowaé to uproszczenie.

Moze komu$ wydawac si¢ dziwne (albo i dziwaczne), ze tlumaczymy te wszystkie uproszczenia. Nalezy pod-
kresli¢ rzecz nastgpujaca. Precyzyjne definicje (tablicy analitycznej, tablicy systematycznej, itd.) sa niezbedne, aby
udowodnié, ze metoda tablic analitycznych w KRP jest poprawna (trafna i pelna). Natomiast przy rozwazaniu kon-
kretnych, zwykle nieskomplikowanych przyktadéw tablic analitycznych uzyteczne staja si¢ pewne uproszczenia, po-
zwalajace zaoszczedzi€ czas, sily, miejsce na kartce, itd. Oczywiscie, uproszczenia te nie moga prowadzié do bfednych
wynikow.

Tak wigc, gdy w tablicy analitycznej mamy zdanie generalnie skwantyfikowane postaci Va «(z) (lub zanegowane
zdanie egzystencjalnie skwantyfikowane postaci =3z «(x)), to feoretycznie powinniSmy dotaczyé do rozwazanej
gatezi kaide drzewo atomowe postaci:
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Vo ax)

a(t)

lub kazde drzewo atomowe postaci:

dla dowolnego termu bazowego .
W praktyce dotaczamy jednak w takich przypadkach jedynie formuty a.(¢) (lub —«(¢)), dla tych terméw bazowych
(w szczegdlnosci: dla tych statych), ktére wystepuja na rozwazanej gatezi.

PRZYKLAD 18.3.3.3.

Rozwazmy formute:
JxVy R(a, z,y).

Jej tablica analityczna ma postaé nastgpujaca:

(0) 3zvy R(a,z,y) "
\
(1) Vy R(a,b,y) 270 370

(2 R(aJ b,b)

\
(3) R(a,b,a)

Formuta w korzeniu tablicy to formuta egzystencjalna, a wigc w kroku 1. stosujemy regute R(3) i wprowadzamy
nowa stata b, otrzymujac formute o numerze (1). Jest to formuta generalnie skwantyfikowana, a na rozwazanej gatezi
mamy dwie stale: a oraz b. Trzeba zatem do formuty (1) dwukrotnie zastosowad regute R(V): raz wzglgdem stalej b,
a po raz drugi wzgledem stalej a (kolejnos¢ nie gra roli). W wyniku wykonania kazdego z tych krokéw (krokéw 2.
oraz 3.) otrzymujemy zdanie atomowe. Koniec pracy.

Bardziej ztozone przypadki zostang oméwione w dalszych przyktadach w tym wykladzie.

PRZYKEAD 18.3.3.4.

Pora juz chyba na rozwazenie jakiego$ naprawde paskudnego, skomplikowanego przyktadu. Pozwolimy sobie
przy tym na bardzo drobiazgowe komentarze dotyczace podanej za chwilg tablicy analitycznej. Komentarze te maja
przy tym na celu zwrécenie uwagi na to, po co wtasciwie budujemy tablice analityczne.

UWAGA. W tym i w wielu nastgpnych przykladach, dla predykatéw jednoarumentowego oraz dwuargumentowych
bedziemy pisa¢ Rz (zamiast R(x)) oraz xRy (zamiast R(z,y)).

Rozwazmy formute —(Vz(Jy yPr — Qz) = VaVy (yPx — Qx)) oraz jej tablice analityczna:
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—~(Vz(Jy yPx — Qz) = VaVy (yPz — Qx)) 1L7=

(Lig) Va(3y yPa - Qu) *Te ol (1pg) —~Va(3y yPz — Qa) 15Ve
(L) ~VaVy(yPz — Qz) 2Ve (1,4) VaVy(yPa ! Qu) 160 1217
(2) vy (yPa L Qa) +V (15) ~(3y yPa — Qa) =
(3) 3y yPa —‘> Qa 7T (16) Vy (yPa —>‘Qa) t17.%a 20.%b

(4) —(bPa —‘> Qa) & (17) aPa ‘_) Qa 1257
(t5) 3y yPb J Qb 107 (18,) 3y yPa 1V
(62) bI‘Da (184) —‘C‘Qa
(6a) ﬂc‘Qa (19) b:Pa

—

(20) bPa — Qa *

(121) Yy (yPb — Qb) T22-7a 12370

(7)) —3y yPa 870 1070 (7p) Qa (+22) aPb — Qb 1267
(8) —\bI‘Da (+23) bPb — Qb 127
(19) ﬁa‘Pa (t10;) —3y yPb 118.%a t14.%b (110,) Qb
‘ (24;) —bPa (24,) Qa
(113) ~aPb \ \
\
(110,) ~3y yPo 117e 1270 (§10,) Qb (14) ~bPb : :
\ |
(+11) ﬂa‘Pb & P
(112) ﬁb‘Pb

Na pierwszy rzut oka tablica ta nie wyglada najlepiej: zwichrowane drzewo, mndstwo numerkéw z groZznymi
krzyzami, jakie§ zwisajace z prawej strony czarne liscie, itp. Spokojnie. Wszystko zostanie skrupulatnie objasnione.
Do ogrodéw logiki droga wiedzie czasem przez chwasty.

W korzeniu tablicy znajduje si¢ zanegowana réwnowaznos¢. Stosujemy R(— =) i otrzymujemy dwie galgzie: na
lewej galezi mamy pierwszy czlon rozwazanej réwnowaznosci (1;4) oraz negacje drugiego czionu (1;4), na gatezi
prawej mamy negacje pierwszego cztonu rozwazanej réwnowaznosci (1,,4) oraz jej drugi czton (1,4).

Bez zadnych uprzedzen politycznych (nie sympatyzujemy ani z Sojuszami Marikutéw ani z Wszechnawiedzona
Prawica) rozpatrzmy najpierw gatqz? lewq.

W (1;4) mamy zanegowana formule generalna, a wigc stosujemy R(—V), wprowadzajac nowa stata indywiduowa
a, co zaznaczamy piszac z prawej strony formuty (1;4) komentarz: 2'\/“; otrzymana w wyniku formuta otrzymuje
(z lewej strony) numer (2). Zdaniem generalnym na tej gatezi jest (1;5), a wiec stosujemy R(Y), umieszczajac z
prawej strony formuty (1;,) komentarz 3-%a i otrzymujac formule o numerze (3) (umieszczonym z lewej strony).
Formuta o numerze (2) jest zanegowana formuta generalna, a wigc stosujemy regute R(—V), wprowadzajac nowa
stata indywiduowa b i zaznaczajac to dzialanie komentarzem 4.V umieszczonym z prawej strony formuly o numerze
(2); otrzymujemy przy tym formule o numerze (4). Nastgpny, piaty krok to zastosowanie R(V) do formuty generalnie
skwantyfikowanej o numerze (1;4) dla wprowadzonej stalej b: umieszczamy komentarz 150 7 prawej strony formuty
(1;4) i otrzymujemy formute o numerze (15).

UWAGA. Te kroki oraz otrzymane w wyniku ich wykonania formuty, ktére majg z lewej strony znak 7 sa, jak wkrétce
wyjasnimy, zbedne z punktu widzenia podstawowego celu budowania tablic analitycznych, tj. szukania na poszcze-
g6lnych gateziach par formul wzajem sprzecznych. Notacje taka stosujemy tylko w tym przykladzie, aby problem
klarownie przedstawi¢ i wyjasni¢. Stosowny komentarz znajdg Czytelniczki po skonstruowaniu catego tego CHWA-
STA.

W tym momencie nie ma juz na rozwazanej gatezi formul, do ktérych mozna byltoby zastosowaé regute R(3)
lub regute R(—V), zadne nowe state indywiduowe nie zostang wigc wprowadzone. Ponadto, wzgledem kazdej z juz
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nowowprowadzonych statych (tu: a oraz b) zastosowano tez wszedzie gdzie nalezato regule R(V). Do formuly o
numerze (4) stosujemy regute R(— —), zaznaczajac to komentarzem % i otrzymujac formuty o numerach (6,,)
i (64) (umieszczone jedna pod druga w budowanej obecnie gatezi). Z kolei, do formuty o numerze (3) stosujemy
regute R(—), umieszczajac komentarz 7 z prawej strony formuly o numerze (3) i otrzymujac rozgatezienie drzewa:
w lewej gatezi tego rozgalezienia mamy formute o numerze (7;), a w prawej formute o numerze (7,).

W otrzymanej lewej galezi pojawita si¢ negacja formuty egzystencjalnej, a wigc powinna ona zostaé rozwinigta
wzgledem wszystkich wystgpujacych na tej gatezi (idac od korzenia drzewa) statych indywiduowych, tj. w naszym
przypadku: wzgledem a oraz b. Wykonujemy te dziatania, tzn. stosujemy do formuty o numerze (7;) regute R(—3):
w kroku o opatrzonym komentarzem 870 otrzymujemy formufg o numerze (8), a w kroku opatrzonym komentarzem
197 otrzymujemy formute o numerze (19).

Ostatnimi formutami budowanej lewej czgsci (wychodzacej z korzenia) dotad utworzonego drzewa sa formuty o
numerach: (9) oraz (7,). Jedyna formuta na czesci wspélnej gatezi koriczacych si¢ tymi 1isémi, do ktérej mozna
zastosowac jakiekolwiek reguty opuszczania statych logicznych jest formuta o numerze (15).! Jest to implikacja, a
wigc zastosowanie odnosnej reguty, tj. R(—) daje dwa nowe rozgatezienia: wykonujac krok o komentarzu f10-
tworzymy te rozgatezienia (formuty o numerach (110;) oraz (10,)) zaréwno w galezi zakoiiczonej formuta (19),
jak 1 w gatezi zakoriczonej formutg o numerze (7,). W otrzymanych czterech gateziach tej czesci budowanej tablicy
tylko do formuty o numerze (110;) (wystgpujacej na dwéch z tych gatezi) zastosowaé mozna jeszcze jakies reguly:
jest to bowiem negacja formuty egzystencjalnej, a wigc nadajaca si¢ do zastosowania do niej reguty R(—3) wzgledem
statych a oraz b. Zwawo wykonujemy te prace: kroki opatrzone komentarzami 11" oraz 120 daja w rezultacie
formuty o numerach, odpowiednio, (111) i (112), ktére umieszczamy pod formuta o numerze (110;) w najbardziej
lewej galezi drzewa. Podobna pracg musimy wykona¢ w przypadku formuty o numerze (110;), ale znajdujacej sig
na trzeciej od lewej galezi drzewa: kroki opatrzone komentarzami 13.%a graz 11470 daja w rezultacie formuly o
numerach, odpowiednio, ({13) i ({14), ktére umieszczamy pod ta formuta. Dlaczego raz umieszcza si¢ formule o
danym numerze na réznych gateziach drzewa, a potem wykonujac na niej takie same operacje (a wigc i otrzymujac
takie same wyniki) stosuje si¢ numeracje¢ odrgbng? To powinno by¢ jasne: formuta o numerze (110;) musiata byé
wpisana, jako (lewy) potomek formuty o numerze (15) zar6wno pod formuta o numerze (19), jak i pod formuta
o numerze (7,). Natomiast kroki T11-"¢ i 1127 g3 juz wykonywane na innej gatezi niz kroki 113" oraz 11470,
i stad inna numeracja. Wykonanie jakiego$ kroku na danej formule jest istotne dla wszystkich formut, bedacych
potomkami tej formuly. Méwiac metaforycznie, kazdy krok wykonany na danej formule jest istotny dla wszystkich
formut znajdujacych sie nizej w drzewie od tej formuty. Zaden z wykonywanych krokéw nie ,,dziata w gére” drzewa.

Teraz Czytelniczki widza cala lewa czgs$¢ drzewa, wychodzaca z korzenia budowanej tablicy analitycznej. Do
zadnej z wystepujacych tu formut nie mozna juz zastosowac zadnej z regut. Tak wigc, ta czgs¢ tablicy zakonczona jest
czterema lisémi. Nie mamy tu nic wigcej do roboty.

Wracamy teraz do prawej gatezi wyrastajacej z korzenia tablicy, tj. do formut o numerach (1,,) oraz (1,4). Do
formuty (1,,) stosujemy regute R(—V); wprowadzamy nowa na tej gatezi staty — mozemy uzy¢ jeszcze nie uzytego
symbolu, np. ¢, ale réwnie dobrze mozemy uzy¢ symbolu a, i tak wtasnie (z wielkopolska oszczednoscia) uczynimy.?
Z prawej strony formuty o numerze (1,,) umieszczamy wiec komentarz 15.Va j otrzymujemy formute o numerze (15).
Formuta o numerze (1,4) jest generalnie skwantyfikowana, nalezy zatem zastosowac do niej regute R(V) wzgledem
wprowadzonej przed chwila nowej statej a. Jest to krok, do ktérego komentarz o postaci %% umieszczamy po
prawej stronie formuly o numerze (1,4) i w wyniku ktérego otrzymujemy formute o numerze (16). Jest to formuta
generalnie skwantyfikowana, stosujemy wigc do niej regute R(V) wzgledem stalej a; zaznaczamy ten krok piszac
z prawej strony formuty o numerze (16) komentarz 17.%a i otrzymujemy formute o numerze (f17). Do formuly o
numerze (15) stosujemy regute R(— —), piszac w odpowiednim miejscu stosowny komentarz i otrzymujac formuty o

numerach (18,) oraz (18,). Formuta o numerze (18,) jest egzystencjalnie skwantyfikowana, a wigc stosujemy regule

R(3) wprowadzajac nowa na tej galezi stata indywiduowa b, umieszczamy komentarz 19.Vb , prawej strony formuty o

numerze (18,) i otrzymujemy formute o numerze (19). Na gatezi, na ktdrej teraz pracujemy, sa dwa zdania generalnie
skwantyfikowane, do ktérych zastosowaé nalezatoby regute R(V) wzgledem statej b: sa to formuty o numerach (1,4)
oraz (16). Stosujemy najpierw regute R(V) do formuty o numerze (16) wzglgdem statej b, umieszczajac z prawej
strony formuty o numerze (16) komentarz 20-"? i otrzymujac formute o numerze (20).

Stosujemy jeszcze trzykrotnie regute R(V): do formuty o numerze (1,4) w kroku 2170 § dwukrotnie do formutly

1Zajmujemy sie ta formula dopiero teraz (tj. po wykonaniu kroku 677y 2 powod6w natury pragmatycznej: aby uniknaé rozgalezienia w
drzewie, podwajajacego liczbe gatezi.

2To, co ,.dzieje si¢” na danej gatezi drzewa jest niezalezne od tego, co ,,dzieje si¢” na pozostatych gateziach, jesli te metafore uznac za thumaczaca
cokolwiek.
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o numerze (121),% w krokach o numerach 122.%a graz 12370 dajacych w rezultacie formuty o numerach (122) oraz
(123), odpowiednio.

W prawej czgsci tablicy, na gatezi na ktdrej teraz pracujemy, nie mozna juz stosowac zadnych regut dotyczacych
kwantyfikatoréw.

Do formuty o numerze (20) stosujemy R(—) otrzymujac rozgatezienie: formuty o numerach (24;) oraz (24,).

Przerywamy w tym miejscu dalsza konstrukcje, i to nie dlatego, ze braknie miejsca na stronie. Do petnego naryso-
wania prawych galezi drzewa wyrastajacych z korzenia potrzeba bytoby jeszcze wykonac trzy kroki: mianowicie do
formut o numerach (117), (122) oraz (23) zastosowaé regule R(—). Kroki te maja numery: 2%, 1267 oraz 27
odpowiednio. W rezultacie otrzymamy ostatecznie w prawej czesci tablicy szesnascie galezi (rysunek za chwile).

Teraz wytlumaczmy, dlaczego przerwaliSmy konstrukcje (i dlaczego wielokrotnie straszyliSmy Czytelniczki zna-
kiem krzyza }). Ot6z tablice analityczne budujemy w jakims celu, a nie po to, aby zbudowa¢é je po prostu do korica.
Proszg¢ zauwazyc¢, ze na kazdej z szesciu gatezi powyzszego (niedokoniczonego) drzewa (a w sumie na kazdej z dwu-
dziestu galezi catego drzewa, jak za chwilg ujrzymy) wystepuje para formut sprzecznych (tj. takich, iz jedna jest
zaprzeczeniem drugiej); sa to formuty o numerach:

e (64) oraz (8);

e (64)oraz (7,);

o (19) oraz (24;);
(

o (184) oraz (24,).

W przypadku omawianej metody tablic analitycznych sprzeczno$¢ cieszy, bo oznacza zakoriczenie pracy na danej
gatezi. Inaczej niz w wojsku, reguty budowania drzew wykorzystywaé nalezy z rozsadkiem. Ot6z, jak za chwilg sig
okaze, kompletne wypisywanie tych gate¢zi danej tablicy analitycznej, ktére zawieraja pare formut postaci A oraz = A
nie jest potrzebne dla celow przeprowadzanej analizy. Moze ucieszymy (?) Humanistki metafora, zanim podamy
stosowne techniczne definicje: galezie zawierajace parg formut sprzecznych sa martwe. SPRZECZNOSC TO SMIERC
LOGICZNA.

Aby jednak czytajacy ten tekst Wojskowi nie poczuli si¢ urazeni (nie byto naszym zamiarem dworowanie sobie z
Sit Zbrojnych oraz ich Zwierzchnika!) podajemy nizej reszte powyzszego CHWASTA, a mianowicie te jego fragmenty,
ktore trzeba wpisa¢ w miejsce lisci: & oraz é# (oczywiscie usuwajac jednoczesnie & oraz é# z drzewa).

W miejsce liscia & nalezy wpisac:

(125;) —aPa (125p) Qa

(t261) SaPb (126,) Qb (126)) “aPb (t26,) Qb

(t21) TbPb  (27,) Qb (f27) TbPb  (f27,) Qb (f27) “bPb  (127,) Qb (f27) TbPb  (f27,) Qb

Natomiast w miejsce liscia # nalezy wpisac:

3Zauwazmy, ze formuta o numerze (121) jest formuta generalnie skwantyfikowana, nalezy wigc rozwinag ja ze wzgledu na wszystkie wystgpu-
jace na rozwazanej gatezi state indywiduowe.
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(t25:) “aPa (125,) Qa

(t26:) “aPb (126,) Qb (t261) “aPb (126,) Qb

(tf2m) “bPb  (127,) Qb (f27) “bPb  (f27,) Qb (127) “bPb  (i27,) Qb  (f27)) —bPb  (27,) Qb

Bystre Czytelniczki zauwaza natychmiast, ze w miejsce liScia & wpisujemy doktadnie to samo, co w miejsce
liscia #. 1 te Czytelniczki maja absolutng racjg! Tak wtasnie ma by¢ — wymagaja tego reguty budowania tablic
analitycznych.

Teraz to juz naprawde nie mozna dalej kultywowaé tego CHWASTA. Do zadnej z formut, w zadnej galezi nie
mozna juz zastosowac zadnych regul. Budowa tablicy zostala zakoriczona. Aby ujrzeé je w caloSci, wystarczy wklei¢
kopie powyzszego drzewa w miejsce liSci & oraz @ w poprzednio budowanym drzewie. Zachgcamy do precyzyjnego
wykonania tych czynnosci (nie tylko osoby odsiadujace zastuzone wyroki).

Pozostaje jeszcze do wyjasnienia uzycie znaku krzyza 1 w numeracji formut i komentarzy w rozwazanym drzewie.
Jak wspomnieliSmy, ma on sygnalizowaé, ze odnos$ne kroki byty zbedne dla uzyskania stosownych efektow: dla
uzyskania pary formut wzajem sprzecznych. Przypomnijmy, ze gataz nazywamy zamknietq (albo sprzeczng), gdy
wystepuje na niej para formul wzajem sprzecznych, a wigc para formut postaci: a oraz —a.

PRZYPOMNIENIE. GalaZz zamknigta drzewa koiczymy liSciem z symbolem X opatrzonym indeksami wskazuja-
cymi numery formut z tej gatezi, ktére pozwalaja ja zamknag, tj. ktore sa wzajem sprzeczne.

W drzewie z tego przyktadu (nazwanego CHWASTEM), po formule o numerze (8) mozemy gataz z ta formuta
zamkna¢, dodajac 1is¢ postaci: X, g (i tym samym zakoriczy¢ budowanie tej gatezi), jako iz formuta o numerze (6,)
ma posta¢ bPa, natomiast formuta o numerze (8) jest postaci ~bPa. Prawdg méwiac, wszystkie galezie tej tablicy
analitycznej mozna zamkna¢: po formule o numerze (7,) dodajemy lis¢ ¢, 7, (Wyrzucajac wszystkie formuty z
obu gatezi pod formula o numerze (7)), po formule o numerze (24;) dodajemy liS¢ X 19 24, (zamiast poddrzewa,
ktére wklejaliSmy w miejsce zaznaczone przez &), a po formule o numerze (24,) dodajemy ligé X 184,24, (zamiast
poddrzewa, ktére wklejaliSmy w miejsce zaznaczone przez #).

Zauwazmy, 7e tablice analityczne z pierwszych trzech przyktadéw mialy wszystkie galezie otwarte.

To co najwazniejsze z praktycznego punktu widzenia, jesli chodzi o metode tablic analitycznych da sig¢ strescic¢ tak
oto. Masz jaka$ formule (doktadnie: zdanie) jezyka KRP. Budujesz jej tablicg analityczng. Kazda z konstruowanych
galezi jest préba konstrukceji interpretacji, w ktérej rozwazana formuta jest prawdziwa. Jesli gataZ jest zamknigta
(zawiera parg formut wzajem sprzecznych), to galaz taka nie moze odpowiadaé zadnej interpretacji, w ktérej badana
formuta jest prawdziwa. Zamykanie gatezi to zatem wykluczanie zachodzenia pewnych sytuacji. Natomiast istnienie
galezi otwartych w tablicy analitycznej danej formuly ukazuje, ze istniejq interpretacje, w ktérych formuta ta jest
prawdziwa.

WAZNA UWAGA NATURY PRAGMATYCZNE]J.

Kiedy budowg tablicy analitycznej uwazamy za zakonczona? Dopiero wtedy, gdy do zadnej formuly, na zadnej
galezi dotad otrzymanego drzewa nie mozna juz stosowaé zadnych regut, budowa tablicy jest zakoniczona. Wysto-
sujmy nastepujacy (nieco demagogiczny) apel do Humanistek (dla wzmocnienia mocy perswazyjnej, podajemy go w
dwéch wersjach):*

o Baqd? mqdrzejsza od komputera!

e Nie bad? gltupsza od komputera!

4Wersje te nie sa semantycznie réwnowazne. Problematyka dotyczaca poréwnywania mozliwosci intelektualnych cztowieka z mozliwosciami
programu komputerowego nalezy do waznych zagadnien badanych w Artificial Intelligence. W tym miejscu chodzi nam jedynie o to, ze Humanistka
moze poczué wyzszos¢ intelektualng wobec programu komputerowego w rozwiazywaniu niektérych probleméw logicznych.
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Jesli podczas tworzenia taiicucha formut w konstruowanej tablicy analitycznej uzyskamy w tym taficuchu pare
formul wzajem sprzecznych, to dalsza praca z tym taficuchem jest niepotrzebna: mozemy ja zakonczy¢, doklejajac
do takiego taficucha 1i$¢ z informacja o uzyskaniu sprzecznosci i otrzymujac w ten sposéb gataZz zamknigta drzewa,
traktowana jako twér kompletny. Pamigtasz: SPRZECZNOSC TO SMIERC LOGICZNA. Nadto, z kultury masowej
pamigtasz: A KTO UMARE, TEN NIE ZYJE. Podstawowym celem budowania tablic analitycznych jest uzyskiwanie
taficuchéw zamknigtych, tj. zbioréw formut wsrdéd ktorych jest para formut wzajem sprzecznych. Jesli jakis zbior
formut zawiera parg formut wzajem sprzecznych, to kaZdy jego nadzbidr takze t¢ parg zawiera. Mozna zakonczy¢
prace.

Mam nadzieje, ze ten (réwniez nieco nieprecyzyjny) komentarz troche utatwi zrozumienie, na czym w istocie
polega metoda tablic analitycznych.

Sens powyzszego apelu proszg odbieraé nastgpujaco: nie wykonuj bezmyslnie wszystkich regul, staraj si¢ pamig-
ta¢, jakiemu celowi stuzy Twoja praca — masz mianowicie wykluczaé¢ zachodzenie pewnych sytuacji.

Koniec uwagi pragmatycznej.

Gdy wszystkie galezie tablicy analitycznej zdania « sa zamknigte, to nie istnieje interpretacja, w ktérej zdanie to
jest prawdziwe. Gdy ktéra$ gataz tablicy analitycznej zdania « jest otwarta, to gataz taka odpowiada interpretacji, w
ktérej « jest prawdziwa, tj. biorac pod uwage wszystkie formuly (atomowe) wystepujace na tej galezi mozna podac
interpretacje, w ktdrej wszystkie formuty tej galezi (a wige takze formuta stanowigca korzen drzewa) sa prawdziwe.
Ponizej pokazujemy, ze galezie otwarte tablic analitycznych (budowanych w pewien specjalny, pedantyczny sposéb)
tworza zbiory Hintikki, a wigc na mocy lematu Hintikki maja modele.

Na zakonczenie omawiania tego przyktadu pokazmy jeszcze tablice analityczna rozwazanej formuly, w ktérej
galezie zamykamy z chwila otrzymania pary formut wzajem sprzecznych. Opuszczono kroki o numerach: 5, 9, 10,
12,12, 13, 14, 17, 21, 22, 23, 25, 26 1 27. Wszystkie one byly zbedne dla zamykania gatezi. Nie zmieniamy numeracji
pozostatych krokéw (i otrzymanych w wyniku ich wykonania formut), dla mozliwoSci poréwnania tej (schludnej)
tablicy o wszystkich czterech galeziach sprzecznych z wyjSciowa tablica o dwudziestu galeziach.

Mamy nadziejeg, ze takie pordwnanie wzmocni wymowe naszego powyzszego apelu, skierowanego do Humani-
stek.

—(V&(3y yPz — Qx) = VaVy (yPz — Qux))

(11g) Va(@y yP — Qo) >0 (1pg) ~Va(Iy yPz — Qu) '>Ve
(114) ~VaVy(yPz L Qa) Ve (1p4) Va¥y(yPx L Qr) 16
(2) —Vy (yPa ‘—> Qa) Vo (15) =(3y yPa L Qa) &7
(3) IyyPa—Qa " (16) ¥y (yPa — Qa) >

—

(4) =(bPa — Qa) & (18,) 3y yPa 19.Vp
(64) bllpa (184) —\‘Qa
(Gd) ‘\Qa (19) b‘Pa

\
(20) bPa — Qa **

—

(7;) =3y yPa 870 (7p) ‘Qa
\
(8) =bPa X6,4.7p (24;) —bPa (24,) Qa
\

X6g,8 X19,24; X18,4,24p

PrRZYKEAD 18.3.3.5.
Niewinnie wygladajaca formuta jezyka KRP
dx Px AVy3z yQz

ma nieskonczona tablicg analityczna:
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3z Pz AVy3z yQz
(1g) 3= P‘x
(1a) Vy3z yQL 3.%a 5.%b T.%¢c
(2) P‘a
(3) 3= acgz 4.
(€] aC‘Qb
(5) 3= bQ‘z 6.
(6) bﬂbc
(1) 3=z c:Qz

2.Va

Vb

Ve

Powinno by¢ widoczne, ze budowy tej tablicy analitycznej zakoriczy¢ nie mozna. Tak, jak kaza reguty, wpro-
wadziliSmy stata indywiduowa opuszczajac kwantyfikator egzystencjalny w formule o numerze (1,). Rozwinigcie
formuty generalnej (14) ze wzgledu na t¢ statg dato w wyniku zdanie egzystencjalne. WprowadziliSmy nowa stata,
rozwineliSmy wzgledem niej formute generalng (1), znéw otrzymali$my formute egzystencjalna, itd.

Jesli Czytelniczki pragna blizszego oswojenia si¢ z ewentualnymi interpretacjami tej formuty, to proponujemy
czyta¢ Px np. jako x jest bezrobotna, za$ xQy jako x jest zapoZyczona u y. Czy zdanie: Nie dos¢, e mamy
bezrobocie, to w dodatku wszyscy majq dtugi brzmi swojsko?

PRZYKEAD 18.3.3.6.

Zdanie:
Jest ktos, kto jest szczesliwy tylko wtedy, gdy wszyscy sq nieszczesliwi.

ma do$¢ ponury wydZzwigk spoteczny. Pokazemy, ze choé istnienie takiego osobnika nie jest (niestety) logicznie
wykluczone, to nie jest tez ono (na szczgscie) logicznie konieczne.

Uznajmy (zgroza!), ze by¢ szczesliwym to predykat jednoargumentowy. Czytajmy Sx jako: x jest szczesliwy.
Zbudujmy tablice analityczng dla formuty jezyka KRP, ktéra odpowiada strukturze sktadniowej rozwazanego zdania:

JaVy (Sz — —Sy) 1Va
! .
(1) Yy (Sa — —Sy) *7¢
| -
(2) Sa — —Sa 3

(3l) —u‘ga (3;,) —‘\Sa

o] o]

Na tym budowe tablicy musimy zakoniczyé — na zadnej galezi nie ma zadnych formul, do ktérych mozna bytoby
stosowac jakiekolwiek reguty opuszczania statych logicznych.

Poniewaz ta tablica ma galezie otwarte, wigc rozwazana formuta jest prawdziwa w jakich§ interpretacjach. Na
przyktad, jest prawdziwa w uniwersum jednoelementowym, w ktérym dopelnienie denotacji predykatu S zawiera cate
to uniwersum. Wracajac do interpretacji wyjsciowej, rozpatrywane zdanie jest prawdziwe np. w $§wiecie ztozonym
z jednego nieszczgSliwego osobnika. Jako ¢wiczenie polecamy namyst nad tym, w jakich innych jeszcze §wiatach
zdanie to jest prawdziwe (czy moga w nich istnie¢ ludzie szczesliwi?).

Zbudujmy teraz tablicg analityczng dla negacji rozwazanej formuty:
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—(3zVy(Sz — —Sy)) 1.%a 3.%b 7.%¢c
(1) ¥y (Sa— —sy) =V
\

(2) —(Sa — —Sb) +7
\
(3) ¥y (Sb— -sy) Ve

(49) Sa
\

(4g) —=Sb 57

(5) b

\
(6) —(Sb— —Sc) &
(7) —=Vy (Sc— ~Sy)

(8,) Sb
\
(84) ——Sc *
9) S‘c
\

Na poczatku, nie mamy tu do dyspozycji formuty egzystencjalnie skwantyfikowanej, do ktérej mogliby$my bezpo-
$rednio zastosowac regute R(3) ani negacji formuly generalnie skwantyfikowanej, do ktérej moglibySmy zastosowaé
regute R(—V). W takich przypadkach wprowadzamy nows stala indywiduowa korzystajac z dowolnego zdania ge-
neralnie skwantyfikowanego lub negacji zdania egzystencjalnie skwantyfikowanego, tzn. rozwijamy takie zdanie ze
wzgledu na dowolng stata indywiduowa z jezyka KRP.> Tu mamy do czynienia z drugim z takich przypadkéw. Wpro-
wadzenie nowej statej daje w wyniku negacje zdania generalnie skwantyfikowanego, to pozwala wprowadzi¢ kolejna
nowsa stala; zastosowanie wobec tej drugiej statej reguty R(—3) generuje nastepne zdanie egzystencjalne, itd.

W rezultacie otrzymujemy gataZ nieskoriczong. Jak zobaczymy péZniej, oznacza to, ze formuta JxVy(Sz — —Sy)
nie jest tautologia KRP. A wigc — w szczegdlnosci — istnienie kogos, kto zywitby si¢ wylacznie Schadenfreude nie
jest logicznie konieczne. Jako éwiczenie proponujemy Czytelniczkom znalezienie kilku innych jeszcze, w miarg
moznosci wesotych, acz przyzwoitych (lub choéby mieszczacych si¢ w granicach prawa) interpretacji dla predykatu
S'i odezytanie co ,,méwi” o tych interpretacjach badana formuta.

W rozpatrywanych w dalszym ciagu przyktadach (w punktach 18.5.5., 18.7.1., 18.7.2. oraz 19.) bedziemy, o ile
nie bedzie to prowadzito do nieporozumien, stosowac jeszcze pewne dalsze, przyjazne dla Czytelniczek, uproszczenia.

18.4. Niektore wlasnoSci

TWIERDZENIE 18.4.1.
Kazda systematyczna tablica analityczna jest zakoficzona.
DowoOD.

Niech D(«) = | | D™(«) bedzie tablicg systematyczng pewnej formuty «. Przypusémy, ze (v, 3) jest niezredu-
kowanym wystapieniem (3 na jakiejs otwartej gatezi P w D(«) oraz ze (v, 3) jest wystapieniem 3 w D¥ (). Istnieje
tylko skorficzenie wiele wierzchotkéw w | D¥ ()|, ktére poprzedzaja (w kanonicznym porzadku poprzecznym) wierz-
chotek v, niech bedzie ich m. Z definicji tablicy systematycznej, wystapienie (v, 3) zostanie zredukowane w tablicy
DF+m+1(q), Tak wiec, kazde wystapienie kazdej formuty na kazdej gatezi otwartej w D(«) jest zredukowane.

Takie samo rozumowanie pokazuje, ze kazde wystapienie kazdej formutly na kazdej gatezi otwartej w D(.S, «) jest
zredukowane, gdzie D(S, a) jest systematyczna tablica analityczna ze zbioru zatozeri .S dla formuty a.

SLogicy uprawiaja semantyke z zabezpieczeniem, méwiac po aptekarsku. Zaklada sie, ze w jezyku mamy do dyspozycji stale indywiduowe, a
wiec zawsze mozna ich uzy¢, gdy jest taka potrzeba. Tu mamy do czynienia z taka wlasnie sytuacja. Dodajmy jeszcze, ze mozliwos¢ konstruowania
odniesienia przedmiotowego (interpretacji) jezyka KRP z wyrazen tego jezyka jest jedng z podstawowych technik pokazywania pefnosci KRP, a
takze petnosci metody tablic analitycznych. Wykorzystywane sa przy tym uniwersa Herbranda, o ktdrych piszemy nizej, i ktére umozliwiaja zbu-
dowanie interpretacji jezyka KRP z wyrazei tego jezyka, bez odwolywania si¢ do jakiejkolwiek innej, zgrzebnej, siermigznej, itp. rzeczywistosci.
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TWIERDZENIE 18.4.2.
Jesli kazda gataZ systematycznej tablicy analitycznej D jest sprzeczna, to D jest tablica skoriczona.
DOWOD.

Zauwazmy, ze w konstrukcji tablicy systematycznej nie przedtuzamy zadnej galezi sprzecznej. Teza twierdzenia
wynika zatem z Lematu Koniga.

18.5. Poprawno$¢ metody TA w KRP

Pokazemy, ze metoda TA jest trafna i petna. Przedtem potrzebne bgdzie wprowadzenie kilku poje¢ uzywanych w
dowodach twierdzen o trafnosci i petnosci.

18.5.1. Uniwersa Herbranda

Jesli S jest dowolnym zbiorem formut jezyka KRP (ustalonej sygnatury), to przez uniwersum Herbranda dla S
rozumiemy zbiér Hg okreslony indukcyjnie nastgpujaco:

e (i) jesli stata indywiduowa a; wystgpuje w jakiej$ formule ze zbioru S, to ax € Hg

e (ii) jesli t1,...,t,, sa dowolnymi termami nalezacymi do Hg, to f;” (t1,...,tn,) takze nalezy do Hg, dla
dowolnego symbolu funkcyjnego f;-l 7.

Jesli w formutach z S nie wystgpuje zadna stata indywiduowa, to warunek (i) definicji zbioru Hg zastgpujemy
warunkiem: a; € Hg dla dowolnie wybranej statej indywiduowej ay.

Jesli w formutach z .S wystgpuje co najmniej jeden symbol funkcyjny, to Hg jest zbiorem nieskoficzonym.

Uniwersum Herbranda dla danego zbioru formut S jest zatem zbiorem wszystkich terméw bez zmiennych utwo-
rzonych (z uzyciem symboli funkcyjnych) ze statych indywiduowych wystepujacych w formutach zbioru S.

Interpretacjq Herbranda dla zbioru formut S nazywamy interpretacje (Hg, Ag) spelniajaca nastepujace warunki:

e Ag(ay) = ay dla dowolnej statej indywiduowej ay, nalezacej do Hg;
. As(f;»lj (tr, .o itn,)) = fj"j (t1,...,tn;) dla dowolnych terméw t1, ..., t,, nalezacych do Hy.

Modelem Herbranda dla zbioru formut S nazywamy kazda interpretacjg Herbranda dla S, w ktdrej prawdziwe sa
wszystkie formuty z S.

Zauwazmy, ze uniwersa Herbranda tworzone sg z wyrazen jezyka KRP. Tak wigc, zawsze mamy mozliwos¢ budo-
wania interpretacji, o ile tylko dany jest jezyk. Wystarczy budowa¢ struktury relacyjne z samych wyrazen jezykowych.

18.5.2. Zbiory Hintikki

Niech S bgdzie dowolnym zbiorem formut jgzyka KRP (ustalonej sygnatury). Méwimy, ze S jest zbiorem Hin-
tikki, wtedy i tylko wtedy, gdy zachodza nastgpujace warunki:

e (i) jesli « jest formuta atomowg bez zmiennych wolnych, to « nie nalezy do S lub —(«) nie nalezy do S
e (ii) jesli (o) A () nalezy do S, to « nalezy do S oraz 3 nalezy do S

e (iii) jesli (o) V () nalezy do .S, to « nalezy do S lub 8 nalezy do S

e (iv) jesli Va,, («) nalezy do S, to a(x,,/ar) nalezy do S, dla kazdej statej indywiduowej ay,

e (v)jesli Iz, (o) nalezy do S, to a(x,, /ay) nalezy do S, dla co najmniej jednej statej indywiduowej a.
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W powyzszych punktach (iv) oraz (v) wyrazenie a(x,,/ay) jest wyrazeniem powstajacym z formuly « poprzez
zastapienie w niej wszystkich wolnych wystapien zmiennej x,, stata indywiduowa ay,.

18.5.2.1. LEMAT HINTIKKI.
Kazdy zbiér Hintikki ma model.
DowOD.

Dowéd Lematu Hintikki w pelnej ogélnosci nie bedzie nam potrzebny. Dla wykazania petnos$ci metody tablic
analitycznych wystarczy dowdd punktéw (a) oraz (b) w twierdzeniu 18.5.4.1. ponizej.

Wazna konsekwencja Lematu Hintikki dla metody tablic analitycznych jest to, ze kazda galaz otwarta w kazde;j
systematycznej tablicy analitycznej jest zbiorem Hintikki, a wigc, na mocy powyzszego lematu, jest takze zbiorem
spetnialnym (ma model).

18.5.3. Trafnos$¢ metody TA w KRP

Pokazemy, ze kazda formuta, ktéra ma dowdd tablicowy, jest tautologia KRP. Wykorzystamy nastgpujace twier-
dzenie pomocnicze.

TWIERDZENIE 18.5.3.1.
Niech S bedzie zbiorem zdan, a « zdaniem jezyka rachunku predykatéw L. Jesli D = |J D,, jest tablica anali-

tyczng ze zbioru zatozeni S o korzeniu —a, to dla dowolnej interpretacji 9 jezyka L, ktéra jest modelem S U {—a}
istnieje interpretacja 9’ jezyka L taka, ze dla pewnej gatezi P w D zachodzi nastgpujacy warunek W (P, 90):

W(P,9') Dlakazdego zdania 3:
e [ wystgpuje w P wtedy i tylko wtedy, gdy I |
e —3 wystepuje w P wtedy i tylko wtedy, gdy ' ¥ .

DowOD.

Naszym jedynym zadaniem bedzie znalezienie interpretacji ¢ w 9t nowych statych ¢;, wprowadzonych w trakcie
konstrukcji tablicy D dla wszystkich zdan wystepujacych na gatezi P.

Galaz P oraz ciag (c') zdefiniujemy przez indukcjg po n, czyli po etapach D,, budowy tablicy D.

W kazdym kroku indukcyjnym otrzymamy gataz P,, w tablicy D,, oraz strukturg 9J7,, o tym samym uniwersum,
co I takie, ze:

L W(PYH mn)

e wszystkie nowe state ¢; w D,, sa zinterpretowane jako ci-m".

Wtedy 9V = (I, (cim" )i.n) jest szukana struktura, a P = | | P,, szukang gatezia, dla ktérych zachodzi teza twier-

dzenia. Przypominamy (wyktad 16), ze (2, (a});) jest struktura, w ktérej podano interpretacje wszystkich statych a;
w uniwersum struktury 2A.

Przy tym, jesli D,,; jest utworzona z D,, przez rozszerzanie innej gatezi niz P,, to:

o n+1 — P, n

L] mn_t,_]_ = mn

Krok poczatkowy indukcji dotyczy tablicy atomowej Dy = D_,, oraz struktury 9t. Z zalozenia, MM = —a.

Zaréwno w kroku poczatkowym, jak i w krokach nastgpnikowych stosujemy nastgpujaca procedurg.
Przypus$émy, ze D,,+; otrzymujemy z D,, na jeden z nastgpujacych sposobow:
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o (1) Dyy1 = Dy, Up, oy, dla pewnej formuty oy, € S

e (2) Dy 11 = D, Up, Dg dla pewnego wystapienia zdania 3 w P,.

W przypadku (1), M,,1 = M, oraz zachodzi W (P,+1,9M,+1), poniewaz z zalozenia twierdzenia mamy:
Sﬁn+1 ): Q.

W przypadku (2), nalezy rozwazy¢ wszystkie mozliwosci, odpowiadajace postaciom tablicy atomowej Dg. Przy
tym, zachodzi warunek indukcji dla n, tj.:

e W(P,,M,)

e wszystkie nowe state ¢; w D,, sa zinterpretowane jako cim".

W tych przypadkach, gdy S jest postaci: =y, v A S, vV 8,7 — 6 lub v = § rozszerzamy P,, do P, 41 tak samo,
jak w przypadku tablic analitycznych dla KRZ. Wtedy oczywiscie 9,1 = 9, oraz zachodzi W (P, 11, My 11).

Pozostaja do rozwazenia cztery przypadki:

e (a) 8 jest postaci Vz y(z). Wtedy Dy jest postaci:
Y y(x)
V(@/t)
e (b) (3 jest postaci =3z y(z). Wtedy Dg jest postaci:

-3z y(z)
—y(z/t)

e (c) 8 jest postaci 3z y(z). Wtedy Dg jest postaci:

dz y(x)
V(@/c)
e (d) (3 jest postaci ~Vz y(z). Wtedy Dy jest postaci:

—Vx ‘v(w)
—y(z/c)

W kazdym z tych przypadkéw mamy: P, = P, LI Dg. W przypadkach (a) oraz (b) ¢ jest dowolnym termem
bazowym.

W przypadku (a) mamy, na mocy zatozenia indukcyjnego: 9, = Va y(x), a stad, na mocy definicji relacji =,
mamy: M, = v(z/t) dla dowolnego termu bazowego t.

W przypadku (b) mamy, na mocy zatozenia indukcyjnego: 9, = —3x v(x), a stad, na mocy definicji relacji |=,
mamy: M, = —y(z/t) dla dowolnego termu bazowego ¢.

W przypadkach (c) oraz (d), c jest nowq stala, tj. taka, ktdra nie wystgpuje ani w zdaniach z .S, ani w wystapieniach
zadnego zdania w P,,. Trzeba zdefiniowac interpretacje¢ statej ¢ w uniwersum struktury 9.
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W przypadku (c), z zatozenia indukcyjnego mamy: 9, = 3z (). Z definicji relacji |, istnieje m w uniwersum
struktury 901,, (tj. w uniwersum struktury 91, poniewaz wszystkie struktury 9J1; maja to samo uniwersum, co struktura
M) taki, ze (M,,m) = v(z/c). Ustalamy zatem, ze c™»+1 = m. Wtedy oczywiscie M, 1 = ~(c), gdzie
mn+1 = (f)inn, Cm"+1).

W przypadku (d), z zatozenia indukcyjnego mamy: 9,, = —Vz y(x). Z definicji relacji =, istnieje m w uni-
wersum struktury 9%, (§j. w uniwersum struktury 9, poniewaz wszystkie struktury 91; maja to samo uniwersum, co
struktura 901) taki, ze (9M,,,m) = —y(z/c). Ustalamy zatem, ze ¢™»+1 = m. Wtedy oczywiscie M, 1 = —y(c),
gdzie M,, 1 = (M, Tnt1).

Gataz P definiujemy warunkiem: P = | | P,,, natomiast za struktur¢ 9t bierzemy:
n

(M, (7))

Tym samym dowdd twierdzenia zostal zakoficzony. Jego bezposrednia konsekwencja jest:
TWIERDZENIE 18.5.3.2. Trafnos¢ metody tablic analitycznych w KRP.

Jesli istnieje istnieje dowdd tablicowy D z zatozerd S dla ai, to S = a.
DowoOD.

Niech D bedzie dowodem tablicowym « z zatozeri S. Przypusémy, dla dowodu nie wprost, ze istnieje interpretacja
M taka, ze M |= S oraz M |= —«. Na mocy twierdzenia 18.5.3.1. istnieje wtedy gataz P oraz struktura IV takie, ze:

W(P,9) Dlakazdego zdania (3
e (3 wystepuje w P wtedy i tylko wtedy, gdy ' =
e — 3 wystepuje w P wtedy i tylko wtedy, gdy ' ¥ .

Jednak z zalozenia, P jest gale¢zia sprzeczna, czyli zawiera parg zdan postaci 3, —(3. Poniewaz, na mocy definicji
relacji =, zadna struktura nie spetnia pary zdain wzajem sprzecznych, otrzymujemy stad sprzecznosé.

Ostatecznie, jesli formuta o ma dowdd tablicowy z zatozeri S, to S = a.

18.5.4. Pelnos¢ metody TA w KRP

Pokazemy, ze kazda tautologia KRP ma dowdd tablicowy. Pokazemy nawet (w pewnym sensie) nieco wigcej:
udowodnimy, ze dla dowolnego zbioru zatozen S oraz dowolnej formuty « albo mozemy wykazaé, ze S = «, albo
wskaza¢ model dla S oraz ~«. Wykorzystamy uniwersa Herbranda oraz Lemat Hintikki, a takze pewien szczeg6lny
spos6b dowodzenia przez indukcj¢ po ztozonosci formul. Najpierw twierdzenie pomocnicze.

TWIERDZENIE 18.5.4.1.

Niech P bedzie galtgzia otwarta w systematycznej tablicy analitycznej D z zatozen S i o korzeniu —«.. Wtedy
istnieje interpretacja MY, w ktérej wszystkie elementy S sa prawdziwe, a « jest falszywa.

DowOD.

Dziedzing tworzonej interpretacji 9% jest uniwersum Herbranda utworzone ze wszystkich terméw bazowych
jezyka L”. Przypominamy, ze jesli t;,,...,t; satermami bazowymi, a f jest n-argumentowym symbolem funkcyj-
nym, to (zgodnie z definicja uniwersum Herbranda):

P P P
AT ) = ().

Term po prawej stronie tego réwnania traktowany jest oczywiscie jako warto$¢ odno$nej funkcji z lewej strony réw-
nania.

Dla dowolnego predykatu n-argumentowego R definiujemy relacje R™".
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R™ (tfftP 7tZ’ZP) wtedy i tylko wtedy, gdy w P istnieje wystapienie zdania atomowego R(t;,, ... ,t; ).

P

Aby méc stwierdzié, ze IMP jest struktura, o ktérej méwi teza twierdzenia, nalezy jeszcze udowodnié, ze dla
dowolnego zdania 3:

e (a) jesli istnieje wystapienie 3 w P, to MY = 3;

e (b) jesli istnieje wystapienie -3 w P, to MY = -4.

Po pierwsze, zauwazmy, ze jesli D jest systematyczng tablicg analityczna, to dla dowolnej formuty [, kazde
wystapienie [ (oraz kazde wystapienie —3) w P jest zredukowane: jest to konsekwencja twierdzenia 18.4.1.

Dowdd punktéw (a) oraz (b) przeprowadzimy przez indukcjg¢ po ztozonosci 3. W istocie, jest to dowdd pewnej
szczegoblnej wersji Lematu Hintikki. Ztozono$¢, o ktérej mowa, to ztozono$¢ drzew syntaktycznych formut. Indukcje
bedziemy prowadzi¢ po glebokosci formut (zob. punkt 18.1.2.x.) powyzej.

(1) Jesli 3 jest zdaniem atomowym, to jest postaci R(t;,,...,t;, ).
Jezeli B wystgpuje w P, to zachodzi:

Rmp (t?ftp tmp )’

czyli MP = 8.
Jezeli -3 wystepuje w P, to, poniewaz P jest galezia otwarta (nie jest galezia sprzeczna), 0 nie wystgpuje w P.
Wtedy, zgodnie z definicja, nie zachodzi:

R™ (),

in
awige M = —4.

(2) Niech (3 bedzie postaci v A 4.

Jezeli v A § wystepuje w P, to, poniewaz D jest tablica zakoriczona, v oraz § wystepuja w P. Z zatozenia
indukcyjnego, MY |= v oraz MY |= 6. Z definicji relacji = mamy wtedy: 9T = v A 6.

Jezeli ~(y A §) (czyli =) wystepuje w P, to, poniewaz D jest tablica zakonczong, albo —y, albo = wystepuje
w P. Jesli —y wystepuje w P, to MF = =7, na mocy zatozenia indukcyjnego (podobnie dla —6). Tak wigc, albo
MP = —, albo M |= —6. Z definicji relacji = mamy wtedy: I = —(y A =6).

(3) Niech g bedzie postaci v V 9.

Jezeli v v 3 wystgpuje w P, to, poniewaz D jest tablica zakoriczona, wigc albo v albo ¢ wystepuje w P. Jesli
v wystepuje w P, to M = ~, na mocy zatozenia indukcyjnego (podobnie dla 6). Tak wiec, albo M = ~, albo
IMP k= 6. Z definicji relacji = mamy wtedy: I = vV 4.

Z kolei, jezeli —(y V 9) (czyli =) wystepuje w P, to, poniewaz D jest tablicg zakoriczona, zar6wno —y, jak i =
wystepuja w P. Z zatozenia indukcyjnego mamy wtedy: I = —y oraz MP |= =§. Z definicji relacji = mamy:
M = = (y Vo).

(4) Niech ( bedzie postaci v — 9.

Jezeli v — § wystepuje w P, to, poniewaz D jest tablica zakoriczona, albo —y, albo § wystgpuje w P. Jesli —
wystepuje w P, to MM = —v, na mocy zatozenia indukcyjnego (podobnie dla §). Tak wigc, albo 9 = —v, albo
IMP |= 6. Z definicji relacji = mamy wtedy: M =y — 4.

Z kolei, jezeli —(y — ¢) (czyli =) wystgpuje w P, to, poniewaz D jest tablica zakorniczona, zaréwno =, jak i
-8 wystepuja w P. Z zatozenia indukcyjnego mamy wtedy: I |= v oraz MT = —6. Z definicji relacji = mamy:
M- = =(y — 9).

(5) Niech g bedzie postaci v = 6.

Jezeli v = 0 wystgpuje w P, to, poniewaz D jest tablica zakonczona, albo «y oraz § wystgpuja w P, albo —y oraz
- wystepuja w P. Z zatozenia indukcyjnego, albo M” = v oraz MP = 6, albo MY |= —y oraz M = —6. Z
definicji relacji = mamy wtedy: MM = v = 6.

Jezeli —(y = &) wystgpuje w P, to, poniewaz D jest tablica zakorniczona, albo 7y oraz =0 wystgpuja w P, albo —y
oraz § wystepuja w P. Z zatozenia indukcyjnego, albo M? |= « oraz MP |= 4, albo MF = —y oraz M? |= 6. Z
definicji relacji = mamy wtedy: " = —(y = §).
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(6) Niech ( bedzie postaci —y.

Jezeli —y wystepuje w P, to, z zatozenia indukcyjnego, nie zachodzi M |= . Z definicji relacji |=, zachodzi
wtedy MY = 4.

Jezeli ~—y wystepuje w P, to, z zatozenia indukcyjnego, nie zachodzi MM’ |= —v. Z definicji relacji |=, zachodzi
wtedy MY = ——.

(7) Niech 3 bedzie postaci Va v(z).

Jesli (i, Vo vy(x)) jest i-tym wystapieniem Va () w P, to (poniewaz D jest tablica zakoriczona) 7 (¢;) wystepuje
w P oraz istnieje ¢ + 1-te wystapienie (i + 1, Vo y(x)) zdania Vz y(z) w P. Tak wigc, jezeli Vo () wystepuje w P,
to y(t) wystepuje w P, dla kazdego termu bazowego t. Poniewaz gtgbokos¢ formuty ~y(¢) jest mniejsza od gtebokosci
formuty Vx ~y(x), wigc, na mocy zatozenia indukcyjnego, mamy: MY = ~(¢) dla kazdego termu bazowego t. Z
definicji relacji = mamy wtedy: MF |= Va v(z).

Jezeli —Va ~(x) wystepuje w P, to (poniewaz D jest tablica zakonczona) —y(¢) wystgpuje w P, dla pewnego
termu bazowego t. Z zatozenia indukcyjnego, MY |= —v(t). Z definicji relacji = mamy wtedy: I = =V ().

(8) Niech 3 bedzie postaci Iz v(z).

Jezeli 3z v(x) wystgpuje w P, to (poniewaz D jest tablica zakoriczona) y(t) wystepuje w P, dla pewnego termu
bazowego t. Z zatozenia indukcyjnego, MY |= (t). Z definicji relacji = mamy wtedy: M = Iz v(z).

Jesli (¢, —3xz ~y(zx)) jest i-tym wystapieniem =3z ~v(z) w P, to (poniewaz D jest tablica zakoficzona) —y(t;)
wystgpuje w P oraz istnieje ¢ + 1-te wystapienie (¢ + 1, ~3x y(x)) zdania =3z y(z) w P. Tak wigc, jezeli =3z v(x)
wystepuje w P, to —y(t) wystepuje w P, dla kazdego termu bazowego t. Poniewaz gleboko$¢ formuty —(t) jest
mniejsza od glebokosci formuty -3z v(z), wiec, na mocy zatozenia indukcyjnego, mamy: MY |= —(t) dla kazdego
termu bazowego t. Z definicji relacji = mamy wtedy: MY =~z v(z).

PokazaliSmy wigc, ze (a) oraz (b) zachodza dla dowolnego zdania 3. Tym samym dowdd twierdzenia zostat
zakoniczony.

UWAGA. W punktach (7) i (8) powyzszego dowodu w sposéb istotny wykorzystuje si¢ fakt, ze w tablicach ana-
litycznych w KRP operacja przediuzania gatezi polega na ,,doczepianiu” do niej catej tablicy atomowej (dla zdan
generalnie skwantyfikowanych oraz negacji zdan egzystencjalnie skwantyfikowanych), tj. tablic atomowych #gcznie z
ich korzeniami. Bez tego zatozenia nie mozna udowodni¢ pelnosci metody tablic analitycznych w KRP.

Bezposrednim wnioskiem z powyzszego twierdzenia jest twierdzenie nastgpujace.
TWIERDZENIE 18.5.4.2.

Dla dowolnego zdania « oraz zbioru zdai S zachodzi alternatywa:

e systematyczna tablica analityczna z zatozen S o korzeniu -« jest dowodem tablicowym « z S,
e istnieje galaz otwarta P w tablicy analitycznej z zatozen S o korzeniu —« oraz struktura 9t (zdefiniowana w
twierdzeniu 18.5.4.1.) takie, ze: M |= S oraz MY = —a.

TWIERDZENIE 18.5.4.3. Petnos¢ metody tablic analitycznych w KRP.

e (1) Kazda tautologia KRP ma dowdd tablicowy.
e (2) Dla dowolnych S oraz «: jesli S |= «, to istnieje dowdd tablicowy « ze zbioru zatozeri S.

e (3) Dla dowolnego zbioru zdaih S: S nie jest spetnialny (nie ma modelu) wtedy i tylko wtedy, gdy S jest
tablicowo sprzeczny (tj. istnieje dowdd tablicowy zdania 5 A = ze zbioru zatozen S, dla pewnego zdania [3).

DowOD.

Punkt (2) jest konsekwencja twierdzenia 18.5.4.2. Jesli o nie ma dowodu tablicowego z .S, to zachodzi drugi czion
alternatywy z twierdzenia 18.5.4.2., czyli istnieje model dla S U {—«}. Wtedy oczywiscie nie zachodzi S = a.

Punkt (1) jest konsekwencja punktu (2): za S bierzemy zbidr pusty.

106



Wreszcie, dla dowodu punktu (3), zauwazmy, ze na mocy (2) oraz twierdzenia o trafnosci tablic analitycznych w
KRP mamy: S Fqp 8 A -5 wtedy i tylko wtedy, gdy S = 8 A 0.

Mozemy zatem okresli¢ operacj¢ konsekwencji tablicowej C',, w KRP:
DEFINICJA 18.5.4.1. Konsekwencja tablicowa w KRP.
Dla dowolnego zbioru zdan S jezyka KRP niech:
Ciap(S) = {a: S Fiap ).
Z twierdzen o trafnosci i petnosci metody tablic analitycznych w KRP otrzymujemy:

a € Cyap(S) wtedy i tylko wtedy, gdy S | a.

18.5.5. Zastosowania twierdzen o trafnosci i pelnosci TA w KRP

Skoro metoda TA w KRP jest trafna i pelna, to mozna ja wykorzystywaé¢ m.in. dla odpowiedzi na nastgpujace
pytania:

e czy dane zdanie jezyka KRP jest tautologia (pamigtajac przy tym, ze jeSli « jest tautologia KRP, to uzyskamy
odpowiedz, ale jesli «v tautologia KRP nie jest, to tablica analityczna zdania =« moze by¢ nieskoficzona, i wtedy
metoda TA nie daje odpowiedzi w skoniczonej liczbie krokéw);

e czy dany zbiér formut jezyka KRP nie jest spetnialny;

e czy zdanie o wynika logicznie ze zbioru zdan S, itp.

Pamietamy oczywiscie, ze metoda TA nie dostarcza algorytmu dla ustalania tautologicznosci formut jezyka KRP.
Podamy garstke przyktadow, ilustrujacych te zastosowania. Wigcej przyktadow — w czgsci 19., zawierajacej
¢wiczenia. Przyklady ponizej zostana podzielone na trzy grupy.

18.5.5.1. Tautologie KRP

Przypominamy, ze formula « jest tautologiq KRP, gdy jest prawdziwa we wszystkich interpretacjach. Oznacza to,
ze formuta « nie jest tautologia, doktadnie wtedy, gdy w co najmniej jednej interpretacji prawdziwe jest zaprzeczenie
formuly o, tj. formuta —a. Zatem, formuta « jest tautologia KRP doktadnie wtedy, gdy w tablicy analitycznej formuty
— A« wszystkie galezie sa zamknigte.

Sprawdzenie metoda tablic analitycznych, czy dana formuta « jest tautologia KRP polega wigc na:

e przypuszczeniu, ze —« jest prawdziwa w co najmniej jednej interpretaciji;
e zbudowaniu tablicy analitycznej formuty —c;
e sprawdzeniu, czy wszystkie gatgzie sa zamknigte;

— jesli tak jest, to formuta « jest tautologia KRP;

— jesdli tak nie jest, tzn. drzewo zawiera co najmniej jedna gataZ otwartg (skoriczong lub nieskoriczong), to «
nie jest tautologia KRP.

Sprawdzanie, czy dana formuta jest kontrtautologia KRP jest procedura dualna do powyzszej. Przypomnijmy,
ze formuta « jest kontrtautologia KRP wtedy i tylko wtedy, gdy jest falszywa we wszystkich interpretacjach. Tak
wigc, formula « nie jest kontrtautologia doktadnie wtedy, gdy jest prawdziwa w co najmniej jednej interpretacji. Aby
sprawdzic¢, czy formuta « jest kontrtautologia KRP procedurg tablic analitycznych stosujemy nastgpujaco:

107



e przypuszczamy, ze « jest prawdziwa w co najmniej jednej interpretacji;
e budujemy tablicg analityczng dla «;
e jesli wszystkie gatezie tablicy sa zamknigte, to formuta « jest kontrtautologia KRP;

e jesli tablica analityczna dla o zawiera galgzie otwarte, to «v nie jest kontrtautologia KRP, a z gatezi otwartych
odtworzy¢ mozemy interpretacje, w ktérych « jest prawdziwa.

PRZYKEAD 18.5.5.1.1.: ABRAHAM LINCOLN

Formule jezyka KRP J2Vy Py — Jz 2Pz przy interpretacji 1 Pzo jako x1 oszukuje xo odpowiada, jak si¢
wydaje,® zdanie polskie:

Jesli jest ktos, kto oszukuje wszystkich, to ktos sam siebie oszukuje.

Wypowiedziane ze stosowna emfaza (oraz, ewentualnie, odpowiednio dramatyczng gestykulacja) brzmi ono cat-
kiem kaznodziejsko. Pokazemy, ze formuta jezyka KRP, ktéra odpowiada jego strukturze sktadniowej jest tautologia
KRP. Sprawg jej wykorzystania jako orgza np. homiletycznego pozostawiamy ew. zainteresowanym.

Aby przekonac sig, czy formuta JzVy x Py — Jz 2Pz jest tautologia KRP trzeba sprawdzié, czy jest ona praw-
dziwa we wszystkich interpretacjach. OczywiScie, wszystkich interpretacji zaden Smiertelnik sprawdzi¢ nie moze,
nawet jeSli jest wysoko wykwalifikowanym pracownikiem Shin Beth lub Mossadu. Mozemy jednak probowaé wy-
kluczyc, Ze formuta ta jest fatszywa we wszelkich interpretacjach. Gdy préba taka si¢ powiedzie, to badana przez
nas formuta jest tautologiq — skoro nie jest falszywa w zadnej interpretacji, to w kazdej interpretacji jest prawdziwa.
Dla pokazania, ze dana formuta jest tautologia wystarczy wigc dowiesé, ze wykluczone jest, aby jej negacja byta
prawdziwa. W przelozeniu na terminologi¢ omawianej metody tablic analitycznych, pokazanie, iz dana formula jest
tautologia sprowadza si¢ do wykazania, ze tablica analityczna jej negacji jest sprzeczna, czyli ma wszystkie galezie
zamknigte.

Tablica analityczna negacji rozwazanej formuty ma postaé nastgpujaca:

1.7—

—(3zVy zPy — 3z 2Pxz)
(1g) 3zVy xl‘Dy
(1) -3z zl‘Dz 3.%a
(2) Yy af"y 4%a
(3) ﬂa}‘)a
(4) al‘Ja
\

X3,4

2.Va

Wszystkie galezie tej tablicy (w tym przypadku: jedyna galaz) sa zamknigte. Zanegowana formuta umieszczona
w korzeniu nie jest zatem prawdziwa w Zadnej interpretacji. Stad, formuta 3zVy x Py — 3z z Pz jest prawdziwa w
kaZdej interpretacji. Widaé zatem, ze formuta ta jest tautologia KRP.

Dydaktyke logiki w czasach Polskiej Rzeczpospolitej Ludowej wspomagaty czesto dziatania Polskiej Zjednoczo-
nej Partii Robotniczej, nachalnie lub choéby odruchowo prowokujace do skojarzen natury np. historycznej. Abraham
Lincoln miat jakoby powiedzie¢ (nie po polsku, oczywiscie): Mozna oszukiwac wszystkich przez pewien czas, lub
niektorych przez caty czas; ale nie mozina oszukiwac wszystkich przez caty czas. Czytelniczki moga sprobowac zasta-
nowic sig, jaka formuta KRP najblizsza jest strukturze sktadniowej tej wypowiedzi (pomijajac modalnosci).

PRZYKEAD 18.5.5.1.2.: KRZEPKO I PRZASNIE

Niech «(x) bedzie dowolng formuta jezyka KRP o zmiennej wolnej x. Do waznych, bardzo czgsto wykorzysty-
wanych praw KRP naleza prawa De Morgana:

6Przy znajdowaniu odpowiednikéw w jezyku naturalnym dla formut jezyka KRP w ktérych wystepuja kwantyfikatory pojawiaja sie, rzecz jasna,
problemy z anafora!
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Vo -«

-3z a(z) x

( (z)
=Vz a(z) = Iz —a(z)
Iz afx) = Vo —a(z)
Vz a(z) = -3z —a(z)

Pokazemy, ze pierwsza z tych formut jest tautologia KRP. Pokazanie, ze tautologiami sa réwniez pozostale trzy
formuly niech stanie si¢ prostym, ksztalcacym nawyki logiczne treningiem dla Czytelniczek.
Aby wykazaé, ze
-3z a(r) = Vz —a(z)

jest tautologia KRP nalezy wykluczy¢ mozliwos$¢, by formuta ta byla fatszywa w jakiejs interpretacji. Trzeba zatem
wykluczy¢ mozliwos¢, aby jej zaprzeczenie, tj. formuta

—(—3z az) = Vo —~a(x))
byta w jakiejkolwiek interpretacji prawdziwa. A to sprowadza si¢ do pokazania, ze tablica analityczna formuty
=(=3z a(z) =V —alx))

ma wszystkie galezie zamknigte. PrzejdZmy od krzepkich stéw do przasnych czynéw:

ﬁ(ﬁﬂx (,\((:L‘) =V “(X(.L)) 1.7=

(Lig) —3z a‘<z> 8te (lpg) Vo ﬂ?m 67
(L) Vo ﬁa@ 2.Va (1pa) -3z c‘vm
(2) ﬁﬁo‘é(z/a) (4) 3z a‘(w) 5.Va
(3) ﬁ‘a(w/a) (5) o‘z(m/a)
X2,3 (6) m‘@/a)
X5,6

Przypominamy, ze Aa(z/a) oznacza formulg otrzymanag z formuly «(x) przez wstawienie statej indywiduowej a
w miejsce wszystkich wolnych wystapien zmiennej x.

Wszystkie galezie powyzszej tablicy sa zamknigte. Zatem formuta umieszczona w korzeniu nie jest prawdziwa w
zadnej interpretacji. Oznacza to, ze formuta

-3z a(z) = Vo —a(x)

jest prawdziwa we wszystkich interpretacjach, czyli jest tautologia KRP. Zauwazmy, ze lewa gataZ drzewa zostata
zamknigta jeszcze przed zastosowaniem wszelkich mozliwych regut (konkretnie: nie byto potrzeby stosowania reguly
R(——) do formuty o numerze (2), aby zamkna¢ gataz).

Z ustalen tego przyktadu korzystamy bardzo czgsto w dalszym wyktadzie.

PRZYKEAD 18.5.5.1.3.: BOGACTWO DUCHOWE A ZBAWIENIE WIECZNE
Rozpatrzmy formute, dla ktérej ,,na pierwszy rzut oka” widac, ze nie jest ona tautologia KRP:
Vo (Px — -Qx) = Jx(Pxz A —Qx)

Oczywiscie, logika nie polega na ,,rzucaniu okiem”; pokazemy przekonujaco i dobitnie, ze formuta powyzsza
tautologia nie jest. Upublicznimy mianowicie fakt, ze tablica analityczna zaprzeczenia powyzszej formuty ma gatezie
otwarte, co oznacza, ze jest ono (owo zaprzeczenie) prawdziwe w co najmniej jednej interpretacji. A skoro zaprze-
czenie jakiejs formuly jest prawdziwe w jakiej$ interpretacji, to sama ta formula w tejze interpretacji jest fatlszywa, a
zatem nie jest tautologia KRP. Oto obiecana tablica:
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-(Vz(Pz — =Qz) = 3o(Pz A —Qx)) »

(lig) Va (P - -Qz) '@ (1y4) —Va (Pz — —Qz) Ve
* \
(11g) -3z (Pz /‘\ -Qz) ¢ (1pa) 3z (Pz A —-Qz) 8.Vb
(2) Pa — -Qa *
\
(3) —~(PaA—Qa) *

- \
(1) —(Pa—-Qa) * "~
A \
(8) PbA-Qb 11"
|

(94) Pa
\
(94) ——Qa 77
(4;) -Pa (4p) —Qa |
/\ /\ (10) Qa
\
(5) —=Pa (5p) ==Qa " (51) ~Pa (55) -"Qa (114) T
| \ -
(‘? (6) C‘Qa ¢ X4p,5p (11a) ?b
4 .

Rozpoczynajac budowe lewej czgsci drzewa nie mieliSmy do dyspozycji zadnej formuty egzystencjalnie skwanty-
fikowanej (ani negacji formuly generalnie skwantyfikowanej). W formule z korzenia drzewa nie wystgpuje tez zadna
stata indywiduowa. Jak pamigtamy, mozemy w takim przypadku rozwina¢ dowolna obecna na rozwazanej galezi
formule generalnie skwantyfikowana (lub negacj¢ formuty egzystencjalnie skwantyfikowanej) ze wzglgdu na dowolna
stalg indywiduowa. Przypominamy, ze zaktada si¢, iz w jezyku KRP mamy zawsze do dyspozycji state indywiduowe.
Z tej wasnie mozliwosci skorzystalismy w kroku 2.

Otrzymana tablica ma jedna gataz zamknieta i trzy galezie otwarte. Do zadnej z formut, na zadnej z otwartych
galezi tej tablicy, nie mozna juz zastosowaé zadnej z regul.” Poniewaz tablica ma galezie otwarte, a wiec formuta w
korzeniu jest prawdziwa w jakich§ interpretacjach. Stad, rozwazana na poczatku réwnowaznos$¢ (ktérej negacja jest w
korzeniu) jest w tychze interpretacjach fatszywa. Nie jest ona zatem tautologia KRP.

Ponizsze tabelki podaja interpretacje wyznaczone przez galezie otwarte powyzszego drzewa:

QP

a — 9
& P Q
a | — |+
O 1P| Q
a —_— -
& PQ
a |+ |+
b |+ |-

Odczytujemy informacje z tych tabelek w sposéb nastepujacy. Wiersze (oprécz pierwszego) odpowiadaja obiek-
tom interpretacji. Kolumny (oprécz pierwszej) odpowiadaja denotacjom rozwazanych predykatéw. Znak ,,4” na
przecigciu wiersza odpowiadajacego obiektowi oraz kolumny odpowiadajacej denotacji predykatu jednoargumento-

wego (tj. wlasno$ci) oznacza, ze obiekt ten nalezy do tej denotacji (ma dana wtasnosc¢); znak ,,—”, ze nie nalezy. Znak
»1’ wskazuje, ze dana gataZ otwarta nie rozstrzyga, czy dany obiekt ma rozwazana wlasno§¢ — w miejsce ,,?” moze
wystapi¢ zaréwno ,,+”, jak i ,,—” (a zatem tabelka ze znakiem ,,?” rozumiana jest jako skrétowy zapis dla dwéch

7Oczywiscie, mozna dowolnie wiele razy wykonywaé krok postaci nttn, gdzie aty jest dowolnym termem bazowym z jezyka KRP, na
gateziach otwartych zawierajacych formutg o numerze (1;4), ale nie doprowadzi to do zamknigcia zadnej z tych gatezi.
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tabelek: jednej ze znakiem ,,+” zamiast ,,?”, i drugiej, ze znakiem ,,—” zamiast ,,?”. Nieco bardziej skomplikowane
tabelki tego typu pojawia si¢ w dalszych przyktadach.

Zauwazmy, ze interpretacje wyznaczone przez tego typu tabelki zwigzane s3 z uniwersami Herbranda, o ktérych
wspominano powyzej. Odniesienia przedmiotowe (interpretacje) jezyka KRP mozemy budowaé z samych wyrazen
tego jezyka.

Badana réwnowazno$c¢ nie jest tautologia. Pokazemy, ze nie jest ona takze kontrtautologia, tj. iz istnieja inter-
pretacje, w ktérych jest ona prawdziwa. Interpretacje takie wyznaczone sa przez galezie otwarte tablicy analityczne;j
rozwazanej réwnowaznosci:

Vz (Pz — -Qz) = 3z(Pz A -Qz)

(Lig) Vz (Pz — =Qw) 3t (1p9) —Vz (Pz — —Qux) 6.Va

\
(114) 3z (Px A -Qz) 2V
\

(1pa) -3z (PzA-Qz) 7"
(2) Pa A -Qa 4. (6) —(Pa — Qa) 8.7

\
(1) =(PaA-Qa) 7"

—

\
(3) Pa — —Qa ®

(49) 1‘311 (8g) Pa

\ \
(44) —Qa (84) ——Qa
\
(9) Qa
(51) —Pa (5p) —Qa
\ \
g5 b (10;) —Pa (10,) ~=Qa '
X8g,10; (11) (5(1

\
V)

Do zadnej z formut, na zadnej z gatezi otwartych tej tablicy, nie mozna juz zastosowa¢ zadnej z regut. Tablica ma
dwie galezie otwarte, zatem w interpretacjach wyznaczonych przez te gatgzie formuta z korzenia jest prawdziwa; nie
jest ona zatem kontrtautologia.

Z otwartych gatezi tablicy wyznaczy¢ mozna dwie interpretacje, w ktérych formuta z korzenia jest prawdziwa:

&k [P Q
a |+ |-
OO P Q
a |+ |+

Czytelniczki zechca zauwazyé,? ze z budowy powyzszych dwéch tablic widoczne jest takze to, iz:

implikacja Va (Pz — —Qx) — Jx (Pz A —Qx) nie jest tautologia;

)
implikacja 3z (Px A -Qz) — Va (Px — —Qx) nie jest tautologia;
implikacja Va (Pz — —Qx) — Jz (Pz A -Qz) nie jest kontrtautologia;
)

(
(
(
(

implikacja 3z (Px A -Qz) — Va (Px — —Qx) nie jest kontrtautologia.

299

Na koniec, co§ dla Humanistek, a wigc proby uroczystego odczytania ,,ttumaczen” rozwazanej formuty w jezyku
polskim.

8Dla tych, ktére widzq Ciemnosé: wskazéwka w nastepnym przyktadzie.
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Nadajmy predykatom P oraz () np. taka interpretacjg:

Pz czytamy x jest ubogi duchem;

Qx czytamy x bedzie zbawiony.
Wtedy rozpatrywana w tym przykladzie réwnowaznos$¢ czytana moze by¢, powiedzmy, tak oto:

KtoS ubogi duchem nie bedzie zbawiony doktadnie wtedy, gdy kazdy, kto jest ubogi duchem nie bedzie
zbawiony.

Sadzimy, ze jaskrawa niedorzeczno$¢ tego odczytania umacnia duchowo Humanistki, faknace ubogacenia bez-
dusznych (?) formutek.
PRZYKEAD 18.5.5.1.4.: KIESZENIE PELNE SZCZESCIA
Pokazemy, ze nie jest tautologia KRP nastepujaca formuta, w ktérej wystepuje stata indywiduowa a:
Jz (Pa — Qx) = (Pa — Vz Qux)

W tym celu zbudujemy tablicg analityczna negacji tej formuly. Okaze si¢, ze ma ona galgzie otwarte. Skoro tak, to
owa zanegowana formuta jest prawdziwa w co najmniej jednej interpretacji, a to oznacza, ze sama formuta powyzsza
nie jest tautologia (bo gdy jej zaprzeczenie jest prawdziwe w jakiej$ interpretacji, to ona sama jest w tejze interpretacji
falszywa; nie jest wigc prawdziwa we wszystkich interpretacjach, ergo nie jest tautologia KRP). Oto tablica:

=(3z (Pa — Qz) = (Pa — Yz Qx)) L=

(1) 3z (Pa — Q) 2V (1pg) -3z (Pa — Qu) &7@
(11q) —(Pa — Vz Qz) 3 (1pa) Pa— Ve Qz %7
(2) Pa— Qb > (6) =(Pa—Qa) ™

(39) Pa (74) Pa

(34) —Va Q‘z Ve (74) ﬂCba

|
(4) —=Qc (&) —|}‘9a ) VZL"QI 0 *a

(5:) =Pa (5p) Qb X7g.8; (9) Qa
><3‘g,5l ‘Q ><‘7d,9

Tablica ma jedna gataz otwarta i do zadnej z formut na tej galezi nie mozna juz zastosowa¢ zadnej z regut. Negacja
réwnowaznoS$ci umieszczona w korzeniu jest prawdziwa w interpretacji wyznaczonej przez te gataz. W konsekwencji,
badana réwnowazno$¢ nie jest tautologia KRP (skoro jej zaprzeczenie jest prawdziwe w jakiej$ interpretacji).

W powyzszej tablicy stata indywiduowa a wystepowata w formule z korzenia. W konsekwencji, reguty R(V) oraz
R(—3) wzgledem tej stalej obowiazywaly na wszystkich gateziach. W tym konkretnym przypadku, reguty te byly
jednak stosowane tylko w formutach o numerach (1,,) oraz (8)).

Zauwazmy ponadto, ze prawa cze$¢ tablicy (tj. poddrzewo o korzeniu (1,4)) ma wszystkie galezie zamknigte.

Oznacza to ze implikacja
(Pa — V2 Qz) — Iz (Pa — Qux)

jest tautologia KRP. To implikacja do niej odwrotna, a mianowicie

Jz (Pa — Qx) — (Pa — Va Q)
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nie jest tautologia KRP, na co wskazuje gataz otwarta oznaczona liSciem #. W konsekwencji, badana réwnowaznos¢,
bedaca — jak wiemy z KRZ — réwnowazna semantycznie implikacji prostej i odwrotnej, nie jest tautologia KRP.

Interpretacja wyznaczona przez gataz otwarta tablicy przedstawiona jest w ponizszej tabelce:

+ =0

o|c| |9
o) 9|+ | T

Pozwdlmy sobie na podanie banalnego przyktadu interpretacji statych indywiduowych a, b oraz c i predykatéw P
oraz (); niech np.:
Pz bedzie interpretowane jako x jest obrzydliwie bogaty;
Qx bedzie interpretowane jako x jest gleboko szczesliwy;

a, b1 c denotuja, odpowiednio, Pana Prezesa, Pana Prezydenta oraz Pana Premiera.

Zgodnie z ustaleniami zawartymi w tabelce, Pan Prezes jest obrzydliwie bogaty, Pan Prezydent jest gleboko szczg-
Sliwy, natomiast Pan Premier glgboko szczesliwy nie jest. Mozna sprobowac odczytaé przy tej interpretacji obie
wspomniane implikacje:°

Jz (Pa — Qx) — (Pa — Yx Q)

Jesli co najmniej jedna obywatelka jest gteboko szczesliwa, o ile Pan Prezes jest obrzydliwie bogaty, to
jesli Pan Prezes jest obrzydliwie bogaty, to wszyscy sq gteboko szczesliwi.

(Pa — Vx Qx) — 3z (Pa — Qx)
Jesli obrzydliwe bogactwo Pana Prezesa implikuje, ze wszyscy sq gteboko szczesliwi, to co najmniej jedna

obywatelka jest gteboko szczesliwa, o ile Pan Prezes jest obrzydliwie bogaty.

Nie maja te odczytania zadnego glgbszego sensu, ale zawsze przyjemnie postuchac, ze — gdzie$ tam daleko,
przy spetnieniu si¢ réznych bajecznych okolicznosci — wszyscy sa gigboko szczgsliwi. Proszg zauwazyc, ze w
odczytaniach tych nie méwimy jawnie o szczg$ciu Pana Prezesa, a o stanie majatkowym Pana Prezydenta i Pana
Premiera to juz catkiem milczymy, jak zakleci.

PRZYKEAD 18.5.5.1.5.: NIETAKTY GRAMATYCZNE
Pokazemy, ze réwnowaznos¢:
(Vz(Pxz A Qa)) = (Y Pz) A Qa)

jest tautologia KRP. W formule tej wystepuje stata indywiduowa a. Budujemy tablice analityczna negacji tej réwno-
waznosci:

9Mam zwyczaj, aby stowa obywatel oraz obywatelka traktowaé jako odpowiadajace predykatom uniwersalnym.
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=((Vz (Pz A Qa)) = ((Vz Px) A Qa)) '

(1ig) Va(Pz AQa) 27670 (1,4) —Va (PzAQa) %V°
(L) ~((Va P:v)A‘Qa) e (1pa) (Va pm)‘AQa 0.1
@) Pa‘AQa 0 (8) ﬂ(Pb/\‘Qa) noh
(39) 1:3‘1 (9g) Vz P‘a: 10-75
(3a) Qa ©4) Qa
(10) b
(4) ~Va Pa 5V (4p) —Qa
(5) —Pb Xapap  (111) P (11,) >Qa
(6) Pb/‘\Qa 7h Xl‘owllz XJdle
(74) I‘Db
(ta) Qa

Wszystkie galezie tablicy sa zamknigte. Nie istnieje wigc interpretacja, w ktérej zanegowana rownowazno$¢ z
korzenia tego drzewa bytaby prawdziwa. Stad, rownowaznos¢é

(Vz (Pz A Qa)) = ((Yx Pz) A Qa)
jest prawdziwa w kazdej interpretacji, a wigc jest tautologia KRP.

Z praw KRZ i z powyzszego ustalenia widzimy natychmiast, ze takze obie implikacje:

(Vz (Pxz A Qa)) — (Y Pz) A Qa)

((Vz Px) A Qa) — (Vz (Pz A Qa))
sg tautologiami.

Zwréémy jeszcze uwage, ze poniewaz w formule z korzenia wystapila stala indywiduowa a, wigc nalezato oczy-
wiscie zastosowaé wzgledem niej regute R(V), na wszystkich galeziach. Jednak stosowanie R(V) wzgledem a w
formule o numerze (9,) bytoby zbedne, bo i bez wykonania tego kroku otrzymalibySmy wszystkie gatezie zamknigte.

W krokach %% oraz - wprowadzaliSmy dwie nowe state indywiduowe; to, Ze mozna si¢ byto postuzy¢ tym samym
symbolem b uzasadnione jest tym, ze state te wprowadzane byty na réznych gat¢ziach.

Ze wzgledu na budowe syntaktyczng rozpatrywanej formuty podawanie jakich$ préb jej przektadu na jezyk natu-
ralny byloby nietaktem zaréwno wobec niej samej, jak i wobec Czytelniczek.

Nie. Jednak nie. Nadasane usteczka i pokrzywdzone, Swidrujace spojrzenia spod zmarszczonych brewek Hu-
manistek.'” To nie do wytrzymania, it really hurts... Zinterpretujmy wiec jakkolwiek predykaty P i Q) oraz stala
indywiduowa a, niech np.:

Pz bedzie interpretowane jako x jest uboZuchng rencistkaq, nigdy nie zapominajqcq o dotoZeniu sie do tacy w
niedzielg,

10Tak to wyglada z mojego punktu widzenia, gdy miotam sig przed tablica. Nie obrazacie sie, prawda? Zapewniam, ze moje uwagi motywowane
sa empatia dydaktyczna; w zadnym wypadku nie jest moim zamiarem okazywanie lekcewazenia mojemu ulubionemu audytorium, tj. Humanistkom.
Prosz¢ pamigtaé, ze nauczanie Humanistek logiki matematycznej to naprawdg trudna praca. Zamieszczone w tekscie niniejszych notatek (w
zamierzeniu) zartobliwe elukubracje prosze odbiera¢ z humorem i wyrozumiatoscia dla autora. Nie ma on zreszta jakichkolwiek podstaw do
okazywania komukolwiek najmniejszych chocby przejawdw rzekomej wyzszosci intelektualnej. W tej Przygodzie Edukacyjnej, w ktérej bierzemy
udzial, wszyscy jestesmy Humanistkami.
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Q@ bedzie interpretowane jako x jest w wielkich opatach finansowych;

a denotuje Watykan.

Pozostawiamy odczytanie badanej réwnowaznosci przy tej interpretacji zainteresowanym Humanistkom. Sami
tego nie zrobimy, ze wzgledu na wstyd gramatyczny.'!

PRZYKLAD 18.5.5.1.6.: KRUSZYNA MISTYKI'2

Dzien bez odrobiny mistycyzmu to dla Humanistki dzien szary, nijaki, nie warty przezycia. Zobligowani czu-
jemy si¢ wigc — aby dydaktyka logiki odbierana byta przez Humanistki jako nie-bez-duszna — do ubogacania jej,
na dostgpne nam sposoby. Prosimy np. przenies¢ si¢ w (przepastnej u Humanistek) wyobrazni z pomieszczen wykta-
dowych w dawnej fabryce czotgéw HCP Cegielski'® do X,-gwiazdkowego Hotelu Hilberta i epatujemy dziewczeta
préba semantycznej analizy powiedzmy nastgpujacego zdania:

O ile za kaZdq liczbq naturalnq nastgpuje niemniejsza od niej liczba naturalna, to Jedyna Tajna Liczba
Naturalna Kodujqgca Niepoznawalne Imig Dobrego Pana Naszego JHWH jest niemniejsza od wszystkich
liczb naturalnych.

PowinniSmy pomina¢ w tym miejscu szereg szczerych, spontanicznych wypowiedzi Humanistek w reakcji na
wystuchanie tego zdania (np.: wyrazanie sympatii dla liczb 36 oraz 69, a chtodu emocjonalnego dla liczb 96 oraz
666). Rozwazmy natomiast formule jezyka KRP odpowiadajaca mu sktadniowo:

(¥) VaIdy yRr — Vx aRz

(predykat R nazywa tu relacj¢ niemniejszosci, a stata indywiduowa a jest skromnym symbolem dla Jedynej Tajnej
Liczby Naturalnej Kodujqcej Niepoznawalne Imig Dobrego Pana Naszego JHWH; to, czy kodowanie podlega re-
gutom znanym Cadykowi z Lezajska, Jego Swiatobliwosci Dalajlamie, stynnemu ze swojej dociekliwosci Ignacemu
Loyoli, czy jakiemukolwiek gtodnemu stawy Pratatowi, nie ma tu oczywiscie znaczenia).

Sprawdzimy najpierw, czy formuta (x) jest prawdziwa w co najmniej jednej interpretacji:

Vax3dy yRx — Vx aRx L=

T

(1;) —Vz3y yRx 2.Vp (1,) Vz aRax 5.%a
(2) -3y ygb 3%a 4%b (5) a}%a
(3) —ah )y
(4) —‘bl‘%b
&

Tablica ma dwie galezie otwarte. Badana formula nie jest zatem kontrtautologia KRP. Ponizsze tabelki podaja
interpretacje, w ktérych (x) jest prawdziwa:

Ty nie sq jedynie ghupie, ztosliwe docinki. Jezyk naturalny naprawde istotnie rézni sig¢ od jezyka KRP. , Przektady” niektérych formut jezyka
KRP na jezyk naturalny brzmia czasem banalnie, czasem dziwacznie, a nawet (pragmatycznie) nieakceptowalnie. Jak juz wspominaliSmy wcze-
$niej, ,,przektady” w drugg strong sprawiaja jeszcze wigksze trudnosci. Nie zatamujmy jednak cztonkéw: kiopoty te to przeciez niewyczerpywalne
Zrédto tematéw na rozmaite rozprawy i badania semiotyczne, sponsorowane przez podatnikow.

2Ten przyktad zaczerpnelismy z naszego tekstu Agnostyczny jez w lesie semantycznym (wspdtautorka: Izabela Bondecka-Krzykowska),
ztozonego do druku w Ksiedze Jubileuszowej dedykowanej Panu Profesorowi Witoldowi Marciszewskiemu. Formuta (x) dyskutowana w
tym przykladzie wzigta jest z artykulu Witolda Marciszewskiego: On going beyond the first-order logic in testing the validity of its for-
mulas. A case study. Mathesis Universalis, nr 11 On the Decidability of First Order Logic, 2002, dostepnego w Internecie na stronie
www.calculemus.org/MathUniversalis/NS/11/Beyond.pdf. Polecamy ten artykul, jako zawierajacy interesujace uwagi na temat metody tablic ana-
litycznych.

13UAM dzierzawi tam pomieszczenia, miejmy nadzieje, ze bez strat dla potegi militarnej Rzeczpospolitej Polskiej. Zreszta, oszukalismy: HCP
produkowata silniczki do tédeczek.
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Sprébujmy z kolei zbudowac tablicg analityczna negacji formuty (x):

—(Vz3y yRx — Vx aRx) Lo

\
(lg) VzEInyz 3.%a 4.7b 7.7 c 8. d
\

(14) —Vz aRz 2.V

\
(2) —aRb
\
(3) JyyRa Ve

\
(4) 3y yRb 54

(5) cRa

(6) kb

(7) 3y yRe Ve

(8) JyyRd 17

Budowy tej tablicy zakoriczy¢ nie mozna, co powinno by¢ wyraZnie widoczne po prze§ledzeniu kilku pierwszych
krokéw w powyzszej konstrukcji. Formuta (x) nie jest tautologia KRP. Metoda tablic analitycznych nie daje odpo-
wiedzi w skoniczonej liczbie krokéw. Mozemy jednak, zauwazajac regularno$¢ w konstruowaniu coraz to wigkszych
fragmentéw tablicy analitycznej negacji formuly (x), podaé interpretacje nieskoriczona, w ktdrej negacja (x) jest
prawdziwa. Nie upowaznia nas do tego sama metoda — kierujemy si¢ zatem infuicjami (wychodzacymi poza logike
pierwszego rzgdu).

PRZYKEAD 18.5.5.1.7.: LAWINA MILOSCI

Jak si¢ wydaje,'* strukturze sktadniowej zdania O ile choéby jeden osobnik jest zakochany sam w sobie, to jesli
kazdy kogos kocha, to ktos jest kochany przez wszystkich odpowiada nastgpujaca formuta jezyka KRP:

() FJzazKz — (Vzdy 2Ky — JyVz 2Ky)

Czy jest ona prawdziwa w jakiej$ interpretacji? Budujemy tablice analityczna tej formuty:

Jz 2Kz — (Vzdy eKy — JyVe 2 Kvy) L

(1) -3z zKz 2@ (1,) Vady aKy — 3yvVz oKy >
\
(2) —aKa
!
(31) —Vz3y zKy 4Va (3p) JyVz zKy 6.Va
(4) -3y af‘{y 3."a (6) vz :v;(a Tra
() -aka (1) aka
: :

4Przyjmujac, ze pasywizacja w jezyku naturalnym odpowiada braniu konwersu relacji.
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Do zadnej z formut, na zadnej z galezi otwartych tej tablicy (akurat wszystkie galezie sa otwarte), nie mozna juz
zastosowaé zadnej z regul. Formuta ta jest zatem prawdziwa np. w §wiecie, w ktérym zazywa istnienia narcystyczny,
zakochany w sobie samolub, a takze w Swiecie, w ktérym toczy swdj zywot brzydzacy si¢ soba, nie potrafiacy samego
siebie pokocha¢ niesamolub. Widoczne jest wigc, ze badana formuta nie jest kontrtautologia.

Czy jest prawdziwa w kaZdej interpretacji, tj. czy jest tautologia? Aby to sprawdzié, budujemy tablice analityczna
jej negacji. Jesli wszystkie jej gatezie beda zamknigte, to wykluczona zostanie sytuacja, ze owa negacja jest prawdziwa
w jakiej$ interpretacji. Automatycznie oznaczaloby to, ze sama badana formutla jest w kazdej interpretacji prawdziwa,
czyli jest tautologia. Oto stosowna tablica:

—(3z e Kz — (Vady e Ky — JyVz 2 Ky)) Lo
\
(1g) Fz 2Kz 8.Vay
\
(1g) =(VzIy 2Ky — JyVz xKy) =
\
(24) VzIy zKy 4.*ay 8.%ag 10.%ag
‘ 5 x 9 * 11 *
(24) —3IYyVoz zKy > 21 792 2493
\
(3) a1Kay
\
(4) Fy a1 Ky 6.Vas
\
(5) —Vz zKa; 7.Vag

|
(6) a1Kas

\
(7) —as Ka1

(8) 3y azl‘fy 12:Vaa

(9) —Vx xl‘(ug 13

(10) Fy a;;l‘(y 14.Vag

(11) —Vz xllag 15.Vag
\

Vag

Tablica jest nieskoficzona, tzn. nie mozna zakonczy¢ jej budowy w skoriczonej liczbie krokéw. Zatem formuta
(%) nie jest tautologia KRP. Zauwazmy, ze:

e po wprowadzeniu stafej indywiduowej a; nalezato wzgledem niej rozwina¢ formuty o numerach (2,) oraz (24);

e po wykonaniu tych krokéw w drzewie pojawity si¢ dwie nowe formuly, nakazujace wprowadzenie dwdch no-
wych statych indywiduowych as oraz as;

e rozwinigcie formut o numerach (24) oraz (2,) wzgledem statych ay oraz az wprowadzito cztery nowe formuty,
nakazujace wprowadzenie czterech nowych statych indywiduowych: a4, as, ag 1 az;

e jesli, tak jak kaza regutly, rozwiniemy teraz formuty o numerach (2,) i (24) ze wzgledu na stale a4, a5, ag 1 a7,
to otrzymamy osiem nowych formut, nakazujacych wprowadzenie kolejnych nowych o§miu statych indywidu-
owych;

e itd.

Zadajac niewinne pytanie, czy negacja formuly (%) jest prawdziwa, uruchomiliSmy zatem olbrzymia lawing
zwiazkéw uczuciowych. .. Proszg zauwazy¢, ze na tej nieskonczonej galezi wystgpuje nieskoriczenie wiele formut
atomowych i negacji formut atomowych — w odczytaniu negacji formuty (3) proponowanym na poczatku tego
przyktadu odpowiadaja one sytuacjom polegajacym na tym, ze dana osoba kocha (lub nie) druga osobg. Usilnie
namawiamy Czytelniczki do wykonania nastgpujacych dwoch éwiczen, jednego banalnego, a drugiego nieco trudniej-
szego:
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e wykonaj nastepne kroki w konstrukcji tego drzewa, powiedzmy do momentu, w ktérym na gatezi bedzie co
najmniej dwadziescia stalych indywiduowych;

e sprébuj znalezé wzor na mitos¢ uprawiang na tej galezi, tj. sprobuj ustalié, dla jakich indekséw ¢ oraz j na
galezi znajduje si¢ formuta atomowa a;Kaj, a dla jakich formuta —a; Ka;.

Zauwazmy jeszcze, na koniec tego przyktadu, ze podobng ,,lawing” statych indywiduowych otrzymamy probujac
zbudowaé drzewo semantyczne dla negacji nastepujacej formuty:

(k) VzdyzKy — JyVz zKy.

Formuta (%) nie jest wigc tautologia KRP. Cho¢ tablica analityczna jej negacji nie jest skoficzona, to potrafimy
poda¢ interpretacje, w ktérych (Jk ¥ ) jest falszywa, tj. takie interpretacje, w ktérych poprzednik implikacji (J )
jest prawdziwy, a jej nastgpnik fatszywy. W podrecznikach logiki czgsto podaje si¢ nastgpujaca interpretacje o tych
wtlasnosciach:

e uniwersum interpretacji stanowi zbidr wszystkich liczb naturalnych;

e predykat K denotuje relacjg¢ mniejszosci.

W tej interpretacji wyrazenie a Kb czytamy wigc: liczba a jest mniejsza od liczby b (lub, r6wnowaznie, liczba b
jest wieksza od liczby a). Wiadomo, ze dla kazdej liczby naturalnej istnieje liczba od niej wigksza (a wigc poprzednik
implikacji (J) jest w tej interpretacji prawdziwy) oraz wiadomo, Ze nie istnieje liczba naturalna, wigksza niz
wszystkie liczby naturalne (czyli nastgpnik implikacji () jest w tej interpretacji fatszywy).!> Przy interpretacji
K jako relacji < nastepnik implikacji (J¥) jest zreszta fatszywy takze dlatego, ze Zadna liczba naturalna nie jest
mniejsza od samej siebie. Mozna tez interpretowac predykat K jako relacje < w zbiorze wszystkich liczb naturalnych.
Wtedy réwniez poprzednik implikacji (J %) jest w tej interpretacji prawdziwy, a jej nastepnik falszywy.

Nietrudno takze podaé skoriczone interpretacje, w ktérych poprzednik implikacji (%% ) jest prawdziwy, a jej
nastepnik falszywy. Wyobrazmy sobie np., ze Ludzko$¢ sktada si¢ tylko z dwojga osobnikéw, powiedzmy Adama
i Chawy, Adam kocha Chawe, siebie samego nie kocha (bo np. ma wstrgt do autoerotyzmu), a Chawa kocha tylko
siebie, taka juz jest. W takim §wiecie Adama nie kocha nikt, zadna Istota. Pozostawmy ten §wiat swemu losowi.

Takze np. w §wiecie, w ktérym zyja jedynie Adam i Chawa, kochajacy si¢ nawzajem (i nikogo poza tym, a wigc
bez narcyzmu) poprzednik implikacji (v %) jest prawdziwy, a nastgpnik fatszywy.

PRZYKEAD 18.5.5.1.8.: Z ZYCIA PARAFII
Zajmiemy si¢ teraz ustaleniem, czy do praw logiki zaliczy¢é mozna nastgpujaca réwnowazno$¢:
Vo (Px — Qa) = ((Vz Px) — Qa)

Pokazemy, ze nie jest ona tautologia: tablica analityczna zbudowana dla negacji tej formuly bedzie miata gataz
otwartg, a to oznacza, ze negacja badanej réwnowaznos$ci moze by¢ prawdziwa w jakiej$ interpretacji; w tejze inter-
pretacji sama badana rownowazno$¢ jest wigc fatszywa, a zatem nie jest tautologia. Zwré¢my uwage, ze w badane;j
formule wystepuje stata indywiduowa a. Oto stosowna tablica:

5To catkiem oczywiste, prawda? Gralismy przeciez na wykladzie w te gre: Podaj liczbe. 1 ja zawsze wygrywalem, podajac liczbe wigksza od
podanej przez Ciebie (to byto sprawiedliwe: gdybym ja zaczynat, to Ty by$ wygrywata). Tak naprawde, to jednak wcale nie jest to takie oczywiste
i wymaga przyjecia stosownych zatozen dotyczacych nieskoriczonosci. O tym tez wspominaliSmy na wyktadzie.
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~((V (Pz = Qa)) = ((¥z Pz) = Qa)) '

(Lig) Yz (Pz— Qa) >'¢ (1p4) —Va (Pz — Qa) &
(Lia) ~((Vz Px) ‘—>Qa) 2 (1pa) (Yz Px) ‘—»Qa 8.~
(24) Ve fLm 4%a 6) ﬁ(PbLQa) 7.
(24) ﬁéza (74) I"b
(3) Pa—‘>Qa 57 (74) ﬂcba
(1) Pa
(8) —Va Pz *Ve (8p) Qa
) ~Fa 5202 o e .
X4,5 X24,5p “

Zauwazmy, ze w lewej czesci drzewa wykonanie kroku 2 przed krokiem 3¢ byto niezgodne z podawanymi
wczesniej zaleceniami, dotyczacymi kolejnosci stosowania regut. Nie mialo to jednak znaczenia dla wynikéw pracy
na rozwazanych galeziach. W prawej czeéci drzewa nie byto zadnej formuly generalnie skwantyfikowanej (ani ne-
gacji formuty egzystencjalnie skwantyfikowanej), ktére mozna bytoby rozwinaé ze wzglgdu na stata indywiduowa a
wystepujaca w formule w korzeniu drzewa.

Gataz oznaczona liSciem & jest otwarta, i taka juz pozostanie, na wieki wiekéw. Do formut na niej umieszczonych
nie mozna zastosowac juz zadnych regut. Gataz ta wyznacza interpretacjg, w ktorej znajdujaca si¢ w korzeniu drzewa
zaprzeczona rOwnowaznos¢

~((Va (Pz — Qa)) = (V& Pr) — Qa))

jest prawdziwa. W konsekwencji, formuta
Vz (Pz — Qa) = (Vx Px) — Qa)
jest w tejze interpretacji falszywa, a wigc — jako falszywa w co najmniej jednej interpretacji — nie jest tautologia

KRP.

Interpretacja wyznaczona przez gataZ otwarta powyzszej tablicy ma w uniwersum denotacje statych indywidu-
owych a,b oraz c. Przy tym, denotacja stalej b jest elementem denotacji predykatu P (w tejze interpretacji), za$
denotacja stalej a nie jest elementem denotacji predykatu (), a denotacja stalej ¢ nie jest elementem denotacji predy-
katu P (tamze). Sytuacje t¢ ilustruje tabelka:

ol | P
+ | |
NI ERre)

(to, czy denotacja a nalezy do denotacji P oraz czy denotacje b i ¢ naleza do denotacji () nie ma znaczenia, co oddaje
znak ,,?” umieszczony w stosownych miejscach w tabeli). Nietrudno obliczyé, ze tabelka powyzsza jest skrétowym
zapisem o$miu réznych interpretacji — na tyle bowiem sposobéw zastapi¢ mozemy w niej znak zapytania znakami
plusa i minusa.

Spdjrzmy raz jeszcze na powyzsza tablice. Jej lewa cze$¢ (poddrzewo) wychodzaca z korzenia jest jednocze$nie
drzewem semantycznym dla formuty:

-(Vz (Pzx — Qa) — ((Vx Pz) — Qa)

czyli dla zaprzeczonej implikacji, w ktérej poprzedniku jest pierwszy czton rozwazanej na poczatku réwnowaznosci,
a w nastepniku drugi z tych cztonéw. Fakt, ze ta tablica ma wszystkie gal¢zie zamknigte ukazuje, iz implikacja:

Vo (Px — Qa) — ((Vx Px) — Qa)
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jest tautologia KRP. Natomiast fakt, ze prawa wychodzaca z korzenia czg¢$¢ (poddrzewo) drzewa dla zanegowane;j
réwnowaznoS$ci zawiera galaZ otwarta Swiadczy o tym, ze implikacja odwrotna do powyzszej, tj.:

((Vz Px) — Qa) — Va (Px — Qa)

tautologia nie jest (bo jej zaprzeczenie jest prawdziwe w co najmniej jednej interpretacji). Powinno by¢ oczywiste, ze
gdy budujemy drzewa semantyczne dla réwnowaznosci lub zaprzeczonych réwnowaznosci, to jednocze$nie uzysku-
jemy informacje o wtasnoS$ciach implikacji prostej i odwrotnej, ktérych koniunkcja jest semantycznie rownowazna
rozpatrywanej réwnowaznosci.

Odruchowo skonstruujmy jeszcze jakas$ interpretacje¢ predykatéow P i ) oraz statej indywiduowej a, aby nie za-
wie$¢ Humanistek. Niech np.:

Pz begdzie interpretowane jako x Zarliwie sie modli,
Q@ bedzie interpretowane jako x miewa sig nienajgorzej,

a denotuje Naszego Proboszcza.

Aby bezpodstawnie nie uogdlniac, niech uniwersum interpretacji odnosi si¢ do Naszej Parafii; oznacza to, ze
stowo parafianin odpowiada predykatowi uniwersalnemu.
Wtedy formute:
Vo (Px — Qa) — ((Vx Px) — Qa)
odczytujemy np. tak:
Jesli, gdy weZmiemy pod uwage dowolnego parafianina, Nasz Proboszcz ma sig nienajgorzej, o ile tenze

parafianin Zarliwie sie modli, to gdy wszyscy modlq si¢ Zarliwie, to Nasz Proboszcz miewa sig nienajgo-
rzej.

Natomiast formuta

((Vz Pz) — Qa) — Vz (Pz — Qa)

odczytana moze by¢, powiedzmy, tak:

Jezeli Nasz Proboszcz miewa sig nienajgorzej, o ile wszyscy sig modlg, to dla dowolnego parafianina, gdy
tenze modli sig zZarliwie, to Nasz Proboszcz nienajgorzej si¢ miewa.

Nie trzeba by¢ wytrawna Humanistka, aby poczué si¢ niedobrze ujrzawszy te teksty. (Kto, do licha, w ten spo-
s6b méwi?!) Oba te odczytania uwazamy za nieco chrome stylistycznie, co spowodowane jest migdzy innymi tym,

iz w jezyku naturalnym konstrukcje syntaktyczne majace by¢ ,,przektadami” konstrukeji logicznych Zle wspétzyja
gramatycznie.

Na koniec tego przyktadu zauwazmy jeszcze, ze pokazaliSmy dotad, ze formuta:
((Vx Pz) — Qa) — Vx (Px — Qa)

jest falszywa w co najmniej jednej interpretacji. Nie przesadza to, czy formuta ta jest falszywa we wszystkich inter-
pretacjach, tj. czy jest kontrtautologia. Pokazmy, ze formuta ta kontrtautologia nie jest. Aby tego dokonac, wystarczy
znaleZ¢ co najmniej jedng interpretacje, w ktdrej ta formula jest prawdziwa, a wigc pokazaé, ze tablica analityczna tej
formuly ma co najmniej jedna gataZ otwarta. Budujemy tg¢ tablice:
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((Vz Pz) — Qa) — Vo (Pz — Qa) *

9. =

(1) —(Vz Pz T Qa) (1,) Vz (Px T Qa) %7

(24) Vz Px 3%a (4) Pa— Qa 5.7
\
(2¢) ~Qa
-P
3) I‘Da (51) ‘a (5p) ‘Qa
: T

Tablica ma galezie otwarte (akurat wszystkie jej galezie sa otwarte) i do zadnej z formul, na zadnej z tych gatezi,
nie mozna juz zastosowaé zadnej z regut. Tak wigc, rozwazana formuta jest prawdziwa w jakich§ interpretacjach;
zatem nie jest ona kontrtautologia KRP.

Moze nie wypada, ale mimo to chyba warto, uczynié nastgpujaca uwage. Powyzsza tablica analityczna ma wszyst-
kie gatezie otwarte. Przestrzegamy przed btgdnym (sporadycznie przez studentki popetnianym) stad wnioskiem, ze
formuta z korzenia takiej tablicy jest w kazdej interpretacji prawdziwa. PokazaliSmy juz wyzej, ze negacja tej formuty
jest prawdziwa w co najmniej jednej interpretacji (zobacz 8 interpretacji podanych w tabelce #), a wigc w inter-
pretacjach z tabelki # badana teraz formuta jest fatlszywa. Proponujemy Humanistkom refleksje nad nastgpujacym
problemem. Ktére z ponizej wyliczonych sytuacji sg mozliwe dla dowolnej, ustalonej formuty A (i co wtedy o A lub
0 ~A mozna przesadzic):

o wszystkie gatezie tablicy dla « i wszystkie gatezie tablicy dla —« sg otwarte;

e wszystkie galezie tablicy dla o i wszystkie galezie tablicy dla -« sa zamknigte;

e tablica dla o ma wszystkie galezie otwarte, a tablica dla ~« ma wszystkie galezie zamknigte;

e tablica dla o ma wszystkie galezie zamknigte, a tablica dla -« ma wszystkie galezie otwarte;

e tablica dla o ma galezie otwarte i zamknigte, a takze tablica dla -« ma galgzie otwarte i zamknigte;

e tablica dla o ma wszystkie galezie zamknigte, a tablica dla ~« ma pewne galezie zamknigte, a pewne otwarte;
e tablica dla o ma wszystkie galezie otwarte, a tablica dla —« ma pewne galezie zamknigte, a pewne otwarte;

e tablica dla —«v ma wszystkie galezie zamknigte, a tablica dla A ma pewne galgzie zamknigte, a pewne otwarte;

e tablica dla ~« ma wszystkie galezie otwarte, a tablica dla o ma pewne galgzie zamknigte, a pewne otwarte.

Czy niektére z wyliczonych mozliwosci ,,méwia” to samo o « lub —a/?
Przy podanej wyzej interpretacji ,,naboznej” formuta
((Vz Px) — Qa) — Va (Px — Qa)

jest prawdziwa w parafiach w ktérych:

e Nasz Proboszcz modli si¢ zarliwie i — biedaczysko — nie miewa si¢ nienajgorzej (parafia é&);
e Nasz Proboszcz nie modli si¢ zarliwie, a 0 jego samopoczuciu nic nam nie wiadomo (parafia <»);
e Nasz Proboszcz miewa si¢ nienajgorzej, acz nie wiadomo, jak rzeczy si¢ maja z jego naboznoscia (parafia Q);

(co poza tym dzieje si¢ w wymienionych parafiach nie ma znaczenia). Zyczymy wszystkim zarliwosci uczué i dobrego
samopoczucia.

* X ok

Moze warto na koniec tej czesci przykladéw uczynié nastgpujaca uwage. Zwykle, gdy méwi si¢ w podrgcznikach
o prawach (tautologiach) KRP, to rozwaza si¢ formuty w postaci takiej, jak w przyktadzie KRZEPKO I PRZASNIE. Ze
wzgledu na propedeutyczny charakter tych notatek umieszczamy w nich przede wszystkim przyktady mniej ogélne,
dla ktérych bezposrednio podawac mozna interpretacje, w ktorych rozwazane formuty sa prawdziwe badz fatszywe.
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18.5.5.2. Semantyczna niesprzeczno$¢ w KRP

Przypominamy, ze zbi6r formut jest semantycznie niesprzeczny (spetnialny), gdy ma co najmniej jeden model, tj.
gdy wszystkie jego elementy sa prawdziwe w co najmniej jednej wspdlnej interpretacji. W przeciwnym przypadku,
tj. gdy nie ma zadnego modelu (wszystkie jego elementy nie sa prawdziwe w zadnej wspolnej interpretacji), jest se-
mantycznie sprzeczny. Badanie rozwazana metoda, czy dany (skoniczony) zbiér formut jezyka KRP jest semantycznie
niesprzeczny polega na:

e przypuszczeniu, ze wszystkie rozwazane formuly sa prawdziwe (w co najmniej jednej wspdlnej interpretaciji);
e zbudowaniu tablicy analitycznej,tj. drzewa, w ktérego pniu umieszczone sa wszystkie rozwazane formuty;

e konkluzji, uzaleznionej od ksztattu otrzymanego drzewa.
Mozliwe sa nastgpujace sytuacje dla danego zbioru formut X:

o wszystkie galezie tablicy sa zamknigte; wtedy zbidr X jest semantycznie sprzeczny (wszystkie elementy zbioru
X nie moga by¢ wspétprawdziwe);

e pewne galezie tablicy sa otwarte; wtedy X jest semantycznie niesprzeczny, a kazda z otwartych galezi tablicy
pozwala utworzy¢ interpretacjg, w ktérej wszystkie elementy zbioru X sa wspétprawdziwe.

Rozwazymy przyktady ilustrujace obie z wyliczonych wyzej sytuacji. Moze warto w tym miejscu zaznaczy¢, ze
takze problemy omawiane w innych przyktadach sprowadzaja si¢ do badania, czy pewne zbiory formut sa semantycz-
nie sprzeczne, czy tez semantycznie niesprzeczne.

PRZYKEAD 18.5.5.2.1: KRAWEDZ BANALU

Zacznijmy od przyktadu na krawedzi banatu. Sprawdzimy, czy jest semantycznie niesprzeczny zbidr ztozony z
nastepujacych formut:

-3z (Px A Qz)
Vo (Pr — Qx)
Jz Pz

Budujemy tablice analityczna, tj. drzewo, w ktérego pniu umieszczamy te formuly. Jesli wszystkie galezie tej
tablicy si¢ zamkna, to badany zbidr formut jest semantycznie sprzeczny. Jesli pozostanie jakas gataz otwarta, to zbidr
ten jest semantycznie niesprzeczny.

=3z (Px A Qx) 2%a
! .
Vo (Prx — Qx) 3@

\

(2) ~(PaAQa) *"
\

(3) Pa—Qa ®

—

(41) —Pa (4) =Qa
\
X1,4;
(5;) —Pa (5p) Qa
\ \
X1,5; Xdp,5p
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Wszystkie galezie sa zamknigte. Zatem nie istnieje interpretacja, w ktdérej wszystkie powyzsze formuly bylyby
jednoczesnie prawdziwe, zbidr tych formut jest semantycznie sprzeczny.

A czemu wspomnieliSmy o krawedzi banatu? Spdjrzmy (postuchajmy?!), co ,,méwia” rozwazane trzy zdania.
Pierwsze stwierdza, ze czg¢$¢ wspdlna denotacji predykatéw P oraz () jest pusta. Drugie gtosi, ze denotacja P zawiera
si¢ w denotacji ), a trzecie powiada, ze denotacja P jest niepusta. Tak jednoczesnie by¢ nie moze. Kto lubi rysuneczki,
moze sporzadzié stosowny diagram Venna i przekonaé si¢ naocznie, ze niemozliwe jest zaznaczenie na nim, ktére
obszary sg puste, a ktére niepuste bez popadnigcia w kolizje logiczna. Kazde dwa z rozwazanych zdan tworza zbidr
semantycznie niesprzeczny (co tatwo sprawdzi¢, budujac stosowne tablice analityczne dla kazdej pary powyzszych
formut), wszystkie trzy razem — zbidr semantycznie sprzeczny.

PRZYKEAD 18.5.5.2.2.: DRUGA KRAWEDZ BANALU

W dalszym ciagu ocieramy si¢ o banal. Pokazemy, Ze zbidér zlozony z ponizszych formul jest semantycznie
niesprzeczny, tzn. istnieje interpretacja, w ktdorej wszystkie te formuly sa jednoczesnie prawdziwe.

Jz (Pz A —=Qx)
Vz (Px — Rzx)
Vz (Qr — Rx)

Budujemy tablice analityczna, tj. drzewo, w ktérego pniu umieszczamy powyzsze formuty. Jest to zatem przy-
puszczenie, ze wszystkie one moga by¢ prawdziwe w co najmniej jednej interpretacji. Przypuszczenie to bgdzie
potwierdzone, jesli co najmniej jedna gataz tablicy zostanie otwarta; wtedy, zgodnie z definicja, zbidr tych formut
jest semantycznie niesprzeczny. Gdyby wszystkie galezie tablicy zostaly zamknigte, to powyzsze przypuszczenie
musielibySmy odrzuci¢ — rozwazany zbiér formut bylby semantycznie sprzeczny. A oto tablica:

Jz (Pz A ~Qx) 1Va
\

Vz (Px — Rzx) 2%a
Vz (Qx l» Rx) 3%a
(1) Pa /‘\ -Qa *
(2) Pa l Ra ®

AN

—

\
(3) Qa — Ra 6.7

(49) ILG'

\
(49) —Qa
(51) —Pa (51;) Ra
\
X4g,5;
(6:) ~Qa (6p) Ra
: b

Tablica ma dwie gal¢zie otwarte i do zadnej formuly, na zadnej z tych galgzi, nie mozna juz stosowaé zadnych
regul. Zatem istnieja interpretacje, w ktérych wszystkie trzy powyzsze formuty sa jednoczesnie prawdziwe. Z kazdej
z galezi otwartych uzyska¢ mozna informacjg, jakie zdania atomowe zachodza w kazdej z tych interpretacji. W
przypadku rozwazanej tablicy, informacje te sa takie same na kazdej galezi otwartej; otrzymujemy wigc nastgpujaca
interpretacje, w ktérej wszystkie trzy rozwazane zdania sg prawdziwe:

e uniwersum jest ztozone z (co najmniej) jednego obiektu oznaczanego przez stalg a;

e obiekt oznaczany przez stala a nalezy do denotacji predykatéw P oraz R, a nie nalezy do denotacji predykatu

Q.

Zgodnie z uprzednio proponowana konwencja, znaleziona interpretacja reprezentowana jest za pomocg tabelki:
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Przypominamy, ze znak ,,4” na przecigciu wiersza odpowiadajacego obiektowi oraz kolumny odpowiadajacej
denotacji predykatu jednoargumentowego (tj. wlasnosci) oznacza, ze obiekt ten nalezy do tej denotacji (ma dana
wlasno$c€); znak ,,—”, Ze nie nalezy.

PRZYKEAD 18.5.5.2.3.: SIERSC A INTELIGENCJA

U fryzjera nalezy zachowac powage, a co najmniej ostroznos$¢ (uzbrojony facet zajmuje si¢ twoja glowa!). Nie
zawsze jest to tatwe; gdy ustyszysz np. taki (moze nie calkiem petlnosprawny gramatycznie, ale to nieistotne) tekst:

Kazda blondynka jest inteligentna. Co najmniej jedna brunetka nie jest inteligentna. Kazda z Was, mite
dziewczeta: nie jest brunetkq lub jest blondynkq.

to by¢ moze odruchowo, dla zachowania réwnowagi logicznej, na ktérej ufasz osadzié¢ takze swa réwnowage psy-
chiczng, zbudujesz drzewo semantyczne w ktérego pniu beda formuty jezyka KRP z jednoargumentowymi predy-
katami P, @, R (tu interpretowane: Px — x jest blondynkq, Qx — x jest inteligentna, Rx — x jest brunetkq). 1
podczas gdy Mistrz bedzie si¢ zajmowal zewnetrzem twej ksztaltnej gtéwki, w jej przestronnym wnetrzu pojawi si¢
nastgpujace wyobrazenie:

Vz(Pz — Q) 2%a

\

Jz(-Qx A Rx) 1Va
\

Vz(~Rz vV Pz) 37¢
\

(1) =Qa A Ra 4.n
\

(2) Pa — Qa >
‘ sV

(3) —RaV Pa %
\

—

(49) —Qa
(4a) 1‘3&
(51) —Pa (5p) Qa
X“‘gvf’p
(6;) —Ra (6,) Pa
><4‘d,6l XEJ[,GP

Wszystkie galezie tej tablicy sa zamknigte. Oznacza to zatem, Ze nie istnieje interpretacja, w ktérej prawdziwe
bylyby jednoczesnie pierwsze trzy formuty wystepujace w pniu tego drzewa. A to z kolei, zgodnie z definicja se-
mantycznej niesprzecznosci znaczy, ze te trzy formuly tworza zbiér semantycznie sprzeczny. Tak wigc, cho¢ kazde
z rozpatrywanych na poczatku tego przykltadu zdain moze z osobna by¢ np. prawdziwym komplementem (lub praw-
dziwa ztosliwa obserwacja), to wszystkie razem nie moga by¢ prawdziwe, w zadnym §wiecie, niezaleznie od tego,
jakie wystepuja w nim korelacje migdzy posiadaniem (lub nie) okreSlonej siersci a ilorazem inteligencji.

PRZYKEAD 18.5.5.2.4.: TERAZ POLSKA
Pokazemy, ze w zadnej interpretacji nie moga by¢ jednoczesnie prawdziwe nastgpujace formuty:

JxJy ((Px A —~Py) A ~2Qy)
Vavy ((Pz A Ry) — zQy)
-3z (-Pxz A —Rzx)
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Budujemy tablice analityczna, tj. drzewo, w ktérego pniu umieszczamy powyzsze trzy formuty. Postaramy si¢
stosowaé reguty w takiej kolejnosci, aby drzewo to mialo rozgalgzienia najpdzniej, jak to mozliwe — jak wiemy,
pozwala to zminimalizowaé niezbedna prace (bo nie trzeba powtarzaé tych samych krokéw w réznych gateziach
drzewa), co stanowi dla nas, jako zadeklarowanych antypracoholikéw, wartos$¢ autoteliczna.

Jz3y ((Pxz A =Py) A "zQy) 1Va
! .
VaVy ((Pz A Ry) — zQy) 6.7a
‘ *
-3z (~Pxz A -Rx) ° b
| v
(1) 3y (PaA-Py)A-aQy) >7°
\
(2) ((PaA—Pb) A —=aQb) >
\
(3,) Pan-Pb*+"

\
(34) —aQb

(4,) Pa
(4q) by

(5) ﬁ(ﬁPb/\‘ﬁRb) 87"

(6) Vy (PaARy)—aQy) ™™

(7) (Pa A Rb) — aQb ‘>

(8:) —~=Pb * (8,) ——Rb '
9) I‘Db (10) Rb
Xz‘;d,g
(11;) —(PaARb) 127" (11,) aQb
><3J1,11p
(12;) -Pa (12,) —Rb
><4L,121 ><1‘0,12p

Istotnie, wszystkie gatezie tablicy sa zamknigte. Nie istnieje zatem interpretacja, w ktérej trzy powyzsze formuty
bylyby jednoczesnie prawdziwe. Zbidr tych formut jest wigc semantycznie sprzeczny.

Nie zawsze udaje si¢ od razu zbudowac ,,optymalne” drzewo, tj. zastosowac tylko te reguly, ktére prowadza do jak
najszybszego zamknigcia wszystkich galezi lub doprowadzenia do sytuacji, w ktérej nie stosuja si¢ juz zadne reguly
(pamigtacie — to oznacza koniec pracy!!!). Pewna wskazdwka przy optymalizacji drzew jest np. to, czy w drzewie
o wszystkich gateziach zamknigtych wystgpuja formutly ztozone, do ktérych nie stosowano zadnych regut — takie
formuly, a wigc i kroki do nich prowadzace, mozna wyeliminowaé, zyskujac na czasie, przestrzeni oraz estetyce,
a nie naruszajac przy tym poprawnosci wyniku. Inna wskazéwka: stosowanie reguty R(——) do formul, bedacych
podwdjnie zaprzeczonymi formutami atomowymi, nie przyczynia si¢ do zamykania galezi drzewa.

Jako ¢éwiczenie uprzejmie proponujemy Czytelniczkom dokladne obejrzenie powyzszego drzewa i prébe jego
optymalizacji: ktére kroki nie sa niezbedne do zamykania gatezi? Czy uzyto zalecanej i najbardziej efektywnej
kolejnosci stosowania regut?

Niech predykat P begdzie dumnie interpretowany jako wtasnos$¢ bycia Polakiem, R jako wtasnos$¢ bycia obcokra-
Jowcem, za$ xQy interpretujmy jako x szydzi z y. Wtedy trzy rozwazane na poczatku tego przyktadu formuty uzyskuja
np. nastgpujace odczytanie:

Pewien Polak nie szydzi z co najmniej jednego Niepolaka. Kazdy Polak szydzi ze wszystkich obcokrajow-
cow. Nikt nie jest jednoczesnie Niepolakiem oraz nieobcokrajowcem.
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Idiotyzm tego tekstu ma wielorakie przyczyny. Jedna z nich jest oczywiscie to, ze wyjSciowy zbiér formut jest
semantycznie sprzeczny, a semantyczna sprzeczno$¢ wypowiadana wszystko jedno jakimi ustami (dziewiczo niewin-
nymi, charyzmatycznymi, §wiatobliwymi, itd.) musi — na przekér wszelkim pozorom — brzmie¢ absurdalnie. Inna
z tych przyczyn jest toporne uzywanie negacji przynazwowej (Niepolak, ew. nie-Polak, nieobcokrajowiec). Wreszcie,
trzecia z powyzszych formut (zawierajaca pig¢ wystapien statych logicznych) moze by¢é — z zachowaniem warunkéw
prawdziwosci — sparafrazowana do nieco prostszej formuty, zawierajacej dwa wystapienia takich statych.

W poprzednim podrozdziale przypomnieliSmy niektére prawa KRP, m.in. prawa De Morgana ustalajace seman-
tyczna réwnowaznos$¢ (wspétprawdziwosé we wszystkich interpretacjach) zanegowanych formut generalnie Iub egzy-
stencjalnie skwantyfikowanych ze stosownymi formutami w ktérych negacja nie jest spdjnikiem gtéwnym. Jednym z
takich praw jest:

-3z A(x) =Vz -A(z)
Z KRZ pamigtamy, ze negacja koniunkcji jest semantycznie rownowazna alternatywie negacji (to jedno z praw De

Morgana dla KRZ) oraz ze negacja negacji formuly jest semantycznie tejze formule réwnowazna. Zbierajac razem te
fakty, tatwo ustali¢, Ze trzecia z formut z rozwazanego zbioru jest semantycznie réwnowazna z formuta:

Va (Pz V Rzx)

i wykorzystaé to przy tworzeniu ponizszego — moze odrobing cho¢ mniej niezgrabnego od poprzedniego — tekstu
utworzonego ze zdan zbudowanych wedle badanych formut:

Pewien Polak nie szydzi z kogos, kto Polakiem nie jest. Wszyscy Polacy szydzq z kazdego obcokrajowca.
Kazdy jest Polakiem lub obcokrajowcem.

Moze to i brzmi lepiej po polsku (sic!), ale i tak pozostaje, na mocy uczynionych ustalen dotyczacych semantycznej
sprzecznoS$ci badanego zbioru formut, bredzeniem.

PRZYKELAD 18.5.5.2.5.: DWUNASTE: NIE BEDZIESZ (NADAREMNO) MOLESTOWALA INTELEKTUALNIE

Semantyczne sprzecznosci czaja si¢ wszedzie, a wiadomo, ze gdy jaki$ zbiér formut jest semantycznie sprzeczny,
to jest on groZny z réznych wzgledéw, np.:

e wszystko (dowolna formuta) wynika zen logicznie (a wigc takze zdanie méwiace, ze gdy czytasz te stowa, to
jestes juz praktycznie martwa, Droga Czytelniczko);

e opisuje (?) on interpretacje nieistniejace, a doktadniej, nie mogqce istniec¢; (np. istnienie réznych Krain Do-
brostanu Spotecznego, Powszechnego Szczgscia i — rzecz jasna — Sprawiedliwosci, itp. utud logicznie wy-
kluczone nie jest; jest natomiast wykluczone logicznie istnienie interpretacji w ktorej prawdziwe bytyby zdania
wzajem sprzeczne);

e cokolwiek wypowiesz uzywajac struktur sktadniowych formut z tego zbioru bedzie — jako cato§¢ — brednia,
kompletnym nonsensem, chocby nawet najpigkniej si¢ rymowato i brzmiato wrecz niebiansko; itd.

Szczegdblnie narazone na cierpienia zwigzane z semantyczng sprzeczno$cia sa mtode Humanistki, niewinnie ufne
w Eufoni¢ Stowa. Im nauka logiki przynies¢ moze najwigksze pozytki, czesto pomaga poprawié¢ znaczaco pozycje
spoteczng (Trzeba uwazac, ona rozumie, co mowi. . . ), a czasami jest wrecz niezbedna, aby jak najdtuzej, najintensyw-
niej, najciekawiej utrzymac si¢ na szczycie Wielkiego Laricucha Pokarmowego Planety. Na logice podobno mozna
tez zarobié, ale nie bedziemy tego akurat watku rozwijaé.

Pokazemy natomiast, ze nastgpujacy zbiér formut jest semantycznie sprzeczny:

VaVy (3z(2Py A xPz) — yPx)
—Jdz Pz
—VaVy (yPx — -z Py)

Budujemy tablice analityczna, tj. drzewo, w ktérego pniu umieszczamy powyzsze formuty:
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VaVy (32(zPy A xPz) — yPx) 3.%a
—Jz T]‘D’I'
—VaVy (yPx L -z Py
(1) vy (yPa L —aPy)
(2) ﬁal‘:’a
(3) Vy (3z (2Py A aPz) L yPa) 47¢
(4) 3z (zPa A aPz) —‘> aPa 5

2.%a
) 1.Va

6.Vb

(5,) =3z (2Pa AaPz) 7P (5p) t‘zPa
‘ -
(6) —(bPa — —aPb) X2,5p
\
(7) —(bPa AaPb) 107"

(84) bI‘Da

\
(84) ——aPb *

(9) aI‘Jb

(101) —-bPa (107)) —aPb
\

X84,10; X9,10p

Wszystkie gatezie tablicy sa zamknigte, a zatem badany zbidr formut jest semantycznie sprzeczny. Cwiczenie:
wylicz wszystkie mozliwe zastosowania regul, ktére pominigto w procesie zamykania galezi tego drzewa.

Niewielkim tylko wysitkiem intelektualnym jest u§wiadomienie sobie, Ze nadzbidr zbioru semantycznie sprzecz-
nego tez jest semantycznie sprzeczny. Tak wigc, cokolwiek (jakiekolwiek formuty) dotozy¢ do powyzszego zbioru, to
tak otrzymana catos¢ tez bedzie semantycznie sprzeczna. Np. w powyzszej tablicy kazda gataz (od korzenia do liscia)
jest semantycznie sprzecznym zbiorem formul; cokolwiek do niej dodamy, to otrzymana catos$¢ tez bedzie seman-
tycznie sprzeczna. Tak wigc, sprzecznosci semantycznej nie mozna usunaé, dodajqgc najbardziej nawet wyszukane
madroS$ci, przysiegi, itp., ani tez cytujac Autorytety, wypowiadajac jedno- badZ wieloznaczne grozby, itp.

Trzecia z rozpatrywanych na poczatku tego przykladu formut jest semantycznie réwnowazna z formuta:
Jz3y (yPx A zPy).

(jest tak na mocy praw De Morgana dla kwantyfikator6w oraz pewnych praw KRZ — ufnie pozostawiamy ustalenie,
o ktére prawa KRZ chodzi w tym przypadku pilnym Czytelniczkom).

Wykorzystamy ten fakt w Interpretacji Edukacyjnej (dotyczacej brutalnego transferu wiedzy), tj. przy czytaniu
wyrazenia Py jako x molestuje intelektualnie y:

Dla dowolnych dwoch obywateli, jesli pewien obywatel (obywatelka) jest molestowany(a) intelektualnie
przez pierwszego z nich, ale sam(a) molestuje intelektualnie drugiego, to 6w drugi obywatel réwnieZ
molestuje intelektualnie pierwszego. Sam siebie nikt nie molestuje intelektualnie. Sq tacy obywatele,
ktorzy molestujq sie intelektualnie nawzajem.

To, ze — jak wiasnie ustaliliSmy — tekst powyzszy jest semantycznie sprzeczny (,,opisuje” sytuacje logicznie nie-
mozliwa) moze uspokoi te Humanistki, ktérym kiedykolwiek zdawalo sig, ze sa intelektualnie molestowane. Gdyby
nadal drgczyt je tego typu niepokdj, to moga wykonaé ¢wiczenie stylistyczne, polegajace na napisaniu powyzszego
tekstu zgrabniejsza polszczyzna. Jakiekolwiek tego tekstu upigkszanie nie odwotla jednak jego semantycznej sprzecz-
nosci (oczywiscie, jesli upigkszajqc nie bedziecie oszukiwac! ). Wreszcie, mozna w ramach Programu Lagodzenia
Obyczajoéw, inaczej jeszcze zinterpretowaé predykat P i otrzymaé inny zwigzly, semantycznie sprzeczny, absolutnie
nikomu niepotrzebny tekst.
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PRZYKEAD 18.5.5.2.6.: BAJECZKA BARDZO NIEPOPRAWNA POLITYCZNIE

Czasami jeden rzut oka wystarczy, aby zamniemac¢, ze dany tekst jest semantycznie niesprzeczny — pomysl tylko,
ile razy dajesz wiar¢ np. wiadomos$ciom prasowym lub telewizyjnym (nie méwiac juz o elukubracjach medialnych
ekonomistéw albo psychologéw). Zycie wedle wskazar intuicji i mnieman jest interesujace, petne zaskoczen, itd.
Logika nie przeszkadza w tych przygodach, czasami bywa pomocna w ich urozmaiceniu, a niekiedy nawet utatwia
(umozliwia) przezycie.

Nie ograniczymy si¢ jedynie do rzucania okiem na ponizszy zbiér formul, ale pokazemy, iz jest on semantycznie
niesprzeczny — skonstruujemy interpretacje, w ktérym wszystkie rozwazane formuty sa jednoczesnie prawdziwe.

Jz (-Px VvV -Qx)
Vo ((Qx V Pr) — Rx)
Jz (-Sz V - Px)
-3z Rz

Budujemy tablicg analityczna, tj. drzewo, w ktérego pniu umieszczamy powyzsze formuty:

Jz (~Pz V -Qx) 1Va
\
Vo ((Qx V Pz) — Rx) 27¢57b
Jz (=Sz V ~Px) 4.V

* *
—3z Rz 3.7a 6.7b

\
(1) =PaV -Qa 1Y

(2) (QaV Pa) _‘> Ra *
(3) ~Ra
(4) ﬁSbv‘ﬁPb 12.Y
(5) (Qbv Pb)— Rb T

(6) ﬁl‘%

(7)) —~(Qbv Pb) =77 M)
(85) _‘Q‘b X6,7p
(84) *I‘Db
9) ~(Qav Pa) 17 o) \Ra
(104) -Qa %3,9p
(10d) —\ILG,
(12y) ﬁsmb (12;) —Sb (12,) —Pb
\ \
& . a o

Do zadnej z formut, na zadnej z galtezi otwartych tej tablicy nie mozna juz zastosowaé zadnych regul. Zauwazmy,
ze krok 12" nalezato wykona¢ w dwéch miejscach, a mianowicie w gateziach zakoriczonych (przed wykonaniem
tego kroku) formutami o numerach (11;) oraz (11,). Cztery galezie tablicy (oznaczone tu lisémi: &, &, O oraz #)
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sa otwarte. Badany zbidr formut jest wigc semantycznie niesprzeczny — istnieja interpretacje, w ktérych wszystkie
te formuty sa jednocze$nie prawdziwe. Dla celéw tego przyktadu zauwazmy, ze zbierajac informacje umieszczone
na kazdej z gatezi otwartych powyzszego drzewa otrzymujemy przepis, jak skonstruowaé interpretacje, w ktérych
wszystkie formuly z danej galezi sa prawdziwe (pamigtajmy, ze formuly z pnia drzewa naleza do kazdej z jego galezi).

Kazda z szukanych interpretacji zawiera denotacje statych indywiduowych a oraz b. Naleza one do dopelnieri
(wzgledem uniwersum) denotacji predykatow P, (@, R. Ponadto, w interpretacjach wyznaczonech przez gatezie z
lisémi © oraz & denotacja stalej b nie nalezy do denotacji predykatu S. To, czy denotacja statej a nalezy do denotacji
predykatu S nie ma znaczenia w przypadku kazdej z interpretacji wyznaczonej przez galezie otwarte drzewa. W
przypadku interpretacji wyznaczonych przez galezie o lisciach # oraz <> nie ma znaczenia takze to, czy denotacja
statej b nalezy do denotacji predykatu S.

Ponizsze tabelki ukazuja szukane interpretacje (znak zapytania na przecigciu wiersza i kolumny oznacza, ze nie
jest istotne, czy postawimy tam znak ,,4”, czy ,,—”, obie mozliwosci sa dopuszczalne, anything goes):

ClP|Q|R|S
a|—|-1-17?
bl -] = ==
& PIQ|R|S
a|—-|-1-17?
b | = = =1]7?
& P/ Q|R|S
a|—-|-1|-17?
bl =] ===
S|IPIQ|R|S
a|—|-1-17?
b | = = =172

Jak Czytelniczki z pewnoScia pamigtaja, prawem KRZ jest formuta (« — 3) = (-« V 5); w KRZ obowiazuja
réwniez prawa przemienno$ci koniunkcji oraz przemiennos$ci alternatywy. Zatem pierwsza i trzecia z formut z roz-
wazanego w tym przyktadzie zbioru moga by¢ zastapione semantycznie im réwnowaznymi formutami ze sp6jnikiem
implikacji; jedna z takich zamian ma posta¢ nastepujaca:

Jz (Px — —Qx)
Vz ((Qx V Pr) — Rx)
Jz (Pz — —Sx)
-3z Rx

Takze ten zbiér formutl jest, rzecz jasna, semantycznie niesprzeczny. Pierwsza i trzecia z przytoczonych na po-
czatku tego przyktadu formul moga tez zostaé zastapione semantycznie im réwnowaznymi formutami zawierajacymi
sp6jnik koniunkcji, na mocy prawa KRZ: —(a A 8) = (-a V —f):

Jz ~(Px A Qx)
Vo ((Qx Vv Pz) — Rx)
dx =(Pz A Sz)
-3z Rz

Humanistkom spragnionym lektury czego$ mniej koszernego niz formuiki jezyka KRP proponujemy nastgpujacy
tekst, bedacy (cho¢ zgrzebnym stylistycznie, to jednak nie calkiem ulomnym gramatycznie) jednym z opis6w mozli-
wej interpretacji ostatnich czterech powyzej wyliczonych formut:

Jest ktos, kto nie jest jednoczesnie zdrowy i mtody. Kazdy, kto jest zdrowy lub mtody, jest szczesliwy. Jest
ktos, kto nie jest jednoczesnie zdrowy i mqdrzejszy niz przewiduje ustawa. Nie ma szczeSliwych.
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Zgodnie z naszymi ustaleniami, bajeczka powyzsza opisuje mozliwy stan rzeczy. Dla przyktadu, sytuacja taka
zachodzi w Swiecie, w ktérym zyje ktos, kto nie jest mtody, nie jest zdrowy, nie jest szczgsliwy i ma zong (kochanke)
o tych samych trzech wtasnosciach (stara, chora i nieszczg$liwa). To, czy jedno z nich (denotacja stalej a) jest ma-
drzejsze niz przewiduje ustawa, nie ma absolutnie zadnego znaczenia; ograniczenia dotyczace w tej mierze drugiego
z nich, tj. denotacji statej b podano w tabelkach © oraz é.

Wszystkim Czytelniczkom zyczymy zdrowej, szczesliwej mlodosci oraz przypominamy, ze nieprzestrzeganie
ustaw grozi konsekwencjami.

PRZYKEAD 18.5.5.2.7.: SCHADENFREUDE

Pokazemy, ze nastgpujace dwie formuly tworza zbidr semantycznie sprzeczny, tj. nie sa jednocze$nie prawdziwe
w zadnej interpretacji:

(1%) VaVy Py — 32 Qz
(2%) —JdzIy3Iz (xPy — Qz)

Budujemy tablice analityczna, tj. drzewo, w ktérego pniu umieszczamy obie powyzsze formuty:

VaVy e Py — 3z Qz L
| 4.%a 9.%
—JzIy3Iz (zPy — Qz) = * 7 ¢

(1)) —Vavy zPy 2o (1,) 32Qz &Ve

2) ﬂVyaI‘Dy 3.V% (®) %?C

3) —abb (9) —3y3z (cPy — Qz) '07¢

(4) —3y3z (aPy L Qz) 57° (10) -3z (cPcL Qz) 7e

(5) -3z (anLQz) 6.%a (11) ﬁ(cPcLQC) 127
(6) ﬁ(anLQa) 7o (129) cpe
(74) abb (124) ﬁ%c
s

X3,7¢

Wszystkie gatezie tablicy zostaly zamknigte. Oznacza to, iz nie istnieje interpretacja, w ktérej obie rozwazane
formuty bylyby jednoczes$nie prawdziwe. Zbioér z nich ztozony jest semantycznie sprzeczny. Zauwazmy, ze do za-
mknigcia wszystkich gatezi tablicy nie byto potrzebne wykonanie wszystkich mozliwych zastosowarn reguty R(—3):
formuty o numerze (4) nie rozwijaliSmy ze wzgledu na stata a (gdyby$my to uczynili, to mogliby$my, réwnie niepo-
trzebnie, rozwijaé otrzymang wtedy formute =3z (aPa — Qz) zaréwno wzglegdem a, jak i b) natomiast formuty o
numerze (5) nie rozwijali$my ze wzgledu na stata b. I w tym momencie kazda Humanistka moze z duma wrzasnaé: Je-
stem sprytniejsza od komputera!!! (poniewaz komputer wszystkie te rozwinigcia precyzyjnie i catkiem niepotrzebnie
(1) oczywiscie by wykonat).

Z powyzszego ustalenia wynika, ze koniunkcja tych dwéch formutl nie jest prawdziwa w zadnej interpretacji.
Innymi stowy, jest ona fatszywa w kazdej interpretacji. Stad, koniunkcja ta jest kontrtautologia KRP.

Usilnie namawiamy Czytelniczki do odrobiny samodzielnosci. Prosimy mianowicie o sprawdzenie, ze kazda z
tych formut z osobna jest prawdziwa w co najmniej jednej interpretacji. Wystarczy w tym celu zbudowac tablice
analityczne dla kazdej z tych formut i przekonac sig¢, ze maja one gatezie otwarte.

Gdyby Czytelniczki rozochocily si¢ ta samodzielnoscia, to nie ma zadnego zakazu, aby same przekonaty sig, ze
réwniez zbioér ztozony z negacji rozwazanych formut jest semantycznie sprzeczny, natomiast kazda z tych zaprzeczo-
nych formut z osobna jest prawdziwa w co najmniej jednej interpretacji. Ale w przypadku, gdyby nadmiar samodziel-
nosci ciazyt intelektualnie, to zapraszamy do obejrzenia ponizszej tablicy, tj. drzewa, w ktérego pniu umieszczamy
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negacje rozwazanych formut; pokazemy, ze ta tablica ma wszystkie galgzie zamknigte, a wigc Ze negacje formut (1*)
oraz (2*) tez tworza zbiér semantycznie sprzeczny. Oto tablica:

—(VaVy z Py — 3z Qz) 277
| -
——3z3y3z (¢Py — Qz)
| v
(1) 3z3y3z (zPy — Qz) Ve
\
(24) VaVy Py 6%a
N
(2q4) -3z Qz 8.%¢
| v
(3) 3y3z (aPy — Qz) *7°
| v
(4) 3z (aPb— Qz) ®>V¢
| -
(5) aPb— Qc *
[
(6) VyaPy TP

(7) aj‘—-’b

\
(8) —Qc

(91) ﬂa‘Pb (C1Y) ‘QC

><779l XS,QP

Istotnie, wszystkie galezie tablicy sa zamknigte, a wigc negacje formut (1*) oraz (2*) réwniez tworza zbidr se-
mantycznie sprzeczny. I znowuz, urocza Humanistko, okazata$ si¢ sprytniejsza od komputera, nie rozwijajac bez
potrzeby wszystkich formut generalnie skwantyfikowanych (oraz negacji formut egzystencjalnie skwantyfikowanych)
ze wzgledu na wszystkie state! Zanim jednak radosnie wrzasniesz, sumiennie policz ile pracy zaoszczedzitas. . .

Przypusémy, ze nadamy predykatom P oraz () nastgpujaca interpretacje (ze wzglgdu na jej brutalnosé, osoby o
duzej wrazliwosci moga opuscié lekture tego przykladu, przecigtny telewidz moze czytaé spokojnie dalej):
x1 Pz interpretujmy jako x; ze szczegolnym okrucieristwem zneca sie nad xs;

Qz interpretujmy jako = doznaje sadystycznego zadowolenia.

Wtedy pierwsze z rozpatrywanych zdat, tj.:
(1) VaVy Py — 3z Qz
mozna przy tej interpretacji w miare poprawnie gramatycznie odczytac; np.:

Jesli kazdy ze szczegolnym okrucieristwem zneca sig nad kazdym, to ktos doznaje sadystycznego zadowo-
lenia.

Natomiast zdanie drugie, czyli (2*) jest — jak sadzimy — nieco trudniejsze do jakiego$§ poprawnego, niechropa-
wego stylistycznie odczytania, cho¢ moze czytanie nastgpujace jest akceptowalne:

Nie istniejq tacy (trzej?) osobnicy, ze gdy jeden ze szczegdlnym okrucieristwem zneca sig nad drugim, to
ktos (trzeci?) doznaje sadystycznego zadowolenia.

Jeden z klopotéw przy tym czytaniu polega na tym, ze w jezyku naturalnym méwimy tu wigcej, niz kaze nam
powiedzie¢ rozwazana formuta KRP, bo w formule tej nie przesadza si¢, ze odnosimy si¢ do trzech obiektow.

Inna jeszcze mozliwoscia odczytania formuty (2*) w rozwazanej interpretacji wydaje si¢ by¢ np.:
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Nie jest tak, ze gdy ktos nad kims zneca sie ze szczegolnym okrucieristwem, to ktos doznaje sadystycznego
zadowolenia.

Ze wzgledu na komplikacje anaforyczne, takze to odczytanie brzmi nieswojo.
Zauwazmy jednak, ze zdanie
(2) —3zTFy3z (xPy — Q2)

jest semantycznie rOwnowazne ze zdaniem

(3%) VaVyVz—(zPy — Q=z),
a to z kolei jest semantycznie réwnowazne ze zdaniem

(4%) VaVyVz (xPy A —Qz).

W pierwszym przypadku semantyczna réwnowaznos¢ jest konsekwencja jednego z praw De Morgana dla kwan-
tyfikatoréw:
-3z a(z) = Vo ~a(x)

Druga réwnowaznos¢ otrzymujemy na mocy znanej tautologii KRZ:
—(a— B8) = (an-p).

Zatem, mozna od biedy uznaé, ze w proponowanej interpretacji inkryminowane zdanie sparafrazowaé da si¢ (z
zachowaniem warunkéw prawdziwosci) np. tak:

Nie dos¢, Ze kaZdy ze szczegolnym okrucieristwem zneca sig nad kazdym, to w dodatku nikt nie doznaje
sadystycznego zadowolenia.

Czy teraz semantyczna sprzeczno$¢ uzyskata Humanistyczng Naoczno§¢? Jeszcze nie?

Mozna, korzystajac z dalszych praw KRP (ktére uzyska¢ mozna takze metoda tablic analitycznych), pokazac, ze
zdanie (4*) (a w konsekwencji takze (2*)) jest semantycznie réwnowazne z kazdym ze zdari ponizszych:

(5%) VaVy (zPy AVz =Qz)
(6*) VaVy zPy AVz -Qz

(7*) VaVy xPy A -3z Qz

Jesli teraz spojrzymy na formuty:
(1) VaVy zPy — 3z Qz

(7*) VaVy xzPy A -3z Qz

to nie mozna nie zauwazy¢, ze powstaja one z formut KRZ postaci p — ¢ oraz p A —q przez podstawienie za p formutly
VaVy x Py a za q formuly 3z Qz. Tak wigc, w istocie badaliSmy, czy semantycznie sprzeczny jest zbior formut KRZ
{p — ¢,p N —q}. Zbidr ten jest semantycznie sprzeczny, jako ze kazda z tych formut jest semantycznie réwnowazna
negacji drugiej: —(p — ¢q) = (p A ~q) oraz (p — q) = —(p A ~q). W szczegdlnosci, formuta (7*) jest semantycznie
rownowazna formule nastgpujace;j:

(8) —(VaVy zPy — 3z Qz)

WykonaliSmy wigc kawat solidnej (?), zmudnej roboty, ktérej mozna uniknaé, jesli zna si¢ juz odrobing logiki.
Formuta (8*) jest, zgodnie z uczyniong przed chwilg obserwacja, semantycznie réwnowazna negacji formuty (1*).

A zatem w przywotanej brutalnej interpretacji formuta (1*) oraz formuta (8*) (semantycznie rtéwnowazna formule
(2%), jak ustaliliSmy) odczytane moga by¢ np. tak:
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Jest prawda, Ze: jesli kazdy ze szczegdlnym okrucieristwem zngca sig nad kazdym, to ktos doznaje sady-
stycznego zadowolenia.

Nie jest prawda, Ze: jesli kazdy ze szczegolnym okrucieristwem zngca sig nad kazdym, to ktos doznaje
sadystycznego zadowolenia.

Najwyzszy czas zakonczy¢ analiz¢ tego przyktadu. Mamy nadziejg, ze dostarczyta ona Czytelniczkom stosownego
zadowolenia. A jeSli jeszcze nie, to proponujemy opisaé Swiaty, w ktérych — przy przywotanej brutalnej interpre-
tacji predykatéw P oraz () — prawdziwe sa pojedynczo formuty (1*), (2*) oraz te $wiaty, w ktérych prawdziwe sa
pojedynczo negacje tych formut. I wybra¢ §wiat dla siebie.

18.5.5.3. Wynikanie logiczne w KRP

Przypominamy, ze formuta o wynika logicznie ze zbioru formut X, gdy kazdy model zbioru X jest tez modelem
a, tj. gdy « jest prawdziwa w kazdej interpretacji, w ktdrej prawdziwe sgq wszystkie elementy zbioru X. Ustalenie
zachodzenia wynikania logicznego metoda wprost wymaga wigc w og6lnosci przejrzenia nieskoriczenie wielu inter-
pretacji, co nie jest oczywiscie procedura efektywna. Zauwazmy jednak, ze formuta o nie wynika logicznie ze zbioru
formut X wtedy i tylko wtedy, gdy w co najmniej jednym modelu dla X formuta « jest falszywa. Zatem, gdy dla
ustalonego X oraz « uda si¢ wykluczy¢ sytuacje polegajaca na tym, ze w co najmniej jednej interpretacji formuta o
jest falszywa, a wszystkie formuly ze zbioru X sa w tejze interpretacji prawdziwe, to potwierdzimy w ten sposéb, ze
« wynika logicznie z X. Jeszcze inaczej mowiac: jesli wykluczymy przypadek, ze wszystkie formuty ze zbioru X
oraz formuta -« s wspStprawdziwe, to wykazemy, iz A wynika logicznie z X .

Ustalanie za pomoca metody tablic analitycznych czy dana formuta o wynika logicznie z danego (skoficzonego)
zbioru formut X polega na:

e zatozeniu, ze wszystkie formulty z X sa prawdziwe;
e przypuszczeniu, ze formuta —« jest prawdziwa;

e zbudowaniu tablicy analitycznej, tj. drzewa, w ktérego pniu sa wszystkie formuly ze zbioru X oraz formuta —a.
Mozliwe sa nastgpujace sytuacje:
e otrzymana tablica analityczna ma wszystkie galezie zamknigte; wtedy formuta o wynika logicznie ze zbioru

formut X;

e otrzymana tablica analityczna zawiera galezie otwarte; wtedy formuta o nie wynika logicznie ze zbioru X, a
znalezione gatgzie otwarte pozwalaja skonstruowac takie interpretacje, ktére sa modelami zbioru przestanek X,
a w ktérych formuta « jest fatszywa.

W jeszcze innym sformutowaniu:
e formuta Aa wynika logicznie ze zbioru formut X wtedy i tylko wtedy, gdy zbiér formut X U {—«} jest seman-
tycznie sprzeczny;
e formuta « nie wynika logicznie ze zbioru formut X wtedy i tylko wtedy, gdy zbiér formut X U {—a} jest
semantycznie niesprzeczny.
PRZYKLAD 18.5.5.3.1.: SMIESZNI POLITYCY

Polityka to sprawa powazna, dla dorostych chtopcéw i dziewczynek. Nie zaprzatajac sobie gtowy tym, czy w po-
danym nizej wnioskowaniu przestanka i wniosek sa prawdziwe, ustalimy jaki jest zwiazek logiczny migdzy przestanka
i wnioskiem:

133



Z pewnego polityka Smiejq sie wszyscy politycy.
Zatem jakis polityk Smieje sig sam 7 siebie.

Whioskowanie to przebiega wedle nastgpujacej reguty:

Jz(Px AVy(Py — ySz))
Jz(Px A xSt)

Gdyby reguta ta byta niezawodna, to zbudowana wedle regut sztuki tablica analityczna (w pniu drzewa przestanka
oraz zaprzeczony wniosek) miataby wszystkie galezie zamknigte. SprawdZmy:

32(Px A Vy(Py — ySz)) 1Va
\
—3Jz(Pz A zSz) 3%a
\

(1) PaAVy (Py — ySa) 2.1
\
(29) Pa
\
(24) Vy (Py —ySa) *7°
! -A
(3) —=(PaAaSa) >
| -
(4) Pa — aSa %
(51) —Pa (5p) —aSa
\
X245
(6;) —Pa (6p) aSa
\ \
X24,6; X5p,6p

I oto istotnie, wszystkie gatezie tablicy sa zamknigte. Rozpatrywana regula jest wigc niezawodna: nie istnieje
interpretacja, w ktérej prawdziwa bytaby przestanka, a wniosek falszywy. A to oznacza, ze wniosek wynika logicz-
nie z przestanki. Zatem kazde wnioskowanie, przeprowadzone wedle powyzszej reguly jest dedukcyjne: jesli jego
przestanka jest prawdziwa, to i wniosek jest prawdziwy.

Jesli nie szkoda ci czasu, to mozesz sprobowac odnies¢ uzyskany przed chwilg wynik do sytuacji politycznej np.
w Rzeczpospolitej Polskiej. Zastanéw sig: czy aby uzyskaé poczucie autoironii trzeba by¢ najpierw wySmianym przez
wszystkich?

PRZYKEAD 18.5.5.3.2.: SZALENI STUDENCI

Na prowadzonych przez nas zajgciach z logiki matematycznej nigdy dotad nie doszto do aktéw przemocy fizycz-
nej, czego nie mozna powiedzie¢ — opierajac si¢ na doniesieniach prasowych — o wszystkich placéwkach edukacyj-
nych w Rzeczpospolitej Polskiej. Moze bezkonfliktowos¢ naszego procesu dydaktycznego gwarantowana jest tym, ze
piszacy te stowa, ktérego idolem jest Dawid ben Jesse, zawsze przychodzi na zajecia z proca (ktora jest szybsza od
siekiery, nawet dzierzonej przez niezréwnana Angeling)?

Rozwazmy wnioskowanie:

Wszyscy siedzqcy w tej sali to studenci.
Wsrod studentow jest szaleniec.

Stad wynika, 7e wsrod siedzqcych w tej sali nie ma szalerica.

Reguta wnioskowania, wedle ktérej powyzsze wnioskowanie jest przeprowadzane, ma postac nastgpujaca:

Vz (Pzr — Q)
Jz (Qz A Rx)
-3z (Pz A Rx)
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Budujemy tablice analityczna, tj. drzewo, w ktérego pniu sa przestanki tej reguty oraz zaprzeczenie jej wniosku:

vz (Pz — Q) 3.%a 5.%b
\
3z (Qz N Rx) 2.Va
| -
——3 z(Pz A Rx) 1
| v
(1) 3z (Pz A Rz) +V?
! A
(2) QaARa %
! .
(3) Pa — Qa °
\
(4) PbARb ™"

\
(5) Pb—Qb

\
(Gg) Qa

(6a) I‘M
(74) I‘Db
(74) b
(81) —~Pb (8p) Qb
o
(9) —~Pa (9p) Qa
d $

Widad, ze w tabeli sg gatezie otwarte. Do zadnej z formut, na zadnej z galezi otwartych, nie mozna juz zastosowaé
zadnych regul. Gatezie otwarte odpowiadaja interpretacjom, w ktérych wszystkie przestanki reguty sa prawdziwe, a
jej wniosek fatszywy. Reguta jest zatem zawodna, a przeprowadzone wedle niej powyzsze wnioskowanie nie jest de-
dukcyjne. Kontrprzyktady, tj. interpretacje, w ktérych prawdziwe sa przestanki, a falszywy wniosek podaja ponizsze
tabelki:

o
|
+
+

o
~2

+

+

Zgodnie z przyjeta wezesniej konwencja, druga z tych tabelek jest skrétowym zapisem dwdéch tabelek: w jednej
zamiast znaku zapytania wpisujemy znak plusa, a w drugiej w miejsce znaku zapytania wstawiamy znak minusa.
Tak wigc, z konstrukcji powyzszego drzewa semantycznego mozna odtworzy¢ dwa kontrprzyktady na dedukcyjnosé
rozwazanego wnioskowania. Czy widzisz, dlaczego nie trzy?

Radzimy uwaza¢ na osobnika, ktory jest desygnatem stalej indywiduowej b. Nie namawiamy od razu do defene-
stracji, ale zalecamy zachowaé czujnos¢.

Sprébuj zbudowaé drzewo semantyczne, w ktérego pniu beda trzy nastgpujace formuty:

Vz (Pr — Q)
Jz (Qx A Rx)
-3z (Px A Rx)
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A teraz zastanéw sig, dlaczego zostatas o to poproszona. Przeciez nie chodzito tylko o bezduszne molestowanie
intelektualne, prawda? Zapewniamy, Ze ani prosba ani pytanie nie sa fendencyjne. Krétko méwiac, chcemy zwrdcié
uwage na zwiazek miedzy:

e badaniem, czy ze zbioru formut {1, as, . .., a, } wynika logicznie formuta 3;

e badaniem, czy zbidr formut {ov, aa, . . ., a,, 75} jest semantycznie sprzeczny.

Brawo! Na pewno odgadtas, ze odpowiedZ twierdzaca na pierwsze z powyzszych pytan jest prawdziwa doktadnie
wtedy, gdy prawdziwa jest odpowiedz twierdzaca na drugie z nich: ze zbioru formut {1, as, . . ., @, } wynika logicz-
nie formuta 3 wtedy i tylko wtedy, gdy zbiér formut {a1, as, ..., a,, -} jest semantycznie sprzeczny. A zatem, w
szczegblno$ci: Jx (Px A Rx) wynika logicznie ze zbioru {Vz (Pz — Qz), 3z (Qz A Rx)} wtedy i tylko wtedy,
gdy formuty:

Vo (Pz — Qx)
Jz (Qz A Rx)
-3z (Px A Rx)

tworza zbidr semantycznie sprzeczny.
PRZYKEAD 18.5.5.3.3.: KONSEKWENCIJE NIEODWZAJEMNIANYCH UCZUC

W jednej ze scen stusznie bezoskarowego filmu Ostatni walczyk w Miedzyzdrojach padaja, przeplatane szlochem,
stowa:

Kazdy kogos lubi.
Niektorzy lubiq tylko tych, ktorzy ich nie lubiq.

Zatem ktos jest lubiany przez niesamoluba.

Uznajmy, ze — poszukujac formut jezyka KRP reprezentujacych budowe sktadniowa tych zdan — mamy tu do
czynienia z predykatem dwuargumentowym: x, Lzo interpretujemy jako x; lubi xo. Uznajmy takze, ze pasywizacji
w jezyku naturalnym odpowiada branie konwersu relacji w KRP. Samolub to ktos, kto lubi siebie, a niesamolub to
kto$, kto nie jest samolubem. Powyzsze wnioskowanie, ktérego zmuszone byly wystucha¢ nieliczne nadbattyckie
mewy (a do wystuchania ktérego nikt nie zmuszat réwnie nielicznych widzéw) przebiega wedle nastgpujacej reguly
wnioskowania:

Vzdy Ly
JaVy (xLy — —yLx)
dxdy (yLx A —yLy)

Zbadamy, czy reguta ta jest niezawodna, tj. czy wniosek wynika logicznie z przestanek.!'®
Zbudujemy tablice analityczna, tj. drzewo, w ktérego pniu beda przestanki tej reguty oraz zaprzeczenie jej wnio-
sku. Wyglada ono tak:

16Przyldad ten zaczerpneliSmy z ksiazki: G.N. Georgacarakos, R. Smith Elementary Formal Logic, McGraw-Hill, 1979, str. 315-317. Oma-
wiamy go jednak nieco inaczej, niz cytowani Autorzy.
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Vz3Iy xLy 2%a
| Vv
JaVy (xzLy — —yLz) V2
‘ = *
=323y (yLz A —yLy) °°
\
(1) VYy(aLy — —yLa) *7@ 77
\
(2) 3yalLy
\
(3) aLb
| -
(4) aLa — —aLa '
\
(5) —3y (yLb A -yLy) "¢
| -
(6) aLb — —bLa &
! -A
(7) —=(aLb A —aLa) °

3.Vb

(8;) —aLb (8p) —bLa
X‘s,sl
(9;) —aLbd (9p) ——alLa
><‘3.,91
(10;) —aLa (10p) —alLa
><9“101 X9,10p

Wszystkie galezie tablicy sa zamknigte. Wniosek wynika logicznie z przestanek. W tablicy nie ma zadnych
zbednych (dla zamykania gatezi) krokow.

Tak wigc, dwoje (fikcyjnych!) aktoréw (desygnaty statych indywiduowych a oraz b) wystarczyto do odegrania
sceny zamykania wszystkich gatezi drzewa...Life’s but a walking shadow. Poor player... itd., jak znakomicie
pamigtaja Humanistki.

Na koniec, te Czytelniczki, ktére kochaja si¢ wytacznie bez wzajemnosci, niech naciesza si¢ chociaz szczgsliwym
losem potencjalnej bohaterki (dedukcyjnego!) wnioskowania, od ktérego rozpoczeliSmy ten przyktad: pokochanej
przez jakiego$ niesamoluba. ..

PRZYKEAD 18.5.5.3.4.: O KONIUNKCJACH ZDROWIA, BOGACTWA 1 SZCZESCIA.

By¢ zdrowym, bogatym, szczgsliwym! Ma si¢ rozumieC, takze mtodym (np. mniej niz stulatkiem). I zeby
jeszcze kochaty nas stworzenia takiej plci, ku ktérej ciagnie nas nasza (zdrowa, bo przecie innej nie ma) orientacja
seksualna. . . Do§¢ marzen, wracajmy do logiki. Rozpatrzmy wnioskowanie:

Co najmniej jeden szczeSliwy jest bogaty, a sq i tacy, ktorzy nie doS¢, Ze sq zdrowi, to sq tez bogaci. Zgodzicie sig ze
mngq, Ze kazdy, kto jest zdrowy i bogaty, jest tez szczesliwy. W takim razie musicie przyznad, Ze sq tacy, ktorzy sq
JednoczeSnie zdrowi i szczesliwi.

Przeprowadzone ono zostato wedle nastgpujacej reguty wnioskowania:

dz (Sx A Bx) Ay (Zy A By)
Vo ((Zz N Bx) — Sx)
dx (Zz A Sz)

Beznamigtnie sprawdzimy, czy jest to reguta niezawodna, tj. czy wniosek wynika logicznie z przestanek. Bu-
dujemy tablicg analityczna, tj. drzewo, w ktérego pniu umieszczamy przestanki oraz zaprzeczenie wniosku. Jesli
ta tablica bedzie miata wszystkie galezie zamknigte, to wykluczona zostanie sytuacja, aby w jakiej$ interpretacji
wszystkie przestanki reguly byty prawdziwe, a wniosek reguly fatszywy. Innymi stowy, zamknigcie wszystkich gatezi
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drzewa o pniu zlozonym z przestanek reguly oraz zaprzeczenia jej wniosku oznacza, ze wniosek wynika logicznie z
przestanek.

3z (Sz A Bz) A3y (Zy A By) 1"
‘ * *
V& ((Zz A Bx) — Sx) *7 @570
‘ * *
-3z (Zz A Sz) &2 T
\
(1,) 3z (SzABz) >V
\
(1) 3Jy (Zy A By)
\
(2) SaA Ba
‘ N
(3) ZbABb &
\
(4) (Za A Ba) — Sa
‘ -
(5) (ZbA Bb) — Sb -
\
(6) —(Za A Sa)
‘ A
(7) —=(Zb A Sb) 10
\

3.Vb

(8g) 20
(8a) B‘b
(91) —~(Zb A Bb) (9p) Sb
><‘3,9L
(10;) —Zb (10,) —Sb
XSL,IO, ><91‘,,10,,

Wszystkie galezie zostaty zamknigte. Regula jest niezawodna. Wniosek reguly wynika logicznie z jej przestanek.
Kazde wnioskowanie zbudowane wedle powyzszej reguly jest dedukcyjne.

Zauwazmy jeszcze, Ze — co czasem samo w sobie pochwaly godne — stosowaliSmy si¢ (prawie) $cisle do regut
budowania tablic analitycznych. Jednakze nie wszystkie wykonane kroki byly niezbedne do zamknigcia wszystkich
galezi: nie korzystalismy z formut o numerach (2), (4), (6). Nadto, na ksztat otrzymanego drzewa wptyw ma kolej-
nos$¢ wykonywanych krokéw; prosze zauwazyc¢, ze krok 8" stosowany do formuly o numerze (3) mozna wykonad
po wykonaniu kroku 107" § wtedy formuly otrzymane w wyniku jego wykonania nie beda nalezaty do pnia drzewa,
lecz jedynie do gafezi, na ktérej znajduja si¢ formuty o numerach (9,) oraz (10;) (oczywiscie, numeracja krokéw i
formut ulega wtedy zmianie). I tak to juz jest: zauwazenie, ktére kroki sa (byty) niezbedne przychodzi czesto dopiero
po zbudowaniu catego drzewa $cisle wedle regut. Pomijanie zbednych krokéw wymaga bystrosci, ktéra uzyskuje si¢
(rzadko) za darmo od Losu, a zwykle poprzez trening. Zachgcamy Czytelniczki, aby chyzo do owej bystroSci zmie-
rzaly — niech dobrym poczatkiem przyszitego mistrzostwa w analizach logicznych bedzie np. eleganckie uproszczenie
powyzszej tablicy tak, aby w jej konstrukcji nie wystgpowaty zadne zbedne kroki.

Zauwazmy takze, ze wigkszo$¢ owych zbgdnych krokéw mozna wyeliminowad, jesli nie bedziemy zajmowacd si¢
formuta o numerze (1 g); krok 2.Va (i wszystkie inne, przezen ,,prowokowane”, tj. prowadzace do formut o numerach
(2), (4), (6)) jest dla zamknigcia galezi tablicy nieistotny. Zmierzamy ku zamykaniu gatezi wtasciwie od kroku 3.Vb,
zastosowanego do formuty o numerze (14).

Konsekwencja ostatniej z powyzszych uwag jest tez to, ze niezawodna reguta wnioskowania jest réwniez reguta o
postaci:

3y (Zy A\ By)
Vo ((Zz N Bx) — Sx)
dx (Zz A Sz)

rozniaca si¢ od badanej przed chwila reguty pominigciem pierwszego cztonu koniunkcji w pierwszej przestance.
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Pozostawiamy wolnej decyzji Czytelniczek ewentualne refleksje wiazace powyzsze uwagi z wnioskowaniem od
ktérego zaczeliSmy analize w tym przyktadzie. W szczegdlnosci, zauwazmy, ze przyjmowanie istnienia szczgsciarza
bogacza (niechby nazywal si¢ np. John Coolcheek) nie wplywa na dedukcyjno$¢ tego wnioskowania. A czy je
ubogaca? To juz problem pozalogiczny. Jak mawia madry Orient: O nikim nie mow, Ze jest szczesliwy, dopoki nie
umrze.

PRZYKEAD 18.5.5.3.5.: USMIECHNIETY PARAFIANIN

Humanistki czesto pytaja, czy logika ma jakikolwiek zwiazek z Zyciem. Nie jest im na to pytanie tatwo odpowie-
dzieé, bowiem trzeba by najpierw w miare precyzyjnie ustali¢, co Humanistki przez Zycie rozumieja. Nie filozofujmy
wigc i pozostanimy przy moze nudnawych, ale jednak chyba ksztalcacych intelekt ¢wiczeniach logicznych. Rozwazmy
prosta, niewinng regut¢ wnioskowania:

Vz (Pr — Q)

Jy (Ry A Qy)
Vz (Pz — Rz)

Czy jest ona niezawodna?

Budujemy tablice analityczna, tj. drzewo, w ktérego pniu sa przestanki oraz zaprzeczony wniosek. Jesli wszystkie
galezie tej tablicy beda zamknigte, to wykluczona zostanie mozliwos$¢, iz przestanki sa w jakiej$ interpretacji praw-
dziwe, a wniosek w tejze interpretacji falszywy. Jak pamigtamy, wykluczenie tej mozliwosci oznacza, ze badana
regula wnioskowania jest niezawodna, wniosek wynika logicznie z przestanek. Jezeli natomiast tablica zawiera co
najmniej jedng gataZ otwarta, to regula jest zawodna; z galezi otwartych odczytaé mozemy interpretacje, w ktérych
przestanki reguty sa prawdziwe, a jej wniosek fatszywy. Oto tablica:

Vz (Pz — Q) 2.%a 4.%b
Sy mynan -
-Vz (Pz L Rz) 3Vb
(1) Ra /‘\ Qa 5"
(2) Pa L Qa &
(3) ~(Pb L Rb) ©
(4) Pb—Qb "

—

-

(59) Ra
(5a) éa
(64) l‘Db
(62) ko
(7)) —Pb (7p) Qb

(8)) —Pa (8p) Qa
| \
* L)

Tablica ma dwie galezie otwarte i do zadnej z formul, na zadnej z tych galezi otwartych nie mozna juz zastosowac
zadnej z regul. Zatem nie jest wykluczone, ze przestanki reguly sa prawdziwe w jakiej$ interpretacji, w ktorej wniosek
tej reguly jest falszywy. Oznacza to, ze wniosek nie wynika logicznie z przestanek. Reguta jest zawodna.

Kontrprzyktady, tj. interpretacje, w ktérych przestanki sa prawdziwe, a wniosek falszywy:

& | P|Q|R
a | — |+ |+
b |+ |+ |-
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A jaki to ma zwiqzek z Zyciem? — zapytaja moze Humanistki. No c6z, gdy wstuchac si¢ uwaznie. ..

Drodzy parafianie, nie wierzycie, Ze zawsze i wszedzie rozpoznam bezboznika? Oto7 — najmilsi moi —
kazdy, kto uprawia (tfu!!!) seks oralny, ten gtupkowato sie Smieje. A chodzi tu taki jeden bezboznik po
naszej wsi i Smieje sig gtupkowato. A wiec wynika stqad niezbicie, drogie moje owieczki, Ze kazdy, kto seks
oralny uprawia, bezboznikiem jest. A ty tam, w ostatniej tawce, czemu Smiejesz sig gtupkowato?

Czytelniczki nie powinny mie¢ najmniejszych trudnosci z przekonaniem sig, iz powyzsze wnioskowanie przebiega
wedle badanej reguty. Nie jest wigc ono wnioskowaniem dedukcyjnym. Jesli chcemy interpretacjg¢ wyznaczona przez
gataz otwartg & odnies¢ do parafii, w ktérej zycie biegnie inaczej, niz zyczy sobie tego ,,logika” proboszcza, to
nalezy znaleZ¢ w niej np. pobozna, rozchichotang parafianke, utalentowana w mitosci ,.francuskiej” (denotacja statej
indywiduowej b) oraz np. wesotkowatego bezboznego parafianina (denotacja statej indywiduowej a), ktéry nigdy nie
znalazl si¢ w zasiggu denotacji predykatu uprawia seks oralny (z jakich§ swoich osobistych powodéw — np. dlatego,
ze rozmitowany w nim ksiadz z sasiedniej parafii czule mu to odradzit).

Wesota parafi¢ odpowiadajaca gatezi otwartej # zechca Czytelniczki opisa¢ samodzielnie. Jako wskazéwka niech
stuzy to, ze denotacja statej indywiduowej b ma tu takie same wiasnosci, jak w parafii & (i to wlasnie zywot tej
parafianki ma moc destrukcyjng wobec argumentacji proboszcza — pozostali parafianie uzyskuja catkowita swobode
w sferze seksualnej, byle trwali w wesotym bezboznictwie).!”

Prosze zauwazy¢, ze w powyzszej regule wnioskowania wystapily trzy rézne zmienne zwigzane: z,y oraz z. Jest
chyba jasne, ze réwnie dobrze postuzy¢ si¢ mozna jedna tylko zmienng zwiazana, np. x.

Wszystkim Czytelniczkom zyczymy, aby ich lica jak najczgsciej ozdabial wesoty usmiech. Logic is fun.
PRZYKEAD 18.5.5.3.6.: CHETNA ZIUTA
Rozwazmy regulg wnioskowania, w ktérej wystepuja jakies state indywiduowe (w tym przypadku dwie: a oraz b):

dx xPa — Jy aPy
Vo (bQx — xPa)
Vr bQx — Iy aPy

Zbadamy, czy jest ona niezawodna, tj. czy wniosek wynika logicznie z przestanek. Jesli w rozwazanych formu-
tach wystepuja stale indywiduowe, to stosujemy najpierw, o ile wsrdd tych formut sg generalnie skwantyfikowane
lub negacje egzystencjalnie skwantyfikowanych, reguty R(V) lub R(—3) wzgledem tych statych. Dopiero w dalszej
kolejnosci — jesli jest to mozliwe (i potrzebne) — wprowadzamy ewentualnie nowe state.

Budujemy tablicg analityczna, tj. drzewo, w ktérego pniu umieszczamy przestanki reguly oraz zaprzeczenie jej
whniosku. Jesli wszystkie galezie tej tablicy zostana zamknigte, to regula jest niezawodna: nie moze istnie¢ interpreta-
cja, w ktorej wszystkie przestanki sg prawdziwe, a wniosek falszywy, a wigc wniosek wynika logicznie z przestanek.
Gdyby ktéras z galezi pozostata otwarta, to wniosek nie wynikatby logicznie z przestanek; z takiej otwartej galezi od-
czytalibySmy jak zbudowac¢ interpretacje, w ktérej prawdziwe sa przestanki, a fatszywy wniosek reguty. Oto tablica:

"Mnogie w tym wyktadzie przyktady, ktére ktos mogtby odczytaé jako wyraz dobrodusznej ironii wobec dziataii perswazyjnych kleru w sferze
seksualnej lub fiskalnej moga by¢ oczywiscie zastgpione innymi przyktadami, np. dotyczacymi ochrony Srodowiska lub Regulaminu Musztry.
Logika jest aseksualna i aklerykalna. (Nie jestem pewien, jak zareaguje na poprzednie zdanie mdj polonista pierwszego kontaktu.) Jedenaste
przykazanie brzmiato podobno: Bedziesz czerpat(a) rados¢ z seksu, ale ten kawalek Tablic si¢ ukruszyl. Nie jest naszym zamiarem urazanie
czyichkolwiek uczué, przekonan i nastrojow religijnych. Pomyslcie przy okazji, przed jakimi dylematami staja Ateistki: co maja zrobi¢, poproszone
0 odméwienie modlitwy? ODMOWIC I NIE ODMOWIC czy tez NIE ODMOWIC 1 ODMOWIC? Sytuacja Boga tez pozazdroszczenia godna nie jest —
podobno zniecierpliwiony rzekt niedawno do §w. Piotra: Stuchaj, gdyby przyszli jacys ateisci, to mow, ze Mnie nie ma.
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Jdz xPa — 3y aPy

\
V& (bQz — zPa) 27 ¢

\
—(V& bQx — Jy aPy)
\

(1,) VzbQz 7@
L.
(la) —JyaPy *7¢
\
(2) bQa — aPa ®

\
(3) bQa

—

\
(4) —aPa
(51) —bQa (5p) aPa
\ \
X3,5; X4,5p

Wszystkie galezie tablicy zostaly zamknigte, a wigc reguta jest niezawodna, wniosek wynika logicznie z przesta-
nek. Zauwazmy, ze do zamknigcia wszystkich gatezi wystarczylo rozwinigcie formut generalnie skwantyfikowanych
wzgledem tylko stalej a. Nadto, pierwsza przestanka w ogéle nie musiata by¢ brana pod uwage w tak planowanym bu-
dowaniu tablicy, aby zamknaé wszystkie jej gatezie. Oznacza to, ze wniosek wynika logicznie z samej tylko przestanki
drugiej; reguta wnioskowania ztozona z przestanki drugiej oraz wniosku tez jest niezawodna.

Wedle powyzszej reguty zbudowaé mozna zatem nieskoriczenie wiele dedukcyjnych wnioskowan, lub choéby
tylko 666 przyktadéw takich wnioskowarn. My ograniczmy si¢ do jednego:

Jesli ktos jest mity dla Ziuty, to i Ziuta jest mita dla kogos.
Kazdy, kto jest przekupiony przez Wacka, jest mity dla Ziuty.
Zatem, jesli Wacek przekupit wszystkich, to Ziuta jest dla kogos mita.

Poniewaz wniosek badanej reguly wynika logicznie z samej tylko przestanki drugiej (jak przed chwila ustaliliSmy),
wigc réwniez nastgpujace wnioskowanie jest dedukcyjne:

Przekupieni przez Wacka sq mili dla Ziuty.
Stad, jesli Wacek przekupit wszystkich, to Ziuta jest dla kogos mita.

Uprzejmie prosze zadumac si¢ chwile nad sitq pieniqdza i jej wptywie na kobiece nastroje oraz zachowania. Jak
prawdopodobnie juz (bolesnie) si¢ przekonaliscie, relacja byé mitym dla jednak nie jest symetryczna: to, ze Adam jest
mity dla Chawy, nie implikuje, iz Chawa jest mita dla Adama. A tu przychodzi taki Wacek, przekupuje wszystkich,
wszyscy przekupieni czynig umizgi do Ziuty i nagle — cud: nieprzystgpna Ziuta staje si¢ dla kogo$ mita!

Z rozczuleniem wspominamy wszystkie mite dla nas Humanistki. Tym bardziej, ze nigdy nie mieliSmy niczego,
czym moglibySmy kogokolwiek przekupic.
PRZYKEAD 18.5.5.3.7.: UWAGA NA KAPUSTE

Spdjrzmy na niewinnie wygladajaca regute wnioskowania:

VaVy (zPy Vv —yPy)
dxVy x Py
Jy3x (xPy A yPx)

Pokazemy, ze jest ona niezawodna, a wigc, ze w kazdej interpretacji, w ktorej prawdziwe sa wszystkie (tu: obie)
przestanki, prawdziwy jest tez wniosek. Zgodnie z regutami sztuki, przekonamy wszelkich niedowiarkéw o tym w
ten sposob, iz wykluczymy mozliwos$¢, aby istniata interpretacja, w ktérej prawdziwe sa wszystkie przestanki oraz
zaprzeczenie wniosku. Istotnie, tablica analityczna, czyli drzewo, w ktérego pniu sa obie przestanki oraz zaprzeczony
wniosek ma wszystkie gatezie zamknigte:
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VaVy (xPy V —yPy)

JzVy x Py 1Va

\
—3y3z (xPy AyPx) 3¢
(1) VyaPy 2%a

\
(2) aPa
! .
(3) -3z (zPa AaPzx) *™°

(4) —(aPa A aPa) 57"

(51) —aPa (5p) —aPa
\ \

X 2,5 X2,5,

Wszystkie gatezie zamknigte. Reguta niezawodna. Wniosek wynika logicznie z przestanek. Zauwazmy ponadto,
ze nie korzystaliSmy z przestanki pierwszej przy rozbudowywaniu tablicy, a wigc wniosek wynika logicznie z same;j
przestanki drugiej. Stosowanie reguty R(V) w przestance pierwszej wzglgdem wprowadzone;j stalej a nie jest oczy-
wiScie zabronione, ale jest niepotrzebne dla zamknigcia wszystkich galezi. Tak wigc, warto zwraca¢ uwage na to, w
jakiej kolejnosci stosujemy reguty — sprytnie dobrana kolejno$¢ pozwala na zaniechanie pewnych krokéw, uzyskanie
efektéw estetycznych (bardziej smukte drzewo) i zaoszczedzenie czasu, ktéry mozna wykorzysta¢ na nieprzebranie
wiele sposobdw, aprobowanych badZ nieaprobowanych przez Watykan.

Z nieskoniczenie wielu dedukcyjnych wnioskowan zbudowanych wedle powyzszej reguly wybierzmy, dla ilustracji,
jedno:

Dla dowolnych dwoch obywateli, pierwszy donosi na drugiego lub drugi nie donosi na siebie. KtoS donosi
na wszystkich. Sq zatem tacy, ktorzy donoszq na siebie nawzajem.

Zauwazmy jeszcze, ze formuta VaVy (zPy V —yPy) jest logicznie rtéwnowazna formule VzVy (yPy — xPy)
(moze nam ufasz, ale sprawdzZ tez sama!), a ,,przektad” drugiej z tych formutl na jezyk naturalny bywa (z jakichs
wzgledéw — psychologicznych, stylistycznych,...) odbierany jako ,,bardziej przyjazny, naturalny” przez Humanistki.
Parafrazg pierwszej przestanki w podanej interpretacji mozna wigc przeczytaé np.: Dla dowolnych dwdch obywateli,
pierwszy donosi na drugiego, o ile drugi donosi tez na siebie. Jest takze chyba oczywiste, ze stowo obywatel petni tu
funkcje czysto stylistyczna, ratujaca ,,przeklad” z jezyka KRP na polski.

I ostatnia w analizie tego przyktadu wiadomos$¢, pod uwage socjologom, stuzbom specjalnym, ale przede wszyst-
kim Humanistkom ufnym w wielokrotnie w tym skrypcie przywotywana Eufoni¢ Stowa. Skoro, jak ustaliliSmy,
wniosek powyzszej reguly wynika logicznie z samej tylko przestanki drugiej, tj. regula:

dxVy x Py
Jy3x (xPy A yPx)

jest niezawodna, to nastgpujace wnioskowanie przeprowadzone wedle tej reguly jest — o zgrozo — dedukcyjne:

Ktos donosi na wszystkich.

Sq zatem tacy, ktorzy donoszq na siebie nawzajem.

Zastanéw si¢ nad podloscig tego Swiata: jakze zaraZliwe jest donosicielstwo — wystarczy, aby cho¢ jeden osobnik
kapowat na kogo popadnie, a juz gdzie$ tam narasta wzajemna podejrzliwo$¢ — donosza na siebie nawzajem teciowa
i synowa, lub Bolek i Lolek, albo Jacek i Agatka, itd.

PRZYKEAD 18.5.5.3.8.: SCHEDA LENINOWSKA
Jest nieskoniczenie wiele niezawodnych regut wnioskowania, ale jest tez nieskoniczenie wiele regut zawodnych. Za

chwilg ujrzysz jedna z tych drugich. Nauczeni do§wiadczeniem dydaktycznym uznajemy za wtasciwe podkreslenie
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nastepujacego stwierdzenia: dowolna reguta wnioskowania albo jest niezawodna, albo jest zawodna — nie ma trzeciej
mozliwosci, nie jest tak, ze czasem wynika, a czasem nie wynika, jak z brawura stowa wyprzedzajacego mysl mawiaja
niekiedy Humanistki. Upraszamy oczywiscie, aby tego komentarza nie traktowac jako nietaktownego.

Przyjrzyjmy si¢ nastgpujacej regule wnioskowania, w ktérej wystepuja predykaty dwuargumentowe P oraz (), a
takze stata indywiduowa a:

Va aPx — JyIz (yQz A —aQy)
VaVy ~zQy
=Vz xPx V dx zQx

A teraz zbudujmy tablice analityczna, tj. drzewo o pniu ztozonym z obu przestanek reguly oraz jej zaprzeczonego
wniosku. Jedli ta tablica bedzie miala galaz otwarta, to rozwazana regula jest zawodna: z takiej galezi otwartej
odtworzymy interpretacje, w ktorej zarowno przestanki reguty, jak i zaprzeczenie jej wniosku beda prawdziwe. A
w takiej interpretacji przestanki reguty sa prawdziwe, za$ jej wniosek falszywy, wigc istnienie takowej interpretacji
Swiadczy o zawodnoSci reguly.

Vz aPz — Jy3Iz (yQz A —aQy) 3.7

VzVy —zQy 5.%a 6.%b 18.% ¢
| -v
—(=Vz zPz V 3z zQx)
\
(14) ——=Vz zPx
\

(1) =3z zQx 7.%a 8.%b

2.7

(2) VaaPz %o 1070

(31) —Vz aPzx 4.Vb (3,) 3z (yQz A —aQy) 15.Ve
‘ \
(4) ﬁal‘Db (15) =M (CQZ A —‘aQC) 16.Vd
11.%a 12.%b \
(5) Vyﬁac‘?y (16) ¢Qd A —aQc 17

A

(6) VyﬁbQ‘y 1870 1470 (17,) cc:gd
) ﬁa?a (174) ﬁaC‘Qc
() o (18) vy —eQy 10"
©) “‘P“ (19) —w(bd
(10) bfb ng’lg
(11) -aQa
(12) ﬁa‘Qb
(13) —b0a
(14) ﬁb‘Qb
d

Tablica zawiera galaz otwarta (i do zadnej formuly na tej galezi nie mozna juz zastosowaé zadnych regul), a
wigc badana reguta wnioskowania jest zawodna, wniosek nie wynika logicznie z przestanek. Informacja zawarta na
galezi otwartej pozwala na skonstruowanie takiej interpretacji, w ktdrej przestanki sa prawdziwe, a wniosek falszywy.
Konstrukcja ta polega na podaniu uniwersum oraz denotacji w nim predykatéw P oraz (). Potrzebne uniwersum jest
dwuelementowe (ztozone z desygnatéw statych indywiduowych a oraz b), relacje bedace denotacjami predykatow
podane sa w ponizszych tabelkach. Przypominamy, ze znak ,+” na przecigciu danego wiersza i danej kolumny
oznacza, iz relacja zachodzi migdzy elementem z tego wiersza a elementem z tej kolumny, znak ,,—”, Ze nie zachodzi.
Jesli informacja, czy relacja zachodzi, czy nie zachodzi migdzy danymi elementami nie znalazla si¢ w rozwazanej
galezi otwartej, to na przecigciu stosownego wiersza i kolumny umieszczamy znak ,,?” (oznacza to, ze moze w takim
miejscu wystapi¢ zaréwno ,,+”, jak i ,,—”).
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P|la|b
a |+ |-
b|?]|+
Qlal|b
a | — | —
b | - | =

Zauwazmy jeszcze, ze prace na prawej gatezi (formuta o numerze (3,) i formuty pod nia) udato sie zakoriczy¢
bardzo sprawnie, zamykajac t¢ gataZ — w szczeg6lnosci, nie stosowali$my reguty R(V) wzgledem statej a, bo nie byto
takiej potrzeby. Wprowadzenie nowych statych indywiduowych ¢ i d i wykonanie krokéw '8°¢ oraz 19%d pozwolito
na uzyskanie pary formut wzajem sprzecznych.

Przy nastgpujacej ponurej interpretacji predykatéw P oraz () i statej indywiduowej a:

x Py interpretujemy jako — x z troskq przejmuje sie losem y;
xQy interpretujemy jako — x ufa y;

stata indywiduowa a denotuje Jozefa Stalina;'®
wnioskowaniem (zawodnym!) przeprowadzonym wedle rozwazanej reguty jest:

Jesli Jozef Stalin z troskq przejmuje si¢ losem wszystkich, to pewnemu obywatelowi, ktory komus ufa,
towarzysz Stalin nie ufa.

Nikt nikomu nie ufa.

Zatem nie kazdy przejmuje sig z troskq wtasnym losem lub ktos ufa samemu sobie.

Prosimy jeszcze zauwazy¢, ze na mocy znanego prawa KRZ wniosek powyzszego wnioskowania jest réwnowazny
stwierdzeniu: Jesli kazdy z troskq przejmuje si¢ swoim losem, to ktoS ufa sobie samemu.

Towarzysz Lenin pono¢ mawial dobrotliwie mniej wigcej tak: Ufac dobrze, kontrolowac lepiej. Nie wiemy, czy
mysl t¢ konczyl jakims$ leninowskim superlatywem.

PRZYKLAD 18.5.5.3.9.: CUDA SIE ZDARZAJA, LECZ NIE POWTARZAIJA

Pokazemy, Ze niezawodna jest nastgpujaca regula:

Jx Px VvV JyvVz yQz
Vrdy ~yQx
Vo (Px — JyVz 2Qy)
Yz yQz

Budujemy tablice analityczna, tj. drzewo, w ktérego pniu umieszczamy przestanki oraz zaprzeczenie wniosku
badanej reguty:

18Drogie Czytelniczki maja szczgscie zyé w §wiecie, w ktérym denotacja tej statej jest juz truchtem. Nie kazdy zdazyt to o sobie powiedziec.
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(0.1) Jz Pz Vv IyvVz yQ=z 1Y
\
(0.2) Vz3Iy —yQz 7P
\
(0.3) Vo (Pz — JyVz 2Qy) 3%a

(0.4) —3yVz yQ=z

(1;) 3z Pz 2.Va (1p) 3FyVz yQ=z
| \
(2) Pa X0.4,1p
\
(3) Pa — Jyvz zQy

4.

(4) —Pa (4p) FyVz 2Qy 5.V

| \
2 (5) Ve zQb
\
(6) 3y -yQb Ve
|

(7) —cQb
(8) c‘Qb

\
X7,8

Wszystkie galezie tablicy sa zamknigte, a to oznacza, ze rozpatrywana reguta wnioskowania jest niezawodna. Nie
istnieje wigc interpretacja, w ktérej prawdziwe bytyby wszystkie przestanki tej reguty, a falszywy jej wniosek. Zatem
whniosek reguty wynika logicznie z jej przestanek.

Zauwazmy, ze nie wykonywano mechanicznie wszystkich zalecanych regul, wybierajac te (np. krok 7'%, w
ktérym wprowadzamy nowa stala indywiduowa c), ktére doprowadzily do jak najszybszego zamknigcia wszystkich
galezi. Nie ma w przypadku takich ,,usprawnieit” zadnego algorytmu, jest to sprawa pomystu i sprzyjajacych okolicz-
nosci.

Zwr6émy uwage jeszeze i na to, iz w poddrzewie o korzeniu (1;) nie wykorzystywano (z oczywistych powodéw!)
drugiego cztonu alternatywy, ktéra jest przestanka pierwsza (tj. formuta o numerze (0.1)); ale nie wykorzystywano
réwniez zanegowanego wniosku (tj. formuty o numerze (0.4)) rozpatrywanej reguty. Oznacza to, ze przestanki druga
(tj. formuta o numerze (0.2)) i trzecia (tj. formuta o numerze (0.3)) wraz z formuta o numerze (1;) tworzg zbiér
semantycznie sprzeczny.

W pewnym sensie, ilustrowanie niezawodnych regul wnioskowania (lub praw logiki) przyktadami uzy¢ jezyka
naturalnego jest czynno$cia nuzaco bezsensowna. Skoro np. wyzej rozwazana regula jest niezawodna, to jakkolwiek
zinterpretujemy wystepujace w niej predykaty, to o ile przestanki beda prawdziwe, to i wniosek bedzie prawdziwy.
Po co wigc cokolwiek ilustrowac? Z drugiej strony, trening logiczny powinien bra¢ pod uwagg nie tylko (czgsto ar-
cytrudne!) odnajdywanie struktur logicznych w analizowanych wypowiedziach jezyka naturalnego, ale takze (zwykle
tatwiejsze) ¢wiczenia polegajace np. na umiejetnosci uprzytomnienia sobie, ze gotowe formuly oraz reguly maja wa-
lor uniwersalnosci aplikacyjnej — nadto, sq one dobrem publicznym, ich uZywanie jest bezptatne!!! Wreszcie, nie
mozemy przeciez zostawi¢ bezbronnych, ufnych w Eufoni¢ Stowa mtodych Humanistek catkowicie na pastwe nagich,
nieprzybranych kojacymi wtrgtami lingwistycznymi, praw logiki. Tak wigc, niech np.:

Pz bedzie interpretowane jako — x jest cudem (zdarzeniem cudownym, nadprzyrodzonym);
xQy bedzie interpretowane jako — (zdarzenie) x jest przyczynq (zdarzenia) y (co odczytywac tez bedziemy jako y

Jjest skutkiem x).

Wtedy nastgpujace wnioskowanie przeprowadzone jest wedle wyzej zbadanej reguty, a poniewaz jest ona nieza-
wodna, jest wnioskowaniem dedukcyjnym:
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(%) Cuda sig zdarzajq lub istnieje przyczyna wszystkich zdarzen. Dla kazdego zdarzenia istnieje (co
najmniej jedno) zdarzenie, ktore nie jest jego przyczynq. Dla dowolnego zdarzenia cudownego istnieje
zdarzenie, ktore jest skutkiem wszystkich zdarzen. Zatem istnieje przyczyna wszystkich zdarzen.

Nie twierdzimy, Ze istnieje doktadna odpowiednio$¢ migdzy formutami KRP a zdaniami jezyka naturalnego. Mq-
dra Ksigga tez tak nie twierdzi. Nie mozna jednak straszy¢é Humanistek samymi formutkami: proste znaczeniowo,
nieutomne gramatycznie i niezbyt zgrzebne stylistycznie przyktady rozsiane w tekscie maja by¢ wyrazem naszej em-
patii dydaktyczne;j.

Poniewaz, jak stwierdziliSmy powyzej, formuty:

Jx Px
Vrdy ~yQx
Vo (Px — JyVz 2Qy)

tworza zbiér semantycznie sprzeczny, wigc przy kazdej (a zatem takze podanej wyzej) interpretacji predykatow P
oraz () otrzymany tekst bedzie, jako catos¢, absurdalny, chocby ubogacaé go najbardziej wykwintnymi stylistycznie
ozdobnikami; zainteresowane Czytelniczki moga wykonac taka prace stylistyczna nad inkryminowanym tekstem:

Cuda sie zdarzajq. Dla kazdego zdarzenia istnieje zdarzenie, ktore nie jest jego przyczynq. Dla kazdego
zdarzenia cudownego istnieje zdarzenie, ktore jest skutkiem wszystkich zdarzen.

Teilhard de Chardin nie polubitby tego przyktadu, to pewne.
Zauwazmy na koniec, ze pierwsza przestanka omawianej reguly jest semantycznie réwnowazna, na mocy znanych
tautologii KRZ, kazdej z nastgpujacych implikacji:
—3Jz Px — JyvVz yQz
—-IYVz yQz — dx Px

Tak wigc, pierwsze zdanie (alternatywg) w tekscie () zastapi¢ mozna np. kazdym ze zdan:

Jesli nie ma cudow, to wszystkie zdarzenia majq wspolng przyczyne.

Cuda sig zdarzajq, o ile nie istnieje przyczyna wszystkich zdarzen.

Mozna igra¢ dalej z tym przykladem, figlujac z czasem gramatycznym oraz liczba gramatyczna, itp. Takie nie-
winne zabawy moga pomdc Czytelniczkom w u§wiadomieniu sobie, w jakim sensie struktury logiczne sa NIEZMIEN-
NIKAMI niektérych operacji jezykowych (np. parafrazowania).

18.6. TA w KRP a wlasnosci metalogiczne KRP

Wykorzystamy metode TA w dowodach kilku twierdzefi metalogicznych dotyczacych KRP.

18.6.1. Prefiksowe postacie normalne i skolemizacja

W KRZ kazda formutla jest inferencyjnie réwnowazna pewnej formule w koniunkcyjnej postaci normalnej (KPN),
a takze pewnej formule w alternatywnej postaci normalnej (APN). Fakt ten moze by¢é wykorzystany w dowodzie
twierdzenia o petnosci KRZ, ma takze inne zastosowania.

W KRP réwniez dysponujemy metoda sprowadzania dowolnej formuty jezyka tego rachunku do pewnej stan-
dardowej postaci normalnej. Pokazemy mianowicie, ze dowolna formuta jezyka KRP jest réwnowazna (tablicowo)
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formule, ktéra rozpoczyna si¢ ciagiem kwantyfikatoréw, po ktérym nastgpuje formuta bez kwantyfikatoréw. Podobne
twierdzenie o rownowaznosci inferencyjnej zachodzi dla aksjomatycznego ujecia KRP (zob. wyktady 20-21). Nadto,
pokazemy, ze poprzez wprowadzenie nowych symboli funkcyjnych mozna wyeliminowaé wszystkie kwantyfikatory
egzystencjalne z owego ciagu.

18.6.1.1. Definicje

DEFINICJA 18.6.1.1. Inferencyjna rownowaznosé (tablicowa).

Mdéwimy, ze formuty A i B jezyka KRP sa inferencyjnie rownowazne, gdy tablica analityczna formuty —(A = B)
jest zamknigta.

DEFINICJA 18.6.1.2. Rownospetnialnos¢.

Moéwimy, ze formuly A i B jezyka KRP sa réwnospetnialne, gdy zbiér { A} jest semantycznie niesprzeczny wtedy
i tylko wtedy, gdy zbiér { B} jest semantycznie niesprzeczny.

DEFINICJA 18.6.1.3. Prefiksowe postacie normalne.

Moéwimy, ze formuta A jezyka KRP jest w prefiksowej postaci normalnej, gdy jest ona postaci Q11 . .. Qnx, B,
gdzie B jest formuta bez kwantyfikatoréw, a kazdy symbol Q; jest jednym z kwantyfikatoréw: V lub 3. Jesli w
dodatku B jest w KPN, to méwimy, ze A jest w koniunkcyjnej prefiksowej postaci normalnej. Ciag Q1x1 ... Qnxn
nazywamy prefiksem formuty A, a formute B jej matrycq.

DEFINICJA 18.6.1.4. Formuty uniwersalne.

Przez formute uniwersalng rozumiemy kazda formute w prefiksowej postaci normalnej, w ktérej prefiksie wyste-
puja jedynie kwantyfikatory generalne.

W nastepujacym Lemacie przywoluje si¢ réwnowaznosci, na mocy ktérych mozemy przeksztatcaé dowolng for-
mute jezyka KRP w odpowiadajaca jej (inferencyjnie réwnowazna) formute w prefiksowej postaci normalnej. Intu-
icyjnie méwiac, Lemat ten daje wskazéwki, jak ,,wyciaga¢” kwantyfikatory z formuty do jej prefiksu (z zachowaniem
inferencyjnej réwnowaznosci).

LEMAT 18.6.1.1.

Dla dowolnego ciagu kwantyfikatorow 67)1: = Q1771 ... Qrx, oraz dowolnych formut A i B zachodza nastgpujace
rOwnowaznosci:
— —
o Qr—VyA = QzIy—A.
— —
o Qr—dyA = QzVy-A.
— —
e Qu(VyAV B) = QuVz(A(y/z) V B).

. @} AAVyB) = @Vz AN B(y/z)).

JyAAB) = @32 A(y/z) A\ B).

AVVyB) = QaVz(AV B(y/2)).

JyAvV B) = @Elz A(y/z) V B).

( )
( (
( )
AN TyB) = QzI2(AA B(y/2)).
( )
( (
( )
( (

(
(
(
(
(VyAV B) = QaVz(A(y/z) V B).
(
(
(AV 3yB) = Qz3z(AV B(y/2)).
(

SRR R

VyA — B) = Qa3z(A(y/2) — B).
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o Qu(A — VyB) = Qu¥2(A — B(y/2)).

° @(EIyA — B) = Q—)xVZ(A(y/z) — B).

—

e Qr(A— JyB) = @32(/1 V B(y/z)).

We wszystkich tych réwnowaznosciach z jest zmienng nie wystgpujaca po lewej stronie réwnowaznosci.

DowOD.

Pozostawiamy czytelnikom jako éwiczenie pokazanie, ze tablice analityczne negacji wszystkich powyzszych réw-
nowaznosci sg sprzeczne.

Uwaga. Bedziemy traktowaé spdjnik réwnowaznos$ci materialnej = jako skrét definicyjny. Inaczej méwiac, kazda
formule postaci A = B zapisujemy jako (A — B) A (B — A).

TWIERDZENIE 18.6.1.1.

Dla dowolnej formuty A jezyka KRP istnieje réwnowazna jej formuta A’ w prefiksowej postaci normalnej, o tych
samych zmiennych wolnych co A. Kazda taka formute A’ nazywamy prefiksowq postacig normalng formuty A.

DOwWOD. Przez indukcje po budowie formuty A. W krokach indukcyjnych nalezy skorzysta¢ z lematu 18.6.1.1.
Szczegobty pozostawiamy czytelnikom.

LEMAT 18.6.1.2.
Dla dowolnego zdania A = Vx; ...Vz,3yB jezyka KRP sygnatury o zdanie

A =Vry.. Vo,B(f(Vzy1,...,24)),
gdzie f jest nowym symbolem funkcyjnym spoza o, jest rownospetnialne z A.

DowOD.

Niech 0/ = o U {f}. Jesli M jest struktura sygnatury o’ i M’ |= A’, to dla struktury 90t otrzymanej z 9’ przez
opuszczenie interpretacji symbolu f zachodzi 9t |= A. Z drugiej strony, jesli 90 jest struktura sygnatury o i 9t = A,
to mozemy rozszerzyé 9 do struktury 9 przez zdefiniowanie denotacji Agy (f) w taki sposéb, aby dla wszystkich
Aoy (a1),. .., Ao (ay) € dom(IM') = dom (M) zachodzito M = A(f(aq,...,y/a,)). Wtedy takze I |= A’.

TWIERDZENIE 18.6.1.2.

Dla dowolnego zdania A jezyka KRP sygnatury o istnieje formuta uniwersalna A’ w jezyku KRP sygnatury o
rozszerzonej o nowe symbole funkcyjne taka, ze A oraz A’ sg réwnospetnialne.

DowOD.

Na mocy Twierdzenia 18.6.1.1. wystarczy zatozyé, ze A jest w koniunkcyjnej postaci normalnej. Niech yq, . ..y,
beda wszystkimi zmiennymi egzystencjalnie skwantyfikowanymi w A (w porzadku ich wystapienia w prefiksie A).
Dlakazdego < 7 < nniech 1, ..., x,, beda wszystkimi zmiennymi generalnie skwantyfikowanymi poprzedzajacymi
y; w prefiksie A. Rozszerzamy sygnature o przez dodanie dla kazdego < ¢ < n nowego n; symbolu funkcyjnego
fi. Formute A’ otrzymujemy z formuty A przez usunigcie z prefiksu A wszystkich kwantyfikatoréw egzystencjalnych
oraz zastgpienie wszystkich wystapien y; przez f;(x1,...,%,,). Dla wykazania, ze A’ jest réwnospetnialna z A
wystarczy n razy zastosowaé Lemat 6.3.3.

Kazda formute A’ spelniajaca teze powyzszego twierdzenia nazywamy skolemowaq postaciq normalng formuty
A.

Na mocy powyzszego twierdzenia tworzenie drzew semantycznych dla (negacji) dowolnych formut jezyka KRP
mozna sprowadzi¢ do tworzenia drzew semantycznych dla (negacji) formul uniwersalnych. Zobaczymy w dwdch
nastgpnych podrozdziatach, jakie fakt ten ma znaczenie.
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18.6.1.2. Przyklady

PRZYKEAD 18.6.1.2.

Rozwazmy dwie formuty:

o () Va3yP(x,y) VvV -32VyQ(z,y)
o (2)VaVy(Fz(P(x,2) A P(y, 2)) — JuQ(x,y,u)).

Formulg w prefiksowej postaci normalnej réwnowazng inferencyjnie z (1) mozemy znalezZé np. w nastgpujacy
sposob:

VedyP(x,y) V -3xVyQ(z,y)
Vu(JyP(u,y) V -FzVyQ(z,

Yu3v(P —-JaVyQ(x,

U,V

)V y

(u,v) v y
VuJu(P(u,v) V Vo-VyQ(z,y
(u,v) y

YuIv(P(u,v) V VzIy—Q(z,

YuIoVw(P(u,v) V Iy—Q(w, y))
VuIovwIz(P(u,v) V —Q(

Formulg w prefiksowej postaci normalnej réwnowazng inferencyjnie z (2) mozemy znalezZé np. w nastgpujacy
sposob:

o Vavy(3z(P(z,2) A Py, 2)) — FuQ(z,y,u))

o VaVyVuw((P(z,w) A P(y, w)) — JuQ(z,y,u))

o VaVyVw3z((P(z, w) A Py, w)) = Q(z,y, 2)).

Mozliwymi postaciami skolemowymi formut (1) oraz (2) sa np.:

o (1) Vuvw(P(u, f(u) V-Q(w, g(u,w)))
e (2) Vavyvw((P(z,w) A Py, w)) — Q(x,y, f(x,y, w))).

18.6.2. Zwartos¢

TWIERDZENIE 18.6.2.1. Twierdzenie o zwartosci.
Zbior zdan S jezyka KRP jest spetnialny wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy skoriczony podzbiér S jest spetnialny.
DOWOD.

Dowd6d implikacji prostej jest natychmiastowy. Dla dowodu implikacji odwrotnej przypusémy, ze .S nie jest spet-
nialny. Wtedy, na mocy twierdzenia o petnosci metody tablic analitycznych w KRP, istnieje dowdd tablicowy zdania
a A -« ze zbioru zatozen S. Pokazemy, ze pewien skoficzony podzbidr zbioru S nie jest spetnialny.

Rozwazmy systematyczna tablicg analityczng D ze zbioru zatozen S i o korzeniu —(a A —a). Jesli D jest
sprzeczna, to, na mocy twierdzenia 18.4.2., D jest skoiczona. Gdyby D byta nieskoriczona, to zawieralaby gataz
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otwarta. Wtedy, na mocy twierdzenia 18.5.4.1., istniataby struktura 91 taka, ze 9 = (8 dla wszystkich 3 € S, co stoi
w sprzecznosci z zatozona niespetnialnoscia S. Tablica D jest zatem sprzeczna i skoficzona. Istnieje zatem skoniczony
podzbidr zbioru S, powiedzmy Sy ztozony ze zdan wystgpujacych w D. Zbidr Sy nie moze by¢ spetnialny, poniewaz
skoro Sy C S oraz S = a A —a, to Sy |E a A —a. Oczywiscie, nie istnieje model dla o A -, a wige nie istnieje
réwniez model dla Sj.

18.6.3. Twierdzenie Lowenheima-Skolema

TWIERDZENIE 18.6.3.1. Twierdzenie Lowenheima-Skolema.
Jesli przeliczalny zbidr zdan S jezyka KRP jest spetnialny (tj. ma model), to S ma model przeliczalny.
DowOD.

Rozwazmy systematyczng tablicg analityczng D z zatozen S i o korzeniu —(a A —ar) dla dowolnego wybranego
zdania o. Na mocy twierdzenia o trafnos$ci metody tablic analitycznych w KRP, D nie moze by¢ dowodem tablicowym
formuly o A —a (gdyz to oznaczaloby, ze o A —« jest tautologia KRP, co nie jest prawda). Tablica D nie jest zatem
sprzeczna, czyli zawiera gataz otwarta P. Wtedy struktura 9" zdefiniowana w dowodzie twierdzenia 18.5.4.1. jest
modelem zbioru S. Poniewaz istnieje przeliczalnie wiele terméw bazowych jezyka KRP, wigc MY jest przeliczalnym
modelem S.

18.6.4. Twierdzenie Herbranda

Udowodnimy teraz twierdzenie, ktére wzmacnia twierdzenie 18.5.4.1., w tym sensie, ze pozwala przechodzi¢ od
niespelnialno$ci zbioru formutl uniwersalnych (lub nawet formut ze zmiennymi wolnymi) jezyka KRP do niespetnial-
nosci pewnego zbioru formut KRZ.

TWIERDZENIE 18.6.4.1. Twierdzenie Herbranda.

Niech S bedzie zbiorem formut otwartych jezyka KRP. Wtedy zachodzi alternatywa:

e (a) S ma model Herbranda;
e (b) S nie jest spetnialny. W szczegdlnosci, istnieje skoniczenie wiele podstawien (terméw bazowych za zmienne
wolne) formut z S takich, ze koniunkcja formut otrzymanych w wyniku tych podstawien nie jest spetnialna.

Warunek (b) powyzej jest rtéwnowazny warunkowi:

e (c) Istnieje skonczenie wiele podstawien (terméw bazowych za zmienne wolne) negacji formut z S takich, ze
alternatywa formul otrzymanych w wyniku tych podstawiefi jest tautologia KRP. Zauwazmy, ze w tym przy-
padku mozemy tak dobra¢ zmienne zdaniowe (z jezyka KRZ), ze odpowiednia alternatywa tych zmiennych jest
tautologia KRZ.

DowOD.

Niech S’ bedzie zbiorem wszystkich podstawien wszystkich formut z .S, gdzie za poszczeg6lne zmienne formuty
B(z1, ..., x,) podstawiamy dowolne termy bazowe.

Rozwazmy systematyczng tablice analityczna D ze zbioru S i o korzeniu —(a A —«) dla dowolnie wybranego
zdania . Sg dwie mozliwosci:

e (1) Istnieje (by¢ moze nieskoficzona) gataz otwarta P w D.

e (2) D jest skorficzona i sprzeczna.
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W przypadku (1), na mocy twierdzenia 18.5.4.1. otrzymujemy strukturg 9 taka, ze elementami jej uniwersum
sa wszystkie termy bazowe oraz 9t jest modelem Herbranda dla S’. Z definicji S’ oraz z definicji dowodéw tablico-
wych: M |= B(ty, ..., t,) dlakazdej formuty 3(z1, ..., z,) nalezacej do S oraz dla wszystkich terméw bazowych
t1,...,t,. Tak wigc, M |= S.

W przypadku (2), D jest dowodem tablicowym pokazujacym, ze zbiér Sy = {5 € S’ : 3 wystepuje w D} jest
tablicowo sprzeczny, czyli, na mocy twierdzenia o petno$ci metody tablic analitycznych w KRP, nie jest spelnialny.
Ponadto, sam zbiér S nie jest wtedy spetnialny: w dowolnym modelu 90t dla S, dla kazdej formuty B(x1,...,x,)
ze zbioru S, wynik [(t1, . . ., t,) kaZdego zastapienia zmiennych wolnych x4, . . ., x,, dowolnymi termami bazowymi
t1,...,t, powinien spetnia¢ warunek 9 = B(ty,...,t,). Poniewaz Sy nie ma modelu, wigc réwniez S nie ma
modelu. To korniczy dowdd twierdzenia.

Zauwazmy, ze jeSli S nie jest spetnialny (a wigc réwniez nie ma modelu Herbranda), to warunek (b) dostarcza
kontrprzyktadu na spetnialno$¢ S. Tak wigc, mamy do dyspozycji metode pozwalajaca dla dowolnego zbioru for-
mut S: albo skonstruowa¢ model Herbranda dla S albo podaé skoriczony kontrprzyktad, pokazujacy, ze S nie jest
spetnialny.

Zauwazmy takze, ze warunek, iz w twierdzeniu Herbranda rozpatrujemy jedynie formuty otwarte (lub, co na to
samo wychodzi, jedynie formuly uniwersalne) jest istotny. Istnieja mianowicie spelnialne zbiory formut jezyka KRP,
ktére nie maja modelu Herbranda. Oto prosty przyktad. Niech: S = {R(a),dx ~R(x)}. Widaé, ze S jest spetnialny:
wystarczy rozwazyC zbiér dwuelementowy, w ktéorym jednemu elementowi przystuguje wtasno$¢ denotowana przez
R, a drugiemu wtasno$¢ owa nie przystuguje. Jednak S nie ma modelu Herbranda: uniwersum Herbranda dla .S musi
zawieraé term c, ale nie mozna pokazad, ze w uniwersum tym prawdziwe jest zdanie 3z —R(x).

Waznym wnioskiem z twierdzenia Herbranda jest nastgpujace twierdzenie.
TWIERDZENIE 18.6.4.2.

Jesli a(7') jest formuta bez kwantyfikatoréw w jezyku KRP z co najmniej jedna stala indywiduowa, to 37 a(2')
jest tautologia wtedy i tylko wtedy, gdy istnieja termy bazowe %, takie, ze alternatywa a(t_f) V...V a(a) jest
tautologia.

DowOD.

Wyrazenie T oznacza ciag zmiennych wolnych. Podobnie, wyrazenie ¢ oznacza ciag termdéw bazowych.
Zauwazmy, Ze nastepujace warunki sg réwnowazne:

e 37 o) jest tautologia.
e {VZ —a(7)} nie jest spetnialny.

e {—a(7)} nie jest spetnialny.

Na mocy twierdzenia Herbranda, {—~a/(77')} nie jest spetnialny wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje skoriczenie wiele

(ciagéw) terméw bazowych t_; takich, ze alternatywa oz(t_f) V...V a(a) jest tautologia.

Twierdzenie powyzsze mozna réwniez wzmocnié¢ do twierdzenia nastgpujacego.
TWIERDZENIE 18.6.4.3.

Niech « bgdzie zdaniem w prefiksowej postaci normalnej (w jezyku L), a 3 formuta w prefiksowej postaci nor-
malnej réwnowazna inferencyjnie (tablicowo) zdaniu —« oraz niech (z’) bedzie otwarta skolemizacja formuty 3 (w
jezyku L', tworzong wedle E())nstrulgc'i podanej w twierdzeniu 18.6.1.2.). V&tedy o jest taut_o}logiq wtedy i tylko wtedy,
gdy istnieja termy bazowe t1,. .., t, jezyka L’ takie, ze alternatywa —y(t1) V ...V —y(t,) jest tautologia.

DOwWOD.
Na mocy twierdzenia 18.6.4.2., wystarczy pokazaé, ze o jest tautologia wtedy i tylko wtedy, gdy 37 —y(2)
jest tautologia. Mamy: « jest tautologia wtedy i tylko wtedy, gdy {—«} nie jest spetnialny. Z twierdzenia Herbranda,

{-a} jest spetnialny wtedy i tylko wtedy, gdy {7(7")} jest spetnialny. Tak wigc, o jest tautologia wtedy i tylko wtedy,
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gdy {v(7Z)} nie jest spetnialny. Wreszcie, {(Z')} nie jest spetnialny (czyli, co na jedno wychodzi, {VZ ~(7')} nie
jest spetnialny) wtedy i tylko wtedy, gdy 37" —y(7') jest tautologia.

18.6.5. Twierdzenie Churcha

Precyzyjne sformutowanie twierdzenia Churcha wymagatoby wprowadzenia calego szeregu pojec i twierdzefi
zwiazanych z matematyczna reprezentacja pojecia obliczalnosci. Na to w niniejszym elementarzu nie mozemy so-
bie pozwoli¢. W dotychczasowym programie studiéw JEZYKOZNAWSTWA I INFORMACJI NAUKOWEIJ przewiduje
si¢ (na roku trzecim) osobne konwersatorium FUNKCJE REKURENCYJNE, po§wigcone tej problematyce. W planie
studiéw JEZYKOZNAWSTWA I NAUK O INFORMACII przewiduje sig, réwniez na roku trzecim, kurs ALGORYTMY I
OBLICZANIE, gdzie takze planuje si¢ omawianie tej problematyki.

Ograniczymy si¢ w tym miejscu zatem do uwag intuicyjnych. Metoda tablic analitycznych jest jedynie potalgo-
rytmem, tj.

e Jesli o jest tautologia KRP, to isnieje tablicowy dowéd av.

e Jesli « nie jest tautologia KRP, to (systematyczna) tablica analityczna dla o moze zawieraé galaz, ktéra nalezy
przedtuza¢ w nieskoriczono$¢; w konsekwencji, nie mozna w skoriczonej liczbie krokow wykazaé z pomoca
tablic analitycznych, ze dana formutla nie jest tautologia KRP.

Powyzsze ograniczenie nie dotyczy jedynie metody tablic analitycznych. Twierdzenie Churcha stwierdza, ze nie
istnieje metoda algorytmiczna ustalania, czy dowolna formuta o jezyka KRP jest, czy tez nie jest tautologia tego
rachunku.

Nie ma zatem efektywnej metody, tj. wykorzystujacej jedynie z géry okreslone, mechaniczne kroki, ktéra w
skoriczonej liczbie takich krokéw pozwolitaby rozstrzygnaé, dla dowolnej formuly « jezyka KRP, czy « jest, czy tez
nie jest tautologia tego rachunku. Rachunek predykatow jest nierozstrzygalny.

Jak dowiemy si¢ z nastgpnych wykladéw, istnieja metody syntaktyczne (np. metoda aksjomatyczna) takie, ze
ogot tez KRP pokrywa sig ze zbiorem wszystkich tautologii KRP. Nie jest to zadna sprzeczno$¢ z wypowiedzianym
przed chwila twierdzeniem Churcha. W metodzie aksjomatycznej méwimy, ze « jest tezq KRP, gdy istnieje dowod
a z aksjomatéw tego rachunku. I chociaz zbiér aksjomatéw jest obliczalny (efektywnie podany), a takze reguty
wnioskowania sg obliczalne, czego konsekwencja jest to, ze pojecie dowodu réwniez jest obliczalne, to nie istnieje
zadna efektywna metoda ograniczenia ztozonosci (np. dtugosci) dowodu danej tezy. Tak wigc, chociaz wiemy, ze dla
dowolnej formuly « jezyka KRP, Ze:

a jest teza KRP wtedy i tylko wtedy, gdy « jest tautologia KRP,

to nie mozemy z gory okresli¢ dtugosci dowodéw tez KRP. I to wiasnie kryje si¢ za nierozstrzygalnoscia KRP. Wig-
cej na ten temat dowiedza si¢ ci studenci, ktérzy dobrna do trzeciego roku studidéw, od tych wyktadowcéw, ktérzy
momentu tego dozyja. Na razie zyczmy, aby obu stronom udalo si¢ ten program zrealizowac.

18.7. Dodatkowe informacje o TA w KRP

Metode TA, z uwagi na jej trafnos$¢ i petnosé, wykorzysta¢ mozna w dowodach innych jeszcze (niz podane w
18.6.1., 18.6.2., 18.6.3. i 18.6.4.) twierdzen dotyczacych KRP. W niniejszym elementarzu nie mozemy sobie pozwo-
li¢ na omawianie tej problematyki. Ograniczymy si¢ skromnie do uwag o metodzie TA dla KRP z identyczno$cia
(ponizej) oraz KRP z symbolami funkcyjnymi (w wyktadach 24-25).

18.7.1. KRP z identycznoScia

Jesli pracujemy w jezyku KRP z identycznoscia, to identycznos¢ jest traktowana w metodzie TA jako stata lo-
giczna. Trzeba zatem podaé dodatkowe reguly dotyczace tablic atomowych zawierajacych predykat identycznosci.
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Ponadto, twierdzenia o trafnosci oraz o petnosci tablic analitycznych dla jezyka KRP z identycznoscia wymagaja
osobnych dowodow.

18.7.1.1. Definicje

Predykat identycznos$ci traktowany jest w omawianej metodzie jako stata logiczna. Do podanych poprzednio
regul opuszczania statych logicznych dodajemy reguly specyficzne dla predykatu identycznosci. Reguty te biora
pod uwage wlasnosci, ktére — wedle ujecia leibnizjaniskiego — przypisujemy relacji identycznosci. Jest mianowicie
identyczno$¢ relacja réwnowaznosci, czyli jest zwrotna, symetryczna oraz przechodnia. Nadto, przedmioty identyczne
sa nieodrdznialne, ani przez zadna wlasnos¢, ani poprzez pozostawanie w zaleznoSciach z innymi przedmiotami.

Zanim powyzsze intuicyjne sformulowania podamy w ujeciu precyzyjnym, zauwazmy jeszcze, ze bez relacji iden-
tycznosci praktycznie niewyobrazalne jest uprawianie wigkszosci dyscyplin matematycznych — wspélczesne rozu-
mienie pojecia funkcji, jednego z najistotniejszych poje¢ matematycznych, wykorzystuje relacje identycznosci.

Dla predykatu identycznosci tradycyjnie uzywanym symbolem jest = i tradycja ta zostanie w niniejszym skrypcie
uszanowana. To, ze relacje identycznosci oznaczamy tym samym symbolem, nie powinno prowadzi¢ do nieporozu-
mien — z kontekstu zawsze bgdzie jasno wynikac, czy odnosimy sig¢ do predykatu (jezyk), czy do relacji (odniesienie
przedmiotowe jezyka, interpretacje). Tak wigc, identycznos¢ terméw ¢4 oraz ¢, zapisywaé bedziemy formuta: ¢1 = to.
Formul¢ —t; = t5 bedziemy (takze zgodnie z tradycja), zapisywac tez czasem w postaci 1 # to. W podanych nizej
przyktadach termami beda jedynie zmienne i state indywiduowe (nie bedziemy zatem rozwazac terméw ztozonych,
dziatanie metody tablic analitycznych uwzgledniajace termy zlozone oméwione zostanie w dalszych wyktadach).

O predykacie identycznoS$ci zaktada si¢ nastgpujace aksjomaty:

e Vrxr=x
o V.. .V ,Vy1 .. Yy, (1 =1 Ao ANz =yn — f(z1,...,2n) = f(Y1,---,Yn))
o V... Ve ,Vy1 .. Yy, (1 =1 A...ANxp=yp — Px1,...,2,) = Qy1, .-, Yn).

dla wszystkich n-argumentowych symboli funkcyjnych f oraz wszystkich predykatéw n-argumentowych, dla wszyst-
kich n.

Zwrotno$¢ predykatu identycznosci wyraza warunek (1). Wtasnosci: symetrycznosci oraz przechodnio$ci predy-
katu identycznoSci, czyli:

o VaVy (z =y —y=1)
o VaVyVz (x =yAy=2—x=2)
sa konsekwencja powyzszych aksjomatéw.
Trzeba teraz rozszerzy¢ definicjg tablic atomowych oraz tablic analitycznych.

DEFINICJA 18.7.1.1.1. Tablice atomowe w jezyku KRP 7 identycznosciq.

Tablicami atomowymi sa, oprécz wymienionych w definicji 18.3.1.1, réwniez wszystkie drzewa postaci:

(% «

| |
tlztg t2:t1

\ \
altz//t1) altz//t)

gdzie « jest dowolnym zdaniem jezyka KRP z identycznoscia, a ¢ oraz t, dowolnymi termami bazowymi tego jezyka,
oraz gdzie a(te//t1) jest formuty powstajaca z o poprzez zastapienie pewnych wystapieii termu ¢t wystapieniami
termu ¢o.
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DEFINICJA 18.7.1.1.2. Tablice analityczne w jezyku KRP z identycznosciq.
Definicja tablic analitycznych jest taka sama, jak definicja 18.3.1.1., przy czym tablice atomowe sa teraz oczywi-

Scie rozumiane w sensie definicji 18.7.1.1.1.

DEFINICJA 18.7.1.1.2. Tablice sprzeczne.

e Gatlaz P tablicy analitycznej D jest sprzeczna, jesli:

— « oraz ~« wystepuja w P, dla pewnego zdania «, lub

— —(t = t) wystgpuje w P, dla pewnego termu ¢.

e Tablica D jest sprzeczna, jesli kazda gataZ w D jest sprzeczna.

Wszystkie pozostate definicje z czesci 18.3.1. (tablice systematyczne, tablice zakonczone, dowody tablicowe, itd.)
przenosza si¢ automatycznie na przypadek jezyka KRP z identycznoscia.

Pamigtamy, ze dla celéw praktycznych wygodne bylo sformutowanie regut przedtuzania gatezi w konstrukcji
tablicy analitycznej. Reguly dotyczace predykatu identyczno$ci w metodzie tablic analitycznych mozna sprowadzi¢
np. do nastepujacych dwéch:'°

e Jesli t1 oraz ty sa dowolnymi termami, « zawiera jakie§ wystapienia termu ¢1, to gataZ tablicy zawierajaca
formuty « oraz t; = to przedtuzamy dodajac formute a(ta//t1):

Ri2(=) N

|
t1 =t

\
altz//t1)

gdzie a(to//t1) jest formula powstajaca z o poprzez zastapienie pewnych wystapieii termu ¢, wystapieniami
termu 5.

e Jesli t1 oraz to sa dowolnymi termami, o zawiera jakie§ wystapienia termu ¢, to galaz drzewa zawierajaca
formuly « oraz to = t; przedtuzamy dodajac formute a(ta//t1):

Rai(=) N

|
ty =t

|
alta//th)

gdzie a(to//t1) jest formula powstajaca z « poprzez zastapienie pewnych wystapien termu ¢ wystapieniami
termu to.

Umowa notacyjna. Zastosowanie reguty R;;(=) w kroku ™ do formuly o numerze (m) z wykorzystaniem identycz-
nosci terméw ¢, oraz t, wyrazonej w formule o numerze (k) zaznacza¢ bedziemy umieszczonym z prawej strony
formuty o numerze (m) komentarzem: ™""/"" .

W najprostszym przypadku (gdy jezyk nie zawiera symboli funkcyjnych) owo zastgpowanie terméw polega na
zastgpowaniu wystapien jednej stalej indywiduowej wystapieniami innej stalej indywiduowe;j.

19poszczegblne podreczniki stosuja rézne sformutowania regut dla predykatu identycznosci w tej metodzie (a w konsekwencji, takze rézne
sformutowania warunkéw zamykania gatezi w tablicach analitycznych).
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18.7.1.2. Twierdzenie o pelnosci metody tablic analitycznych w jezyku KRP z identycznoScia

Chociaz nie mozemy zagwarantowaé §rodkami czysto syntaktycznymi, ze interpretacja predykatu identycznosci
jest relacja identyczno$ci, to mozemy mimo to zagwarantowaé, ze metoda tablic analitycznych w jezyku KRP z
identycznoScia jest trafna i petna.

DEFINICJA 18.7.1.2.1. Model ilorazowy.

Niech 91 bedzie strukturg otrzymana w twierdzeniu 18.5.4.1. (pomijamy indeks odnoszacy si¢ do galezi, gdyz
nie jest on tu istotny), dla systematycznej tablicy analitycznej D ze zbioru zatozeni S. Przypominamy, ze elementami
uniwersum 9N sa termy bazowe.

Definiujemy relacje = w uniwersum modelu 91:

t; & to wtedy i tylko wtedy, gdy I = t1 = to.
Wtedy 22 jest relacja réwnowazno$ci w uniwersum modelu 90t. Niech [t] oznacza klase réwnowaznosci termu ¢
wzgledem tej relacji. Budujemy model ilorazowy 901/~ w sposéb nastepujacy:
e uniwersum modelu 9/~ to rodzina wszystkich klas réwnowazno$ci relacji &2.
o fMV=(ty],...,[tn]) = [f™(t1,...,tn)]. dla kazdego symbolu funkcyjnego f.
o M/~ = R([t1],...,[tn]) wtedy i tylko wtedy, gdy M = R(t1,...,1t,), dla kazdego predykatu (r6znego od

predykatu identycznosci).

W standardowy sposéb pokazuje sig, ze jest to poprawna definicja, tj., ze nie zalezy ona od wyboru reprezentantow
z poszczegOlnych klas réwnowaznosci ==.

Dalej, pokazuje si¢ przez indukcje (tak samo, jak w dowodzie twierdzenia 18.5.4.1.), Ze model 9%/~ spelnia tezg
twierdzenia 18.5.4.1. Najwazniejsze jest dla nas to, ze interpretacja predykatu identycznosci w modelu 91/~ jest rela-
cja identycznosci (a nie jakakolwiek inna relacja réwnowaznosci spetniajaca aksjomaty identycznosci). Otrzymujemy
wigc nastgpujace twierdzenie, bedace odpowiednikiem twierdzenia 18.5.4.1.

TWIERDZENIE 18.7.1.2.1. Petnosé metody tablic analitycznych w KRP z identycznosciq.
Dla dowolnego zbioru zdan S zawierajacego aksjomaty identycznos$ci zachodzi alternatywa:
e S jest tablicowo sprzeczny.

e Istnieje model dla S, w ktérym predykat identycznosci interpretowany jest jako relacja identycznosci.

Twierdzenie o trafnosci metody tablic analitycznych w KRP z identycznosciq oczywiscie rowniez zachodzi.

18.7.1.3. Przyklady

PrzejdZmy do prezentacji przyktadéw ilustrujacych dzialanie metody tablic analitycznych w KRP z predykatem
identycznosci. Bgda one dotyczyty takich samych zagadnien, jak poprzednio: semantycznej niesprzecznosci, ustalania
tautologicznosci oraz wynikania logicznego.

PRZYKEAD 18.7.1.3.1: OPATRZNOSC BOZA A SKARB PANSTWA

Spdjrzmy na regute wnioskowania, w ktorej wystepuja predykaty dwuargumentowe P i () oraz state indywiduowe
a,bic:

Va (aPx — b= x)
aQc
b#c

—-aPc
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Pokazemy, ze jest to regula niezawodna, tj. ze wniosek wynika logicznie z przestanek. W tym celu wykluczy¢
musimy mozliwos$¢, aby przestanki reguty byly w jakiej$ interpretacji prawdziwe, a jej wniosek w tejze interpretacji
falszywy. A takie wykluczenie, jak pamigtamy, sprowadza si¢ do pokazania, ze przestanki reguly oraz zaprzeczenie
jej wniosku nie sa jednocze$nie prawdziwe w zadnej interpretacji.

Stosowna tablica analityczna, tj. drzewo w ktérego pniu umieszczamy przestanki reguly oraz zaprzeczenie jej
wniosku ma postaé nastgpujaca:

(0.1) Vz (aPz — b= x) 2%
(0.2) a‘Qc

(0.3) b7‘éc
\
(0.4) =—aPc

(1) a‘Pc

—

\
(2) aPc—b=c *

(3;) —aPc (Bp) b=c
\ \

X1,3; X0.3,3p

Wszystkie galezie tej tablicy sa zamknigte, a wigc wniosek reguly wynika logicznie z jej przestanek. Zauwazmy
ponadto, ze:

e do zamknigcia wszystkich galezi drzewa wystarczylo rozwinaé pierwsza przestanke reguly jedynie wzgledem
statej indywiduowej c; stosowanie R(V) wzglgdem a oraz b jest w tym celu zbyteczne;

e przeslanka druga nie byta wykorzystywana dla zamknigcia gatezi drzewa; zatem wniosek reguly wynika logicz-
nie z samych tylko przestanek: pierwszej i trzeciej;

e galaZ prawa zamykamy wykorzystujac fakt, Ze znajduje si¢ na niej formuta o numerze (3,) oraz trzecia z formut
umieszczona w pniu drzewa (ktére sa wzajem sprzeczne);

e nie wykorzystywaliSmy regul odnoszacych si¢ do predykatu identycznosci (nie bylo takiej potrzeby); niniejszy
przyktad miat stuzy¢ jedynie oswajaniu si¢ z identycznoscia;

e wykonanie kroku ' jest redundantne (dla zamykania gatezi drzewa) — formuty o numerach (0.4) oraz (3;)
sa wzajemnie sprzeczne.

Czy z niezawodno$ci powyzszej reguty ktokolwiek mégtby mieé jakikolwiek pozytek? Oczywiscie. Pamigtajmy
jednak, ze poZytek jest pojeciem pozalogicznym i to, co pozyteczne dla jednych, moze by¢ (i czgsto bywa) nie catkiem
pozyteczne dla innych (wspomnijmy np. plagi egipskie lub znane z przypowiesci eksperymenty hydroinzynieryjne z
wodami Morza Czerwonego). A teraz, jak zwykle, co$ dla Humanistek: jedna z (nieskoficzenie wielu!) mozliwych
interpretacji rozwazanych predykatow i statych. Niech np.:

x Py bedzie interpretowane jako x jest odpowiedzialny przed y;

xQy bedzie interpretowane jako x jest na utrzymaniu y;

state indywiduowe a, b oraz ¢ denotuja, odpowiednio, Pana Prezydenta RP, Boga (np. Boga wszystkich chrzescijan)
oraz Skarb Paristwa (Rzeczpospolitej Polskiej).

Wtedy przeprowadzone wedle powyzszej reguly nastepujace wnioskowanie jest dedukcyjne:

Pan Prezydent jest odpowiedzialny jedynie przed Bogiem.

Pan Prezydent pozostaje na utrzymaniu Skarbu Paristwa.

Skarb Paristwa z Bogiem toZsamy nie jest.

A zatem Pan Prezydent przed Skarbem Paristwa nie jest odpowiedzialny.
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Zaniepokojonych podatnikéw sprébujmy pocieszyé (czyzby?): poniewaz druga przestanka nie byta wykorzysty-
wana w zamykaniu gatezi drzewa, wigc mozna ja zastapi¢ np. formula a@b, a wynikanie logiczne i tak bedzie
zachodzi¢. (Cho¢ w rozwazanej dla Humanistek interpretacji zmieni si¢ sponsor Pana Prezydenta.) Mozna ja tez, z
tym samym skutkiem, opuscié. I tak chyba bedzie najlepiej; gdy chodzi o odpowiedzialnosé Pana Prezydenta przed
Bogiem, pieniqdze nie grajq Zadnej roli.

PRZYKEAD 18.7.1.3.2: MALA MASOCHI-HUMANISTKA

Pokazemy, ze réwniez ponizsza reguta wnioskowania jest niezawodna:

Va (Pr — Qa)
Vo (Qx — x =1b)
Vr Pr —a=50

Takze w tym przypadku nie potrzeba stosowaé regut dotyczacych predykatu identycznosci; jest to wige dalszy ciag
ostroznego oswajania si¢ z identyczno$cia. Oto stosowna tablica analityczna:

Vz (Pz — Qa) 2%
Vv (Qw—‘wn:b) 3.%a
—(Vz Pw—‘>a:b) L
(1,) Vo Pg *7¢
(1q) —\a‘:b

(2) PaLQa 5
B) Qa—a=b 6.~

(4) P‘a

(51) —Pa (510) Qa

X4,5;
(6:) =Qa (6p) a=b
\ \

X5p,6; X14,6p

Wszystkie galezie tablicy sa zamknigte, wigc badana reguta jest niezawodna, wniosek wynika logicznie z przesta-
nek.

Te z naszych Czytelniczek, ktére sa Masochi-Humanistkami, uprzejmie zapraszamy do cierpliwego przeszukania
jak najwigkszej liczby mozliwych interpretacji predykatow i statych wystepujacych w powyzszej regule. W przy-
padku, gdyby komus udato si¢ znaleZ¢ interpretacje, w ktérej przestanki reguly beda prawdziwe, a jej wniosek fal-
szywy, zwracamy pieniagdze za zakupienie tego skryptu.

PRZYKEAD 18.7.1.3.3.: SZPIEGOWSKIE PSEUDONIMY
Pokazemy, ze nastgpujace formuty tworza zbidr semantycznie niesprzeczny:

Va (Pr — x = a)
Pb
a=5b

Przypuszczamy zatem, ze podane wyzej formuly sa prawdziwe w co najmniej jednej interpretacji. Przypuszczenie
to zostanie potwierdzone, o ile tablica analityczna, tj. drzewo, w ktérego pniu umieszczamy te formuty bedzie miato
co najmniej jedna gataZ otwarta. Budujemy tablice:
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(0.1) Vo (Pz — @ =a) 7270
(0.2) I‘Db
(0.3) a ! b

(1) Pa—a=a

4.

(2) Pb—b=a 3
(31) —Pb 3p) b=a
><0‘,2,3,
(1) ~pa 2T () @
(5) —Pb °
X(‘).2 5

Tablica ma jedna gataz otwarta i do zadnej z formul na tej gatezi nie mozna juz zastosowaé zadnych regul. Zatem
rozpatrywany zbiér formut jest semantycznie niesprzeczny. Interpretacjami, w ktérych wszystkie rozwazane formuty
sa prawdziwe sa te interpretacje, w ktérych state indywiduowe a oraz b denotuja ten sam obiekt, nalezacy ponadto do
denotacji predykatu P. Co wigcej, denotacja predykatu P ma najwyzej jeden element.

Reguta zwigzana z predykatem identycznosci zostata tu zastosowana w kroku 5 do formuty o numerze (4;); wy-
korzystano mianowicie identyczno§¢ wyrazona w formule atomowej o numerze (3,) dokonujac podstawienia state;
indywiduowej b za stala indywiduowa a.

Zachgcamy Czytelniczki do ubrania w elegancka szate stowng interpretacji predykatu P oraz stalych indywidu-
owych a i b tak, aby rozwazane trzy formuly byly prawdziwe. Moze np. co$ o szpiegach, ukrywajacych si¢ pod
zabawnymi pseudonimami? Powiedzmy, szpieg o ps. Wazelin, petniacy jednoczesnie jedna z najwyzszych, jednooso-
bowo obsadzanych funkcji pafistwowych, a wigc bedacy takze denotacja stosownej innej statej. . .

PRZYKELAD 18.7.1.3.4.: TO, CO TYGRYSY LUBIA NAJBARDZIEJ

Jest cata grupa niezmiernie sympatycznych zadan dotyczacych wtasnosci relacji dwuargumentowych, ktére to za-
dania znakomicie nadaja si¢ na urozmaicenie kazdego sprawdzianu, kolokwium zaliczeniowego badZ nawet egzaminu
koncowego z logiki. Maja one jedna z podanych nizej postaci, z niewyczerpanej listy mozliwosci:

e Czy kazda relacja majaca wlasno$¢ ® jest zawarta w kazdej relacji majacej wtasno$¢ W?

e Czy kazda relacja majaca wlasnos¢ ® jest zawarta w pewnej relacji majacej wlasnos¢ W?

e Czy kazda relacja majaca wlasnos$¢ ® jest roztaczna z kazda relacja majaca wlasnos¢ U?

e Czy kazda relacja majaca wlasno$¢ ® jest roztaczna z pewna relacja majaca wlasnos¢ W?

e Czy kazda relacja majaca wlasno$¢ ® ma tez wlasnos¢ W?

e Czy kazda relacja nie majaca wilasnosci ® ma wtasnos¢ ¥?

e itp.
gdzie ® oraz U sg jakimi$ ze zwykle rozwazanych wtasnosci relacji, typu: zwrotno$é, symetrycznosé, asymetrycz-
nos¢é, spdjnosé, antysymetryczno$¢, przechodniosé, itd. lub polaczeniami tych wiasnosSci (np. czgSciowe lub liniowe
porzadki, réwnowaznosci, podobienistwa lub opozycje, relacje serialne, itp.). Czyz trzeba dodawac, ze sa to ulubione
zestawy egzaminacyjne? Tu ograniczmy si¢ do rozwiazania jednego takiego zagadnienia. Poniewaz rozpatrujemy
wtlasnie rachunek predykatéw z identycznoS$cia, wigc zwrécimy uwage na te wlasnosci relacji, w ktérych sformu-
towaniu predykat ten wystepuje. Jedng z takich wtasnos$ci jest np. antysymetryczno$¢. Pokazemy, ze kazda relacja,

ktéra jest jednoczes$nie symetryczna oraz antysymetryczna jest zawarta w relacji identycznosci. W tym celu wystarczy
pokazaé, ze nastgpujaca reguta wnioskowania jest niezawodna:
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VaVy (zPy — yPzx)
VaVy (xPy A yPz — x = y)
VaVy (zPy — © = y)

Budujemy tablice analityczna, tj. drzewo, w ktérego pniu umieszczamy przestanki oraz zaprzeczenie wniosku
badanej reguty:
VzVy (xPy — yPx) 4%a
VzVy (xPy A yPz — © = y) 6 a

| v
—VaVy (zPy — = = y) 1.Va

(1) ¥y (aPy—a=y) >V
(2) ﬁ(anLa:b) 377
(3g) aPb
(3a) ae‘éb
(4) vy (apyLyp@ 5rb
(5) aPb— bPa 8.~
(6) Yy (aPy/\yPa—"a:y) T

(7) aPbAbPa —a=0b

(8;) —aPb (8p) bPa
X?Jg,sl
91) =(aPbAbPa) 107" (9) a=b
XSL,%
(10;) —aPb (10,) —bPa
><3L,10[ Xsl,mp

Wszystkie galezie tablicy sa zamknigte, a wigc pokazano, co miato zosta¢ pokazane. Zauwazmy, ze nie byto

potrzeby stosowania regut specyficznych dla predykatu identycznosci. Cwiczenie: ktére z mozliwych do wykonania
krokéw zostaly pominigte?

PRZYKEAD 18.7.1.3.5.: WSPOMOZ GREENPEACE

Pokazemy, ze nastgpujaca reguta wnioskowania jest niezawodna:

Jz3y ((Px A Py) A (2Qy V yQx))
Va (Px — —xQx)

JxIy (~x =y A (Px A Py))

Budujemy tablice analityczna, tj. drzewo, w ktérego pniu umieszczamy przestanki reguly oraz zaprzeczenie jej
whniosku:
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323y ((Px A Py) A (2Qy v yQu)) V*
vz (Px _‘> —zQz) °7e
—J2Ty (~z =y /‘\ (Pz A Py)) 5@
(1) 3y ((Pa A Py) , (aQy V yQa)) >
(2) ((Pa A Pb) /‘\ (aQb Vv bQa)) ="
(34) Pa/‘\Pb 4h
(34) aQb\‘/an 1Y
(44) P
(4a) F"b
(5) ~Fy(ra=y A (Pa A Py)) ©7°
(6) —(=a = b/‘\ (Pa A Pb) "

(1)) ——a=0b%"" (7») —'(Pa‘/\Pb)
(8) a:‘b X3g.Tp
\
(9) Pa — —aQa '*

(104) ﬂ‘Pa (10p) —aQa
Xag,10;
(11;) a@b 125/° (11,) bQa 1357
\ \
(12) aQa (13) aQa
\ \
X10p,12 X10p,13

Wszystkie galezie tablicy sa zamknigte, a wigc wniosek reguty wynika logicznie z jej przestanek. Nie istnieje
interpretacja, w ktérej wszystkie przestanki bytyby prawdziwe, a wniosek falszywy — badana reguta wnioskowania
jest niezawodna.

Reguly dotyczace predykatu identycznosci byly tu stosowane w krokach 12 oraz 13. Warto moze zauwazy¢, ze nie
wszystkie mozliwe uzycia regut opuszczania statych logicznych zostaty uzyte — niech é¢wiczeniem dla Czytelniczek
bedzie wskazanie, jakie mianowicie kroki (jako zbedne w procesie zamykania galezi tablicy) zostaly pominigte.

Co ,,méwi” wniosek tej reguly? Stwierdza mianowicie, ze istnieja co najmniej dwa indywidua majace wlasnos¢
wyznaczong przez predykat P. Predykat identycznosci umozliwia zdefiniowanie calego szeregu kwantyfikatorow nu-
merycznych, stwierdzajacych np. istnienie: doktadnie jednego, co najwyzej trzech, co najmniej siedmiu, itp. obiektow.
»Zwykty” kwantyfikator egzystencjalny wyraza, zgodnie z przyjeta konwencja semantyczna, istnienie co najmniej
Jednego obiektu.

Przyklad powyzszy zaczerpnigto z ksigzki Hodgesa Logic, Penguin Books, 1991, str. 235. W oryginale chodzito
o ustalenie, czy nastgpujace wnioskowanie jest dedukcyjne:

Not all the chimpanzees are trying equally hard. No chimpanzee is trying harder than himself. Therefore
there are at least two chimpanzees.

Jak tatwo si¢ domysli¢, mowa tu o interpretacji, w ktérej Pz jest interpretowane jako x is a chimpanzee, za$ xQy
jest interpretowane jako x is trying harder than y. Biedne zwierzaki. Czytelniczki zechca (jeSli napadnie je taka
chetka) zinterpretowaé wystgpujace w powyzszej regule predykaty P oraz () jeszcze jako$ inaczej, np. po Ludzku,
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Humanistycznie. Co powiecie np. o interpretacji: Px — x rzewnie wspomina swoje cztonkostwo w szeregach
Polskiej Zjednoczonej Partii Robotniczej, x(QQy — x jest bardziej pobozny od y?

PRZYKEAD 18.7.1.3.6.: LUSTERECZKO, POWIEDZ. . .
Pokazemy, ze nastgpujaca formuta nie jest tautologia rachunku predykatéw z identyczno$cia:
Pa=Vx (Pr=1z=a)

Budujemy tablice analityczng dla negacji tej formuty:

-(Pa =Vz (Pz =z = a)) 1L7=

(Lig) ‘Ta (1pg) —Pa
(lig) —Va (Pz=x=a) 2V? (1pa) Vz (Pa=z=a) %79
‘ =
(2) ~(Pb=b=a) > (5) Pa=a=a ®"
(315) Pb (8,0) —pp 44 (614) ‘P“ (6pg) TP“
\ pg) _ _
3,,) —b=a ) \ (61a) a=a (6pa) —a=a
(81) ‘ (3pa) b‘:a ‘ ‘
X1pg,6 X6
o (1) —Pa pg:6ig pd
\
><1,g,4

Tablica ma jedna galaZ otwarta i do zadnej formuty na tej galezi nie mozna juz zastosowac zadnych regul. Zatem
formuta umieszczona w jej korzeniu jest prawdziwa w co najmniej jednej interpretacji. Stad, rozwazana na poczatku
tego przyktadu formula jest w tejze interpretacji falszywa, a wigc jako fatszywa w co najmniej jednej interpretacji
nie jest tautologia rachunku predykatéw z identycznoscia. Zauwazmy, ze gataz zawierajaca formule o numerze (6,4)
zamknigto na mocy przyjetej w tym podrozdziale konwencji. Nadto, reguta dotyczaca predykatu identycznosci zasto-
sowana zostata w kroku 47*""". Zwracamy uwage, ze krok ten wykonujemy na otrzymanej w kroku 3~ formule!

Z budowy tego drzewa wida¢, ze implikacja:

Va (Pr =x =a) — Pa

jest tautologia, natomiast implikacja:
Pa — Vx (Px=x =a)

tautologia nie jest. Pytanie skierowane do tych z naszych wiernych Czytelniczek, ktére czytaja teraz tekst ze skupie-
niem, nie fantazjujac na tematy gromko przez Watykan potgpiane, ani nie pozostaja w p6tsnie: dlaczego? Raptownie
obudzonym w tej chwili Czytelniczkom przypominamy, ze wskazéwka do odpowiedzi na to pytanie jest fakt, ze
réwnowazno$¢ dwéch zdan jest semantycznie réwnowazna implikacji prostej i odwrotnej tych zdan.

Przeprosinami za pobudke dla Humanistek sennych i rozmarzonych niech bedzie nastgpujaca, ad hoc wymysSlona
interpretacja predykatu P oraz stalej indywiduowej a:

Pz interpretujemy jako x jest warta grzechu;

stata indywiduowa a denotuje. .. no tak, jest tu pewien problem natury estetycznej; ale niech bedzie — z gustami sig¢
nie dyskutuje — niech a denotuje Miss Podkarpacia 2000.

W tej interpretacji implikacja:
Pa — Vx (Px=x =a)

odczytana moze by¢ np. tak:

Jesli Miss Podkarpacia 2000 jest warta grzechu, to doktadnie tylko ona jest warta grzechu.
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Stuzymy licznymi przyktadami ukazujacymi, iz nastgpnik tej implikacji jest falszywy, cho¢ jej poprzednik po-
zostaje (!) prawdziwy.?® Wierzymy zreszta, ze kazda z naszych uroczych Czytelniczek, od Tatr do Battyku i od
(niedawnej) Freundschaftsgrenze na Odrze do granic wschodnich chwilowo zjednoczonej Europy, sama gotowa jest,
z pomoca zwyktego lustereczka, przekonac si¢ o powyzszym.

18.7.2. KRP z symbolami funkcyjnymi

Doktadniejsze oméwienie dziatania metody TA dla KRP z symbolami funkcyjnymi odktadamy na nieco pdznie;j.
Zajmiemy si¢ tym mianowicie dopiero po wprowadzeniu pojecia unifikacji, co nastapi w wyktadzie poswigconym
konsekwencji rezolucyjnej w KRP. Ponizej podajemy jedynie kilka prostych przyktadéw, w ktérych nie trzeba odwo-
tywaé si¢ do pojecia unifikacji. Niektére dowody zapisywane bgda nie w postaci drzew, ale w postaci tabel, zawiera-
jacych ponumerowane wiersze dowodu oraz stosowne komentarze dowodowe.

PRZYKLAD 18.7.2.1.
Niech f bedzie funkcjaz X wY,niech A CY, B CY oraz A C B. Wtedy:
fHAIC B

Przypominamy (wiadomosci ze szkoty lub z kursu WSTEP DO MATEMATYKI dla studentek pierwszego roku
JiNol), ze stosujemy nastgpujace oznaczenia.
Jeslif: X —Y , ACX,BCY,to:

flA]={yeY: 3z e A f(x) =y}

fUBl={reX: yeBf(x)=y}
Zbiér f[A] nazywamy obrazem zbioru A wzglegdem funkcji f, a f~1[B] przeciwobrazem zbioru B wzglgdem
funkcji f.
Mamy zatem pokazaé, ze jesli f : X — Y oraz AC B C Y, to f~}[A] C f~1[B].
Dla dowodu tej implikacji metoda tablic analitycznych nalezy:

e zapisaé wszystkie zatozenia; w tym przypadku beda to formuly stwierdzajace, ze:

fjestfunkcjaz X wY;

A jest zawarty w Y

B jest zawarty w Y;
— Ajest zawarty w B;

e zapisaé zaprzeczenie tezy, tj. formute:
Ve(Fy (y € ANy = f(z)) =Ty (y € BAy = [f(z)))

e zbudowac tablice analityczna, tj. drzewo, w ktérego pniu umieszczono wszystkie wymienione wyzej formuty.

Jesli tablica analityczna, tj. drzewo zbudowane z powyzszych formul (umieszczonych w jego pniu) bedzie za-
mknigte, to teza zostanie udowodniona.

Tak si¢ akurat sktada, ze do zakorniczenia rozwazanego dowodu (czyli do zamknigcia wszystkich gatezi rozwazanej
tablicy) wystarczy uwzglednienie jedynie dwoch z wymienionych wyzej formut, a mianowicie:

20powtérzmy, modulo gusta. Byé moze, w wydaniach tego skryptu za, powiedzmy, 15 lub 115 lat palonych na grobie piszacego te stowa zyczliwy
wydawca uaktualni wybor denotacji dla tej statej. Moich prochéw to juz nie ucieszy, ale nic-to. Ciekawym problemem pozalogicznym jest, czy
kogokolwiek wtedy bedzie si¢ jeszcze uczy¢ logiki. Czyje bedzie Podkarpacie nie jest — dla mnie — tak ciekawe. Daj¢ wiare Ksigdzu Profesorowi
Jozefowi Tischnerowi, ktéry w jednym ze swych felietonéw pisze: A Bartek Koszarek z Bukowiny, co na Gesiej Syi byt i sytkiego wystuchot, jakimsi
takim wirem porwany, wstol na nogi, przeciagnon sie, coby kosciska wyproscié, i zawnioskowot: ,,Swiat jest boski, a dziewceta nase.” 1 poset dotu
na Mate Ciche.
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Ve (zx€ A— x € B)

Va(Jy (y € Any = f(z)) = Fy (y € BAy = f(2))).

Oto stosowna tablica analityczna:

Vi(zr€A—xzeB)&T?
~Va (3y (ye ANy =fx) — Ty (yeBAry=f(a)) Ve
u)ﬁeyweAAy:fm»TayweBAy:fm»ﬂﬁ*
uaayWGAfy:fw»&”
(%)ﬁimyery:fWD4“
(3) be AAb= f(a)
(4) =(b € BAb= f(a))
(54) be A
(54) b~ fla)
(6) beA—‘>beB7'H

5./

8. 7N

(7)) ~be A (7p) be B

X597

(81) -beB (8;,,) —-b = f(a)
[ \

X7p.8; X54,8p

Zauwazmy, ze do zamknigcia wszystkich galezi tej tablicy nie tylko nie byly potrzebne informacje, ze f jest
funkcja, ale takze reguty dotyczace predykatu identycznosci.

PRZYKEAD 18.7.2.2.
Niech (w jakim$ uniwersum ztozonym ze zbioréw) dane bgda:
e dwuargumentowa funkcja A,
e dwuargumentowa relacja <.
Wartos$¢ funkcji A dla argumentéw z oraz y oznaczaé bedziemy przez x A y.
Zalézmy, ze A i < spelniaja warunki:
e (VaVy Vz(z€x—2z€y) — 1z <Y)

e D)VaVyVz (zeyrz— (x€yNhz € 2)).

Pokazemy, ze wtedy:

(¢) VaVy ((x =z A y) — z <y).

Budujemy tablice analityczna, tj. drzewo, w ktérego pniu umieszczamy warunki (1) i (2) oraz zaprzeczenie wa-
runku (3):
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Va:‘v’y(Vz(zE:C—’Z'Ey)—)x'<y)3'*a

VIVyVZ(IEyAZ—>(.’t€y/\.’EEZ))9’*C

—VaVy ((z =z A y) —z <vy) 1.Va

(1) vy ((a=ady) —a<y) >
(2) ﬂ((a:aAb)La<b)5-“

3) Vy(Vz(zGaLZGy)Ha<y)4'*b

(4) Vz(2€a—2€b) —a<b% "

\
(bg) a=adb

(54) "a <b
(6;) ~Vz (2 €a—z€D) 7.Ve (6p) a‘-<b
\
(7) ~(c€a—ceb)® X54,6p
(8 ) cea 13.5gasb//a
g

|

(84) —c€b

\
(9) VyVz (c€yrz— (cEyYyAcE z)) 10.%a
! .
(10) Vz (c€ahrz— (c€aic€z) P

| -
(11) c€anb— (cEanceb)'?

(12;) mc€anrbd (12,) c€anceb ™’
(13) c:EaAb (144) C‘Ga
X12;,13 (144) c€b
>‘<Sd,l4d

Wszystkie galezie tablicy sa zamknigte, a wigc udowodniliSmy, ze (c) wynika logicznie z (a) oraz (b).
PRZYKLAD 18.7.2.3.
Udowodnimy, ze dla dowolnych funkcji f, g oraz h:

() Vavy ((x =y A fly) = 9(y)) — (h(f(z)) = h(g(y))))-

Oczywiscie, milczaco zakladamy tu, ze dziedziny i przeciwdziedziny rozwazanych funkcji sa dobrze okreslone.
Budujemy tablicg analityczna, tj. drzewo, w ktérego korzeniu umieszczamy zaprzeczenie warunku (%X). Zatoze-
nia, iz f, g oraz h sa funkcjami beda wykorzystywane w regutach identycznosci (podstawiania terméw).
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=Vavy ((z =y A f(y) = 9(y)) — h(f(z)) = h(g(v))) 1Va

\
(1) Yy ((a=yA fly) =9(y)) T h(f(a)) = h(g(v))) 2Vb
(2) =~((a=0bA f(b) = g(b)) T h(f(a)) = h(g(d))) >
(3g) a=b ‘A f(b) = g(b)
(3a) —h(f(a)) = h(g(b))
(49) a :‘ b
\
(4a) f(b) :‘ g(b)
(5) —h(f(a)) = h(g(a)) "8/ (@)//s(=)
\
(6) f(a) \: g(a)
(7) —h(f(a)) T h(f(a))

X7

an

5.4ga//b

6.49a//b

Otrzymujemy drzewo zamknigte, a zatem udowodniliSmy warunek (¥K).
PRZYKLAD 18.7.2.4.: TABLICZKI DODAWANIA I MNOZENIA.

Dodawania i mnozenia liczb naturalnych uczysz si¢ w wieku kilku lat. Chociaz, gdy si¢ chwile zastanowisz, to
by¢ moze dopadnie cig¢ refleksja: skad wlasciwie wiesz, jaki jest wynik wykonywania tych operacji (tj. dodawania i
mnozenia) na liczbach naturalnych? Prawdopodobnie, nauczono cig tabliczek dodawania i mnozenia podobnie jak na-
ucza si¢ wierszykéw, ,,na pamigé”. Stosowano przy tym rézne heurystyki; np. rysunki jabtuszek, kotkéw, monet, itp.
No i teraz umiesz dodawac i mnozyé. Czyzby jednak ta wiedza miata uzasadnienie wytacznie w owych dogmatycz-
nych rysunkach? To temat na zajgcia z filozofii matematyki lub, ogdlniej, z filozofii nauki. Te zajecia dotycza tylko
elementarza logicznego, a wigc nie znajdziesz w nich wyczerpujacej odpowiedzi na tego typu pytania metafizyczne.
Ograniczymy si¢ do stwierdzenia, ze arytmetyke mozna zbudowaé na bazie aksjomatycznej, jako teori¢ pierwszego
rzedu (a wigc teorig¢ w jezyku KRP, z predykatem identycznosci oraz symbolami funkcyjnymi).

Tabliczki dodawania i mnozenia zbudowaé¢ mozna w ARYTMETYCE ROBINSONA. Jest to system aksjomatyczny
w jezyku KRP z identycznoscia oraz nastgpujacymi symbolami funkcyjnymi:

o — jednoargumentowy symbol funkcyjny; wyrazenie o (t), gdzie ¢ jest dowolnym termem, czytamy: nastgpnik t;

@ — dwuargumentowy symbol funkcyjny; wyrazenie @(t1, t2), gdzie ¢y, to sa dowolnymi termami, czytamy: suma
tl i tg;

® — dwuargumentowy symbol funkcyjny; wyrazenie ®(t1,t2), gdzie t1, t2 sa dowolnymi termami, czytamy: ilo-
czyn tyits.
Nadto, w jezyku Arytmetyki Robinsona uzywamy statej indywiduowej O). Jest to symbol, ktéry czytamy: zero.
AKSJOMATY.

Aksjomaty dotyczace jedynie predykatu identycznosci:

Vo (x =x)

VaVy (r =y -y =1x)

VaVyVz (t =y Ay =z2) -z = 2).

Uwaga. Ta grupa aksjomatéw wystgpuje we wszystkich teoriach, w ktérych uzywamy predykatu identycznosci.
Nalezy pamigtaé, ze zawsze z nich korzystamy. Nadto, warto tez pamigtac, ze ani te aksjomaty, ani inne, w ktérych

wystepuje symbol = identyczno$ci nie gwarantuja, ze denotacja tego symbolu jest ,,prawdziwa” réwnoscia =. Dla
petnej poprawnosci, powinni§my uzywac innego symbolu dla predykatu identycznosci w jezyku przedmiotowym (np.:
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=), a innego dla relacji identyczno$ci =. Nie robimy tego, ufajac, iz Czytelniczki sa juz oswojone z r6znica migdzy
jezykiem przedmiotowym i metajezykiem i ze zyczliwie, ze zrozumieniem toleruja tego typu drobne §winstewka
notacyjne.

Aksjomaty identycznosci dla symboli O), o, @ oraz ®:

VaVyVz (z =y — ®(x,2) = ®(y, 2))
VavVyVz (z =y — ®(z,2) = &(2,9))
VaVyVz (z =y — ®(x,2) = ®(y, 2))

( (2,7) = ®(2,9)).

Aksjomaty specyficzne systemu Arytmetyki Robinsona:

A Vavy (x #y — o(x) # a(y))

Ap: ¥z (O # o(2))

AV (z# O — Jy (x=0(y)))

Ay Yz (®(z,Q) = )

As: Vavy (B(x,0(y)) = o(@(z,y)))
Ag: Yz (®(2,0) = O)

Az VaVy (@(z,0(y)) = &(2(z,y), 7))

Modelem zamierzonym dla tych aksjomatéw jest struktura, ktérej uniwersum jest zbiér wszystkich?! liczb natu-
ralnych, a denotacjami poszczegdlnych terminéw pozalogicznych sa:

e symbolu () — liczba zero;
e symbolu o — operacja nastgpnika;
e symbolu & — operacja dodawania;

e symbolu @ — operacja mnozenia.
Co ,,méwig” poszczegolne aksjomaty (o owej interpretacji zamierzonej)? Oto mozliwe odczyty Humanistyczne:

Aj: Rézne liczby naturalne maja rézne nastgpniki.

Ay Zero nie jest nastgpnikiem zadnej liczby.

As: Kazda liczba r6zna od zera jest nastgpnikiem jakiej$ liczby.

Ay4: Wynik dodania zera do dowolnej liczby jest ta liczba.

As: Suma: pierwszej liczby oraz nastepnika drugiej réwna jest nastgpnikowi sumy liczb: pierwszej oraz drugie;j.

Ag: Wynik przemnozenia dowolnej liczby przez zero jest zerem.

217 tylko! Jak jednak wiadomo, nasze zamierzenia moga okazaé si¢ zbyt $miate. Tak jest zaréwno w tym przypadku, jak i w przypadku
Arytmetyki Peana (zobacz nizej).
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Az: Tloczyn: pierwszej liczby oraz nastgpnika drugiej réwny jest sumie: iloczynu liczb pierwszej i drugiej oraz
pierwszej liczby.

Jesli aksjomaty te wydaja ci si¢ oczywiste, to witaj we Wspolnocie Intelektualnej Ludzkosci! Nie sg chyba znani
osobnicy, ktérym zdania te wydawalyby si¢ falszywe, przy podanej powyzej interpretacji zamierzonej. Powstaje
naturalnie pytanie: czy z tych aksjomatéw wynikajg*> DOKLADNIE WSZYSTKIE prawdy arytmetyczne? Odpowiedzi
na to, wydawaloby sig proste, pytanie dostarczaja wazne twierdzenia metalogiczne (o ktérych ustyszysz na roku III, na
wyktadzie dotyczacym Funkcji Rekurencyjnych). Odpowiedz jest negatywna; chociaz kazde zdanie wyprowadzalne z
aksjomatow jest prawdziwe w zamierzonej interpretacji, to jednak nie wszystkie zdania prawdziwe w tej interpretacji
sa wyprowadzalne z aksjomatow. Ma to tez zwiazek z nierozstrzygalnosciq KRP.

Pierwsze trzy z powyzszych aksjomatdw majg gwarantowad, ze uniwersum interpretacji zamierzonej jest popraw-
nie utworzong kolejka: na poczatku jest zero, potem nastepnik zera (czyli jedynka), potem nastgpnik nastgpnika zera
(czyli nastepnik jedynki, a wigc dwdjka), i tak dalej. Za kazda liczba naturalng jest doktadnie jedna liczba wigksza od
niej o jeden, a od kazdej liczby naturalnej jest tylko skoriczenie®® wiele , krokéw wstecz”, do zera.

Aksjomaty A4 oraz Aj charakteryzuja dodawanie, natomiast Ag oraz A7 ustalaja wtasno$ci mnozenia. Nie oba-
wiaj si¢: w charakterystykach tych nie popetnia si¢ btednego kota, sa to poprawne charakterystyki tych operacji.

Pokazemy teraz, jak uzyskiwaé¢ dowody prostych prawd arytmetycznych przy uzyciu metody tablic analitycznych.

Oto dowdd, iz ®(c(c(D)), o(c(Q))) = (o (a(c(D)))), czyli ze dwa i dwa jest cztery:

L. |V & (z,Q)==x aksjomat Ay

2. | VaVy @ (z,0(y)) = o(®(x,y)) aksjomat A5

3. | 2(B(a(c(D)),c(c(D))) =a(a(a(c(O))))) zatozenie dowodu nie wprost

4. | ®(c(c(0)),O) = a(a(O)) reguta R(V) dla termu o (o () w Ay
5. [V & (0(0(0)),0) = 0 (@EE(0))5) | regula R(Y) dla termu o(a(0)) w 4s
6. | ®(a(c(0)),0(Q)) =a(@®(c(c(O)),O)) reguta R(V) dla termu O w 5.

7 5(0(0(0)), o(0(0)) = 0(@(0(7(0)), 7(0))) | reguta R(Y) dla termu o(0) w .

8. | ®(c(c(0)),a(c(Q))) =a(@(c(c(0)),D)) 6. 17., reguty dla identycznosci

9. | ®&(c(c(0)),o(a(Q))) =0a(a(a(a(D)))) 4.18., reguty dla identycznosci
10. | X3 SPRZECZNOSC: 3,9.

W Arytmetyce Robinsona tatwo dowodzi si¢ wszelakich konkretnych faktéw arytmetycznych, np.: O # o(Q),
a(Q) # o(a(Q)), itp. Natomiast nie sa w niej dowodliwe liczne zdania generalnie skwantyfikowane, jak np.
Va (z # o(x)). Przyktadowe dowody zdan tego drugiego rodzaju podamy za chwilg, omawiajac aksjomatyke Aryt-
metyki Peana.

Pokazmy jeszcze jeden dowdd w Arytmetyce Robinsona: udowodnimy mianowicie, ze z aksjomatéw A; oraz Ao
wynika logicznie nieréwnos$¢ o(()) # o(o(Q)), tj. iz jeden jest rézne od dwa. Budujemy tablicg analityczna, tj.
drzewo, w ktérego pniu umieszczamy A; oraz As, a takze ~o () # o(a(Q)).

(0.1) Vavy (z #y — o(x) # o(y)) 27O
(0.2) V& O # o(x) 7O
(0.3) =o(O) ;:é 7(a(0))
1 O T 7(O)
(2) Yy (O #y n o(Q) # a(y)) 7@
(3) O#0(0) = a(O) #o(e(O)*

(4) -O #‘ a(O) (4p) o(O) 7‘6 o(a(O))

X1,4; X0.3,4p

22Przy interpretacji symbolu = jako relacji identycznosci.
B Uwaga: pojecia skoriczonosci nie mozna wyrazié w jezyku pierwszego rzedu; ten intuicyjny komentarz czyniony jest w metajezyku.
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Wszystkie galezie tablicy sa zamknigte. WykluczyliSmy zatem mozliwos¢, by A; oraz As byly prawdziwe i
jednoczesnie nieréwnosé o () # o(o(())) byla fatszywa. Tak wigc, o(()) # o(a(())) wynika logicznie z A; oraz
As.

Rozszerzymy teraz system arytmetyki Robinsona poprzez dodanie do jego aksjomatéw schematu aksjomatéw,
zwanego zasadq indukcji. Otrzymany w ten sposéb system nazywa si¢ ARYTMETYKA PEANA.

State pozalogiczne Arytmetyki Peana s takie same, jak w Arytmetyce Robinsona:

o — jednoargumentowy symbol funkcyjny; wyrazenie o (t), gdzie ¢ jest dowolnym termem, czytamy: nastepnik t;

@ — dwuargumentowy symbol funkcyjny; wyrazenie ®(t1,t2), gdzie t1, t2 sa dowolnymi termami, czytamy: suma
tl i tz;

® — dwuargumentowy symbol funkcyjny; wyrazenie ® (i1, t2), gdzie t1, t2 sa dowolnymi termami, czytamy: iloczyn
11 i to;

(O — stata indywiduowa; symbol O) czytamy: zero.

AKSJOMATYKA ARYTMETYKI PEANA:
Aksjomaty identycznosci dla symboli O, o, @ oraz ® sa takie same, jak w Arytmetyce Robinsona.

Aksjomaty specyficzne Arytmetyki Peana:

Py Vavy (x4 y — o(@) £ o(y)

Py: Vo (O # o(a))

Ps:Vz (®(z,O) = x)

Py: Vavy (&(,0(y) = o(@(,1))

Py: Ve (8(2,0) = O)

Py: Yy (. 0(y)) = (@(, ), 7))

Pr: (A(O) AVa (A(z) — A(o(x)))) — Vo A(x)

(dla dowolnej formuty A, o jednej zmiennej wolnej, jezyka Arytmetyki Peana).

P7 nie jest jednym aksjomatem, lecz schematem (przeliczalnie wielu) aksjomatéw. P; nazywamy zasadq indukcji.
Pokazemy, jak z zasady indukcji wywies¢ jeden z aksjomatéw arytmetyki Robinsona, a mianowicie aksjomat:

As: Vo (z#O — Jy (z=0(y))).

Niech F(x) bedzie formuta z # O — Jy (z = o(y)).
Schemat indukcji zastosowany do formuty F'(z) ma postac:

(F(O) AV (F(z) = F(o(x))) =)V F(z).

Aby wykazaé, ze A3 wynika logicznie z aksjomatu indukcji wystarczy wykluczy¢, ze jednoczes$nie:

e aksjomat indukcji (dla formuty F'(z)) jest prawdziwy;

e aksjomat Ag jest fatszywy.
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Trzeba wigc pokazac, ze tablica analityczna, tj. drzewo, w ktérego pniu umieszczamy aksjomat indukcji oraz
zaprzeczenie aksjomatu A3 ma wszystkie gatezie zamknigte.
Budujemy drzewo:

(0.1) F(O)AVz (F(z) — F(o(x))) — Vz F(x) LT

(0.2) —Vz }’(I)

(1) ~(F(Q) AVz (F(z) — F(o(x)))) 2.7/ (1p) Vz ‘F(I)
X0.2,1p
() ~FO) > (29) ¥z (F(z) — Fo(@)
\
35) O 7o @) ~(F(a) = F(o(a) *
(34) =3y O = o(y) 50) Fla
X\Sg \ -

(54) ~F(o(a)) ®

(6y) o) %O

(64) —3y a((‘o:a(y)
(1) o(a) % o(a)

X7

Wszystkie gatezie tablicy s zamknigte. Tak wigc, pokazaliSmy, ze A3 wynika logicznie z aksjomatu indukcji.
Rozwazmy nastgpujaca regute wnioskowania:
AO)

Vo A(z)
Jz (A(z) A —A(o(x)))

gdzie A(x) jest dowolng formulg jezyka Arytmetyki Peana z jedng zmienna wolna. Nazwiemy ja regulq indukcji
matematycznej (w skrocie: RIM).

Jesli do aksjomatéw P;—Fs dotaczyé regute RIM, to mozna udowodni¢ — co samo w sobie nie jest zaskakujace
— zasade indukcji P;. W tym celu wystarczy dowiesé, ze z przestanek A((Q) oraz Vz (A(x) — A(o(x))) wynika
logicznie wniosek Va A(x), dla dowolnej formulty A(z) jezyka Arytmetyki Peana z jedng zmienng wolna. Budujemy
wigc tablice analityczna, tj. drzewo, w ktérego pniu umieszczamy powyzsze przestanki oraz zaprzeczony wniosek:

(0.1) a0 M
(0.2) Va (A(z) — A(o(z))) >7¢
(0.3) —Vz A(z)
(1) 3z (A(z) /‘\ —A(o(z))) Ve
(2) A(a) A —A(o(a)) "
(3) A(a) — A(o(a)) 7

\
(49) A(‘a)
(4a) —A(o(a))

1 RIM

(51) w“l(a) (5») A(t‘f(a))

Xag.5 X44,5p
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Formuta o numerze (1) jest tu wnioskiem z przestanek o numerach (0.1) oraz (0.3) wedle reguty RIM.
Wszystkie galezie tablicy sa zamknigte, a zatem udowodniliSmy, ze zasada indukcji P; moze zostaé wyprowadzona
z reguty indukcji RIM.

Rozwazmy jeszcze jedno zastosowanie reguty indukcji RIM. Jak juz wspomniano, w Arytmetyce Robinsona nie
mozna udowodnié, ze Vo x # o(x). Pokazemy, ze zdanie to mozna udowodnié z aksjomatéw A; oraz As Arytmetyki
Robinsona oraz reguty RIM. Budujemy tablicg analityczna, tj. drzewo, w ktérego pniu umieszczamy A, Ao oraz
—Vz x # o(z). Formulg A(y), ktéra wystapi w przestankach reguty RIM jest formuta Vz (y # o(z)).

Vavy (z # y n o) #a(y)* "

¥ O # o)

-z z # o(x)

(1) 3z (2 # o) A ~(o(x) # o(o(@)) >V*
(2) a#o(a) 8 ~(0(a) # o(o(a))) >

(3) Yy (a#y— o(a) #a(y) 7
(4) a# o(a) ! o(a) # o(a(a) &
(59) a % o(a)
(50) —o(a) # o(o(a))

1 RIM

1. RIM

(61) —a 7‘5 o(a) (6p) o(a) ;‘ﬁ o(o(a))

X54,6; X54,6p

Wszystkie galezie tablicy sa zamkniete, a zatem z A, oraz As wynika logicznie wniosek Va = # o(x).
PRZYKEAD 18.7.2.5.: GRUPY.

Lubisz tainczy¢, prawda? Przypusémy wigc, Ze stajesz na parkiecie (niewazne: trzezwa, czy nie), wykonujesz
ulubiony taniec i wracasz do baru. Czy jeste§ pewna, ze nadal jeste$ ta samg osoba? Poniewaz abstrahujemy od
twojego zespotu przekonan (osadow, emocji, itp.), wigc zadamy nieco inne pytanie: czy jesteS pewna, ze do baru
wrdcilo to samo ciato, ten sam, za przeproszeniem, obiekt fizyczny? Zakladamy dodatkowo, ze w trakcie tarica nie
ulegtas rozerwaniu (czyli, ze wracasz do baru w jednym kawatku), nie rozciagnetas si¢ ani nie skurczytas oraz ze nie
uczyniono w tobie zadnych dodatkowych otworéw.?*

Pytanie nasze sprowadza si¢ do tego, czy ruchy podczas tafica pozostawia taka, za przeproszeniem, bryle, jaka
jestes, niezmieniong. Jeszcze jedno zalozenie, ktére by¢é moze wyda ci si¢ nietrafne, ale ktére w istocie jest niewinne:
zaktadamy, ze w taricu jestes bryla sztywna.?

Zgodzisz sig, ze przy tych zalozeniach taniec sprowadza si¢ do przesunigé oraz obrotéw bryt sztywnych. A stad
juz niewielki (taneczny) krok w kierunku TEORIT GRUP.

X K ok

Aksjomaty teorii grup mozna sformutowaé w réznych jezykach, tzn. mozna na rézne sposoby dobraé zestaw
stalych pozalogicznych. Podamy trzy takie mozliwosci.

TEORIA GRUP: PIERWSZA AKSJOMATYKA.

Jezyk teorii grup jest w tym przypadku jezykiem KRP z identycznoS$cia oraz:

e jednym dwuargumentowym symbolem funkcyjnym L], nazywajacym dziatanie w grupie.

24 Ani nie zatkano juz istniejacych. Upraszam, aby tych zatozefi nie traktowaé jako obscenicznych: to sa zwykte warunki natury topologiczne;.
25 Niewinnosé tego zatozenia polega na tym, ze nawet jesli w taicu dziko podrygujesz i wykrecasz si¢ na wszelakie sposoby, to jednak pozostajesz
sumgq bryt sztywnych.
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AKSJOMATY:

Aksjomaty identycznosci dla symbolu [, czyli formuty:

VavyVz (z =y — O(z, 2) = O(y, 2))
VaVyVz (z =y — U(z,2) = B(z,y)).

Aksjomaty specyficzne teorii grup:

G%: VaVy (D('T7 E](y’ Z)) = D(D(J},y), Z))
Gi: Vavy3z ((z, 2) = y)
Gi: Vavy3z (B(z,7) = y).

Warunek przemiennosci dziatania [, tj.:
(4) Vavy (L(z,y) = By, z))

nie jest logiczng konsekwencja aksjomatéw teorii grup. Te uktady postaci (G, [ ), dla ktérych G jest dowolnym zbio-
rem, a [ dziataniem w zbiorze G takim, ze zachodzg aksjomaty teorii grup oraz warunek (A) nazywamy grupami
przemiennymi (albo abelowymi).

Jako éwiczenie proponujemy probe wykazania, ze istotnie warunek (A) nie wynika logicznie z aksjomatéw teorii
grup. Wskazéwka: budujemy tablice analityczna, tj. drzewo, w ktérego pniu umieszczamy aksjomaty G1, G2, G3
oraz negacje warunku (A). Gdyby ta tablica okazata si¢ zamknigta, to (A) byloby logiczna konsekwencja G1, G?
oraz G.

TEORIA GRUP: DRUGA AKSJIOMATYKA.

W tym przypadku uzywany jezyk to jezyk KRP z identycznoscia oraz:

e jednym dwuargumentowym symbolem funkcyjnym [, nazywajacym dziatanie w grupie;

e jedng stala indywiduowa € nazywajaca element neutralny (wzglegdem dziatania) w grupie.

AKSJOMATY TEORII GRUP W TYM JEZYKU:

Aksjomaty identycznosci dla symboli [ oraz ¢ sa takie same, jak w poprzednim przypadku:

VaVyVz (z =y — O(z, 2) = B(y, 2))
VaVyVz (z =y — U(z,2) = B(z,y)).

Aksjomaty specyficzne:

G?: Vavy O (z,H0(y, 2)) = O(E(x,y), 2)
G3: Vx (O(z,¢) = x)

(

G3: Vx (B(e,x) = x)
G%: VaTy (
(

G2: VaJy
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Dowdd jedynosci elementu neutralnego, tj. zdania:

(G2) Vz(Vx (O(z,2) =2 AQ(z,2) =) — € = 2).

1. | Ve (H(z,e) = ) aksjomat G2
2. | Vo (@(e,z) = 7) aksjomat G2
3. | Vz(Vz (D(z,2) =2 AD(z,7) = x) — ¢ = 2) | negacja G2 (zalozenie
dowodu nie wprost)
4. | =(Vz (L(z,a) =z Ad(a,z) =2) e =a) R(—V), 3
5. | Vo ((z,a) = 2 AB(a,x) = x) R(——),4
5q- | "eE=a
6. | D(a,e) =a R(Y) dlaa, 1
7. | g, a) =a R(V)dlaa,?2
8. | U(g,a) =e A(a,e) =¢ R(V)dlaeg, 5,
9y. | B(e,a) =¢ R(N), 8
9q. | D(a,e) =«
10. | e=a R(=),94,7
11. | xs5,,10 SPRZECZNOSC: 54, 10.

TEORIA GRUP: TRZECIA AKSJOMATYKA.

W tym przypadku uzywany jezyk to jezyk KRP z identycznoScia oraz:

e jednym dwuargumentowym symbolem funkcyjnym L], nazywajacym dziafanie w grupie;
e jedna stala indywiduowa ¢ nazywajaca element neutralny (wzgledem dziatania) w grupie;
e jednym jednoargumentowym symbolem funkcyjnym © nazywajacym element odwrotny (wzgledem swojego
argumentu).
AKSJOMATY:

Aksjomaty identycznosci dla symboli [, © oraz ¢:

VaVyVz (z =y — O(x, 2) = H(y, 2))
VaVyVz (z =y — B(z,z) = B(z,y))

VaVy (z =y — ©(z) = ©(y)).
Aksjomaty specyficzne:

GY: VayVz (O(z,D(y, 2)) = O(0(2,y), 2))
G3: Yz (D(z,e) = z)
G3: Vz (O(z, ©()) = €).

Dowdéd prawa skracania, tj. zdania:

(GD) Vavyvz (D(z,2) = By, 2) — = =y).
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1. | Vavyvz (D(x,0(y, 2)) = O(E(x, y), 2)) aksjomat G5
2. | Vo (B(x,e) = x) aksjomat G5
3. | Vo (O(x,0(z)) =¢) aksjomat G5
4. | VavVyVz (O(z, z) =BO(y,2) = v =1y) negacja G5 (zatozenie
dowodu nie wprost)
5. | =VyVz (D(a1,2) =y, 2) — a1 = y) R(=V)dlaay, 4
6. | =Vz (B(a1, 2) = O(as, z) — a1 = as) R(—V) dlaag, 5
7. | 7(E(a1,a3) = BO(ag, a3z) — a1 = az) R(=V) dlaas, 6
89. D(al,ag) = D(ag,ag) R(ﬁ —>)’7
Sd. ay 75 ag
9. | Yy¥z (B(a1,B(y, 2)) = B(B(a1,y), 2)) R(Y) dlaay, 1
10. | Vz O (a1,0(as, 2)) = L(H(a1, as), 2) R(V) dla as, 9
11. | B(a1,E(as, ®(as))) = EB(B(a1, as), ®(as)) | R(V) dla®(ag), 10
12. | B(a1, (a3, ©(a3))) = U(H(az, a3),@(az)) | R(=) 11,8,
13. | YyVz ((az, H(y, 2)) = B(E(az, y), 2)) R(V) dlaag, 1
14. | Vz ((a2,H(as, 2)) = H(E(ag, as), ) R(Y)) dlaas, 13
15. D(ag,D(ag,@(ag))) H(E (ag,a3),©(a3)) R(V) dla @(a;;), 14
16. | H(as,®@(a3)) =¢ R(Y) dlaag, 3
17. D(al,D(as,@(%))) = D(ag,E(ag,@(ag))) R(Z) 12,15
18. | O(a1,¢) = O(az, €) R(=), 16,17
19. | H(ag, &) = as R(V) dlaay, 2
20. D(ag, 6) = as R(V) dla as, 2
21. | a; = (ag,¢) R(=), 19,18
92. | a1 = az R(=), 20,21
23. | Xg,.22 SPRZECZNOSC: 8,4, 22.
Dowdd zdania:
(G2) Va (O(x,e) = O(e, )
1. | VaVyVz ((z,H(y, 2)) = B(E(z,v), 2)) aksjomat G
2. | Vo (O(x,¢e) = 2) aksjomat G
3. | Vo (B(z,0(x)) =¢) aksjomat G5
4. | VavyVz (O(z, 2) = Dy, 2) — 2 = y) twierdzenie G
5. | =V (H(z,e) = B(e, x)) negacja G (zatozenie
dowodu nie wprost)
6. | (a,e) # (g, a) R(V)dlaa,5
7. | YyVz (B(e, Oy, 2)) = B(E(e, ), 2)) R(Y)dlae,
8. | Vz (B(e,E(a, 2)) =L(H(g,a), 2)) R(V)dlaa,7
9. | BO(e,U(a,®(a))) =0(E(e,a),®(a)) R(V) dla ®(a), 8
10. | B(a,®(a)) =¢ R(V)dlaa,3
11. | B(g,e) =¢ R(V)dlaeg, 2
12. | H(e,e) = BO(H(g,a), ®(a)) R(=),9,10
13. | e = H(E(e, a),®(a)) R(=),11, 12
14. | H(a,®(a)) = O(H(e, a), ®(a)) R(=), 10, 13
15. | VyVz ((a,2z) = E(y,2) —a=y R(V))dlaa,4
16. | Vz ((a, z) = L(E(e, a), z) — a = (e, a)) R(Y) dlald(e,a), 15
17. | H(a,®(a)) = 0(H(e,a),@(a)) — a =(e,a) | R(V)dla®(a), 16
18;. | H(a,®(a)) # L(H(e, a), ®(a)) R(—), 17
18;.1. | X148, SPRZECZNOSC: 14, 18;.
18,. | a =0(e,a) R(—), 17
18,.1. | K(a,e) =a R(V)dlaa,?2
13,2. | C(a,e) = C(e, a) R(=).18,., 18, 1.
18,.3. | Xg,18,.2. SPRZECZNOSC: 6,18,.2.
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Dowdd zdania:
(GY) vYyVo (D(z,y) =2 —y =¢).

L. | Vo (B(z,e) = x) aksjomat G
.| Vx (B(z,e) = O(e, 7)) twierdzenie G
3. | -VyVz (O(z,y) =z — y =¢) | negacja G§ (zalozenie
dowodu nie wprost)
4. | =Vz ((z,a) =2 — a=¢) R(Y)dlaa,3
5. | Vo O (z,a) =2 R(——),4
9d. | a 75 9
6. | O(e,a) =¢ R(V)dlaeg, 5,
7. | U(a,e) =U(e,a) R(V)dlaa,?2
8. | L(a,e) =¢ R(=),6,7
9. | D(a,e) =a R(Y) dlaa, 1
10. |a=¢ R(=),89
11. | xs5,,10 SPRZECZNOSC: 54, 10.

Przyklady grup.

e Zbidr liczb catkowitych z dziataniem dodawania oraz zerem jako elementem neutralnym tworzy grupe.

e Zbidr liczb rzeczywistych réznych od zera z dziataniem mnozenia oraz jedynka jako elementem neutralnym
tworzy grupe.

e Zbidr wszystkich wzajemnie jednoznacznych odwzorowan danego zbioru na siebie tworzy grupg. Dziataniem
jest tu ztozenie funkcji, a elementem neutralnym funkcja identycznosciowa.
PRZYKLAD 18.7.2.6.: ALGEBRY BOOLE’A.
Znajdowanie analogii miedzy réznymi twierdzeniami to szczeg6lna umiejetno$é.?® Mozesz posiasé te umiejetnosé,
nawet na (stosunkowo niskim) poziomie elementarza logicznego. Z pewnoscia zauwazylas, ze jest odpowiednios¢
miedzy pewnymi prawami KRZ a niektérymi prawami rachunku zbioréw.

Podobnie jak w przypadku teorii grup, réwniez dla teorii algebr Boole’a poda¢ mozna rézne (réwnowazne) aksjo-
matyki. Ograniczymy si¢ do dwdch aksjomatyk oraz jednej definicji algebr Boole’a (przez czgsciowe porzadki).

TEORIA ALGEBR BOOLE’A: PIERWSZA AKSIOMATYKA.

Jezyk teorii algebr Boole’a jest jezykiem KRP z identycznoScia oraz:

e symbolem funkcyjnym dwuargumentowym H, nazywajaca kres gorny (swoich argumentéw);
e symbolem funkcyjnym dwuargumentowym X, nazywajaca kres dolny (swoich argumentow);

e symbolem funkcyjnym jednoargumentowym H, nazywajaca dopetnienie (swojego argumentu);

AKSJOMATY:

Aksjomaty identycznosci dla symboli B, X, H, V oraz A:

VaVyVz (xr =y — B(z, 2) = B(y, 2))
VavyVz (z =y — K(z, 2) = K(y, 2))

26Jeszcze ciekawsza jest umiejetnosé znajdowania analogii migdzy réznymi analogiami, jak twierdza matematycy.
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VaVyVz (x =y — B(z,z
VaVyVz (r =y — K(z,z
VaVy (z =y — B(x) = B(y)).

Aksjomaty specyficzne teorii algebr Boole’a:
Bi: VaVy (B(x,y)
Y

( B(y, z))
Bi: Vavy (X(x,vy)
(

X(y, )
(y,2)) = B(B(2,y),2))

~—

Bi: Vavyvz (B(z,
Bl: Vavyvz (X(z,
B3: Vavy (B(X(z,y),y) =y)
Bi: Vavy (R(B(z,y),y) = y)
B} Vavyvz (B(z,

Bi: Vavyvz (R(z,
Bg: Vavy (B(X(z,8(x)),y) =)

Prostymi konsekwencjami tych aksjomatéw sa np.:

o Vz (H(x,z) =)
o Vz (K(x,z) =)
o VaVy ((H(z,y) = B(z,B(x)) AW(z,y) = W(z,K(z))) — y =B(z)).

Niech ich wyprowadzenia beda ¢wiczeniem dla czytelniczek. Jako wskazéwke podajemy ciag rownosci dla pierw-
szych dwéch rozwazanych wyzej przypadkow:

€T = Bﬂ(m,@(m,y)) = @(EE(.%‘,.’L‘),EH(,T,y)) = EE‘(&('%EE(mvy))a @(m,EEl(a:,y))) = EE(.’L‘,LL‘)

v =N(z,B(z,y)) = Bz, z),®(z,y)) = KBz, W(z,y)), Bz, W(z, y))) = W(z, ).

TEORIA ALGEBR BOOLE’A: DRUGA AKSJOMATYKA.

Jezyk teorii algebr Boole’a jest jezykiem KRP z identycznoscia oraz:

e symbolem funkcyjnym dwuargumentowym H, nazywajaca kres gdrny (swoich argumentéw);

symbolem funkcyjnym dwuargumentowym X, nazywajaca kres dolny (swoich argumentéw);

symbolem funkcyjnym jednoargumentowym H, nazywajaca dopetnienie (swojego argumentu);

stata indywiduowa V, nazywajaca jedynke (element najwigkszy) algebry;

stata indywiduowa A, nazywajaca zero (element najmniejszy) algebry.
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AKSJOMATY:

Aksjomaty identycznosci dla symboli H, X, B, v oraz A:

VaVyVz (z =y — B(z, 2) = B(y, 2))
VaVyVz (z =y — B(, 2) = K(y, 2))
VaVyVz (z = y — B(z,2) = B(z, y))
VaVyVz (z = y — B(z,2) = (2, y))

Uwaga. Naprawde potrzebne sa tylko dwa pierwsze z tych aksjomatéw. Pozostale mozna wyprowadzi¢ z innych
aksjomatow teorii algebr Boole’a.

Aksjomaty specyficzne teorii algebr Boole’a:

Bi:
B3:
Bs:
Bs:
B3:
BS:
B3:
BS:

Ve (B(z, 8) = @)

Ve (R(z, V) = z)

Ve (B(z,B(z)) = V)

Ve (R(z, B(z)) =2)

VaVy (B(z,y) = B(y, z))

Vavy (M(z,y) = ®(y, z))

VavyVz (B(z, R(y, 2)) = R(B(z, y), Bz, 2)))
VaVyVz (K(z,B(y, 2)) = B(X(x,y), X(z, 2)))

DEFINICJA ALGEBR BOOLE’A PRZEZ CZESCIOWE PORZADKI.

Niech U bedzie dowolnym zbiorem uporzadkowanym czgsciowo przez relacje <. Przypominamy, ze dla dowol-
nego zbioru A C U:

element a € A nazywamy elementem maksymalnym w A, jeSli zachodzi implikacja:

Ve ((z€eanx<a)—x=a);

element @ € A nazywamy elementem minimalnym w A, jesli zachodzi implikacja:

Ve ((z€eana<z)—x=a)

element a € A nazywamy elementem najwigkszym w A, jesli x < a dla wszystkich z € A;
element a € A nazywamy elementem najmniejszym w A, jesli a < x dla wszystkich = € A;
element a € U jest kresem gdrnym zbioru A, jesli x < a dla wszystkich x € A,

element a € U jest kresem dolnym zbioru A, jesli a < x dla wszystkich x € A;

element a € U jest najmniejszym kresem gérnym zbioru A, jesli a jest elementem najmniejszym zbioru wszyst-
kich kres6w gérnych zbioru A;

element a € U jest najwigkszym kresem dolnym zbioru A, jesli a jest elementem najwigkszym zbioru wszystkich
kres6w dolnych zbioru A.
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Moéwimy, ze (U, <) jest kratq, jesli dla dowolnych elementéw =,y € U istnieja: najmniejszy kres gérny oraz
najwigkszy kres dolny zbioru {z,y}. Poniewaz elementy te sa wyznaczone jednoznacznie, wigc mozemy przyjac
oznaczenia:

e X(z,y) — dla najwigkszego kresu dolnego zbioru {z, y};

e H(z,y) — dla najmniejszego kresu gérnego zbioru {z, y}.
Krata (U, <) jest dystrybutywna, jesli dla dowolnych z,y, z € U zachodza warunki:

o VaVyvz B (z,K(y, 2)) = K(H(z, y), B(z, 2))

o VaVyvz W (z,H(y, 2)) = BM(z, y), W(z, 2)).

Krate dystrybutywna (U, <) nazywamy algebrq Boole’a, jesli dla dowolnego elementu z € U istnieje jego dopet-
nienie, tj. element H(x) spetniajacy warunki:

o vavy B (M(z,B(z)),y) =y

o VzVy X (B(z,B(2)),y) = .

Z kazdego z podanych wyzej ukladéw aksjomatow dla teorii algebr Boole’a mozna wywies¢ wszystkie warunki

charakteryzujace algebry Boole’a jako okreslone przed chwilg struktury uporzadkowane, a takze na odwr6t: z charak-
terystyki porzadkowej algebr Boole’a mozna wyprowadzi¢ kazda z omawianych wcze$niej aksjomatyk.

Uwaga. Rozwazany wyzej przyktad 18.7.2.2. mozna traktowaé jako dotyczacy algebr Boole’a, rozumianych w
zdefiniowany wyzej sposéb. Czy widzisz, dlaczego?

Uwaga o standardowej notacji. Dla operacji w algebrach Boole’a uzywa si¢ zwykle standardowych oznaczen:

e U — dla kresu gérnego (takze: V);
e N — dla kresu dolnego (takze: A);

e — — dla operacji dopetnienia.

Powyzej celowo nie uzywaliSmy standardowej notacji. Niech bedzie prostym éwiczeniem dla Czytelniczek zapi-
sanie podanych aksjomatyk teorii algebr Boole’a w notacjach standardowych. Wykonanie tego ¢wiczenia nagrodzone
zostanie iluminacja: stwierdzisz, ze przeciez gdzie$ juz to widziatas!

Przyklady algebr Boole’a.

o Wszystkie podzbiory dowolnego zbioru U wraz z operacjami teoriomnogosciowymi: sumy (kres gérny), ilo-
czynu (kres dolny), dopetnienia (do U), zbiorem U jako jedynka oraz zbiorem pustym () jako zerem tworza
algebre Boole’a.

e Algebra wartoSci logicznych. Tabliczki prawdziwosciowe funktoréw odpowiadajacych spéjnikom zdaniowym
pokazuja, ze w zbiorze wartosci logicznych {0,1} mozna wprowadzié strukture algebry Boole’a. Zerem tej
algebry jest 0, jej jedynka jest 1. Kres dolny odpowiada koniunkcji, kres gérny alternatywie (nierozlacznej), a
operacja dopetnienia odpowiada negacji.

o Algebra zdarzen. Przestrzen zdarzer jest algebra Boole’a. Jest to, rzecz jasna, szczegdlny przypadek pierw-
szego z rozwazanych przyktadéw. Zdarzenia sg zbiorami (zdarzen elementarnych), a koniunkcji i alternatywie
zdarzen odpowiadaja operacje teoriomnogosciowe na zbiorach zdarzen elementarnych; zdarzeniu przeciwnemu
do danego zdarzenia odpowiada dopelnienie teoriomnogos$ciowe tego zdarzenia.
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e Kraty pojeé. Ten przyktad wykorzystuje kilka pojeé algebraicznych, ktérych tu nie objasniamy. Jest on prze-
znaczony dla tych czytelniczek, ktére sa juz trochg oswojone z algebra, lub tez takich, ktére — zzerane zdrowa
ambicja — zechca odnaleZ¢ owe pojecia w jakim$ podreczniku. Dodajmy, ze algebry z tego przyktadu maja
ciekawe zastosowania, takze lingwistyczne — np. w opisie zalezno$ci semantycznych w leksykonie.

Kontekstem nazwiemy dowolny uktad postaci (G, M, I), gdzie G (og6t rozwazanych obiektéw) i M (ogét rozwa-
zanych cech) sa zbiorami, a I relacja o dziedzinie G oraz przeciwdziedzinie M. Wyrazenie gI'm czytajmy: obiekt g
ma cech¢ m. Mozna czyni¢ dalsze zalozenia o tego typu ukladach; w tym miejscu przywolywanie ich jest nieistotne.
Zdefiniujmy dwa operatory na rodzinach zbioréw obiektéw i cech:

>(A)={meM : (Vg) g€ A— gIm]}

A(B)={g9€ G : (Vm)[m € B — gIm]|}

Para (>, <1) jest odpowiednio$cia Galois. Dla dowolnego kontekstu (G, M, I') nazwiemy pojeciem formalnym
tego kontekstu kazda pare (A, B) taka, ze:

ACG, BC M, >(A) =B, <(B) =A.

Ekstensjq pojecia formalnego (A, B) jest A, jego intensjq jest B. Rodzing wszystkich poje¢ formalnych kontekstu
(G, M, I) oznaczmy przez B(G, M, I). Rodzina ta jest czgsciowo uporzadkowana przez relacje <:

(A1, B1) < (Ag, By) wtedy i tylko wtedy, gdy A; C A7

Podstawowe dla rozwazanej problematyki twierdzenie wystowi¢ mozna nastgpujaco (zob. Bernhard Ganter, Ru-
dolf Wille Formal Concept Analysis. Mathematical Foundations. Springer Verlag, Berlin Heidelberg New York,
1999, str. 20; upraszczam nieco notacjg; wszystkie potrzebne do zrozumienia twierdzenia pojecia znalez¢ mozna w
dowolnym solidnym podreczniku teorii krat; stosujemy tez standardowe niedomdwienia algebraiczne):

Twierdzenie.
Krata pojeé B (G, M, I) jest krata zupelna, w ktérej kresy zdefiniowane sa réwnosciami:
A (A, Br) = (] A, >(<2(U Bi)))

teT teT

teT
V (Ae, By) = (2(>(U A)), ) Be).
ter teT teT

Krata zupetna V' jest izomorficzna z B(G, M, I) wtedy i tylko wtedy, gdy istnieja odwzorowania 7y :
G — Voraz pn : M — V takie, ze y(G) jest supremum-gesty w V, p(M) jest infimum-gesty w V
oraz gI'm jest rt6wnowazne z vg < pum dla wszystkich g € G i wszystkich m € M. W szczegdlnosci,
V 2 9B(V,V,<). Mamy tu oczywiscie: V = (V, ).

Wigcej przyktadéw podamy w jednym z nastgpnych wyktadéw (dotyczacym konsekwencji rezolucyjnej i jej
zwiazkom z metoda tablic analitycznych).

19. Cwiczenia

Teraz to, co lubicie najbardziej, czyli zadania do samodzielnego rozwiazania. Wszystkie zaopatrzone zostaly w
odpowiedzi.

Uwaga. Niektore z zamieszczonych nizej drzew sa dos¢ skomplikowane i ledwo mieszcza si¢ na kartce. Z tego
wzgledu formuty w nich wystepujace nie zawsze sa ,,estetycznie” podpisane pod krawedziami drzew.

19.1. Tautologie KRP

19.1.1. Pokaz, ze sa tautologiami KRP:

e ()Vzx AVVx B—Vz (AV B)
e (b)Vz (A=B) -V (A— B)AVx (B — A).

21Co jest rownowazne temu, ze Bo C Bj.
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19.1.2. Czy sa tautologiami, czy kontrtautologiami KRP?
e (a)Vz (3y P(x,y) — Vz P(z,2)) — Vyvz (P(y, z) — P(2,7))
o (b)Va(P(z) — Qz)) — Va(Ty(P(y) A R(z,y)) — Fy(Qy) A R(x,y)))
o (0) Jx(IyP(z,y) — Qz)) = JoIy(P(z,y) — Q).

19.2. Semantyczna niesprzeczno$¢ w KRP

19.2.1. Czy jest zbiorem semantycznie sprzecznym?
o @ {P(a),~Q(a),Va(P(x) — (R(z) Vv S(x))), ~S(a), Va((R(z) A T(z)) — Q(x)), ~Fz(R(z) A -T'(z))}
o () {3x(FyP(y) = WQ(x,y)),V2(Q(a,z) = P(x))}
o (© {3z3y(R(z,y) A -S(x,y)), Vo (P(x) — VyR(z,y)), JxP(x)}

(
o (@) {Va(P(z) — Q(x)),VaIy(R(y)AS(y, ), Ve((R(x) AQ(x)) — T(2)),Vavy((T(y)AS(y, x)) — T(x)),
~VaVy((-P(y) — =S(z,y)) — T(z))}.

—~ =

)
(

19.3. Wynikanie logiczne w KRP

19.3.1. Czy jest niezawodng reguta wnioskowania:

Vo ((P(z) v Q(x)) — (R(x) A S(x)))
Va ((R(z) v S(x)) = (P(x) A Q(x)))
Vo (P(z) < R(x))

Oprécz rozwiagzania metoda drzew semantycznych, sprobuj rozwazy¢, co z powyzszej reguly da si¢ wywnioskowaé
o stosunkach migedzy zakresami nazw ogdlnych (czyli predykatow jednoargumentowych).

19.3.2. Ktére z podanych regut wnioskowania sg niezawodne? W przypadkach regut zawodnych podaj co najmniej
jedna interpretacje, w ktdrej przestanki sa prawdziwe, a wniosek falszywy.

* (a)

Fe3y(((P(z) A P(y)) Ae 7 y) AMQ(2) AQ(y))
Va(Q(z) — ~R(z))
Ju(P(z) N R(x))
Jz((P(z) A R(x)) AVy(y # = — (P(y) — =R(y))))

* (b)
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e (¢)

Va(S(x) — (Q(z) A R(x))
30(5(2) A Q(x))
Fz(S(xz) A -R(x))

Va(P(x) = S(2))

e (d)

e (e)

o (f)

(( (w)/\ﬁQ( ) — Jy(R(z, y)AS(y)))
Fa((T(x) A P(x)) ANVy(R(2,y) — T(y)))
( (z) = —Q(x))

(T (z) A S(x))

° (2

Vady(P(z,y) — P(z,x))
Vo(Q(z) — (F2(P(x, 2) — FyP(y,x))))
Vz-P(z,x)

Ve(Q(r) — -3z P(x, 2))

o (h)

VedyP(x,y)
2V (FyP(x,y) — Pz, 2))
J2VaP(x, z)

19.4. KRP z identycznoScia

19.4.1. Czy sa tautologiami KRP z identycznoscia?
e () P(a) =Va(x = a— P(x)).
e (b) Iz(((P(x) A Q(x)) AVy(P(y) AQ(y)) — = =y) — VoP(x)).

19.4.2. Ustal, czy podane reguty wnioskowania sa niezawodne. W przypadkach regut zawodnych podaj co najmniej
jedna interpretacje, w ktérej przestanki sa prawdziwe, a wniosek fatszywy.
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e (a)

e (b)

19.5. KRP z symbolami funkcyjnymi

19.5.1. Udowodnij, ze sa twierdzeniami Arytmetyki Robinsona:

e @) ®(0,0(0)) =2a(0O)
e ®)®(0,0(0)) =0

Odpowiedzi
19.1. Tautologie KRP

19.1.1.
(a)Vx AVVz B —Va (AV B).

-(Vz AVvVz B —Vz (AV B)) L
\
(1,) V2 Avva B+
\
(14) ~Vaz (Av B) >Ve
\ v
2) (~(A v‘ B))(z/a) >
(3g) (w“l)(z/a)
(34) (=B)(z/a)

(4) Vo A7 (4,) vz BS"®
\ |
(5) A‘(x/a) (6) B‘(w/a)

X34.5 X34,6

(b)Vz (A=B) = Vz (A — B)AVz (B — A).
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-(Vz (A= B) - V& (A — B)AVz (B — A))

‘ * *
(14) Yo (A=B)>7 @57

(1a) =(Vz (A — B) AVz (B — A)) 2"

(2) ~Va (A — B)3Ve
! —
(3) (~(A— 1‘5’))(1/&) *
(49) x?(w/a)
(4a) (*‘B)(I/a)

(5) (A= B)(x/a)®"

(61g) 1‘4(96/@) (6pg) (ﬂ‘A)(fﬂ/a)
(614) J‘B(w/a) (6pa) (ﬁ‘B)(w/a)

X44,614 Xdg,6pg

19.1.2.

(2,) —~Vz (B — A)

(7) (=(B — A))(x/b) &

1.7—

7.V
\

—

(8g) B(z/b)

(8a) (—A)(z/b)

(9) (A= B)(z/b) '

(1019) ‘A(I/b)
(10:4) ‘B(r/b)

X84,10;4

(a) Vo (yP(x,y) — VzP(x, 2)) — YyVz(P(y,z) — P(z,y))

WprowadZzmy oznaczenia:

e Adlaformuly Vo (Jy P(z,y) — Vz P(z,z2))
e Bdlaformuty VyVz (P(y,z) — P(z,y)).

Badana réwnowazno$¢ jest semantycznie réwnowazna koniunkcji (A — B) A (B — A). Poniewaz tablica
analityczna zanegowanej powyzszej réwnowaznosci jest dos§¢ ztozona (jak na mozliwosci tej kartki), wigc zbadamy
nieco prostsze ,tablice czastkowe” (drzewa). Formuta (A — B) A (B — A) jest tautologia wtedy i tylko wtedy, gdy
tablica analityczna jej negacji ma wszystkie galezie zamknigte. To z kolei zachodzi, gdy zaréwno tablica analityczna
formuty —(A — B), jak i tablica analityczna formuly (B — A) jest zamknigta. Jesli cho¢ jedna z tych tablic
ma co najmniej jedng gataZ otwartg, to badana rownowazno$¢ nie jest tautologia. Jeszcze inaczej, odwotujac sig¢
bezposrednio do reguty R(— =): badana réwnowazno$¢ A = B jest tautologia wtedy i tylko wtedy, gdy tablice

analityczne formut A A —B oraz B A = A sa obie zamknigte.
1.Badamy, czy formuta A = B jest tautologia.

Tablica analityczna formuty ~(A — B):
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(10pg) (—A)(z/b)
(10pa) (TB)(:c/b)

X8g,10,4



17—

~(Vz(3y P(z,y) — Vz P(x,2)) T VyVz (P(y, z) = P(z,9)))
(1) Ya(Iy P(z,y) —‘> ¥z P(z, z)) +7@ 570
(1a) —(vy¥z (P(y, 2) N P(z,y)))
(2) —Vz (P(a, z) T P(z,a))
(3) ~(P(a,b) n P(ba)) %
(4) 3y P(a,y) — Vz Pla,z) 7
(5) Fy P(b,y) L vz P(b,2) %
(64) P(‘ayb)

(64) —|P(‘b, a)

2.Va

3.V

(7)) =3y Pla,y) > (7p) Vz P(a,z)
(8) ﬁP(f‘Lb)
X‘ﬁg’s (9) —3y P(b,y) 071270 (9,) Vz P(b,z) 1170
(10) —\P(‘b, a) (11) P(l‘7, a)
(12) ﬁP(‘b,b) X‘%U
&

Ta tablica analityczna ma gataZ otwarta. Implikacja A — B nie jest wigc tautologia. Réwnoznacznie: formuta
A A B nie jest tautologia.

Tablica analityczna formuty ~(B — A):
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=(Vy¥z (P(y, z) — P(z,9)) — vﬂ‘v(ay P(z,y) = Vz P(z,2))) "
(1) Yy¥z (P(y, z) —>‘P(z, y) & aT b8 e
(1) —Va(3y P(z, y)‘ — V2 P(z,2)) 2V
(2) ~(3y Pa,y) — ¥z P(a,2)) *
(3,) Ty P‘<a,y> e
(34) —Vz IL(a,z) 5.Ve

(4) P(‘m b)
®) ﬂp:(a,@
(6) Vz (P(a,z) — P(z,a)) %"t 10-*¢
(7) ¥z (P(b,z) — ‘13(Z7b)) 11.%a 12.%¢
(8) Vz (P(c,z) — ‘13(27@) 13.%a 14.%b
(9) P(a,b) J P(b,a) 5
(10) P(a,c) —‘> P(c,a) 187
(11) P(b,a) —‘> P(a,b) 167
(12) P(b,c) L P(c,b) 17

\
(13) P(c,a) — P(a e) 17 -

(14) P(c,b) — P(b c) 20.7

PN

(15l) ‘VP a b) (15p) P b a)
X4 15l /\
(164) ﬁP(b a) (16,,) P(a,b)
><1>,, 16,
(17,) ﬁP(c a) (17,) P(a,c)
\
/\ o
(18;) = P(a,c) (18p) P(c a)
><17l 18p
(19;) =P(b, c) (19p) P(c,b)

/\/\

(201) ﬁ‘P(cv b)) (20p) ‘P(lh c)  (201) ﬁ‘P(C; b)  (20p) P(b,¢c)

* X19;,20p X19,,,20; L)

Uwaga. Nie wykonano wszystkich mozliwych krokéw. Zauwazmy, ze implikacje: P(a,a) — P(a,a), P(b,b)
P(b,b) oraz P(c,c) — P(c,c) nie moga postuzyé do zamknigcia tablicy.

Ta tablica analityczna ma gataZ otwarta. Formuta B — A nie jest wigc tautologia. ROéwnoznacznie: formuta
B A —A nie jest tautologia.

W konsekwencji, rownowaznos¢ A = B nie jest tautologia.
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2. Badamy, czy formuta A = B jest kontrtautologia.

Tablica analityczna formuty A — B:

Vz(Jy P(z,y) — Vz P(z,2)) — VyVz (P(y,2) — P(z,y)) L

(1) ~Va(3y P(z,y) — Vz P(z, 2)) >V* (1p) YyVz (P(y,2) T P(zy) TV

\
(2) =3y P(a,y) T Vz P(a,z)) %
(3g) Iy P(a,y) 4.V (8) P(c,c) — P(c,c) 9.7
\
(34) Vz P(a,z) 57@ 6"

.

(7) Vz (P(c,z) — P(z,¢c)) 8¢

‘ (9:) =P(c,c) (9p) P(c,c)
(4) P(a,b) <\> c‘o

\
(5) P(a,a)

\
(6) P(a,b)

\
o

[Tutaj c jest dowolng stalg z rozwazanego jezyka KRP.]

Tablica analityczna formuty B — A:

VyVz (P(y,z) — P(z,y)) — Vz(3y P(z,y) — Vz P(z, 2)) L

(1) 9= (Ply: ) — PCe.) 2Va (1,) Va(3y P(e,y) — ¥z P(a,2)) V¢
(2) ~Vz (P(a,2) — P(z,a)) *"? (5) 3y Ple,y) — Vz P(e,2) &
\ —
(3) ~(P(a,z) — P(z,a)) *
(4y) Plab) (61) ~3y Ple,y) ™" (6,) Vz Ple,) ¥
(44) —~P(b, a) (M) ~P(ero ® £
- s b

[Tutaj c jest dowolng stalg z rozwazanego jezyka KRP.]

Poniewaz zar6wno tablica analityczna A — B, jak i tablica analityczna B — A maja (akurat wszystkie) gatgzie
otwarte, wigc kazda z tych implikacji jest prawdziwa w co najmniej jednej interpretacji. W konsekwencji, zadna z
tych implikacji nie jest kontrtautologia.

Odpowiedz. Badana formuta A = B nie jest ani tautologia, ani kontrtautologia. Jesli chodzi o badane implikacje,
to:

e Implikacja A — B nie jest tautologia.
e Implikacja B — A nie jest tautologia.

e Zadna z tych implikacji nie jest kontrtautologia.

(b) V (P(x) — Q(x)) — Va(3y (P(y) A R(x,y)) — 3y (Q(y) A R(z,y))).

1. Badamy, czy formuta jest tautologia:
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~(Ve (P(@) = Q@) = ¥a(@y (P) A B ) = 3y (Qw) A B ) L
(14) Vz (P(x) n Q(w)) 37 670
(ta) ~¥a(3y (P3) A B 9) = 3y (@) A Rz ) 2
() =Gy (P& A Rla:9) — 3y QW) A R(@,) e
(3) P(a) - Qa) 7
(42) 3y (P) A Rl ) 5V
(44) =3y (Qv) A‘ R(a,y)) ™" &0
(5) P(b) A R(a,b) ®"
(6) P(b) . Q) >
(M) Q(a) \ R(a,a) 1"
8) Q(b)A‘R(mb)
99) P()
(94) R(a,b)
(10,) Q:(a)
(104) R(a,a)
(11,) c:xb)
(114) R(a,b)

(12y) ﬂl"(b) (125) Q(b)
X94,12;

(131) ﬂl"(a) (13p) C‘2(a)
L) &

Tablica ma galezie otwarte. Badana formuta nie jest tautologia. Oto interpretacje, w ktérych jest ona fatszywa:

AP lQ Ra | a| b
a | — | + a |+
b | + | + b 70 ?
& | P|Q Rg | a| b
a | ? |+ a |+
b | + | + b 71 ?

2. Badamy, czy formuta jest kontrtautologia:
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1.—

Vo (P(x) — Q) — Vo (3y (P(y) A R(z,y)) — Jy (Q(y) A R(=,y)))

(1)) —Va (P(z) — Q(a)) 2o (1,) Yz(3y (P(y) A R(z, ) — 3y (Q(y) A R(z,y)) *"*
\ -
(2) =(P(a) = Q(a)) ® (4) Jy (P(y) AR(b,y)) — Jy (Qy) A R(b,y)) >

(3) Pa)
(34) JQ(G)
) (5:) ~3y (P(y) AR(bw) ™" (5) 3y (Q(w) A R(b.y)) ¢
(6) =(P(b) A R(b,b)) " (8) Q(c) A R(b, ) *"
©0,) 0
@ -+ (71) ~R{b,b) 00 Roro
© % &

Tablica ma galgzie otwarte. Stata b jest tu dowolna stata rozwazanego jezyka KRP. Badana formuta nie jest

kontrtautologia. Oto interpretacje, w ktérych jest ona falszywa:

& P|Q
a | + | ?
Ra =7
Ol P|Q
b — 9
Ro =7
Ro | b
b _
Py =7,Q¢ =7
& | P|Q Re | b | c
b | 2?21 7? +
c + c ?

Odpowiedz. Badana formuta nie jest ani tautologia, ani kontrtautologia KRP. Zwr6émy uwage, ze znaleziono
skoriczone interpretacje, w ktorych jest ona prawdziwa oraz skoriczone interpretacje, w ktérych jest ona fatszywa.

(©) Jz(Jy P(z,y) — Q(z)) = oy (P(x,y) — Q(z)).

Badamy, czy formuta jest tautologia:
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~(F2(3y P(z,y) — Q=) = JaIy (P(z,y) — Q=) *

(Lig) F2(3y P(z,y) — Q(2)) 2V (pg) =323y P(a,y) — Q‘@c)) 107b 1L Te 16.7d A7 Te
| .
(Lig) ~323y (P(x‘,y) - Q(a)) e (1pa) J2y (P(z,y) — Q(a)) >V
(2) 3y P(a, y? - Q(a) © (8) Jy (P(b,y) — Qb)) *V°

. \
(3) =3y <P<a,y‘> —Qa)) 7 (9) P(b,c) — Q(b) 2

N \
(4) =(P(a, a) T Q(a)) * (10) =(3y P(b,y) — Q(b)) 127

- |

(50) P(‘a, a) (11) =Gy Plevs) — Oe)) 127~
2 (12¢) 3y P(b,y) "+
(6:) =3y P(a,y) "¢ (6p) Q(a) (12a) %:?U?)
(7) —'P(Ll’a) X5(L~6p (134) Jy P(c, ) 15.Ve
XS‘N (134) «%(c)
(14) P(b,d)
(15) P(i, e)

! -
(16) ~(3y P(d»y‘) — Q) *

(17) =3y p<e,y‘> —Qe))
(184) Ty P(d,y) 2"/
(180) ~(d)
(19,) 3y P‘(e, y) 2>Ye

\
(194) =Q(e)

(20;) =P (b, ) (20,) Q(b)

\
(21) P(d, f) X12,4,205

(22) P(T 9)

Tablica ma nieskoriczong gataz otwarta. Badana formuta nie jest tautologia KRP. Zauwazmy, ze krok 20 mozna
byto wykonaé wczesniej, juz po kroku 12 (ze wzgledéw typograficznych postapili§my inaczej). Interpretacja nieskon-
czona, w ktérej badana formuta jest falszywa, ma postaé nastgpujaca:

blc|dle| flg
Ql-T=-1=1T=1=71=

b — d — f —

c — e — g —

Strzatka wskazuje migdzy ktérymi elementami zachodzi denotacja predykatu P. Ponadto, nie zachodzi P (b, c¢).

Badamy, czy formuta jest kontrtautologia:
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323y Ple,y) — Q(x)) = 33y (P(z,y) — Qx)) ™

(i) F2(Fy Pla,y) — Q) >V (1pg) ~F2(3y P(z,y) — Q(x)) 107 a1 16702
\ .
(11a) 32Ty (P(z,y) — Q(x)) > (1p) =303y (P(@:) = Q=) 1fay 17 Nez
(2) Jy P(a,y)‘ - Qa)>” (10) =(3y P<a1’yf = Qa) "

\
(3) Iy (P(b,y) — Q1) *
(4) P(b,c) L Q(b) 9.7 (12) =(P(a1,a1) — Q(ay)) 13.7—
(134) P(a1,a1)

\
(134) =Q(a1)

Ve (11) =3y (P(a1,y) — Q(ay)) 12741 207 a2
\

. @) 6Fa T Fb 8 e (55) Q(a) |
(51) =3y P( 71/‘) @ (14,) 3y P(a1,y) 15.Vay
(© =He ©)~Ft.o) ©,Qw (144) ~@(ar)
7) =P(a,b |
™ ‘ ( ) & & (15) P(a1,a2)
(8) =P(a, c) \ N
(16) ~(3y P(az,y) — Q(az)) **
(91) _“Ij(bv c) (%) ‘Q(b) (17) =3y (P(az,y) _J Q(a2)) 18.%a; 19.%ag
L) V]

(18) ﬁ(P<a2,a1)L Q(az) >
(19) «P(az,az)L Q(az) >
(20) «P(al,az)L Q(ar) >

(214) P(fl‘zyal)

(214) ~Q(a2)

(224) P(aL, az)

(224) ~Q(a2)

(234) P(a‘l, az)

(234) ~Q(ar)

(244) Hy‘P(az,y)

\
(244) TQ(M)

Tablica ma gatezie otwarte: cztery skoniczone oraz jedna nieskoniczona. Stata a; jest tu dowolna stalg z rozwaza-
nego jezyka KRP. Badana formuta nie jest kontrtautologia KRP.
Oto interpretacje, w ktérych badana formuta jest prawdziwa:

0l Q 1 Q & Q
a | ? a | + a | +
b | + b | + b | +
c ? c ? c ?

Nadto, mamy Qg =".

Pa|la|b|c Po|la|b]|c Py lal|b]|c
a | — | —| - a | —|—1|— a | ?7]1?7]7?
717 [ = 212192 792 =

?17? ? 20?77

Nadto, mamy Py, =7.
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W interpretacji wyznaczonej przez gataz nieskonczona denotacja predykatu () jest zbiorem pustym, a denotacja
predykatu P jest rtéwna zbiorowi {a1, as,as, ...} X {a1,az,as,...}. Czy potrafisz to uzasadnié?

Odpowiedz. Badana formuta nie jest ani tautologia, ani kontrtautologia KRP.

I11.9.3. Semantyczna niesprzeczno$s¢ w KRP

19.3.1.() { P(a), Q(a), Va(P(z) — (R(2)VS(2))), 7S (a), Ve((R(2x)AT () — Q(z)), »3x(R(z)A-T(x))}.

01 P
(0.2) ~Q(a)

(0.3) Va(P(z) — (R(z) v S(z)) "'
(0.4) —=S(a)
(0.5) Va((R(z) AT(2)) = Q(z)) 2"
(0.6) ~3z(R(z) A ~T(x)) 3@
(1) (P(a) = (R(a) v S(a))) *
(2) ((R(a) A T(<‘1)) - Qa) *
(3) =(R(a) A =T(a))

(41) ?P(a) (4p) R(a)V S(a) &
X0.1,4 /\
(51) =(R(a) A=T(a) " " (5p) ‘Q
X0.2,5p
(6:) R(a) (6p) S(a)
Xo0. 4 ,6p
(71) —R(a) 7p) —T(a)

| /\
X6,,7;

(&) ?R(a (8p) ﬂ‘ﬂT(a)

X6;,8; X7p,8p

Tablica zamknigta. Semantycznie sprzeczny zbiér formut.

193.1.0) {Fr(FyP(y) = FyQ(a. ), Ya(Q(a,) = P(x))}.

Tablica otrzymana w tym przypadku jest do§¢ skomplikowanea (jak na mozliwosci druku na tej kartce). Zostanie
przedstawiona w kilku czgsciach. Nadto, wskazemy na pewne ktopoty, dotyczace uzywanej przez nas notacji.
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3z (3y P(y) = 3y Q(z, ) +V°

\
Vz (Q(a,x) = P(x)) 27 370 6.7 11.7d
‘ =
(1) 3y P(y) E‘ Jy Q(b,y) 4=
(2) Q(a,a) T: P(a)
(3) Q(a,b) = P(b)

5.Ve

(41g) Jy l"(y)
(41q) =3y Q(b,y) T 8T 9T
\

(4pg) ~3y P(y) 12.%a 13.%b 14.%d

(4pa) 3y Q(b,y) 0

\
(6) Q(a,c) = P(c)

(5) P(c)
(6) Q(a, ) ‘z P(c) 157 (10) c‘xb, d)
(7) ﬂC‘Q(by a) (11) Q(a, d) ‘z P(d)
(8) ~0.b) (12) =P(a)
9) ﬂég(b, c) (13) = P(b)
(11) Q(a, d) ‘E P(d) (14) —|}:9(d)
®

(1544) ‘Q(a,c) (1554) ~Q(a, c)

\
(1514) =P(c) (1554) P(c)

\ |
x5,154 L)

W miejsce liScia & nalezy teraz wklei¢ drzewo powstajace przez trzykrotne zastosowanie reguty R(=) do formut:

* (2) Q(a,a) = P(a) 16~
e (3) Q(a,b) = P(b) 17
e (11) Q(a,d) = P(d) '8~

Juz uwazne spojrzenie na powyzsze formuty pozwala stwierdzié, ze wszystkie galezie tego drzewa beda otwarte.
Dla niedowiarkéw (niedowidzéw?) narysujemy stosowne drzewo. Bedzie ono sklejeniem drzewa:

i
(1619) Q(a, a)
(161a) =P(a)

(1719) ‘Q(%b)
(1714) ~P(b)

(1819) Q(a,d)  (18pg) ~Q(a, d)

(181d)‘ﬁP(d) (18},,1): P(d)

o1 O2

oraz drzewa:

191

(1814) Q(a, d)
(18,4) ~P(d)

(17pg) TQ(% b)
(17pa) P(b)
(1854) —Q(a, d)

(18pd? P(d)

o3 04



3

\
(16p4) TQ(a, a)
(16pq) P(a)

(17:4) Q(a, b) (17pg) —Q(a, b)

\ \
(1714) ~P(b) (17pa) P(b)

(1819) Q(a,d)  (18pg) ~Q(a,d)  (18i9) Q(a,d)  (18pg) ~Q(a, d)

(181d)‘ﬂP(d) (18pd)‘ P(d) (18ld)‘_'P(d) (18pd? P(d)

Os5 %6 o7 o8
(sklejenie oznacza tu, ze masz przykleié 1i$¢ > do liscia & oraz lis¢ O takze do liScia &; dostaniesz tablice o korzeniu
& oraz oSmiu liSciach).

Natomiast w miejsce liScia # nalezy wkleié¢ drzewo powstajace przez czterokrotne zastosowanie reguty R(=) do
formut:

e (2) Q(a,a) = P(a) 16.=
e (3)Q(a,b) = P(b) 17~
e (11) Q(a,d) = P(d) 1~
e (6) Q(a,c) = P(c) 20.7

W tym przypadku niektére z gatezi zostang zamknigte, ale pozostang dwie gatezie otwarte:

[
(1614) Q(a, a) (1654) TQ(‘% a)
(1614) = P(a) (16p4) P(a)
\
><12‘16pd
(1714) ‘Q(m b) (17pg) TQ(a, b)
(1714) = P(b) (17pa) P(b)
\
><13,17pd
(1914) ‘Q(m d) (19p4) TQ(% d)
(191a) =P (d) (19p4) P(d)
\
><14,19pd

(2014) Q(a,c) (20p4) Q(a, c)

\ \
(20:4) =P(c) (2054) P(c)

%9 %10

Cala tablica ma gatezie otwarte, a wigc rozwazany zbiér formut jest semantycznie niesprzeczny. Oto interpretacje,
w ktorych obie formuly z tego zbioru sa prawdziwe:

oy | P Qla|b|c|d
a | — a |+ |+ — |+
b | — b|—|—-1-127?
c |+ c | 21?21 7?
d | — d|?|?2]7?]|?
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02

°3

O4

o5

O6

o7

°8

)

010

Za-

Powyzszy przyktad wymaga jeszcze komentarza dotyczacego numeracji formut w budowanym drzewie.

uwazmy, ze:
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e Zgodnie z przyjetymi zasadami, kazdy krok wykonany na jakiej$ formule daje w wyniku pewna formute kazdej
otwartej w danym momencie galezi drzewa. Tak wiec, rezultaty krokéw: 2.*a, 3.*b, 6.*c oraz 11.*d pojawily
si¢ w kazdej otwartej galezi pierwszego z powyzszych drzew. Zwré¢my uwage, ze zaréwno krok 6.*c, jak i
krok 11.*d daly w wyniku formuly na réznych gateziach.

e Podobnie byto z krokami: 16.= oraz 17.=. Ich rezultaty widoczne sa na trzech pozostatych drzewach.

e Krok 18.= otrzymuje inny numer niz krok 19.=, poniewaz kazdy z nich jest wykonywany na innej gatezi
drzewa. Nie jest przy tym istotne, ze kroki te wykonywane sa na ,.takiej samej” formule.

Tak wigc, uzywana przez nas notacja nie prowadzi (jak dotad) do bledéw logicznych. Stwarza jednak czasami
pewne utrudnienia.

(© {F23y(R(z,y) A =S(x,y)), Ve (P(x) — VyR(z,y)), 3w P(x)}.

JaTy (R(z,y) A ~S(z,y)) 2"

| . .
¥z (P(a) — Wy R(z,y)) *"* ° 70 07
|
Jx P(x) 1Va

(1) P:(a)
@) 3y (R(b) A ~5(0,) 8.
(3) R(b,c) A=S(b,e) "
(4) P(a) — ¥y R(a,y) >
(5) P(b) = Vy R(b,y) >~
(6) P(c) = Vy R(c,y) **
(74) R(b,c)

(74) ﬂS‘(lL c)

(&) ~Pa) (85) Vy R(a,y) &7 1070 117e
Xl"gz ©) Rlaa)
(10) R‘(a,b)
(11) R‘(a,c)
(12) =P() (12,) Vy R(b,y) 1270 1470 107
‘," (13) R‘(b,a)
(14) R‘(b,b)
(15) R‘(b,c)
(16:) —P(b) (16,) Wy R(b,y) 17-"a 1870 10.%¢
*‘ (17) R‘(c,a)
(18) R‘(c,b)
(19) R‘(c,c)
d

Tablica ma galezie otwarte, a wigc rozpatrywany zbidr formut jest semantycznie niesprzeczny. Oto interpretacje,
w ktorych wszystkie te formuty sa prawdziwe:
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& | P Rg |a|b]c Se [a]b
a |+ a |+ |+ ]+ a | ?7|?
b | - b [ 77 [+ R
c|? EE BRI,
&P Ra |a|b]|c Sa |alb
a | + a + | + | + a 7 9
b2 T+ AR
- AR 777
Q| P R(Qabc SCQ(Lb
a |+ a |+ |+ |+ a | 21?2
b|? + [+ [+ 9 [ =
cl? + [+ ]+ 772

(d) Budujemy tablice analityczna, tj. drzewo, w ktérego pniu umieszczamy wszystkie formuty:

Vo (P(x) 7 O(z)) 4o 57
VaJy (R(y) A S(y, @) &7 770
vz (R(z) A Q(z)) — T(x)) &7 27P
Vavy ((T(y) A S(y, x)) — T(z)) 10-a 1170
—(VaVy (=P(y) — =S(z, y)) — T(z))) »Ve
(1) ¥y (CP@) — ~5(a,) = T(a)
(2) ~((=P() T —S(a, b)) — T(a))
(34) —P(b) T -S(a, b)
(3a) —T(a)
(4) P(a) L Q(a)
(5) P(b) L Q(b)

(6) 3y (R(y) A 5(y, a))
(7) Fy (R(y) /‘\ S(y, b))
(8) (R(a) ‘A Q(a)) — T(a)
(9) (R(b) ‘A Qb)) — T(b)
(10) Yy ((T(a) A‘ S(y, a)) — T(a)) 127 1370
(11) vy (T'(y) A‘ S(y, b)) — T(b)) 14" 1570
(12) (T(a) /‘\ S(a,a)) — T(a)
(13) (T(a) /‘\ S(b,a)) — T(a)
(14) (T(y) L\ S(a,b)) — T(b)
(15) (T(y) :A 5(b,b)) — T(b)

2.Vp

.

Wykonali§my wszystkie kroki dotyczace formut skwantyfikowanych oraz statych a i b. Jest widoczne, ze druga
formuta zmusza do wprowadzania coraz to nowych staltych indywiduowych (tak, jak ma to miejsce w formutach (6)
oraz (7) powyzej). W konsekwencji, tablica jest nieskoficzona. Zbidr jest semantycznie niesprzeczny. Informacje
dotyczace interpretacji, w ktérej wszystkie rozwazane formuty sa prawdziwe, znajduja si¢ na nieskonczonej gatezi
tablicy.
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I11.9.4. Wynikanie logiczne w KRP

9.4.1.
Jest to przyktad sytuacji, gdy pewne formuly rozktadane sa za pomoca przyjetych regut w kilku galeziach budo-
wanej tablicy. Spdjrzmy na rozwazang, samg w sobie interesujaca (?), regute wnioskowania:

Vo ((PxV Qz) — (Rx A St))
Va ((Rx V Sz) — (Px A Qx))
Vz (Px < Rzx)

Pokazemy, ze jest ona niezawodna, tj. ze wniosek wynika logicznie z przestanek, czyli ze nie istnieje interpre-
tacja, w ktérej wszystkie przestanki bylyby prawdziwe, a wniosek fatszywy. Musimy wigc pokazac, ze wykluczona
jest sytuacja, gdy wszystkie przestanki oraz zaprzeczenie wniosku sa prawdziwe. Budujemy tablicg analityczna, tj.
drzewo, w ktdérego pniu znajduja si¢ wtasnie wszystkie przestanki oraz zaprzeczony wniosek:

Vo ((Pz Vv Qz) — (Rz A Sz)) 7@
vz ((Rz V Sz) J (Pz A Qx)) 3@
—Vz (Pz <_‘> Rz) 1Va

(1) —=(Pa < Ra)
(2) (PaV Qa) — (RaASa) *
(3) (RaV Sa) _‘> (PanQa) ™

12.7°

-V

(4) ﬂ(Pa‘VQa) 5 (4,) Ra‘/\ Sa ¢

(59) —Pa (64) Ra
(5a) JQa (64) ‘sa
(1) —(Rav Sa) % (7p) PanQa ®" (7)) —~(RavSa) 107" (7,) PahQa "
(8q) ﬁ‘Ra (99) lLa (104) lRa (11y) ‘Pa
(84) ﬂ‘Sa (9a) C:QG (104) —‘\Sa (114) Qa
X54,99 Xsd‘,lod
(12i4) Pa (1259) —Pa (12i4) Pa (12,4) —Pa
(121a) ?Ra (12pa) :Ra (1214) —‘|Ra (12p4) ‘Ra
X5g,1214 X8g.12pq Xﬁgilzld Xeg,‘nm

Uwaga: powyzsze drzewo nie jest narysowane w sposob estetyczny. Poprawienie estetyki powoduje wystawanie
rysunku poza kartke.

PokazaliSmy to, co zamierzaliSmy pokazaé: ze rozwazana regula jest niezawodna; wniosek wynika logicznie z
przestanek. Nadto, zwr6émy uwage, ze kroki 7 oraz 12 wykonywane byly na formutach nalezacych do pnia drzewa.
W konsekwencji, nalezato stosowac t¢ sama numeracje dla formut otrzymanych w wyniku poczynienia tych krokéw,
we wszystkich galeziach drzewa, na ktérych pojawiaty si¢ stosowne formuly. Inaczej rzecz si¢ miata z krokami:

e 8.77110.77
e 9N 11N,
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Krok 8.7, chociaz stosowany do takiej samej formuty, jak krok 10.7~ (a mianowicie do formuty —(Ra V Sa)),
byt jednak czyniony na innej gatezi drzewa niz krok 10.7~! W konsekwencji, kroki te otrzymywaly inne numery.
Podobnie rzecz si¢ miala z krokami 9.” i 11.”*. Oba stosowane byly do takiej samej formuly (a mianowicie do
Pa A Qa), lecz na roznych gatgziach drzewa.

Jesli komu$ potrzebne jest — jak, powiedzmy, Watykanowi ekumenizm — wypetienie ludzka, Humanistyczna
trescig powyzszych schludnych, estetycznych formutek, to moze zinterpretowac predykaty P, @, R, .S np. jako, odpo-
wiednio: Polak, katolik, tolerancyjny, patriota i zadumac¢ si¢ nad otrzymanym (dedukcyjnym!) wnioskowaniem.

Uwaga na marginesie, dla Czytelniczek, ktore obcowaty juz z rachunkiem zbioréw. W rozwazanej regule wnio-
skowania wystapily wytacznie predykaty jednoargumentowe. Tak wigc reguta ta ,,méwi” co$ o stosunkach migedzy
zakresami nazw — a zatem dotyczy takze zaleznosci migdzy zbiorami. Czytelniczki oswojone z algebra zbioréw
tatwo zauwaza, ze reguta powyzsza przyjmuje w notacji odnoszacej si¢ do rachunku zbioré6w postac nastgpujaca:

PUQCRNS
RUSCPNQ
P=R

(P,Q, R, S sa tu zmiennymi nazwowymi (odnoszacymi si¢ do zbioréw), C denotuje relacje inkluzji (zawierania),
a = jest predykatem identycznosci). Kusi, aby narysowaé stosowne diagramy Venna pozwalajace rozstrzygac, czy
zachodzi w tym wypadku wynikanie logiczne, prawda? Ale cdz, sa cztery zmienne, diagram bylby wigc moze nieco
zagmatwany (16 obszaréw!). Nadto, kusi niepotrzebnie, bo skoro juz ustaliliSmy, iz wynikanie logiczne zachodzi,
to odwotaé tego nie mozna,”® a potwierdzaé — szkoda czasu. Roma locuta, causa finita, jak zwyklo sie¢ mawiaé
na zakoriczenie kazdej (wykrytej) afery w kregach hierarchii katolickiej.?’ Skoro juz jednak wdepnelismy na teren
rachunku zbioréw, to sprébujmy odnies¢ stad jakies korzysci. Jesli pamigtamy, ze przekr6j dowolnych dwéch zbioréw
zawiera si¢ w ich sumie (w szczegdlnosci: R N.S C R U S) i potaczymy t¢ informacj¢ z przestankami rozwazane;j
reguty, to otrzymamy nastgpujace trzy formuty:

PUQCRNS
RNSCRUS
RUSCPNQ

Jesli nie umkneta z naszej pamigci wiedza, iz relacja inkluzji jest przechodnia, to przytomnie wyprowadzimy z
powyzszych formut wniosek: P U @Q C P N Q. Poniewaz, jak juz wspomnieliSmy, przekrdj dwéch zbioréw zawiera
si¢ w ich sumie (tj. w tym przypadku P N @ C P U @), wigc z zachodzenia tych dwéch inkluzji wynika, na mocy
zasady ekstensjonalnosci, iz P = () (jesli kazdy element zbioru P jest elementem zbioru ) oraz kazdy element zbioru
@ jest elementem zbioru P, to zbiory te maja doktadnie te same elementy, a wigc na mocy zasady ekstensjonalnosci,
sa identyczne).

Bystre Czytelniczki*® zauwaza z pewnoscia pewne symetrie sktadniowe w formutach rozwazanej reguty.?! Bez
trudu dokonaja wigc odkrycia, ze takze reguta wnioskowania:

Vo ((PxV Qz) — (Rx A St))
Vz ((Rx V Sz) — (Px A Qx))
Vz (Qx < Sz)

jest niezawodna. Czytelniczki nieufne moga narysowac stosowne tablice analityczna i sprawdzié, ze wszystkie galezie
tej tablicy (tj. drzewa, w ktérego pniu umieszczamy przestanki reguly oraz zaprzeczony wniosek) sa zamknigte.
Troche zmudna to pokuta, ale zawsze lepsza niz zadna. Czytelniczki wahajace sig*? miedzy zaufaniem do bystrosci

287 wynikaniem logicznym rzecz si¢ ma tak samo jak z prowadzeniem sie: raz ladacznica, zawsze ladacznica.

DPrzesadzilismy. Najlepiej koi sumienie pasterzy naszych milczenie. W dodatku, ta ghupia rymowanka jest zamierzona, podobnie jak putapka
wieloznacznosci, nie wspominajac o koszmarnych asocjacjach medialnych.

30pustostowny komplement. Zaktadamy przyjaznie, ze wszystkie nasze Czytelniczki sa bystre.

3INie zgadzamy sig¢ z porzekadlem, iz symetria to estetyka idioty.

32 Panie doktorze, cierpie na chroniczny brak zdecydowania. Ale pewna tego nie jestem. . .
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wtlasnych skojarzen a (pochwaty godna!) nieufnoscig wobec wtasnych intuicji moga dokonaé jednoczesnej zamiany:
PnaS (iSnaP)oraz @ na R (i R na Q) w regule od ktérej rozpoczeliSmy ten przyktad i skorzystaé z praw
przemienno$ci koniunkcji i alternatywy oraz z faktu, ze predykat identycznosci denotuje relacje symetryczna, a na
koniec zmienié kolejno$¢é przestanek; w efekcie otrzymaja wiasnie powyzej wypisana regute.>®> W symbolice rachunku
zbioréw reguta ta przyjmie postac:

PUQCRNS
RUSCPNQ
Q==5

Wierzymy, ze Czytelniczki, idac tym tropem (i pamigtajac o przechodniosSci inkluzji oraz o fakcie, ze iloczyn
dwéch zbioréw zawiera si¢ w ich sumie) dokonaja tez odkrycia, iz z przestanek reguty wypisanej bezposrednio po-
wyzej wynika, ze R = S. Do wniosku tego dojS¢ mozna réwniez innymi szlakami, np.: ustaliliSmy, ze z przestanek
badanej na poczatku reguty wynika P = () oraz () = S; stad i z przechodniosci identycznosci mamy P = S, a to
ostatnie tacznie z ustalonym juz P = R, symetrycznoscia i przechodnioscia identycznosci daje R = S. Jest juz zatem
widoczne, ze z przestanek badanej na poczatku reguly (i z wtasnosci identycznosci) wynika identyczno$é zakresowa
wszystkich czterech wystgpujacych w tej regule predykatéow. Koniec uwagi na marginesie.

I tak oto udato si¢ zgrabnie potaczy¢ polski patriotyzm z katolicka tolerancja! Poprawia to samopoczucie, jesli nie
nam osobiScie, to moze chociaz Watykanowi.

9.4.2.
(a) Prace nad tym przyktadem podzielimy na kilka etapow.

(a).1. Budujemy tablicg analityczna, tj. drzewo, w ktérego pniu umieszczamy przestanki oraz zaprzeczony wnio-
sek:

3 Czytelniczki metabystre z pewnoscia rozmyslaja w tym momencie lektury nad prawomocnoscia tych operacji. Catkiem stusznie.
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(0.1) 323y (((P(x) A P(y)) /\‘3: #) A Q) A QW) Ve
(0.2) vz (Q(x) —\» —R(z)) * a5 b6 e

(0.3) 3z (P(x) /‘\ R(x))

(0.4) =3z ((P(z) A R(z)) AVy (y # T — (P(y) = =R(y)))) " * TP o
(1) 3y ((P(a) A P(y)) ? a#y) A Qa) A Q) >

3.Ve

(2) ((P(a) A P(b)) A‘ a#b)A(Qa) AQ(b)) 1O
(3) P(c) A R(c) 14"
\
(4) Q(a) — —R(a)

() QW) = ~R(®)
(© Q) 2+ ~A(e)
(1) ~((P(a) A R(@) Ay (u % 0 — (P(y) — ~R))
(8) ~((P(b) A R(b) AWy (y £ b — (P(3) — ~R(3)))
(9) ~((P(e) A R(e) AV (y % ¢ — (P(3) — ~R(y)))
(10,) (P(a) /\‘ Pb) Aa#bt"
(104) Q(a) ) Q) 2"
(114) P(a) A‘ P(p) 12"
(114) @ 7‘& b
(12,) P(a)

(124) P‘(b)

\
(134) Q(a)

(134) Q‘?(b)

(144) P‘(C)

(144) R‘(C)
.

WykonaliSmy wszystkie kroki nie powodujace rozgatgzien dla statych a, b oraz c. Informacje zawarte w powyzszej
galezi otwartej (zakoriczonej liSciem #) zbieramy w ponizszej tabeli:

O P|Q|R
a |+ |+ |?
b |+ |+ ?
c |+ | 7|+

Nadto, mamy: a # b.

(a).2. Teraz zastosujemy regute R(—) do formut (6), (4) oraz (5) (w tej kolejnosci):

o

(15:) ~Q(c) (155) = R(c)

X,15,
(161) rQ(a) (16;) ~R(a)

X,16;
(17) FQ(b) (17p) ‘ﬂR(b)

X .17 &
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Informacje zawarte w powyzszej galezi otwartej (zakoriczonej liSciem ) zbieramy w ponizszej tabeli:

& P|Q|R
a |+ |+ |-
b |+ |+ —
c |+ |-+

(a).3. Teraz zastosujemy regute R(—) do formut (7), (8) oraz (9) (w tej kolejnosci). Przyjmiemy tez oznaczenie
A(y, «) dla formuty: Vy (y # o — (P(y) — —R(y))). Ze wzgledéw typograficznych podzielimy tez drzewo o
korzeniu & na dwa drzewa, o korzeniach »; oraz {».

&
N
1 o
<>1
(18)) ~(P(a) /\ R(a)) 17"
(19:) ﬁP(a) (19,) =R(a)
X wl /\
(200) ~(P(b) A R(b)) 7" w
/\ (231) =(P(c) AR(e)  (23,) “A(y, ©)
o ) one L J
X 211 /\
(23;) —\(P ) A R(c)) (23p) ~A(y, ¢)
\
X 231 Q1
<>z
(18,) ﬂA (y,a)
<2ol) =(P(b) AR(b)) ** %
(231) ﬁ(P(C) A R(c))  (23p) ~A(y,©)
(221) ﬁP( ) (22p) ~R(b) ‘

| X 231 Qa
X>221 /\

(231) ~(P( C) AR(c))  (23p) ﬁA (y,0)

X 23z (73

Galezie otwarte tego drzewa (bez uwzglednienia na razie formut A(y, ) nie dostarczaja zadnej nowej informacji
dotyczacej a, b oraz ¢, ktdra nie bylaby juz zawarta w tabeli . Pozostata do uwzglednienia jedynie formuta A(y, «)
dla przypadkéw:
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(y,¢)
o A(y,c) N A(y,b)
o A(y,a) A A(y,c)
o A(y,a) A (A(y,b) A A(y,c))

@1

(23,) ~Vy (y # ¢ — (P(y) — —R(y))) 2V

(24) ~(d1 # ¢ — (P(d1) — =R(d1))) %
(254) d1 ;ﬁc

(254) ~(P(dy) i —~R(dy)) 2%

\
(264) P(d1)

-

(264) ﬂ—‘B:"(dl)

1

Teraz trzeba rozwinaé wszystkie zdania generalne (tj. zdania (0.2) oraz (0.4)) wzgledem statej d;. W konse-
kwencji, otrzymamy nowe zdania postaci A(y, «), ktére z kolei zmusza do wprowadzenia dalszych nowych statych,
itd.

0y
(23p) “Vy (y # ¢ — ul(y) — ~R(y))) 28V 2
(28) (s # ¢ — (P(d) — ~R(d2)) ™
(294) d2 ;é c
(294) =(P(d2) l ~R(d2)) %
(304) P‘(dz)

(300) == R(ds)

\
(20,) =Yy (y # b — (P(y) — —~R(y))) >V s

\
(31) =(ds # b — (P(d3) — —~R(ds))) 3%
(32g) ds 7“5 b
‘ —
(324) =(P(ds) — —R(d3)) *>

(334) P‘(ds)

|
(334) = R(d3)

2

Teraz trzeba rozwinaé wszystkie zdania generalne (tj. zdania (0.2) oraz (0.4)) wzgledem statych ds oraz ds. W
konsekwencji, otrzymamy nowe zdania postaci A(y, «), ktére z kolei zmusza do wprowadzenia dalszych nowych
statych, itd.

Dochodzg informacje: dy # ¢ oraz dz # b. Pamigtajmy, ze nie ma znaczenia, jakie sa zaleznoSci migdzy d; a ds
oraz ds.
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O3
\

(18) ~Vy (y #a — (;[(y) s —R(y))) #4Va
(84) ~(da # a — (P(da) — —R(dx)) **
(35,) da ¥ a
(354) —(P(ds) _‘> —R(dy)) 27

(364) P‘(d4)

(364) ﬁﬁR‘(dzl)

(23,) “Vy (y #b — (Il(y) — —R(y))) ¥7Vs
(37) —(ds # c — (P(d‘s) s =R(ds))) 3
(384) ds 7“5 c
(384) ~(P(ds) ! R(dg))
(39,) P‘(dg,)
(394) ﬂﬂR:(d;,)

3
Teraz trzeba rozwinaé wszystkie zdania generalne (tj. zdania (0.2) oraz (0.4)) wzglgdem statych d4 oraz ds. W
konsekwencji, otrzymamy nowe zdania postaci A(y, «), ktére z kolei zmusza do wprowadzenia dalszych nowych
statych, itd.

Dochodza informacje: d4 # a oraz ds # c. Pamigtajmy, Ze nie ma znaczenia, jakie sg zaleznoSci migdzy d; a dy
oraz ds, a takze migdzy ds i d3 a dy a ds.

Qa
\
(18,) ~Vy (y #a — (}T(y) — =R(y))) 40.Vdg

(40) ~(dq # a — (P(dg) — ~R(dg))) ** 7~
(41¢) ds # a
(414) —~(P(ds) _‘) —R(de)) 277
(424) P‘(do‘)
(424) ﬁﬁR‘(dG)
(20,) =Yy (y # b — (P(y) — ~R(y))) V47
(43) ~(d7 # b — (P(d‘7) — —R(dy))) ¥
(444) d7 # b
(44a) ~(P(d7) — ~R(d7)) **
(454) P‘(d7)
(454) —‘ﬂl%(dﬁ
(23,) =Wy (4 # b — (P(y) — —R(y))) *¥4s
(46) =(ds # ¢ — (P(ds) = =R(ds))) *
(474) ds # c
(474) —~(P(ds) _‘) ~R(dg)) 877
(484) P‘(ds)

\
(484) ~—R(ds)

Teraz trzeba rozwinaé wszystkie zdania generalne (tj. zdania (0.2) oraz (0.4)) wzgledem statych d; oraz dg. W
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konsekwencji, otrzymamy nowe zdania postaci A(y, ), ktére z kolei zmusza do wprowadzenia dalszych nowych

statych, itd.
Dochodzg informacje: dg # a, d7 # b oraz dg # c. Pamigtajmy, ze nie ma znaczenia, jakie sg zaleznoSci migdzy

d7id3 a.

.dl
o doids
o dyids.

(a).4. Widaé wigc, ze rozwazana tablica jest nieskoficzona. Reguta zawodna.

(b) Budujemy tablicg analityczna, tj. drzewo, w ktérego pniu umieszczamy przestanki oraz zaprzeczony wniosek:

3z (P(a) A ?Q(w)) 1Ya

vz (R(z) — Q(z)) 4+ @ 5. b 6%c
Iz (P(x) /\‘Q(m)) 2. Vb
—Vz (R(z) T P(a)) 3V
(1) P(a) A‘ﬂQ(a) .08
2) P(b)AQ(b) "
(3) R(c) — P(c) "7
(4) R(a) = Q(a)*~
(5) R(b) — Q(b) '
(6) R(c) J Q) 127
(74) P(a)
(74) :“Q(a)
(84) ‘P(b)
(84) Q(b)

(9:) —R(a) (99) ‘Q(a)

X74.9p

(10;) ~R(c) (10,) P(c)

/\ /\

(11;) ~R(b) (11,) Q(b) (11;) ~R(b) (11,) Q(b)

(IQz)FR(C) (12p)‘Q(C) (121)FR(C) (12p)‘Q(0) (121)FR(C) (12p)‘Q(C) (121)FR(0) (121))‘@(0)

o1 O2 o3 O4 o5 %6 o7 os

Tablica ma galezie otwarte. Regula zawodna. Przyklady interpretacji, w ktérych prawdziwe sa przestanki oraz
falszywy wniosek:
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o1 P Q R O9 P Q R O3 P R Oy P Q R
a | + | — | — a | + | — | — a | + | — | — a |+ | — |-

+ |+ | - + |+ | - + |+ |? + |+ |?

2121 = 27+ = 27192 = 7 ¥ | =
5 | PIQ|R % | PIQ|R o7 | PIQ|R s | P|Q|R
a |+ | — | — a |+ | — | — a |+ | — | — a |+ | — | —
b |+ |+ | — + |+ | - + |+ | ? b |+ | +]7?
c |+ | 7| - + |+ | ? + | 7| - c |+ |+ 1|7

(c) Budujemy tablice analityczna, tj. drzewo, w ktérego pniu umieszczamy przestanki oraz zaprzeczony wniosek:

va (S(z) — (Q(=) /\‘R(ac))) 4.%a 5.%b 6.%c
3x (S(x) /\‘Q(m)) 1.Va
3z (S(z) A ‘—\P(x))
—(Vz (P(x) /‘\ S(a))) 3Ve
1) Sta) A Qa) -

2.Vb

8.

(2) S(b) A=P(b)
(3) P(e)AS(e)*"

(4) S(a) — (Q(‘a) A R(a)) 0

(5) S(b) — (Q(‘b) AR()

(6) S(e) — (Q(‘c) A R(e)) 1>

(79) S(a)
(7a) Q‘(a)
(89) S‘(b)
(84) ﬁP‘(b)
(99) P‘(C)
(94) S‘(C)
(10,) ﬁ‘S(a) (10,) Q(a) A R(a) 3"
X7g,10;
(111) ﬁ‘S(b) (11,) Q(b) A R(b) 14"
X8g,11,
(12) ﬂ‘S(c) (12,) Q(c) A R(c) 13"

X94,12; (134) Q(a)

(134) R(a)

(14) Cb(b)

(144) I‘Q(b)

(15,) O(e)

(154) R(c)
.

Tablica ma gataz otwartg. Regula zawodna. Oto interpretacja, w ktdrej przestanki sa prawdziwe, a wniosek
fatszywy:
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SEESAESEE 3
)
++[+]|O
+ 4]+
+|+[+|®n

(d) Budujemy tablicg analityczna, tj. drzewo, w ktérego pniu umieszczamy przestanki oraz zaprzeczony wniosek:

Va ((P(z) v Q(w‘)) — R(z)) >"*
Va ((R(z) v s<x‘>> — T(x)) >
Va (T(z) — (K () A L(z))) "¢

Iz (P(x) A (<K (2) A ~N(2)))

=3z (Q(z) A <M<‘x> A=K (x))) *"
(1) P(a) A (—|K‘(a) A =N(a)) 8"
(2) (P(a)V Q(T)) — R(a) 1
(3) (R(a)V S(a)) — T(a) >~
(4) T(a) — (K(a) A L(a)) **
(5) Qa) A <M(‘a> A=K (a)) %"

(6) P\(a)

(64) ~K(a) A=~N(a) ™"
(74) —K(a)
(7a) ﬂz‘vw)

(89) Q‘(a)
(84) M(a) A ~K(a)
(99) M)

\
(9a) —~K(a)

(10;) ~(P(a) v Q(a)) 1" (10,) R(a)

\
(114) ﬁ‘P(a)
(11a) ﬂ‘Q(a)

(12) ~(R(a) v S(a)) 137 (12,) T(a)
X8g,114 ‘

(134) —R(a)

(134) ﬁ‘S(a) (14:) ﬁ\T(a) (14p) K(a) A L(a) 15.%
><10;‘,,13g X12p,14; (154) 1‘(((1)
' \
(154) L(a)
\

X94,154

Drzewo zamknigte. Reguta niezawodna.

(e) Budujemy tablice analityczna, tj. drzewo, w ktérego pniu umieszczamy przestanki oraz zaprzeczony wniosek:
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Va(P(z) — Vy (Q(‘aay) — R(y))) *°
Va(S(z) — vy (T@ — Q(z,y)) * "
wmwawAPwnﬁﬁywww~melfﬂ
(1) 32 (5() A P@) 2
(1a) =¥y () = R(y) >V
@)aw?PwW”
@>ﬁ@wwvmwﬂf*
(4) P(a) = Vy (Q(a,y) — R(y)) >

\
(6) S(a) = vy (T(y)

- Qla,y) >
(6,) ()
(60) Pla)
(7y) T ‘(b)
(7a) ﬁR
(81) ﬂP@/%> — R(y)) 17"
Xﬁd 81

/\

(9) =5( a)

(95) Yy (T(y) — Q(a,y)) 17"

><(>g 9;

(10) Q(a, b) — R(b) 127

A
(12;) =Q(a,b) (12;) R(b
/\ X7d 12p
(131) ﬂT(b) (13p) Q(a b)
><7q 13;

><12l 13p

Tablica zamknigta. Niezawodna reguta wnioskowania. Zauwazmy, ze dla zamknigcia wszystkich gatezi nie byto
potrzebne zastosowanie wszystkich uzy¢ reguty R(V)

(f) Budujemy tablice analityczna, tj. drzewo, w ktérego pniu umieszczamy przestanki oraz zaprzeczony wniosek
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Va ((P(x) A =Q(x)) — ?y (R(z,9) A S(y))) *"°
3z ((T(x) A P(x)) A Vy‘(R(n y) = T(y)))
Va (T(x) chzu)) 3t
-3z (T(x) A S(z))) * 7@ 1470
(1) (T(a) A P(a)) AVy (R(a,y) — T(y) >
(2) (P(a) A =Q(a)) — ‘ay (R(a,y) A S(y)) *°
6) T(a) — =Q(a)

1.Va

(1) ﬁ<T<a>‘AS(a>>9 o

(55) T(a) ’ P(a)™

(54) ¥y (R(a,y) — T(y)) &7 187"
(6) R(a,z:w — T(a)

A

(74) T<a>
/mp(a\
(81) ~T'(a) (8p) =Q(a)
><7g 81 /\
(9) ﬁT(a) (9p) =S(a)
><7g7 9 /\
(101) ~(P(a) A ~Q(a)) 1 (105) 3y (Rla ) A 5G) ™ Ve
T (12) R ) 2 5 15

(11;) =P(a) (11p) ==Q(a) \
\ \ (134) R(a,b)

X74,11, X8p,11p \
(134) 5( )

(14) (T (b) A Sy "

/\

(15;) ﬂT (155) —\S(b)

(16) R(a, b) — T ded 15,
(17;) ﬁR(a b) (17,) T(b)
><16 17 Xla, 17p

Tablica zamknigta. Reguta niezawodna.

(g) Budujemy tablice analityczna, tj. drzewo, w ktérego pniu umieszczamy przestanki oraz zaprzeczony wniosek:
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Va3y (P(z,y) — P(z,x)) 1@
‘ *
VY (Q(z) — (3z P(x,2) — 3y P(y,2))) " °

Vo = P(z,x) 2.Va

" (Q(w) = =3 P(s,2) 1
(1) ~(Q(a) = =3z P(a,2)) *
(2) ~P(a,a)
(3) Q@) — (3= P(a,2) — Fy P(y,a))
(49) Q‘(a)

(4a) =3z P(a,2) >

\
(5) 3z P(a,z) &V?
(6) P(a,b)
(7)) —\Q‘(a) (7p) 3z P(a,z) — 3y P(y, a) 8.~
Xag,7;
(1) =32 Ple.2) (85) 3y P(y,a) >V°
X5.8; @P@@

\
(10) 3y (P(a,y) — P(a,a)) 11.Vd

(11) P(a,d) — P(a,a) '

(12;) —\P‘(a,d) (12p) P‘(a,a)

X2,12p

Tablica jest nieskoficzona. Zauwazmy, ze z pierwszych dwoch przestanek otrzymujemy ciagle nowe zdania egzy-
stencjalne, nakazujace wprowadzanie nowych statych indywiduowych. Reguta jest zawodna.

(h) Budujemy tablice analityczna, tj. drzewo, w ktérego pniu umieszczamy przestanki oraz zaprzeczony wniosek:
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vz3y P(z, ) 2.%a; 8.%ag 9.%ag
\

32Vz(3y P(z,y) — P(z, 2))
\

5 * * *
—32Vz P(x, z) 571 10-%az 11.%a3

1,‘/a1

(1) Va(3y P(z,y) T P(z,ay)) 3"
@) 3y P,y 6-Vaz
(3) 3y P(a1,y) — P(ar,a1)

(41) -3y P(a1,y) (4p) P(a1,y)
“a (5) ~Va P(‘w,al)7'\/"’3
(6) P(‘ahaz)
(7) —\P‘(a3,a1)
(8) 3y P‘<a27y> 12y
(9) 3y P‘(asw) 13.Vas
(10) —Va P(‘x,ag) 14.Vag
(11) —=Vz P(‘:L’,ag) 15.Vag
(12) P‘(az,a4)
(13) P‘(ag,ag))

(14) ﬁIL(%waz)

(15) —'1:’(07702)

Widad, ze ta tablica ma gataz nieskoficzong. Stosowanie regut R(V) oraz R(—3) do formut w pniu drzewa generuje
stale nowe zdania egzystencjalne, ktére z kolei (na mocy regut R(3) oraz R(—V) kaza wprowadzi¢ kolejne nowe state

indywiduowe.

Tak wigc, badana reguta jest zawodna. Wniosek nie wynika logicznie z przestanek. Jako ¢wiczenie pozostawiamy
Czytelniczkom prébeg scharakteryzowania modelu, w ktérym prawdziwe sa przestanki, a falszywy wniosek badane;j

reguly.

I11.9.5. KRP z identyczno$cia

9.5.1.
(a) P(a) =Vx (x = a — P(x)).

=(P(a) =Vz (x =a — P(z))) -

(1ig) P(a) (1pg) —P(a)

(Lig) Vz (z=a— P() 2Vt (1pa) Vo (z=a— P(z)) > °

(2) ~(b=a— Pb)> (5) w=a— P(z) %
(39) b‘: a
e (61) m‘ =a (6p) P‘<a>
4.2//°34
(34) ﬂPa‘:) : <o, -
(4) ﬂ1‘3<a>
Xllg,4
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Tablica zamknigta. Badana formuta jest tautologia KRP z identycznoScia.
(b) 3z ((P(z) A Q(x)) AVy (P(y) AQ(Y)) — x =y)) — Vo P(x).

(3 ((PE) A QN Ay (P) A Q) = & =) = e P 1
(1s) 3% (P3) A QW) AV ((P() A Q) — = = ) 2V
(1a) ~Va P(z) >
|

(2) (P(a) A Q(a)) AVy ((f(” AQy) —a=y) "
) w‘(b)
(4) P(a)A‘Q(a)
(40) Yy (P(y) AQ(y)) — a=y) 5 @ 07"

\ -
(5) (P(a) A Q(f‘l)) —a=a*

(6) (P(b) AQ(I‘?)) —a=0%"
(Tq) Pla) 12"/
\

(7a) Qa)
(5 ~(P(@) AQ(a) (8y) a=a
X5,8;
(90) ~(P(b) N Qb)) (9) a=b
(1) P
(10,) =P (b) (10,) ~Q(b) o
‘ ‘ 3,11
& L)

Tablica ma galezie otwarte. Badana formuta nie jest tautologia. Oto przyktady interpretacji, w ktérych zaprzecze-
nie badanej formuty jest prawdziwe:

& P[Q 6 PQ
a | + |+ a | + | +
b | — | ? b | — [ =

9.5.2.

(a) Budujemy tablice analityczna, tj. drzewo, w ktérego pniu umieszczamy przestanki oraz zaprzeczony wniosek:
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(0.1) P‘(a)
(0.2) JaVy (z =) 1Y

(0.3) —JaVy (P(y) =z =1y) 3 ®
(1) Yy (b=y)2"a 57
(2) b=a
(3) =y (P(y) z‘ a=y)tVe
(4) ~(P(e) L. o) 7=
(5) b=co/"

(6) a=c

(Tig) P‘(C) (Tpg) —P(c) g.a//07pd
(T1a) —a ‘: ¢ (Tpa) a L ¢
X6 T ® ~Pa)
XO‘.I,S

Tablica zamknigta. Reguta niezawodna. Zauwazmy, ze gdyby nie zastosowac reguly dotyczacej identycznosci, to
otrzymaliby$my drzewo nieskoriczone. Cwiczenie dodatkowe: zastap znak identycznos$ci = przez predykat dwuargu-
mentowy () i zbuduj poczatkowy fragment tablicy nieskorniczone;j.

(b) Budujemy tablicg analityczna, tj. drzewo, w ktérego pniu umieszczamy przestanki oraz zaprzeczony wniosek:

(0.1) Vz (x = a — P(x)) 1.%aq 2.%b
02) attb
(0:3) ~P(b)
‘ —
(1) a=a— P(a)*

(2) b=a— PB)*

(31) ma=a

X3

(3,) P(a)
' () ~bZa (4,)" P(b)
| |

L) X0.3,4p

Tablica ma gataz otwarta. Reguta zawodna. Interpretacja, w ktérej prawdziwe sa przestanki, a fatszywy wniosek:

S
+

19.6. KRP z symbolami funkcyjnymi

19.6.1. Przypomnijmy aksjomaty specyficzne Arytmetyki Robinsona:
A VaVy (z # y — o(x) # o(y))
Ag: Yz (O # o(x))
A2V (r £ QO — Jy (x =0(y)))
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Ay
As:
Ag:
Az

Dowody punktéw (a) i (b) przedstawiamy ponizej.

@ &(0,0(0)) =a(O)

0.1. | Vo (&(z,Q) = x) aksjomat Ay
0.2. | VaVy (&(x,0(y)) = o(®(z,y))) | aksjomat Aj;
03. | 7(&(O,0(0)) =0a(0)) z.d.n.
L a0,0) =0 0.1, RV)dla O
2. | Yy (8(0,0(y) = o(@(O,y))) | 02, R(Y) dla O
3. 1 8(0,0(0)) =a(8(0,0)) 2, R(Y) dla O
4.1 8(0,0(0)) =a(0O) 1,3, R(=)
5. | X03.4 SPRZECZNOSC.
(b) ®(0,0(0)) =0
0.1. | Vo (d(z,O) = x) aksjomat A,
0.2. | Vz (&(z,0) =0Q) aksjomat Ag
0.3. | VaVy (®(x,0(y)) = &(®(x,y),x)) | aksjomat A;
04. | =((0O,0(0)) =0) z.d.n.
L 20,0 =0 0.2, R(V) dla O
2. | Yy (9(O,0(y)) = #(®(0,y),0)) | 0.3, R(Y) dla O
3.1 ®(0,0(0) =8((0,0),0) |2 R(V)daQ
4. | ©(0O,0(0)) =8(0,0) 1,3, R(=)
5.1 80,0)=0 0.1, R(Y) dla O
6. | ®(0,0(0) =0 4.5, R(=)
7. | X0.4.6 SPRZECZNOSC.
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