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Plan na dzis

Pierwsza z omawianych operacji konsekwencji w KRZ jest oparta na
metodzie zatozeniowej. Oméwimy jeden z systeméw zatozeniowych KRZ,
wywodzacy sie z prac Stanistawa Jaskowskiego.

Operacja konsekwencji wyznaczona przez reguty.
Reguty pierwotne systemu.

Konsekwencja zatozeniowa.

Przyktady dowodéw tez.

Reguty wtérne.

Dowody nie wprost.

Dodatkowe zatozenia dowodu.

Sprzeczne zbiory formut.

Jerzy Pogonowski (MEG) Logika Radosna 2 KRZ: dowody zatozeniowe 2 /94



Mroki dziecihstwa

W najbardziej mrocznym okresie twojego wcigz jeszcze krétkiego zycia, tj.
w szkole éredniej, kazano ci prawdopodobnie dowodzi¢ twierdzen. Na czym
polegata ta procedura?

Zwykle, miatas jakies zatozenia, z ktérych nalezato udowodnié (inaczej:
wyprowadzi¢) pewna teze.

Przeprowadzatas zatem rozumowanie o postaci:

Jesli ZALOZENIA, to TEZA.

System zatozeniowy KRZ stanowi logiczna podstawe dla tego typu
uzasadnien.
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Pies Logik

Rozwazany w poprzednim wyktadzie Pies Chryzypa tez przeprowadzat
dowdd, odwotujac sie do pewnych zatozen oraz reguty wnioskowania:

zatozenie 1: oV 3 (Zwierzyna na pierwszej lub drugiej Sciezce.)
zatozenie 2: —« (Zwierzyny nie ma na pierwszej Sciezce.)

regufa wnioskowania: MTW

whniosek (teza): [ (Zwierzyna na drugiej Sciezce.)

Za chwile przekonasz sie, ze doréwnujesz Psu Chryzypa w umiejetnosci
logicznego rozumowania.
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Ziuta forever

Réwniez Ziuta z poprzedniego wykfadu przeprowadzata dowdd: J

zatozenie 1: a — [ (Jesli byta wyptata, to Zygfryd jest pijany.)
zatozenie 2: =3 (Zygfryd nie jest pijany.)

regufa wnioskowania: w

whniosek (teza): —« (Nie byto wypftaty.)

Nie uda ci sie mi wmoéwi¢, iz nie doréwnujesz Ziucie w umiejetnosci
logicznego rozumowania.
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Nasza Pani od Biologii: epizod trzeci

Dzisiaj Nasza Pani od Biologii opowiada o Nietoperzach:
Jesli Nietoperze nie maja picr, to: sa Ptakami, o ile fruwaja.

Nasza Pani od Biologii wyciaga z kieszeni Nietoperza i stwierdza:
Nietoperze nie maja pior.

Nasza Pani od Biologii zaglada do podrecznika systematyki Zwierzat i
stwierdza:
Ale przeciez Nietoperze nie sa Ptakami.

Nasza Pani od Biologii konkluduje:
Zatem Nietoperze nie fruwaja.
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Nasza Pani od Biologii: epizod trzeci

Zdania proste w powyzszej argumentacji:
o «: Nietoperze maja pidra.
e [3: Nietoperze fruwaja.
@ v: Nietoperze sg Ptakami.

Struktury skfadniowe zdan ztozonych w powyzszej argumentacji:
o a—(f—7)
o T\«

@ vy
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Nasza Pani od Biologii: epizod trzeci

Drzewo argumentacji (dowodu):

—a— (8 —7) -
-y B—
-3

W tej argumentacji postuzono sie kolejno regutami:

e modus ponens (reguta odrywania, znana z semestru zimowego)

@ modus tollens (reguta stosowana przez Ziute).

Argumentacja Naszej Pani od Biologii byta poprawna z logicznego punktu
widzenia. Skoro otrzymata fatszywy wniosek, to jedna z przestanek w jej
argumentacji byta fatszywa. Wiadomo nawet, ktéra. Potrafisz ja wskazaé?

.
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Netoperek
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Wprowadzenie

»Milicja, Wroctaw i ja"

Czy na podstawie uznania nastepujacych stwierdzen:

o Jesli nie udowodniono podejrzanemu popetnienia morderstwa, to:
stwierdzono samobdjstwo denata lub wykonano sentencje wyroku, o ile
udato sie zatrzymac podejrzanego.

@ Podejrzanemu nie udowodniono popetnienia morderstwa.
@ Nie stwierdzono samobdjstwa denata.

e Udato sie zatrzyma¢ podejrzanego.

gotowa jeste$ uznaé stwierdzenie:

e Wykonano sentencje wyroku?
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»Milicja, Wroctaw i ja"

Zdania proste w tym tekscie:

@ «: Udowodniono podejrzanemu popetnienie morderstwa.
e [3: Stwierdzono samobdjstwo denata.
@ v: Udafto sie zatrzyma¢ podejrzanego.

e . Wykonano sentencje wyroku.

Struktury sktadniowe rozwazanych zdan:

° ~a— (BV(y—9))
°
o 3
° v )
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»Milicja, Wroctaw i ja"

Drzewo argumentacji (dowodu):

-« o — (BV(y—9))
- BV (v —9)
v y—9

W tej argumentacji postuzono sie kolejno regutami:

@ modus ponens (reguta odrywania)

@ opuszczania alternatywy

@ modus ponens.

Argumentacja jest poprawna z logicznego punktu widzenia.
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Woprowadzenie

»Milicja, Wroctaw i ja"
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Operacja konsekwencji wyznaczona przez reguty

Operacja konsekwencji

Operacja konsekwencji to pewna funkcja C, ktéra kazdemu zbiorowi formut
X przyporzadkowuje pewien zbiér formut C(X). Mysl o niej tak oto:

@ Mam dany jakis zbi6r przestanek X. Jaki jest ogét wnioskéw, ktére
moge wyprowadzi¢ z X, za pomoca pewnych, z géry ustalonych regut
wnioskowania?

Tak, zgadtas! To wtasnie bedzie 6w zbiér C(X).

Whioski otrzymujemy z przestanek stosujac ustalone reguty wnioskowania.
Operacja konsekwencji bedzie zatem wyznaczona przez owe reguty.

Uwaga. Teraz bedzie scista definicja. Nie trwéz sie! Okaze sie ona o
wiele prostsza od ezoterycznych konstrukgji pojeciowych, z ktérymi
obcujesz na innych wyktadach.
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Operacja konsekwencji

Niech S bedzie zbiorem wszystkich formut jezyka KRZ. Niech R bedzie
dowolna rodzing regut wnioskowania w KRZ. Niech A oznacza zbiér
wszystkich liczb naturalnych. Niech 2° oznacza rodzine wszystkich
podzbioréw S. Przez operacje konsekwencji w KRZ wyznaczong przez
R rozumiemy kazda funkcje C : 25 — 25, zdefiniowana indukcyjnie
nastepujacymi warunkami dla dowolnego zbioru formut X jezyka KRZ:

o CY(X)=X
o CATH(X) = Ch(X)U{ae€S: (3R R)3P C CL(X)) (P,a) € R}
o Cr(X)=U{CL(X): ke N}

Wyrazenie v € Cr(X) czytamy: « jest wyprowadzalna z X za pomoca
regut nalezacych do R.

y
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Operacja konsekwencji wyznaczona przez reguty

Operacja konsekwencji

Powyzszy zapis symboliczny mozna tez wyrazi¢ ,ludzka mowa': |

e C2(X) to po prostu wyjéciowy zbiér X
o CL(X) to zbiér X plus wszystkie bezposrednie wnioski otrzymane z
przestanek ze zbioru X wedle regut wnioskowania z zestawu R

@ elementami zbioru C7§+1(X) s3 elementy CK(X) oraz wszystkie
wnioski wszystkich regut z R, ktérych przestanki brane sa ze zbioru
CR(X)

@ Cr(X) jest suma wszystkich otrzymanych w ten sposéb wnioskéw.

Wyrazenie o« € Cr(X) oznacza zatem, ze formute v otrzymujemy z
zatozen X stosujac (by¢ moze wielokrotnie) reguty wnioskowania z
podanego ich zestawu R.
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Operacja konsekwencji wyznaczona przez reguty

Operacja konsekwencji

Jak zatem ,dziata” operacja konsekwencji na danym zbiorze przestanek X7 Czyli
jak otrzymujemy zbiér Cr(X)?

Bierzesz dowolng regute wnioskowania R z zestawu R i tyle przestanek ze zbioru
X, ilu przestanek wymaga reguta R. Wtedy zaréwno elementy samego X, jak i
wszystkie wnioski wszystkich takich regut R dla dowolnych przestanek z X tworza
zbiér CL(X), czyli zbiér ,bezposrednich wnioskéw” z przestanek znajdujacych sie
w X. Procedure te powtarzasz wychodzac teraz od Ck(X) zamiast od X.
Dostajesz wszystkie ,wnioski co najwyzej drugiego stopnia” z przestanek
znajdujacych sie w X, czyli zbiér C3(X) (aby do nich ,dotrze¢” nalezy co
najwyzej dwukrotnie stosowaé reguty wnioskowania). | tak dalej.

Suma (po wszystkich n) tych wszystkich ,wnioskéw co najwyzej n-tego stopnia”
daje ogoét wszystkich wnioskéw, ktére mozna otrzymac z przestanek X postugujac
sie regutami z zestawu R.
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Reguty pierwotne

Pracujemy w jezyku KRZ oméwionym w semestrze zimowym.
Konsekwencja zatozeniowa oparta jest jedynie na regutach.

Mozna na rézne sposoby dobiera¢ reguty pierwotne.

@ (RO) Reguta odrywania. Jesli do dowodu nalezy implikacja oraz jej

poprzednik, to do dowodu wolno dotaczy¢ nastepnik tej implikacji.
W zapisie symbolicznym:

a— 0, «

g
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Reguty pierwotne

e (DK) Reguta dotaczania koniunkcji. Do dowodu wolno dotaczy¢
koniunkgcje, o ile oba jej cztony nalezg do dowodu.

a, 3
alfB

e (OK) Regufa opuszczania koniunkcji. Jesli do dowodu nalezy
koniunkcja, to wolno dotaczy¢ do dowodu kazdy z jej cztonéw.
aAp aAp
o 6
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Reguty pierwotne

o (DA) Regufa dotaczania alternatywy. Jesli do dowodu nalezy jakas
formuta, to do dowodu wolno dotaczy¢ alternatywe, ktérej jednym z
cztonéw jest ta formuta.

o p
aV B aV i
e (OA) Reguta opuszczania alternatywy. Jesli do dowodu nalezy
alternatywa oraz negacja jednego z jej cztonéw, to do dowodu mozna
dotaczy¢ pozostaty czton tej alternatywy.

aV B, -« aV g, —f
T — .
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Reguty pierwotne

o (DR) Regufa dofaczania réwnowaznosci. Do dowodu wolno
dotaczy¢ réwnowaznos$é, o ile nalezy do dowodu implikacja, ktére;
poprzednikiem jest pierwszy czton tej réwnowaznosci, a nastepnikiem
drugi jej czton, jak i implikacja odwrotna.

a—p, 8—a

a=0

o (OR) Reguta opuszczania réwnowaznoéci. Jesli do dowodu nalezy
réwnowazno$¢, to wolno dotaczy¢ do dowodu zaréwno implikacje,
ktérej poprzednikiem jest pierwszy czton tej réwnowaznosci, a
nastepnikiem drugi jej czton, jak i implikacje odwrotna.

a=0 a=0

a— B—a
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Reguty pierwotne

e Uwaga 1. Zauwaz, ze w podanych wyzej regutach nie ma ani stowa o
prawdzie. Wykonaj jednak ¢éwiczenie: sprawdz, ze wszystkie
powyzsze reguty s3 niezawodne.

o Uwaga 2. Zauwaz, ze reguty sa dwoch rodzajéw: dotycza
wprowadzania lub opuszczania statych logicznych. W szczegdlnosci,
(RO) jest reguta opuszczania implikacji. Dualna do niej reguta
wprowadzania implikacji zostanie oméwiona pézniej. Podobnie dla
regut dotyczacych negacji.

e Uwaga 3. Twoim zalecanym zbiorem zadan z logiki sa Cwiczenia z
logiki autorstwa Pani Profesor Barbary Stanosz, gdzie uzywa sie
doktadnie tego samego zestawu regut pierwotnych.
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Reguty pierwotne

Reguty pierwotne

Oznaczmy przez jas zbiér powyzszych regut. Kazda reguta ze zbioru jas
jest nieskonczonym zbiorem sekwentéw, o budowie sktadniowej podanej w
symbolicznym zapisie tej reguty.

Potem pokazemy, ze mozemy uzywaé bardzo wielu dalszych regut, ktére

wyprowadzone s3 z powyzszych regut pierwotnych i nosza nazwe regut
wtérnych (albo: wyprowadzalnych).

Uwaga. Teraz bedzie scista definicja operacji konsekwencji zatozeniowe;j.
Po trzykro¢ powtarzam: Nie lekaj sie! Nie lekaj sie! Nie lekaj sie!
Praca z dowodami zatozeniowymi bedzie bardzo tatwa, polubisz j3.
Definicja tylko z pozoru wyglada strasznie. Wyttumacze ja w sposéb
przystepny za chwile.
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Konsekwencja zatozeniowa

Konsekwencja zatozeniowa

Okreslamy zbidr Tj,s tez systemu dedukcji naturalnej (systemu
zatozeniowego) KRZ opartego na regutach jas:

O . . . . .
o ae Ty wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje liczba naturalna n > 0 oraz
formuty 81, 52, ..., Ba, v takie, ze:
o a jestidentyczna z (61 — (B2 — ... (Bn — ) .. .))
o 7y S qas({ﬁhﬂQa s 7Bn})-
k41 . T
o ae T7g wtedy i tylko wtedy, gdy istnieja liczby naturalne n > 0,
i < noraz formuty 31, 3o, ..., 3, takie, ze:
o a jestidentyczna z (61 — (B2 — ... (Bi — ) ...))

° ﬁi+176i+27 N aﬁn S 7’][;5
e yE C}as({ﬂlvﬁZv cee 75"})'

Jjas®

a € Tj,s wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje m taka, ze o € T, J
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Konsekwencja zatozeniowa

Konsekwencja zatozeniowa

Jeslia € T 26 to méwimy, ze o jest teza stopnia m systemu
zatozeniowego KRZ. Jesli «v jest teza stopnia mi m < n, to « jest tez
oczywiscie teza stopnia n. Jesli o € Tj,s, to méwimy, ze o jest tezg

systemu zatozeniowego KRZ.

Notacja. Aby pokaza¢, ze av € Tj,s, gdzie o jest identyczna z

(B1— (B2 — ... (Bn — 7)...)) budujemy dowdd zatozeniowy, w ktérym
081, B2, ..., 0Bn sa zatozeniami i ktéry zostaje uznany za zakonczony, gdy
v € Cas({B1,B2,-..,Bn}), tj. gdy otrzymamy formute ~ stosujac (do
zatozen i posrednich krokéw dowodowych) reguty ze zbioru jas.
Numerujemy poszczegdlne wiersze dowodu i opatrujemy je komentarzem
wskazujacym na ich uzasadnienie.

Uwaga. W dowodach tez stopnia n mozna wykorzystywaé wszystkie tezy stopnia
m, dla m < n.

Jerzy Pogonowski (MEG) Logika Radosna 2 KRZ: dowody zatozeniowe 25 / 94



Konsekwencja zatozeniowa

Konsekwencja zatozeniowa

Zdefiniujemy relacje I-j,s konsekwencji zatozeniowej. J

Niech X = {f1, 52, ..., n} bedzie skonczonym zbiorem formut, a «
formuta jezyka KRZ. Zachodzi X j,5 a wtedy i tylko wtedy, gdy teza
systemu zatozeniowego jest formuta:

Tak wiec, {31, 52, ..., 0n} Fjas @ wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje dowéd
zatozeniowy o w oparciu o zatozenia {31, B2, ..., Bn} oraz reguty ze zbioru
jas.

(Br— (B2 — ... (Bn— a)...)) J
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O co chodzi?

Dowody zatozeniowe sa naprawde proste. Masz jakie$ zatozenia:
{B1,B2,...,0n}. Jesli z tych zatozen, uzywajac podanych wczesniej regut,
mozna otrzyma¢ formute «, to uznajemy, ze udowodniona zostata
implikacja:

(Br—= (B2 — ... (Bn— @)...)).

Takze na odwrét, aby dowies¢, ze implikacja:
Br—(B2— ... (Br— @)...))

jest teza systemu zatozeniowego, musisz formute o wyprowadzi¢ z zatozen
{1, B2, ..., 0n} przy uzyciu podanych wczesniej regut.
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Konsekwencja zatozeniowa

Odcinanie Ogonoéw

Gdy zatem masz udowodni¢ implikacje:

(Pr—= (B2 — ... (Bn— a)...)),

to traktujesz jg jak Wielki Ogon: aby znalez¢ zatozenia dowodowe,
szukasz implikacji gtéwnej. Jej poprzednik (tu: (1) bedzie pierwszym
zatozeniem. Patrzysz teraz, czy jej nastepnik tez jest implikacja. Jesli tak,
to jej poprzednik (tu: [2) bedzie drugim zatozeniem. | tak dalej. W koricu
dojdziesz do takiego Matego Ogonka, ktéry juz implikacja nie jest. | to
wtasnie jest formutfa (tu: «), ktéra nalezy otrzyma¢ z zatozen, stosujac
reguty ze zbioru jas.

Pierwszym etapem pracy jest zatem ¢wiartowanie Wielkiego Ogona, a
etapem drugim jest dotarcie do Matego Ogonka.
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Wielki Ogon

Jerzy Pogonowski
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Prawo komutacji

(a— (8 —7) = (8- (a—7)) (prawo komutacji)

Nalezy dowies¢, ze z zatozeh aw — (3 — 7), 3, @ mozna otrzymac =,
uzywajac regut ze zbioru jas.

1. a—(8—7) zafozenie
2. p zatozenie
3. « zatozenie
4, B —r RO: 1,3

5 v RO: 4,2.

Zauwaz, ze ten dowdd planujesz: masz otrzymac -y, patrzysz wiec, w jakim
zatozeniu v wystepuje i co trzeba zrobi¢, aby do «y ,dotrze¢”, uzywajac
regut ze zbioru jas oraz pozostatych zatozen i krokéw dowodowych.

v
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Prawo eksportacji

((anB)—=7) = (a—=(B—17) prawo eksportacji |
Trzeba pokaza¢, ze z zatozen (a A 3) — 7, «, 8 mozna otrzymac ~. J
1. (aApB)—~y zatozenie
2. « zatozenie
3. g zatozenie
4. aANp DK: 2,3
5 v RO: 1,4.

Zauwaz, ze planowanie dowodu jest w tej metodzie proste: najpierw
okreslasz cel, a potem szukasz drogi do niego. Przy tym, owa droge
wyznaczasz od celu wstecz, do zatozen.
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Prawo importacji

(a—=(B—=17)— (anp)—7) prawo importacjiJ
Trzeba pokaza¢, ze z zatozen a — (8 — ), @ A 3 mozna otrzymac 7. )

1. a— (8 —7) zatozenie

2. aNnp zatozenie

3. « OK: 2

4. OK: 2

5. B—1~ RO: 1,3

6. RO: 5,4.
Zwr6¢ uwage na rézne mozliwosci kolejnosci wykonania poszczegélnych
krokéw dowodu.

v
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Przyktady dowodéw tez

Zastosowanie wczesniej udowodnionych tez

((anp) =) =(a—=(8—1)

prawo eksportacji i importacjiJ

1. ((enpB)—v)—(a—(B—")) prawo eksportacji
2 (a—(F—)—((@AB)—") prawo importacj

3. (@A) —7)=(a—(8—7) DR 12

To prosty przyktad wykorzystania tez juz udowodnionych w dowodach

dalszych tez.
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Zastosowanie reguty DA

((aVvp)—=7)—(a—7) ]
Trzeba pokaza¢, ze z zatozen (a VvV 3) — 7 oraz a mozna otrzymac =. )
1. (aVpB)—~ zatozenie
2. « zatozenie
3. aVp DA: 2
4. ~ RO: 1,2.

Ten przyktad pokazuje zastosowanie reguty DA dotaczania alternatywy. ]
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Zastosowanie reguty OA

(= (BV7)) = (a—=(=6—-7)) )

Trzeba pokazaé, ze z zatozenh aw — (3 V 7y), a oraz =3 mozna otrzymac ~. J

1. a—(BVy) zatozenie
2. « zatozenie
3. —p zatozenie
4. BVry RO: 1,2

5 v OA: 4,3.

Ten przyktad pokazuje zastosowanie reguty OA opuszczania alternatywy. J
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Prawo sylogizmu hipotetycznego

(a—=0B)—=((L—=7)—(ax—7)) prawo sylogizmu hipotetycznegoJ

Trzeba pokaza¢, ze z zatozen: o — 3, 3 — =y oraz & mozna otrzymac +. )

1. a— (B zatozenie
2. [ —~ zafozenie
3. « zatozenie
4. 3 RO: 1,3

5 RO: 2,3.

Jerzy Pogonowski (MEQG) Logika Radosna 2 KRZ: dowody zatozeniowe 36 / 94



Przyktady dowodéw tez

Prawo Fregego

(@ —(6—=17)—(a—=pF)—(a—17))

prawo FregegoJ

Trzeba pokaza¢, ze z zatozen: @ — (8 — 7), @« — [ oraz o mozna

otrzymac ~.
1. a— (B —7) zatozenie
2. a—f zatozenie
3. « zatozenie
4. RO: 2,3
5. B—x RO: 1,3
6. RO: 54.
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Reguty wtérne

Reguty wtérne

Reguta R jest regufa wyprowadzalng (wtdrng) systemu zatozeniowego
KRZ wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego sekwentu (X, @) € R mamy:

a € Cis(X).

Jesli R jest reguta wtérna systemu zatozeniowego KRZ, to mozna jej
uzywaé w dowodach dalszych tez tego systemu oraz w dowodach
wyprowadzalnosci kolejnych regut wtérnych.

Zauwazmy, ze jesli pokazalismy, iz tezg systemu zatozeniowego jest
implikacja o postaci ¥ — ®, to reguta:

\

)

jest reguta wtérna.
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Reguta sylogizmu hipotetycznego

Trzeba pokaza¢, ze z zatozen: o — (i 8 — v mozna otrzymac¢ o — 7. ]

1. a—0 zatozenie

2. B—~ zatozenie

3. (a—=pB)—((B—79) — (a— 7)) prawo sylogizmu hipotetycznego
4. (B—17)— (a—7) RO: 3,1

5. a—7y RO: 4,2.
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Reguta Fregego

a—(f—1) a—f3

o — 7y

Trzeba pokaza¢, ze z zatozen: o — (8 — =) oraz a« — 3 mozna otrzymac

1. a—=(B—7) zatozenie
2. a—p zatozenie
3. (a—=(B—=7)—((a—=p)—(a—7)) prawo Fregego
4. (a—p)— (a—7) RO: 3,1
5 a—vy RO: 4,2.
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Reguty wtérne

Reguta wewnetrznego poprzedzania

Aby pokazaé¢, ze reguta:
a—(B—1)8

o — 7y

wewnetrznego poprzedzania (RWP) jest wyprowadzalna w systemie
zatozeniowym KRZ, trzeba pokazaé, ze z zatozen o — (8 — ) i 8
otrzymaé mozna a — 7y:

1. a—=(B—7) zatozenie

2. zatozenie

3. (a—=(B—=7))—(8—(a—7)) prawo komutacji
4. B—(a—7) RO: 3,1

5 a—vy RO: 4,2.
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Reguta Dunsa Scotusa

Pokazemy, ze wyprowadzalna jest reguta:
a,
ﬁ v
1. « zatozenie
2. -« zatozenie
3. avp DA:1l
4. B OA: 32.
Regute % nazywamy reguta Dunsa Scotusa (RDS). J

Jerzy Pogonowski (MEG) Logika Radosna 2 KRZ: dowody zatozeniowe 42 / 94



Reguty wtérne

Prawo Dunsa Scotusa

a— (ha — f)

1. « zatozenie
2. -« zafozenie

3. B RDS: 1,2.

Zauwazmy, ze jesli pokazalismy, iz reguta:

v

0]

jest wyprowadzalna, to wiemy takze, ze implikacja W — © jest teza
systemu zatozeniowego.
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Trafnosé

Konsekwencja zatozeniowa jest trafna, tzn.: ]

o Jesli a jest tezg systemu zatozeniowego, to « jest tautologia KRZ.

o Jesli X tjos v, to X =4z ¢, czyli o wynika logicznie z X.

Powyzsze implikacje s3 metatwierdzeniami. Ich dowody pomijamy. Jesli
jestes Nieufna i Zainteresowana, to znajdziesz je np. w wyktadach Logiki
Matematycznej zamieszczonych na stronach Zakfadu Logiki Stosowane;j
UAM.
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Petnos¢

Konsekwencja zatozeniowa jest pefna, tzn.: ]

o Jesli a jest tautologia KRZ, to « jest tezg systemu zatozeniowego.

o Jesli X =y, v (czyli o wynika logicznie z X), to X ka5 a.

Powyzsze implikacje s3 metatwierdzeniami. Ich dowody pomijamy. Jesli
jestes Nieufna i Zainteresowana, to znajdziesz je np. w wyktadach Logiki
Matematycznej zamieszczonych na stronach Zakfadu Logiki Stosowane;j
UAM.
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Trafnosé i Petnos$é: zastosowania

Fakt, ze konsekwencja zatozeniowa jest trafna i petna moze by¢
wykorzystany np. w ustalaniu:

czy dana formuta jest tautologia KRZ
czy dana formufa wynika logicznie z podanego zbioru przestanek

czy dane wnioskowanie jest dedukcyjne

czy dane zdanie jest prawda logiczna.

Zwr6¢ uwage, ze rozstrzyganie tych probleméw dokonywane jest w jezyku
przedmiotowym, a nie w metajezyku.
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Dowody nie wprost

Dowody nie wprost

Twierdzenie o Dedukcji Nie Wprost. )

Jesli {ﬁbﬁ% s 7ﬁn} ) {_\Oé} l__jas {77 _"7}1 to {ﬁl?ﬁ% s 7ﬁn} '__jas . J

Twierdzenie powyzsze pozwala zatem na stosowanie w systemie
zatozeniowym dowoddw nie wprost: aby pokaza¢, ze @ ma dowdd z
zatozen {(1, B2, ..., 0n} wystarczy pokaza¢, ze z zatozen

{P1, B2, ..., Bn, "} mozna wyprowadzi¢ w systemie zatozeniowym KRZ
pare formut wzajem sprzecznych.

Nadto, z twierdzenia tego mozemy korzysta¢ réwniez przy dowodzeniu
wyprowadzalnosci regut wtérnych systemu zatozeniowego KRZ.
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Dowody nie wprost

Dowody nie wprost: przyktady

W dowodzie nie wprost formuty « z zatozen {(1, 32, ..., On} dopisujemy
do zatozen —a, czyli zatozenie dowodu nie wprost (w skrécie: z.d.n.) i
staramy sie wyprowadzi¢ z tych zatozen pare formut wzajem sprzecznych.
Gdy to sie powiedzie, « jest konsekwencja (1, B2, . .., Bn W systemie
zatozeniowym KRZ.

Dla przyktadu, dowéd nie wprost formuty —=—a — « jest nastepujacy:
1. ——a zatozenie

2. z.d.n.

Na mocy powyzszego, mozemy w dalszych dowodach stosowa¢ wtérna
regute opuszczania negacji ON:

-

(07
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Dowody nie wprost: przyktady

o — T

1. « zatozenie
2. ===« zd.n.
3. ON: 2.

Z tez a — - i oo — « otrzymujemy, na mocy reguty DR teze:
o = .

Na mocy powyzszego, mozemy w dalszych dowodach stosowa¢ wtérna
regute dofaczania negacji DN:

—\—|O[.
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Dowody nie wprost: przyktady

(a = B) = (=6 — —a) prawo transpozycji prostejJ
1. a—0 zatozenie
2. —f zatozenie
3. -« z.d.n.
4. ——a — «a prawo podwdjnej negacji
5. « RO: 3,4
6. [ RO: 1,5.
Pare formut wzajem sprzecznych znajdujemy w wierszach 2 i 6. J
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Dowody nie wprost: przyktady

{a — 0, _‘ﬁ} '_jas e J
1. a— (3 zatozenie
2. —f3 zatozenie
3. z.d.n.
4, « ON: 3
5. 0 RO: 1,4.

Pokazalismy wiec, ze reguta wtérng jest reguta modus tollendo tollens MT:

o= B8

le’
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Dowody nie wprost

Dowody nie wprost: przyktady

Aby pokaza¢, ze reguta poprzedzania Foq Jest reguta wtérng, dowodzimy
najpierw, ze teza systemu zatozeniowego jest prawo poprzedzania
a — (f — a). W tym celu wystarczy pokazaé, ze z zatozen «, 3 oraz -«

otrzymujemy sprzeczno$¢ (dowdd nizej, po lewej):

1. «  zatozenie 1. « zatozenie
2. (B  zatozenie 2. «a— (B — «) prawo poprzedzania
3. —a zdn 3. B—-a RO: 2,1.
Dowdd, ze 727 Jest reguta wtérng polega na pokazaniu, ze z zatozenia «

mozemy otrzymac B — a: dowdd wyzej, po prawe;j.
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Prawda logiczna o Pogonowskim

Czy jest prawda logiczna:

Pogonowski oslepnie, jesli wydtubiemy mu oczy i utniemy uszy wtedy i
tylko wtedy, gdy nie utniemy mu uszu, o ile nie oslepnie, cho¢ wydtubiemy
mu oczy.

Znajdujemy zdania proste w podanym tekscie i przypisujemy im zmienne
zdaniowe:

o p — Wydtubiemy Pogonowskiemu oczy.

@ g — Utniemy Pogonowskiemu uszy.

@ r — Pogonowski oslepnie.

Budujemy schemat zdaniowy dla rozwazanego zdania:

((pAg)—=r)=((pA-r)——q).
Aby metoda zatozeniowa dowie$¢ réwnowaznosci o« = (3, wystarczy dowies¢
implikacji prostej o — (3 i odwrotnej 8 — a.
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Prawda logiczna o Pogonowskim

Dowéd implikacji ((p A q) — r) — ((p A —r) — —q). |
1. (pAgq)—r zatozenie
2. pA-r zatozenie
3. g z.d.n.
4, ——g—q prawo podwdjnej negacji (udowodnilismy wczesniej)
5 q RO: 4,3
6. p OK: 2
7. —r OK: 2
8. pAg DK: 6,5
9. r RO: 1,8

10. Sprzecznosé: 7,9.

Otrzymalismy sprzeczno$¢ w dowodzie nie wprost, a zatem rozwazana
implikacja jest teza.
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Prawda logiczna o Pogonowskim

Dowéd implikacji ((p A —r) — —=q) — ((pAq) — r). J
1. (pA-r)— —q zatozenie
2. pAg zatozenie
3. -r z.d.n.
4. p OK: 2
5 pA-r DK: 4,3
6. —g RO: 1,5
7. q OK: 2
8. Sprzecznosé: 6,7.

Udowodnilismy implikacje prosta oraz odwrotna, a zatem
((pAg) —r)=((pA—r)— —q) jest teza (na mocy DR). Jest wiec
tautologia. Rozwazane zdanie jest prawda logiczna.
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Na co czeka Pogonowski?
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Dodatkowe zatozenia dowodu

Kolejna wielce uzyteczna technika dowodowa w systemie zatozeniowym KRZ
polega na korzystaniu z tzw. dodatkowych zatozen dowodu. Jest to procedura
nastepujaca:

@ Czynimy w dowodzie dodatkowe zatozenie «.

o Jesli z zatozenia « (oraz wczesniejszych krokéw dowodu) mozemy
wyprowadzi¢ formute (3, to do dowodu wolno wtaczy¢ formute o — 3.

o Z krokéw wyprowadzenia 3 z o nie wolno korzysta¢ poza tym
wyprowadzeniem. Zwykle stosuje sie stosowna numeracje: jesli
dodatkowe zatozenie & ma numer n.1., a wyprowadzona z niego
formuta ma numer n.m., to z krokéw o numerach od n.1. do n.m. nie
korzystamy w dowodzie gtéwnym.

Prawomocnosé¢ tego postepowania wynika z definicji dowodéw zatozeniowych.
Kazdy dowéd z dodatkowymi zatozeniami mozna zastgpi¢ dowodem bez nich.
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Dodatkowe zatozenia dowodu: przyktad 1

((av B) = (yA6)) = ((a =) A (B —9)) ]
1. (aVvp)—=(yA9) zatozenie
11, « zatozenie dodatkowe
1.2. avp DA: 1.1.
13. vAd RO: 1,1.2.
14, OK: 1.3.
2. a—vy 1.1.=1.4.
21. p zatozenie dodatkowe
22. aVvp DA: 2.1.
23. A6 RO: 1,2.2.
24. § OK: 2.3.
3. B—96 2.1.=2.4.
4. (a—~vy)—(B—0) DK:23.
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Dodatkowe zatozenia dowodu: przyktad 2

Udowodnimy najpierw teze pomocnicza (*): J
(*) (a—B) —(=(8V3) — —a) J

1. a—0 zatozenie

2. =(BVvo) zatozenie

3. z.d.n.

4, « ON: 3

5. p RO: 1,4

6. BV DA: 5.

W wierszach 2 i 6 mamy pare formut wzajem sprzecznych, a wiec dowdd
nie wprost tezy (x) zostat zakonczony.

v
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Dodatkowe zatozenia dowodu: przyktad 2

(a—=pB) = ((v = 6) = (=(B V) = ~(a V7)) )
1. a—g zatozenie
2. =94 zatozenie
3. =(BV9) zatozenie
4. —-—(aV~y) z.d.n.
5. aVy ON: 4
6. (a—p0)— (~(BVI) — -a) teza (x)
7. =(BV) - RO: 6,1
8. -« RO: 7,3
9. ~v OA: 5,8
10. ¢ RO: 2,9
11. BVJ DA: 10.
Dowéd powyzszy mozna zastgpi¢ dowodem z dodatkowymi zatozeniami, bez
wykorzystania tezy (x):

v
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Dodatkowe zatozenia dowodu: przyktad 2

1. a—0 zatozenie
2. v—d zatozenie
3. =(BV9) zafozenie
4. —-=(aV7y) z.d.n.
5. aVy ON: 4
1.1, « zatozenie dodatkowe
12. B RO: 1,1.1.
13. BvVd DA: 1.2.
6. a—(BV3) 1l=14
7. —« MT: 6,3
8. ~« OA: 5,7
9. 4 RO: 2,8
10. BVvo DA: 9.
W kroku 7 korzystamy z wtérnej reguty modus tollendo tollens MT: %ﬁaﬁ’g J
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Prawo negowania alternatywy

=(aV B) — —~a A -p.

1.1.
1.2.

2.1
2.2.

~(aVp)
o

aVp
a—(aVp)
o

B

aVp

B —(avp3)
-0

zatozenie

zatozenie dodatkowe
DA: 1.1.

1.1.=1.2.

MT: 2,1

zatozenie dodatkowe
DA: 2.1.

2.1.=2.2.

MT: 4,1

DK: 3,5.
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Dowody dalszych tez

Prawo negowania alternatywy

(A =p) — =(aVp). J
1. —aAN-g3 zatozenie
2. —(aVvp) zdn.
3. avVvp ON: 2
4, -« OK: 1
5. = OK: 1
6. 3 OA: 3,4.

Dwie udowodnione przed chwilg tezy implikacyjne daja facznie prawo

negowania alternatywy —(aV 3) = =av A = 3. Regufa wtérna jest zatem

~(avh)

reguta negowania alternatywy NA: A
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Dowody dalszych tez

Prawo negowania koniunkgji

~(a A B) — —a VB

—(a /A pB)
_\(_\Oé \V —\ﬂ)
A A=
1

-

[0

g

alf

N R WD

zatozenie
z.d.n.

NA:
OK:
OK:
ON:
ON:
DK:

SO U A WWN
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Dowody dalszych tez

Prawo negowania koniunkgji

(Vv =p8) — =(a A p).

1. —aV-g zatozenie
2. —(aAnp) zdn.
3. aAng ON: 2
4. « OK: 3
5. 0 OK: 3
6. -« DN: 4
7. 0 OA: 1,6.

Dwie udowodnione przed chwilg tezy implikacyjne daja facznie prawo

negowania koniunkcji (o A 3) = = V —3. Reguta wtérna jest zatem

~(anp)
—aV-g "

reguta negowania koniunkcji NK:

v
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Prawa De Morgana

Prawa negowania koniunkgcji i negowania alternatywy nazywane s3 tez
prawami De Morgana.

Zauwazmy, ze reguty NA oraz NK s3 ,symetryczne”’, w tym sensie, ze
wyprowadzalne s3 takze reguty:
—(a A p) =(aVp)

Kazda teza réwnowaznosciowa zatozeniowego systemu KRZ pozwala na
wprowadzenie reguty wtérnej ,symetrycznej’ we wspomnianym wyzej sensie.
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Tezy, ktére nie sa implikacjami. Uwaga: waznel!l

—(a A —a) prawo niesprzecznoéciJ

1. —(aA-a) zdn

2. alN-«a ON: 1
3. « OK: 2
4. -« OK: 2.

Uwaga !!l' W przypadkach poszukiwania dowodéw formut, ktére nie s3
implikacjami (a wiec gdy nie mozna poczyni¢ zadnych zatozen),
zaczynamy dowdd od zatozenia nie wprost.
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Dowody dalszych tez

Prawo wytaczonego $rodka

aV prawo wytaczonego $rod kaJ
1. =(aV-a) zdn
2. —aA-—a NA:1
3. OK: 2
4. - OK: 2.

Z.d.n. pozwolito uzyska¢ sprzeczno$¢, a zatem, na mocy Twierdzenia o
Dedukcji Nie Wprost, formuta a V -« jest teza.
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Dowody dalszych tez

Prawo negowania implikacji

—(a— 0B) = (A —p).

1.1.
1.2.
1.3.
1.4.

(o — )
—\(Oz/\ —ﬂ)
SV o
«

-
-3

p
a—

zatozenie

z.d.n.

NK: 2

zatozenie dodatkowe
DN: 1.1.

OA: 3,1.2.

ON: 1.3.

1.1.=1.4.
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Dowody dalszych tez

Prawo negowania implikacji

(aAN=B) = =(a — f). ]
1. an-g
2. -—(a—p) zdn.
3. a—0 ON: 2
4. « OK: 1
5. =3 OK:1
6. [ RO: 3,4.
Dwie udowodnione przed chwilg implikacje daja facznie jedno z praw
negowania implikacji: (a0 — ) = (a A =f).
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Wyrazanie implikacji przez alternatywe i negacje

(o = 8) = (~a v ) J
1. a—p zatozenie
2. a(-aVvp) zdn.
3. ——aA-F NA:2
4. -« OK: 3
5. =3 OK: 3
6. « ON: 4
7. 3 RO: 1,6.
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Wyrazanie implikacji przez alternatywe i negacje

(~a v B) = (a = B). J
1. —-aV g zatozenie
2. « zatozenie
3. —f z.d.n.
4. -« OA: 1,3.

Dwie udowodnione przed chwilg implikacje daja facznie réwnowaznos¢:
(a« — () = (-« Vv 3), pozwalajaca zastepowaé implikacje przez alternatywe
i negacje (oraz na odwr6t).

v
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Nasza Pani od Biologii i Biedronki

Nasza Pani od Biologii rozmysla o Biedronkach:

Biedronki sa kolorowe, jesli: sg w paski, o ile s3 widoczne gotym okiem.
Biedronki ani nie sa kolorowe, ani nie zmieniaja barwy.

Biedronki sa w paski, o ile s3 widoczne gotym okiem, lub: Biedronki sa w
kropki.

Jesli Biedronki sa w kropki, to s3 kolorowe lub sa w paski.

Czy z powyzszego wynika logicznie, ze Biedronki s3 w paski?

Zdania proste:

@ o — Biedronki s3 widoczne gotym okiem.
o 3 — Biedronki s3 w paski.
@ v — Biedronki sa kolorowe.

@ § — Biedronki zmieniaja barwe.

e ) — Biedronki sa w kropki.
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Nasza Pani od Biologii i Biedronki

{(aﬁﬂ)_)77ﬁfy/\"67(a_)ﬁ)\/19719_>(7\//8)}|_jasﬂ- J

1. (a— B)— 7 zalozenie

2. oy A6 zatozenie

3. (a—p)VvdI zatozenie

4. 9 — (yVvpB) zatozenie

5. OK: 2

6. —(a—p) MT: 1,5

7. Y OA: 3,6

8. ~HyVvVp RO: 4,7

9. 3 OA: 8,5.
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Nasza Pani od Biologii i Biedronki
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Nasza Pani od Biologii i Wiewidrki

Nasza Pani od Biologii rozmysla, dlaczego Wiewiérki sa rude:

Jesli Wiewicrki sa drapieznikami lub sa owadozerne, to Wiewiorki jedza
Mréwki.

Jesli Wiewicrki jedza Mrowki lub jedza igliwie, to sa rude.

Wiewiorki jedza igliwie lub sa drapieznikami.

Ale przeciez Wiewidrki nie jedza igliwia.

Zatem Wiewiérki sa rude.

Zdania proste:
@ a — Wiewidrki sg drapieznikami.
e (3 — Wiewidrki sa owadozerne.
o v — Wiewidrki jedza Mréwki.
@ § — Wiewidrki jedza igliwie.

e ¥ — Wiewidrki sa rude.
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Nasza Pani od Biologii i Wiewidrki

{(aVv ) —~v,20,(y V) — 9,0 Va}js . J

1. (avp)—~ zatozenie

2. =6 zatozenie

3. (yVd)— 19 zatozenie

4. IV zatozenie

5. « OA: 4,2

6. avp DA: 5

7. v RO: 1,6

8. Vo DA: 7

9. ¥ RO: 3,8.

Jerzy Pogonowski (MEG) Logika Radosna 2 KRZ: dowody zatozeniowe 77 / 94



Nasza Pani od Biologii i Wiewidrki

Logika Radosna 2 KRZ: dowody zatozeniowe 78 / 94



Dowody dalszych tez

Teodycea i kule w ptocie

Pokazemy, ze nastepujace wnioskowanie jest dedukcyjne: J

Bog jest mitosierny, o ile jest doskonaty. Jesli Bog jest doskonaty i stworzyt
Swiat, to w Swiecie nie ma Zta. Jednak w Swiecie jest Zto. Ponadto,
twierdzi sie, ze Bog stworzyt Swiat. Zatem Bdg nie jest doskonaty lub nie
jest mifosierny.

@ o — Bog jest doskonaty.
e (3 — Bog jest mitosierny.
e v — Boég stworzyt Swiat.
e & — W Swiecie jest Zto.
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Teodycea i kule w ptocie

{ao— B, (aNy) = =d,7,0} Fjas mae V .

a— [
(any) — b
o

Y

—\—\(5
()
—|—|’)/

e’

L ooNoG W=

_
©

zatozenie
zafozenie
zatozenie
zatozenie
DN: 3
MT: 2,5
NK: 6
DN: 4
OA: 7,8
DA: 9.

Zauwazmy, ze w dowodzie nie korzystano z pierwszego zatozenia.
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The Eastern Wall
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Sprzeczne zbiory formut

Zbior formut X jest (syntaktycznie) sprzeczny, jesli istnieje formuta «
taka, ze X Fj,s o oraz X kj5s mav. Jesli X nie jest sprzeczny, to méwimy, ze
X jest (syntaktycznie) niesprzeczny.

Twierdzenie o zwartosci.
Zbiér X formut jezyka KRZ jest sprzeczny wtedy i tylko wtedy, gdy pewien
jego skonczony podzbiér jest sprzeczny.

Wykazanie syntaktycznej sprzecznosci zbioru formut X polega na
zbudowaniu dowodu zatozeniowego, ktérego przestankami sa elementy
jakiegos skonczonego podzbioru zbioru X i w ktérego wierszach znajduje
sie para formut wzajem sprzecznych.
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Sprzeczne zbiory formut: przyktad 1

Pokazemy, ze {aV =83,y — B,—(d A —y),d A —a} jest sprzecznym zbiorem
formut. )
1. av-p zatozenie
2. v—pf zatozenie
3. (6 A=) zatozenie
4. 5N« zatozenie
50 OK: 4
6. -« OK: 4
7. 0 OA: 1,6
8. MT: 2,7
9. Ay DK: 5,8.
Pare formut wzajem sprzecznych znajdujemy w wierszach 3 i 9. )
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Sprzeczne zbiory formut

Dygresja: ekonomia telewizyjna.

Zwréemy uwage, ze wykazalisSmy przed chwilg dedukcyjna sprzecznosé
telewizyjnej ,,analizy ekonomicznej”" (z poprzedniego wyktadu):

Jest kapitalizm lub nie ma bezrobocia. Jesli jest recesja, to jest tez
bezrobocie. Nie ma jednoczesnie: biedy oraz braku recesji. Jest bieda, a
nie ma kapitalizmu.

o o — Jest kapitalizm.
@ (3 — Jest bezrobocie.
@ v — Jest recesja.

@ J — Jest bieda.
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Sprzeczne zbiory formut: przyktad 2

Pokazemy, ze {=y A 3, a — (8 — (yV =0)), a, 9 A (6 — 7)} jest sprzeczny. ]

1. —-+vApB zatozenie
2. a—(8—(yVv~d)) zatozenie
3. « zatozenie
4. IN(B—1) zatozenie
5. OK: 1
6. OK:1
7. B—x OK: 4
8. ~ RO: 10,6.

Pare formut wzajem sprzecznych znajdujemy w wierszach 5 i 8. Zauwaz, ze nie
korzystaliSmy ani z przestanki 2, ani z przestanki 3. Tak wiec, zbiér przestanek
{=yAB, 9N (B — )} tez jest sprzeczny.
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Sprzeczne zbiory formut: przyktad 3

{a— 0, B— -, 6=, aAd} jest sprzeczny: J
1. a— [  zatozenie
2. [ — —y zalozenie
3. d—7 zatozenie
4. a Ao zatozenie
5 « OK: 4
6. o OK: 4
7. B RO: 15
8. RO: 2,7
9. ~v RO: 3,6.
Pare formut wzajem sprzecznych znajdujemy w wierszach 8 i 9. )
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Sprzeczne zbiory formut: przyktad 4

{a—= 0, v— 09, 2BV~y, aA-d} jest sprzeczny: J
1. a— [ zalozenie
2. yv— 9 zatozenie
3. =BV~ zatozenie
4. o N-0 zatozenie
5 « OK: 4
6. -0 OK: 4
7. 0 RO: 1,5
8. MT: 2,6
9. 3 OA: 3,8.
Pare formut wzajem sprzecznych znajdujemy w wierszach 7 i 9. )
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Sprzeczne zbiory formut: przyktad 5

Oto dwa dowody, ze {a — =3, B — —y, § — [, 0, «aV v} jest sprzeczny: J

L. 1. — T zatozeni
1. a— =8 zatozenie @ gz ozenie
.. 2. [ — -y zatozenie
2. [ — —y zalozenie ..
.. 3. 6—p zatozenie
3. 0—p zatozenie ..
.. 4. ¢ zatozenie
4. § zatozenie .
.. 5. aVy zatozenie
5. aVy zatozenie
. 6. [ RO: 3,4
6. [ RO: 3,4
7. -0 DN: 6
7. -y RO: 2,6
8. -« MT: 1,7
8. « OA: 5,7
9 -5 RO- 18 9. v OA: 5,8
' : T 10. vy RO: 2,6.

Pare formut wzajem sprzecznych znajdujemy w wierszach 6 i 9 (lewy dowéd) lub
w 9 i 10 (prawy dowdd).

v
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Nasza Pani od Biologii i Pterodaktyle

Nasza Pani od Biologii robi notatki do nastepnej lekcji, wykorzystujac rézne
zrédta:

Pterodaktyle fruwaty lub: miaty piéra, ale nie miaty ogona.

Pterodaktyle miaty ogony lub nie miaty picr.

Pterodaktyle nie fruwaty.

,Qj, cos tu jest niedobrze” — mysli Nasza Pani od Biologii. Czy ma racje? |

Zdania proste:

o o — Pterodaktyle fruwaty.
o 3 — Pterodaktyle miaty ogony.

@ v — Pterodaktyle miaty piéra.
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Nasza Pani od Biologii i Pterodaktyle

{aV (yAN—=B), BV -y, —a} jest sprzeczny: ]
1. aV(yA-p) zatozenie
2. BV—y zatozenie
3. -« zatozenie
4. yNAN-0 OA: 1,3
5. —p OK: 4
6. OK: 4
7. OA: 2,5.
Pare formut wzajem sprzecznych znajdujemy w wierszach 6 i 7. )
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Nasza Pani od Biologii i Pterodaktyle
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Nasza Pani od Biologii i Pterodaktyle
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Koniec

Zadanie domowe. Rozwiaz zadania 34-57 ze zbioru Cwiczenia z logiki
autorstwa Pani Profesor Barbary Stanosz.

Przypomne: do zdania egzaminu niezbedna jest umiejetno$¢ rozwiazywania
zadan. Wybér nalezy do ciebie.

Na kolejnych wyktadach oméwimy operacje konsekwencji wyznaczong przez
tablice analityczne dla KRZ.
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