IT1.8. Rezolucja

Pokazemy teraz dzialanie pewnej metody dowodowej, zwiazanej z metoda drzew semantycznych i majacej
istotne zastosowania m.in. w automatycznym dowodzeniu twierdzen.

I11.8.1. Definicje

Jesli P jest predykatem, to stosujemy skrotowe zapisy P(Z) oraz P(t) dla formut atomowych utworzonych
z predykatu P oraz stosownej liczby jego argumentéw — zmiennych (w pierwszym przypadku) lub termow
(w drugim przypadku).

Klauzulg nazwiemy dowolny skonczony zbior literalow.

Literatem komplementarnym do literatu ¢ nazywamy literal ¢, zdefiniowany nastepujaco:

o jesli £ jest literalem pozytywnym £, to £ jest literatlem negatywnym —¢’

o jesli £ jest literatem negatywnym —¢', to ¢ jest literatem pozytywnym ¢'.

Klauzule pustq (nie zawierajaca zadnych elementéow) oznaczamy przez .
Klauzule zawierajace najwyzej jeden literal pozytywny nazywamy klauzulami Hornowskimi.
Klauzulg programowaq nazywamy kazda klauzule z doktadnie jednym literatem pozytywnym.

Jesli klauzula programowa zawiera jakie$ literaly negatywne, to nazywamy ja regulq; w przeciwnym
przypadku nazywamy ja faktem.

Klauzulg celowg nazywamy klauzule bez literatéw pozytywnych.

Programem nazywamy zbior klauzul programowych (regut lub faktow). Programy odpowiadaja progra-
mom rozwazanym w PROLOGu.

Klauzule reprezentuja formuly w skolemowej postaci normalnej. Tak wiec, np. klauzula {—P(x), Q(x)}
reprezentuje formute VzVy (-P(x) V Q(x)) lub, co na jedno wychodzi, formute VaVy (P(z) — Q(x)).

Niech C; i Cy beda dwiema klauzulami, ktére nie maja zadnych wspoélnych zmiennych i sa postaci
Dy U{P(Ly),...,P(t,)} oraz Dy U{=P(57),...,-P(5,;)}, odpowiednio. Jesli ¢ jest najbardziej ogélnym
—

unifikatorem dla {P (%)), ..., P(t,), P(57),. .., P(5,)}, to Do U Dyo jest rezolwentq dla C) i Cy. Czasem
mowi sie wtedy takze, ze D10 U Dyo jest dzieckiem swoich rodzicow C7 oraz Cs.

Dowodem rezolucyjnym klauzuli C' ze zbioru formul S nazywamy kazdy skonczony ciag klauzul
Cy,...,C, taki, ze:

e (' jest identyczna z C,,
o kazda klauzula C; (1 < ¢ < n) jest albo elementem zbioru S albo rezolwenta pewnych klauzul C; oraz

Cy, dla j, k < i.

Jesli istnieje dowdd rezolucyjny C' z S, to mowimy, ze C jest rezolucyjnie dowodliwa z S i oznaczamy
ten fakt przez S +gr C.

Kazdy dowdd rezolucyjny klauzuli pustej O ze zbioru S nazywamy rezolucyjng refutacjg S. Jezeli
istnieje rezolucyjna refutacja S, to méwimy, ze S jest rezolucyjnie odrzucalny i oznaczamy ten fakt przez
SkrO.

Rezolucyjnym drzewem dowodowym klauzuli C ze zbioru S nazywamy kazde drzewo binarne T' o
nastepujacych wlasnosciach:

e korzeniem T jest C
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e lis¢émi T sg pewne elementy zbioru S
e pozostale (oprocz korzenia i lisci) wierzchotki T sa klauzulami
e bezposrednimi nastepnikami wierzchotka D niebedacego lisciem sa klauzule D; oraz Ds, ktoérych re-

zolwenta jest D.

Niech res(.S) bedzie zbiorem zawierajacy wszystkie elementy S oraz rezolwenty wszystkich par elementow
S. Dlan > 1, niech res,y1 = res(res,(S)). Wreszcie, niech R(S) bedzie suma wszystkich zbiorow res(S).
Zbior R(S) nazywamy domknieciem rezolucyjnym zbioru S.

Uwaga! W definicji dowodu rezolucyjnego oraz rezolucyjnego drzewa dowodowego dopuszczamy (jako prze-
stanki dowodu lub liscie drzewa, odpowiednio) formuly otrzymane z elementéw zbioru S przez za-
stosowanie podstawien przemianowujgcych zmienne.

Uwaga. Rozwazamy teraz drzewa, ktérych wierzcholki sa znakowane zbioramsi formut.

I11.8.2. Przyklady dowodéw rezolucyjnych

PRZYKEAD II1.8.2.1. (Nerode, Shore 1997: 146-147).

Rezolwentg klauzul:

o C1 ={Q(x),~R(y), P(z,y), P(f(2), f(2))}
o Oy ={=N(u), ~R(w),~P(f(a), f(a)), =P(f(w), f(w))}

jest klauzula:

Cs ={Q(f(a)), ~R(f(a)), =N (u), ~R(a)}.

Aby sie o tym przekonadé, nalezy:

o zauwazy¢, ze C1 = {Q(x), ~R(y)} U{P(z,y), P(f(2), f(2))}
o zauwazy¢, ze Co = {-N(u), ~"R(w)} U {=P(f(a), f(a)), ~P(f(w), f(w))}

e zastosowa¢ najbardziej ogélny unifikator o = {x — f(a),y — f(a),z — a,w — a} dla uzgodnienia

zbioru literatow {P(x,y), P(f(2), f(2)), P(f(a), f(a)), P(f(w), f(w))}
e {Q(z),~R(y)}o = {Q(f(a)),~R(f(a))}
o {=N(u),~R(w)}o = {~N(u),~R(a)}.
PrzYKEAD II1.8.2.2. (Nerode, Shore 1997: 147).
Pokazemy, ze warunki przechodniosci i symetrii, tj. warunki:
Vavyvz((P(z,y) A P(y, 2)) — P(x, 2))

Vavy(P(z,y) — P(y,z))

implikuja nastepujacy warunek (euklidesowosci):

VavyVz((P(z,y) A P(z,y)) — P(z, 2)).
Powyzsze warunki maja nastepujace reprezentacje w postaci klauzul (po rozdzieleniu zmiennych):
o (1 = {—\P(x,y),ﬂP(y,z),P(x,z)}
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o Oy = {-P(u,v), P(v,u)}

o U3 ={-P(z,y),~P(z,y), P(x,2)}.

Chcemy zatem uzyska¢ dowod rezolucyjny C3 z C7 oraz Cs. Bedzie on sie sktadal z trzech krokow. W
kazdym z nich z pary klauzul otrzymamy rezolwente tej pary. W kazdym kroku podkreslamy ten literal,
wzgledem ktorego dokonujemy rezolucji (tj. ten, ktory eliminujemy w wyniku danego kroku).

Tak wiec, dowdd rezolucyjny Cs z Cy oraz C5 jest nastepujacym ciagiem klauzul Dy, ... Dy:

e D =C = {"P(l’,y), —|P(y7z),P(x,z)}

e Dy =Cof{ur z,v— z} = {=P(u,v), P(v,u)H{u — z,v— z} = {-P(,2), P(z,2)}

e D3 ={=P(x,y),~P(y,2), P(z,x)} rezolwenta D; oraz Do

o Dy=Co{ur z,v— z} = {-P(u,v), P(v,u) {u — z,v — 2} = {-P(z,x), P(z, 2)}

Ds = {-P(z,y),~P(y,2), P(x, z)} rezolwenta D3 i Dy

Ds :CQ{Uszv’_)y} = {_'P(’UJ,”U),P(’U,’UJ)}{UHZ,’Ul—>y} = {"P(Z,y),P(y,Z)}

Dy ={-P(z,y),P(z,y), P(x,z)} = C5 rezolwenta D5 i Ds.

Rezolucyjne drzewo dowodowe wyglada w tym przypadku nastepujaco:

Dy
/\
D Dg
N
Ds Dy

PN
D1 Do

Zwykle rezolucyjne drzewa dowodowe przedstawia sie ,korzeniem w dot, lis§émi do gory”. W takiej notacji
rozwazane rezolucyjne drzewo dowodowe wyglada nastepujaco:

Dq Do
o) Ds
Dg Ds
Dy

PrzYKeAD II1.8.2.3. (Hedman 2004: 124-125).
Niech:

o O ={Q(z,y), P(f(z),y)}
o Oy = {R(x,0)7—|P(f(c),x),—|P(f(y), h(Z))}

Cheemy znalez¢ rezolwente C; oraz Cy. Najpierw dokonamy przemianowania zmiennych (poniewaz pewne
zmienne wystepuja zarowno w Cy, jak i w Cq). Mamy: C1{z — u,y — v} = {Q(u,v), P(f(u),v)}. Widag,
ze C1{x — u,y — v} oraz Cy nie maja wspolnych zmiennych.

Zauwazmy, ze predykat P wystepuje zaréwno w literatach pozytywnych, jak i negatywnych rozpatrywa-
nych klauzul. Dla zbioru:

{P(f(u)vv)v _'P(f(c)»x)v _'P(f(y)v h(Z))}

bedziemy zatem szukaé¢ najbardziej ogélnego unifikatora. Po zastosowaniu (¢wiczenie!) algorytmu unifikacji
widzimy, ze takim mgu jest:
o={ur c,v— h(z),z— h(z)}.
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Tak wiec, rezolwenta klauzul C; oraz Cs jest klauzula:

R=(Cio = {P(f(u),0)}) U(Cao = {=P(f(c),x),~P(f(y), h(2))}) =
={Q(u,v), R(z, ¢)}o = {Q(c, h(2)), R(h(2), c)}-

Sprawdzimy, ze R jest logiczna konsekwencja Cy oraz Ca. Zgodnie z przyjetymi umowami notacyjnymi,
klauzule reprezentuja formuty w skolemowej postaci normalnej. Tak wiec:

e (4 reprezentuje formule (1): VaVy (Q(z,y) V P(f(x),y))
o (5 reprezentuje formule (2): VaVyVz (R(x,c) V ~P(f(c),z) V =P (f(y), h(z)))
e R reprezentuje formule (3): Vz (Q(c, h(z)) V R(h(2),c)).

Mamy pokazaé, ze dla dowolnej interpretacji 9, jesli formuty reprezentowane przez Cy oraz Co sa praw-
dziwe w 9, to formula reprezentowana przez R jest prawdziwa w 9.

Przypusémy, ze (1) i (2) sa prawdziwe w interpretacji 1. Poniewaz sa to zdania uniwersalne, wiec w 9t
prawdziwe sa tez wszystkie podstawienia dowolnych termoéw (bez zmiennych) za zmienne x oraz y w (1) i
(2). W szczegolnoscei:

e (3)Vz (Q(c,h(2)) VvV P(f(c),h(2))), czyli formula reprezentowana przez klauzule Cy{z — u,y — v}o

e (4) Vz (R(h(z),c) V—P(f(c),h(z))), czyli formula reprezentowana przez klauzule Cyo
sa obie prawdziwe w 9. Latwo zauwazy¢, ze formuly (3) i (4) sa, odpowiednio, réwnowazne z (5) oraz (6):

* (5) Vz (=Q(c, h(2)) — P(f(c), h(2)))
* (6) Vz (P(f(c); h(2)) — R(h(2),¢))

Z (5) i (6), na mocy praw KRP, otrzymujemy: (7) Vz (=Q(c, h(z)) — R(h(z),c)). Z kolei, formuta (7)
jest rownowazna z (8): Vz (Q(c, h(z)) V R(h(z),c)).

Pokazalismy, ze jesli (1) i (2) sa prawdziwe w dowolnej interpretacji M, to takze (8) jest prawdziwa w
interpretacji 9.

Formula (8) jest reprezentowana przez klauzule R, a wiec zakonczylismy dowod.

I11.8.3. Pozyczka z rozdzialu I'V: modele Herbranda

W rozdziale IV pokazujemy szczegétowe dowody twierdzenn metalogicznych dotyczacych KRP. Jednym z
najwazniejszych takich twierdzen jest twierdzenie Herbranda. Sformulujemy tutaj jego wersje uproszczona,
wystarczajacg do dalszych rozwazan tego podrozdziatu.

Przypomnijmy (z podrozdziatu II1.0.) niektére potrzebne pojecia (uniwersa Herbranda, modele Her-
branda).

Jesli S jest dowolnym zbiorem formul jezyka KRP (ustalonej sygnatury), to przez uniwersum Her-
branda dla S rozumiemy zbiér Hg okreslony indukcyjnie nastepujaco:

o (i) jesli stata indywiduowa aj wystepuje w jakiej$ formule ze zbioru S, to a, € Hg
e (ii) jesli t1,...,t,; sa dowolnymi termami nalezacymi do Hg, to f;” (t1,...,tn,) takze nalezy do Hg,

dla dowolnego symbolu funkcyjnego fjnJ

Jesli w formulach z S nie wystepuje zadna stata indywiduowa, to warunek (i) definicji zbioru Hg zaste-
pujemy warunkiem: ay, € Hg dla dowolnie wybranej statej indywiduowej ay.
Jesli w formutach z S wystepuje co najmniej jeden symbol funkcyjny, to Hg jest zbiorem nieskonczonym.
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Uniwersum Herbranda dla danego zbioru formutl S jest zatem zbiorem wszystkich terméw bez zmiennych
utworzonych (z uzyciem symboli funkcyjnych) ze statych indywiduowych wystepujacych w formutach zbioru
S.

Interpretacjg Herbranda dla zbioru formut S nazywamy interpretacje (Hg, Ag) spelniajaca nastepu-
jace warunki:

e Ag(ag) = ai dla dowolnej statej indywiduowej ay, nalezacej do Hg;

° Ag(fjnj (tr, .o stn;)) = f;lj (t1,...,tn,) dla dowolnych termow ty,...,t,, nalezacych do Hs.

Modelem Herbranda dla zbioru formul S nazywamy kazda interpretacje Herbranda dla S, w ktorej
prawdziwe sg wszystkie formuty z S.

Zauwazmy, ze uniwersa Herbranda tworzone sg z wyrazen jezyka KRP. Alfabetem Herbranda dla
zbioru formul S nazywamy zbior wszystkich statych pozalogicznych wystepujacych w formulach z S (jesli
w S nie wystepuje zadna stata indywiduowa, to dodajemy dowolna ustalona stata indywiduowa). Niech Vg
oznacza alfabet Herbranda dla S.

W dowodzie twierdzenia Herbranda wykorzystywane jest twierdzenie o pelnoéci metody drzew seman-
tycznych w KRP. Twierdzenie to, wraz z dowodem, podajemy w rozdziale IV.

Wazna konsekwencja twierdzenia Herbranda jest mozliwos¢ wykazania niespelnialnosci zbioru formut

jezyka KRP w KRZ.

TWwIERDZENIE 8.3.1. Niech T' = {A;, 4y,..., A, ...} bedzie zbiorem formul w skolemowych postaciach
normalnych nie zawierajacych wystapien symbolu identycznosci. Wtedy: I' jest spelnialny wtedy i tylko
wtedy, gdy I' ma model Herbranda.

DowoOD. Jesli I' ma model Herbranda, to I' jest oczywiscie spelnialny. Pozostaje udowodni¢ implikacje w
druga strone.

Przypusémy, ze I jest spelnialny. Niech 9 bedzie dowolng struktura sygnatury Vs taka, ze M |= I'. Niech
M’ bedzie interpretacja Herbranda. Zbudujemy interpretacje 9 sygnatury Vg taka, ze 9 E=T.

Uniwersum dla 91 jest uniwersum Herbranda Hy. Trzeba podaé interpretacje w 9t symboli funkcyjnych
oraz predykatow. Moéwiac intuicyjnie:

e 901 interpretuje symbole funkcyjne tak, jak robi to 9 (co nie wymaga uscisleri, poniewaz mowa tu o
interpretacjach Herbranda: 91 jest interpretacja Herbranda sygnatury Vr, tak samo jak 9t');

e M interpretuje predykaty tak, jak robi to 9 (co wymaga uscislenia, bo uniwersa struktur 9 oraz I
moga by¢ rézne).

Dla dowolnego n-argumentowego predykatu R w Vp oraz terméw tq,...,t, nalezacych do Hr musimy
okresli¢, ktora z ponizszych (nawzajem sie wykluczajacych oraz dopekiajacych) mozliwosci zachodzi:

L] R(th...,tn)

(] ﬁR(tl,...,tn).

Poniewaz kazdy z powyzszych termoéw ¢; jest termem bez zmiennych, a 91 jest struktura sygnatury Vr,
wiec zachodzi doktadnie jedno z dwojga:

e Nk R(t1,...,tn)
e Nk —R(t1,...,tn).

Definiujemy interpretacje predykatu R w 9 w ten sposob, aby zachodzila rownowaznosé:

M = R(ty,...,t,) wtedy 1 tylko wtedy, gdy N = R(t1,...,tn).
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Trzeba teraz pokazaé, ze MM = I'. Dowod przeprowadzimy w trzech krokach:

e (1) pokazemy, ze dla dowolnego zdania A jezyka sygnatury Vr, ktore nie zawiera ani kwantyfikatorow,
ani znaku identycznosci zachodzi: MM = A wtedy i tylko wtedy, gdy 9t = A.

e (2) pokazemy, ze z (1) wynika, ze dla dowolnego zdania A jezyka sygnatury Vi w skolemowe]j postaci
normalnej, ktore nie zawiera znaku identycznosci zachodzi: jesli M = A, to M = A.

e (3) pokazemy, ze z (2) wynika 9 =T

Dowop (1).

Niech A bedzie formula bez kwantyfikatorow. Pokazemy, ze I = A wtedy i tylko wtedy, gdy :t = A
przez indukcje po ztozonosci A.

Jesli A jest formulg atomowa, to — poniewaz nie zawiera wystapienn predykatu identycznosci — musi
by¢ postaci R(t1,...,t,) dla pewnego predykatu n-argumentowego R z alfabetu Vi oraz termow ti,. .., t,.
Poniewaz A jest zdaniem, wiec zaden z termdéw t; nie moze zawierac zmiennych. Oznacza to, ze wszystkie
termy t; sa elementami Hr. Z definicji 9 otrzymujemy wtedy, ze MM = A wtedy i tylko wtedy, gdy I | A.

Przypusémy, ze:

o M = Ay wtedy i tylko wtedy, gdy 91 | Ay
o M = Ay wtedy i tylko wtedy, gdy N | As.

Wtedy oczywiscie takze:

o M —A; wtedy i tylko wtedy, gdy 91 = - A,
o ME A A Ay wtedy i tylko wtedy, gdy N | A1 A As.

(podobnie dla innych spojnikow zdaniowych). To konczy dowod (1).
DowoD (2).

Dowod przeprowadzimy przez indukcje wzgledem liczby kwantyfikatorow w A. Jesli A nie zawiera zadnych
kwantyfikatorow, to na mocy (1) mamy: 9 = A wtedy i tylko wtedy, gdy Ot = A.

Przypu$émy, ze A jest postaci Vz;...Vx, B, gdzie B nie zawiera ani kwantyfikatorow, ani predykatu
identycznosci. Zalozenie indukcyjne glosi, ze (2) zachodzi dla wszystkich formul, ktére maja mniej niz n
kwantyfikatorow. Niech C(z1) bedzie formula otrzymana z Vz; ...Vz, B poprzez opuszczenie pierwszego
kwantyfikatora. Niech ¢t bedzie termem bez zmiennych z jezyka o sygnaturze Vi (oznacza to, ze t jest ele-
mentem Hr). Mamy:

o jesli M = C(x1), to N |= C(t/x1) (z definicji relacji ),

o jesli M = C(t/x1), to M |= C(t/x1) (z zalozenia indukeyjnego).

Tak wiec, jesli M = C(z1), to M = C(t/x1). Term t byt dowolnie wybranym elementem zbioru Hr.
Mamy zatem: jesli Mt = A, to M = C(t/x1) dla wszystkich ¢t € Hr. Poniewaz Hr jest uniwersum struktury

M, wiec z definicji relacji = otrzymujemy: 9 = Va1 C(z1). Poniewaz A jest identyczne z Va1 C(x1), dowod
(2) zostal zakonczony.

DowoD (3).

Dla kazdego A; € I' mamy:

e M E A

e A; jest w skolemowej postaci normalnej
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e A; nie zawiera predykatu identycznosci.

Spelnione sa zatem wszystkie zalozenia (2). Tak wiec, 91 |= T'. To konczy dowdd (3), a zarazem calego
twierdzenia 8.3.1.

7 powyzszego twierdzenia wynika w szczegblnodci, ze:

o (1) Jesli A jest formula w skolemowej postaci normalnej bez predykatu identycznosci, to: A jest spet-
nialna wtedy i tylko wtedy, gdy A ma model Herbranda.

Dlaczego w twierdzeniu 8.3.1. istotne bylo zalozenie, ze I' nie zawiera wystapien znaku identycznosci?
Ponizszy przyktad stanowi odpowiedz na to pytanie.
PRZYKEAD I11.8.3.1.1. (Hedman 2004: 115).

Rozwazmy zdanie A postaci Vo ((f(z) # z) A (f(f(z)) = z)). Stownikiem Herbranda dla A jest zbior
{¢, [}, gdzie ¢ jest dowolng stalyg indywiduowa. Uniwersum Herbranda dla A jest zbiorem nieskonczonym:
Ha={e, f(o), f(f(e), f(f(f(c)),...}. W kazdej interpretacji Herbranda elementy c oraz f(f(c)) sa oczywi-
Scie rozne. Poniewaz konsekwencja A jest zdanie Vx f(f(z)) = x, wiec w szczegolnosci ¢ = f(f(c)) takze jest
konsekwencjg A. Zdanie A nie moze zatem posiadaé¢ zadnego modelu Herbranda. Latwo jednak zobaczy¢, ze
zbior {A} jest spelnialny: modelem dla A jest np. zbior wszystkich liczb catkowitych (bez zera), w ktorym
symbol funkcyjny f interpretujemy tak, aby f(z) = —=.

Jak radzi¢ sobie w przypadku, gdy rozwazany zbioér formul zawiera wystapienia znaku identycznosci?
Oto stosowna procedura.

Przypus$émy, ze A jest formuta w skolemowej postaci normalnej i ze w A wystepuje predykat identycznosci.
Wtedy (f) nie zachodzi dla A. Zdefiniujemy formute A* taka, ze:

e (1) zachodzi dla A*
e (1) A jest spelialna wtedy i tylko wtedy, gdy A* jest spelnialna.

Niech E bedzie dwuargumentowym predykatem nie wystepujacym w V. Poszukiwana formuta A* jest
koniunkcja formut Ay, Ay, Az oraz A4, zdefiniowanych nastepujaco:

e A; jest formula powstajaca z A poprzez zastapienie kazdej rownosci termow ¢ = to wystepujacej w A
przez formule F(t,ts).

e A, jest koniunkcja warunkow stwierdzajacych, ze E denotuje relacje rownowaznosci (tj. zwrotna, prze-
chodnia i symetryczna).

e Dla kazdego n-argumentowego predykatu R z V4 niech Agr bedzie formuta:

n

Vay . Ve Yyr Yy \ (B(i,yi A R(21, - 20)) = R, yn)).
i=1

Niech As bedzie koniunkcjg wszystkich formut Ag.

o Dla kazdego n-argumentowego symbolu funkcyjnego f z V4 niech Ay bedzie formuta:

n

V$1---Vﬂ?nviy1 vyn(/\ E(%‘,yi) - E(f(xlv'-~7$n)7f(y17"'7yn)))'

i=1

Niech A4 bedzie koniunkcja wszystkich formut Ay.

Niech A* bedzie skolemows postaciag normalng koniunkcji formut A;, Ay, A3 oraz A4. Z konstrukcji
A* widaé, ze nie zawiera ona predykatu identycznosci. Tak wiec, (f) zachodzi dla A*. Niech wykazanie,
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ze zachodzi takze (1) bedzie éwiczeniem dla czytelniczek. Wskazowka: nalezy oczywiscie rozwazy¢ model
ilorazowy.

Rozwazmy jeszcze raz formule A postaci Vo ((f(x) # 2)A(f(f(z)) = x)) z przykladu 8.3.1.1. i zastosujmy
do niej powyzej opisana procedure. Poniewaz formula A* spelnia warunek (1), wiec A* posiada model
Herbranda o uniwersum H4 = {c, f(c), f(f(c)), f(f(f(c)),...}. Mozemy interpretowaé E w tym modelu
jako relacje rownowaznosci o dwoch klasach: w jednej sa termy zawierajace parzysta liczbe wystapien symbolu
f, a w drugiej pozostate termy. Wynika stad rowniez, ze formuta A ma model dwuelementowy o uniwersum
np. postaci {a, b}, w ktorym symbol funkcyjny f interpretujemy tak, aby: f(a) = b oraz f(b) = a.

Teraz mozemy opisa¢ procedure pozwalajaca ustalaé¢, czy dowolna formuta jezyka KRP jest niespetnialna.

Niech A bedzie dowolng formula jezyka KRP w skolemowej postaci normalnej, nie zawierajaca predykatu
identycznosci. Tak wiec, A jest postaci Vi ...Va, B(z1,...,2,), gdzie B nie zawiera ani kwantyfikatorow,
ani predykatu identycznosci. Przypominamy, ze H 4 jest uniwersum Herbranda dla A. Zdefiniujmy zbior:

E(A) = {B(t1,....tn) : t1,. . tn € Ha).

Zbior E(A) otrzymujemy zatem przez podstawienia wszelkich mozliwych terméw z H,4 za zmienne w B,
na wszelkie mozliwe sposoby. Niech {47, Ag, ...} bedzie wyliczeniem wszystkich elementoéw zbioru E(A).
Pokazemy, ze A jest spelnialna wtedy i tylko wtedy, gdy E(A) jest spelnialny.

LEMAT 8.3.2. Niech A bedzie dowolna formuts jezyka KRP w skolemowej postaci normalnej, nie zawierajaca
predykatu identycznosci. Wtedy: A jest spelnialna wtedy i tylko wtedy, gdy E(A) jest spelialny.

Dowob.
Dowod implikacji z lewa na prawo jest dos¢ prosty. Jesli 9t jest modelem dla A, to:

M =V, ...V, B(z,...,z,).

W szczegolnosei, M = B(ty,. .., t,) dla wszystkich ¢1,...,t, € Ha. Oznacza to, ze M = A; dla wszystkich
i, a wigc M = E(A).

Dla dowodu implikacji w druga strone zalozmy, ze E(A) jest spelnialny. Wtedy, na mocy twierdzenia
8.3.1., E(A) ma model Herbranda 91. Alfabet Herbranda dla F(A) jest taki sam jak alfabet Herbranda dla A.
Tak wiec, uniwersum 9 jest rowne H 4. Dla wszystkich t1,...,t, € Ha, mamy 9 = B(t1,...,t,), poniewaz
B(t1,...,tn) € E(A). Z definicji relacji = otrzymujemy, ze M |= Vay ...V, B(zy,...,x,). Oznacza to, ze
M = A, czyli ze A jest spelnialna.

Z powyzszego wynika, ze A nie jest spelnialna wtedy i tylko wtedy, gdy E(A) mie jest spelialny.
Poniewaz E(A) zawiera jedynie zdania bez kwantyfikatoréw, wiec mozemy uwazaé E(A) za zbior formut
jezyka KRZ (po stosownych podstawieniach zmiennych zdaniowych za formuly atomowe). Poniewaz A jest
w skolemowej postaci normalnej, wiec kazda formuta w E(A) jest w koniunkcyjnej postaci normalnej. W
rozdziale II udowodniono, ze zbiér S formutl jezyka KRZ jest niespelnialny wtedy i tylko wtedy, gdy O €
R(S) (zob. tez Lemat 8.4.2. ponizej). Wiemy zatem, ze E(A) jest niespelialny wtedy i tylko wtedy, gdy
O e R(E(A)). Z TWIERDZENIA O ZWARTOSCI dla KRZ (rowniez udowodnionego w rozdziale IT) wynika, ze
E(A) jest niespetnialny wtedy i tylko wtedy, gdy pewien skoniczony podzbior {Ay, ..., A, } zbioru E(A) jest
niespelnialny. Tak wiec, jesli A jest niespelnialna, to O € R({A1,..., A,,}) dla pewnego m. Zauwazmy, ze
Oe R({A1,...,An}) jest zbiorem skoriczonym.

Procedura powyzsza dostarcza metody ustalania, ze A jest niespelnialna. Sprawdzamy, czy dla pewnego
m zachodzi O € R({A41,...,An}). Jesli odpowiedz jest twierdzaca, to A jest niespelnialna. W przeciwnym
przypadku sprawdzamy, czy O € R({A1,...,Am, Amy1}), itd. Jesli A jest niespelnialna, to ta procedura
poda te odpowiedz po skoniczonej liczbie krokéw. Jesli natomiast A jest spetnialna, to omawiana procedura
nie zakonczy sie.

Zauwazmy, ze nie ma zadnego ograniczenia (z gory) liczby krokow, w ktorej powyzsza procedura ewen-
tualnie sie zakonczy.
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I11.8.4. Trafno$é¢ i pelnosé rezolucyjna

Pokazemy teraz, ze metoda rezolucji ma ,porzadne” wtasnosci metalogiczne, tj. ze jest (w $cisle okreslonym
sensie) trafna oraz pelna.

Przypusémy, ze literaly pozytywne C1, ..., C), nie zawieraja zmiennych wolnych. Niech S bedzie dowol-
nym zbiorem klauzul. Chcieliby$my, aby rezolucyjny dowod klazuli pustej O ze zbioru S U {-C1,...,-C,}
implikowal, ze wszystkie C; (1 < ¢ < n) wynikaja logicznie ze zbioru S. Bedzie to konsekwencja podanego
nizej twierdzenia o pelnosci metody rezolucji.

Jesli P jest programem, a G = {—Ay, ... A, } klauzula celowa, to powiemy, ze podstawienie 6 (za zmienne
z G) jest podstawieniem wyznaczajgcym poprawng odpowiedz, gdy (A; A ... A A,)0 wynika logicznie
z (uniwersalnego domkniecia) P. W rozdziale IV pokazemy, ze jesli program P U {G} nie jest spelnialny, to
istnieje podstawienie wyznaczajace poprawna odpowiedz o warto$ciach w zbiorze terméw bez zmiennych.
Bedzie to konsekwencja twierdzenia Herbranda.

W rozdziale II oméwiono metode rezolucji dla KRZ. Pojecia: dowodu rezolucyjnego, rezolucyjnej refuta-
¢ji, rezolucyjnego drzewa dowodowego, domkniecia rezolucyjnego sa w KRZ analogiczne, jak podane wyzej
dla KRP (z oczywistymi modyfikacjami). Przypomnimy nizej (bez dowodéw) pewne twierdzenia dotyczace
rezolucji w KRZ. Beda one potrzebne w dowodach trafnosci i petnosci rezolucji w KRP.

e LEMAT 8.4.1. Istnieje rezolucyjne drzewo dowodowe dla C z S wtedy i tylko wtedy, gdy C' jest rezo-
lucyjnie dowodliwa z S w KRZ.

e LEMAT 8.4.2. C jest rezolucyjnie dowodliwa z S w KRZ wtedy i tylko wtedy, gdy C € R(S). W
szezegOlnoscl, istnieje rezolucyjna refutacja S wtedy i tylko wtedy, gdy O € R(.S).

e LEMAT 8.4.3. Jesli S = {C1,Cs} jest spelnialny w KRZ oraz C jest rezolwenta Cq i Ca, to C jest
spelnialna w KRZ. Co wiecej, kazde wartosciowanie zmiennych zdaniowych, ktore spetnia S, spelnia
tez C.

e LEMAT 8.4.4. Dla dowolnego zbioru formut T' jezyka KRZ oraz dowolnego literatu ¢: jesli T' jest
niespelnialny, to niespelnialny jest takze zbior {C' € R(T) : £,£ ¢ C}.

e TWIERDZENIE 8.4.5. (Trafnosé rezolucji w KRZ). Jezeli istnieje rezolucyjna refutacja S, to S nie
jest spetialny w KRZ.

e TWIERDZENIE 8.4.6. (Petnosé rezolucji w KRZ). Jezeli S jest niespelialny w KRZ, to istnieje
rezolucyjna refutacja S.

Dowody tych twierdzen podano w rozdziale II. Przypomnijmy jeszcze nastepujace poréwnanie reguty
rezolucji z regula modus ponens w KRZ:

e REGULA REZOLUCJL: 7z formul AV C oraz —=AV B wywnioskuj C'V B

e REGULA MODUS PONENS: z formut A — B oraz A wywnioskuj B (lub, w postaci rownowaznej: z formut
—AV B oraz A wywnioskuj B).

Najpierw udowodnimy trafno$¢ metody rezolucji, tj. pokazemy, ze jesli klauzula pusta nalezy do rezolu-
cyjnego domkniecia zbioru S, to S nie jest spelnialny.

TWIERDZENIE 8.4.7. (Trafno$é metody rezolucji w KRP). Jesli O € R(S), to S nie jest spelnialny.

DowoD. Niech O € R(S). Przypusémy, dla dowodu nie wprost, ze S jest spelnialny, czyli ze istnieje inter-
pretacja I taka, ze M = S.
Dla udowodnienia twierdzenia wystarczy pokazaé, ze:

e (¥) jesiMECy 1M E Co, to M= C, gdzie C jest rezolwenta Cy oraz Cs.
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Istotnie, jesli zachodzi (%), to mozna pokazaé¢ (przez indukcje po zlozonosci formul), ze M = C dla
wszystkich C' € R(S). Poniewaz [0 € R(S), wiec byloby wtedy 9t |= 0, a to jest sprzecznosé.

Dowod (%) jest uogdlnieniem procedury, ktora wykonywalismy w przykltadzie 111.8.2.3.

Jesli C jest rezolwenta Cy i Cy, to C' ma posta¢ Dyo U Dao (gdzie Dy, Dy oraz o sg oznaczeniami
takimi, jakie wystepuja w definicji rezolwenty). Przypominamy, ze klauzula odpowiada formule generalnie
skwantyfikowanej.

Dla kazdego podstawienia 7, ktérego warto$ciami sa termy bez zmiennych mamy:

e M = Dior albo
o M = Dyor.

W konsekwencji, takze C't, ktore jest suma Dy7 oraz D7, jest prawdziwe w 9.

Tak wiec, jesli ze zbioru S klauzul da sie rezolucyjnie wyprowadzi¢ klauzule pusta [0 (reprezentujaca
sprzeczno$cé), to zbior S jest niespelnialny, nie ma modelu.

Pokazemy teraz dowod implikacji odwrotnej, tj. tego, ze jesli zbior S jest niespelnialny, to mozna z niego
rezolucyjnie wyprowadzi¢ klauzule pusta [.

Niech A bedzie dowolng formuls jezyka KRP w skolemowej postaci normalnej, nie zawierajaca predykatu
identycznosci. W Lemacie 8.3.2. pokazano, ze wtedy: A jest spelnialna wtedy i tylko wtedy, gdy F(A) jest
spelnialny. Poniewaz elementami zbioru E(A) sa zdania (1) otrzymane z A przez opuszczenie kwantyfikatorow
oraz zastapienie wszystkich zmiennych termami z H4, wiec elementy F(A) mozna traktowaé jak formutly
jezyka KRZ.

Przypusémy, ze Dy oraz D5 sa elementami E(A) i ze R’ jest rezolwenta D; oraz Ds w sensie rezolucji
w KRZ. Istnieja wtedy klauzule Cy oraz Co otrzymane z A (tj. klauzule odpowiadajace dwom czlonom
koniunkcyjnej postaci A) takie, ze D; = Cioq oraz Dy = Cyoy dla pewnych oy oraz os. Pokazemy w
nastepnym lemacie, ze istnieje wtedy rezolwenta w sensie rezolucji w KRP R dla C; oraz Cs oraz
podstawienie o takie, ze Ro = R’. Mowiac nie calkiem precyzyjnie, lemat ten stwierdza, ze cokolwiek moze
zostaé wyprowadzone rezolucyjnie w sensie KRZ z E(A), moze tez zostaé wyprowadzone rezolucyjnie w
sensie KRP 7 A.

LEMAT 8.4.8. (Lemat o podnoszeniu). Niech A bedzie dowolna formuta jezyka KRP w skolemowej postaci
normalnej. Jesli R’ € res(F(A)), to istnieje R € res(A) taka, ze Ro’ = R'.

Dowob.

Moze, przed wlasciwym dowodem, pozyteczna bedzie pewna ilustracja (wyjasniajaca jednoczesnie nazwe
lematu).

Niech A bedzie dowolna formula jezyka KRP w skolemowej postaci normalnej. Niech C; i C beda dwiema
klauzulami z A. Niech 7 bedzie podstawieniem takim, ze C17 oraz Cy nie maja zadnych wspolnych zmiennych.
Niech C] i C} beda takimi elementami E(A), ze C1701 = Cf oraz Caoy = C% dla pewnych podstawien oq
oraz og. Wreszcie, niech R’ bedzie rezolwenta (w sensie KRZ) dla Cf i C}. Sytuacje te przedstawia diagram
(kreski ukosne odpowiadaja rezolucji):

C1
lT
017' 02
17 172
1 Gy
AN /
R/

Teza lematu o podnoszeniu mowi wtedy, ze istnieje rezolwenta R dla Cy7 oraz Cy (w sensie KRP) taka,
ze Ro’ = R, co symbolizuje ponizszy diagram:
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lT
017' C(2
AN /
R
TO'/
R

Pierwszy z powyzszych diagraméw dotyczy rezolucji w KRZ, drugi rezolucji w KRP.

Przejdzmy do dowodu. Przypusémy, ze zachodza zalozenia lematu (zob. pierwszy diagram). Wtedy, na
mocy definicji rezolucji w KRZ, musi istnie¢ literal L € O] taki, ze LCh oraz R’ = (C] — {L}) U (C4 — L).

Niech ¢’ = o103. Poniewaz C17 oraz Cs nie maja zadnych wspolnych zmiennych, wiec C170’ = Ci701 =
Cf oraz Coo’ = Caoe = C4,.

Niech Ly = {L1,..., Ly} bedzie zbiorem tych wszystkich literalow L; z Ci7, dla ktorych L;,o’ =
Podobnie, niech Ly = {L},..., L) } bedzie zbiorem tych wszystkich literatow L; z Co, dla ktorych Lo’ =

Zilustrujmy dokonane konstrukcje diagramem:

L.
L.

1Ly C 017' 02 D Lo
e 1° 1° £7
L € (f ¢, > L
AN /
R

Niech L = IL; U Ly. Zbiér L jest uzgadnialny, poniewaz Lo’ = {L}. Niech o bedzie najbardziej ogélnym
unifikatorem dla L. Z definicji rezolucji w KRP znajdujemy rezolwente R dla C; oraz Cs:

R= ((017' — ILq) U (02 — LQ))U.

Trzeba jeszcze pokazac, ze R’ moze zosta¢ otrzymana z R przez podstawienie. Pokazemy, ze Ro’ = R.
Zwroémy uwage, ze poniewaz o’ jest unifikatorem dla L, a o jest najbardziej ogélnym unifikatorem dla L,
wiec oo’ = ¢’. Mamy nastepujacy ciag rownosci:

Ro’

((Cl’r - Ll) @] (C2 - LQ))O’OJ =
(Cr7 =Ly) U (Co —Lg))o' =
(Ciro’ —Lyo’) U (ng’ —Lao') =
g{ —{LHu(C; —{L}) =

Tym samym dowdd lematu o podnoszeniu zostal zakonczony. Konsekwencja tego lematu jest lemat na-
stepujacy.
LEMAT 8.4.9. Niech A bedzie dowolnym zdaniem jezyka KRP w skolemowe]j postaci normalnej. Jesli C” €
R(E(A)), to istnieje C' € R(A) oraz podstawienie o’ takie, ze Co’ = C.

Dowob.

Jesli O € R(E(A)), to C' € res,(E(A)) dla pewnego n. Dowod przeprowadzimy przez indukcje po n.

Gdy n =0, to Co’ € E(A). Wtedy, z definicji E(A), Co’ otrzymujemy przez podstawienie za zmienne
terméw bez zmiennych w pewnej klauzuli C z A.

W kroku indukcyjnym skorzystamy z lematu o podnoszeniu. Przypuiémy, ze dla pewnego m kazda
klauzula w res,,(F(A)) otrzymana jest z pewnej klauzuli z R(A) poprzez podstawienie. Niech A C R(A)
bedzie taka, ze kazda klauzula z res,, (E(A)) otrzymana jest z pewnej klauzuli z A. Wtedy res,, (E(A)) C
E(A). Jesli C' € resmi1(E(A)), to C' € res(E(A)). Na mocy lematu o podnoszeniu, istnieje C' € res(A)
taka, ze Co’ = C’ dla pewnego podstawienia o’. Poniewaz A C R(A), wiec C' € R(A). To koriczy dowod.

Powyzsze lematy sa potrzebne do udowodnienia najwazniejszego wyniku w tym podrozdziale, a miano-
wicie twierdzenia o pelnosci rezolucji.
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TWIERDZENIE 8.4.10. (Twierdzenie o petnosci rezolucji w KRP). Niech A bedzie dowolnym zdaniem
jezyka KRP w skolemowej postaci normalnej. Jesli A jest niespelnialna, to O € R(A).

Dowop.

Na mocy lematu 8.4.9., jesli O € R(E(A)), to istnieje C € R(A) taka, ze Co’ =
podstawienia ¢’. To jednak jest mozliwe jedynie wtedy, gdy C = [O. Tak wiec, jesli O
O € R(A). Wnioskujemy stad, ze jesli A jest niespelnialna, to 0 € R(A).

O dla pewnego
€ R(E(A)), to

Uwaga. Czasem przez twierdzenie o pelnosci rezolucji w KRP rozumie sie tacznie twierdzenia 8.4.7. oraz
8.4.10.

X K ok

Jest wiele réznych, bardziej subtelnych od powyzszego — calkowicie ogdlnego — rodzajéw rezolucji.
Problematyka ta jest intensywnie badana, przede wszystkim w zwiazku z zastosowaniami metody rezolucji
w automatycznym dowodzeniu twierdzeri. O pewnych zastosowaniach tej metody piszemy w rozdziale V.
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I11.8.5. Uwagi konicowe do rozdziatu II1

Brauchen wir eine Lebensregel, so sei es diese:
»Bewahre den Geist der Jugend!”

Denn er ist der Sinn des Lebens.

Moritz Schlick: Vom Sinn des Lebens.
Symposion 1, 1927: 354.

Rozdzial IIT skryptu ma charakter propedeutyczny. Podrozdziaty II1.0.-III.1. wprowadzaly podstawowe
pojecia zwiazane z metoda drzew semantycznych w KRP. Cze$¢ tego materiatu zostanie przeniesiona do
rozdziatu I, gdzie piszemy m.in. o: jezykach formalnych, grafach i drzewach, dowodach indukcyjnych, itd.
Podrozdziaty I11.2.—I11.5. mialy charakter zabawowy: oméwione w nich przyktady moga postuzyé do uroz-
maicenia kursu logiki. Podrozdziaty II1.6.-II1.8. miaty charakter kompilacyjny: sprawozdano w nich pewne
ustalenia dotyczace prostych zastosowan KRP (II1.6.) oraz pojeé¢ unifikacji i rezolucji, waznych dla mate-
riatu przedstawionego w rozdziale IV. Problematyka podrozdziatu II1.6. jest w bardziej rozwinietej postaci
przedstawiona w podrozdziale IV.9. Zadania podane w podrozdziale II1.9. zostanag wtaczone do rozdziatu
VI, grupujacego wszystkie zadania skryptu.

Metode drzew semantycznych dla KRZ przedstawiono w rozdziale II. Zwiazki metody drzew seman-
tycznych z innymi metodami dowodowymi w Klasycznym Rachunku Logicznym omawiamy w rozdziale IV
(przede wszystkim w IV.6.). Zastosowania metody drzew semantycznych omawiane sa w rozdziale V.

X Kk

Skrypt nie jest pomyslany jako standardowy podrecznik logiki. Ma by¢ jedynie prezentacja okreslonej
metody dowodowej — metody drzew semantycznych. Wydaje sie, ze tekst mozna zalecié¢ jako uzupetnienie
do przeprowadzenia dwoch kurséw:

o KURS ZABAWOWY. Rozdzialy: I, I, IIT (oraz czesé zadan z rozdziatu VI). Material ten moze stanowi¢
lekture uzupekiajaca w kursie LOGIKI dla np.: filolozek, psycholozek, socjolozek, filozofek, lingwistek,

1tp.

e KURS STANDARDOWY. Rozdzialy: I, IV, V (oraz czes¢ zadan z rozdzialu VI). Ten material moze
by¢ wykorzystany jako lektura uzupelniajaca w kursie LOGIKI MATEMATYCZNEJ dla np.: studentéw
matematyki oraz informatyki.

Catosé skryptu jest tak skomponowana, aby materiatl dla kazdego z obu wymienionych wyzej kurséw
mogl byé poznawany niezaleznie od drugiego.

X K X

Jak wiadomo, LOGIKA zajmuje sie pojeciami: DOWODU oraz WYNIKANIA LOGICZNEGO. Zwiazki mie-
dzy tymi pojeciami ustalaja twierdzenia metalogiczne: TWIERDZENIE O TRAFNOSCI oraz TWIERDZENIE O
PELNOSCI. Pewne TWIERDZENIA LIMITACYJNE okreslaja samoograniczenia stosowalno$ci metod KRP. Tak
wiec, KLASYCZNY RACHUNEK LOGICZNY jest dyscypling o dobrze rozwinietej metodologii. Nalezy jednak
pamietaé, ze LOGIKA nie jest dyscyplina zamknieta. Nowe inspiracje dla niej znajdujemy na kilku obszarach.
Wymienmy trzy z nich:

o PRAKTYKA BADAWCZA MATEMATYKI. Pojecie DOWODU rozwazane w logice jest tylko idealizacja (nor-
matywna wzgledem Przesztosci?) praktyki matematycznej. Przy tym, to owa praktyka matematykow
jest fundamentalna dla tworzenia poje¢ logicznych (a nie na odwrot). Tak wiec, rozwoj logiki moze byé
inspirowany przez badania matematyczne. W ten sposéb powstaly np. logiki wyzszych rzedow, logiki
infinitarne, logiki z uogélnionymi kwantyfikatorami, logiki intuicjonistyczne, itd.
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e TEORETYCZNE PODSTAWY INFORMATYKI. Z oczywistych powodéw badania informatyczne musza by¢
wspomagane badaniami logicznymi. Zrodel informatyki teoretycznej poszukiwaé nalezy przeciez w
rozwazaniach logicznych. Rozwdj informatyki inspiruje z kolei nowe badania logiczne. W ten sposob
powstaly np. logiki algorytmiczne, nowe interpretacje dla logik modalnych, itd.

o PRAGMATYKA LOGICZNA. Pojecie NIEZAWODNEJ REGULY WNIOSKOWANIA zostalo wyabstrahowane
(w cywilizacji Zachodu) z rozumowan przeprowadzanych w jezykach naturalnych. W tej postaci, w
jakiej stosowane jest ono obecnie (odwolujacej sie do czysto FORMALNYCH, skladniowych, wlasnosci
komunikatow oraz do znaczenia ustalonego zestawu STALYCH LOGICZNYCH) jest ono adekwatne do
opisu tworzenia i przeksztalcania WIEDZY w aparaturze pojeciowej poszczegblnych nauk. Jest proble-
mem otwartym, czy obecnie znane systemy logiczne potrafia trafnie reprezentowaé wszelkie rozumo-
wania przeprowadzane w jezyku naturalnym, ktérym chceieliby$my nadaé walor — jako§ pragmatycznie
rozumianej — prawomocnosci. Stad kolejna inspiracja dla badan logicznych.

* X ok

Jednym ze skromnych celéw niniejszego skryptu jest to, aby uswiadomi¢ ewentualnym czytelniczkom
réznice miedzy:

o Wynikaniem logicznym a uzasadnianiem oraz uznawaniem zdai. Pierwsze z tych pojeé¢ ma,
w dzisiejszym rozumieniu, charakter obiektywny; drugie i trzecie moga odwolywaé sie do réznych
czynnikéw, takze natury pragmatycznej. Uzasadnianie moze mieé postaé precyzyjnego dowodu, ale
moze tez odwolywaé si¢ do zabawnych regul LOGIKI UZNANIOWEJ.

e Dowodzeniem a procedurami czysto algorytmicznymsa. Pierwsza z tych aktywnosci ma charakter
tworczy, drugie sa dziataniami wedle okreslonego przepisu.

Jesli lektura skryptu nie przeszkodzi w osiagnieciu tych celéw, to pozwolimy sobie uznaé, ze praca nad
nim miata SENS.
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