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Ernst Zermelo

Ernst Zermelo (1871-1953)
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Wprowadzenie

Ernst Zermelo znany jest gtéwnie ze swoich prac dotyczacych teorii
mnogosci:
e dowodu twierdzenia o mozliwosci dobrego uporzadkowania (1904,

1908);
@ pierwszej aksjomatyki teorii mnogosci (1908) .

Prace Zermela dotyczace projektu logiki infinitarnej, z lat 1921-1935 s

mniej znane.

Dobrym przedstawieniem pomystéw Zermela dotyczacych logiki infinitarnej

jest artykut:

@ Taylor, R.G. 2002. Zermelo's Cantorian theory of systems of infinitely
long propositions. The Bulletin of Symbolic Logic VVolume 8, Number

4, 478-515.
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Dyskusja w Sekcji Logiki

Dzisiaj o godzinie 18:00 w Sekcji Logiki odbedzie sie dyskusja: )

Zermelo i Szkota Warszawska.
100 lat aksjomatycznej teorii mnogosci.

e Roman Murawski: Program rozwoju teorii mnogosci w Szkole
Warszawskie;.

e Jan Zygmunt: Zermelo a polscy matematycy.
o Stanistaw Krajewski: O metodzie aksjomatyczne;j.
@ Zofia Adamowicz: Forcing.

e Janusz Czelakowski: Kategoryczno$¢ teorii mnogosci.

o Krzysztof Wéjtowicz: Realizm teoriomnogosciowy.
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~Matematyka jest logika Nieskonczonego”

Przettumaczono na jezyk polski prace Ernsta Zermela z podstaw
matematyki.

@ Spis tresci podaje handout.

@ Opracowywane s3 komentarze do poszczegdlnych prac.

W szczegdlnosci, ttumaczenie to zawiera wszystkie teksty Zermela
dotyczace jego projektu logiki infinitarnej.
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Wykorzystywane notatki wtasne

Wykorzystujemy tez nastepujace zrédta: ]

o Niepublikowana monografie: Infinitarna Logika Ernsta Zermela
(Praca wykonana w latach 2004-2006 w ramach projektu badawczego
KBN 2HO01A 00725 Metody nieskoriczonosciowe w teorii definicji,
kierowanego przez Pana Profesora Janusza Czelakowskiego w
Instytucie Matematyki i Informatyki Uniwersytetu Opolskiego, 181
stron.), spis tresci dostepny:
http://www.logic.amu.edu.pl/images/c/cc/2H01A00725.pdf

o Artykut: Projekt logiki infinitarnej Ernsta Zermela opublikowany
w 2006 roku w Investigationes Linguisticae XIV, 18—-49:
http://www.inveling.amu.edu.pl/
index.php?page=issues&vol=14&cat=0&article=119
Tekst dostepny takze na stronach Zaktadu Logiki Stosowanej UAM:
http://www.logic.amu.edu.pl/images/f/fc/Art04.pdf

4
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Ernst Zermelo: uwagi biograficzne

Ernst Zermelo: biografia

Wydawnictwo Springer
przygotowuje
dwutomows,
dwujezyczna edycje dziet
zebranych Zermela.
Polecamy znakomity
tekst przedstawiajacy
biografie oraz dokonania
naukowe Ernsta Zermela:
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Wybrane daty

Ernst Friedrich Ferdynand Zermelo (1871-1953) nalezat do
najwybitniejszych matematykéw XX wieku.

@ Praca w Getyndze (w pierwszej fazie programu Hilberta, 1900-1910).
W tym okresie powstajg pierwsze prace Zermela z teorii mnogosci.

e Praca w Zurychu (1910-1916).

@ Praca we Freiburgu (1921-1935). W tym okresie powstaje projekt
logiki infinitarne;.

Trzy wielkie bitwy Zermela:

o krytyka kinetycznej teorii ciepta Boltzmanna

@ aksjomat wyboru i twierdzenie o dobrym uporzadkowaniu

o walka ze Skolemizmem oraz ,przesadami finitystycznymi’.
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Spér o pojecie Definitheit

Posta¢ aksjomatu wyrézniania

Jak dobrze wiadomo, postulowanie istnienia (w naiwnej teorii mnogosci)
zbioru wszystkich przedmiotéw posiadajacych dowolna wybrana wtasnos¢
prowadzi do antynomii (antynomia Zermelo-Russella).

W aksjomatycznych ujeciach teorii mnogosci unika sie tych antynomii
proponujac rézne rozwigzania:

@ aksjomatyki Zermela z 1908 i 1930 roku;
@ propozycja Skolema
@ propozycja von Neumanna

@ wspotczesne wersje aksjomatu wyrézniania.
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Druga aksjomatyka teorii mnogosci (1930)

Druga (1930) aksjomatyka teorii mnogosci

W artykule z 1930 roku dodane zostaja aksjomaty: zastepowania oraz
ufundowania.

Zermelo opuszcza natomiast aksjomaty: nieskonczonosci (jako ,nie
nalezacy do ogdlnej teorii mnogosci”) oraz wyboru (przyjety jako ,0gélna
zasada logiczna").

Ponadto, praca ta przynosi:

o konstrukcje kumulatywnej hierarchii dziedzin normalnych;

@ twierdzenia o izomorfizmie dziedzin normalnych (wzgledem dwéch
parametréw: mocy bazy oraz charakterystyki);

@ rozwazania dotyczace liczb kardynalnych mocno nieosiagalnych.
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Polemika ze Skolemem

Polemika ze Skolemem

Spory Zermela ze Skolemem dotyczyty dwéch spraw: |

@ ksztattu aksjomatu wyrézniania (Zermelo dopuszczat dowolne funkcje
zdaniowe, Skolem proponowat ograniczenie do funkgcji zdaniowych
logiki pierwszego rzedu);

e istnienia modeli teorii mnogosci (Zermelo nie mégt pogodzi¢ sie ze
stosowaniem twierdzenia Léwenheima-Skolema w teorii mnogosci;
wykluczat sprowadzanie cafej teorii mnogosci do jej przeliczalnego
modelu; uwazat, ze dopiero cata hierarchia dziedzin normalnych
opisuje teorie mnogosci).

W sporze tym zwyciezyta teoria mnogosci formutowana w jezyku
pierwszego rzedu.
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Tezy o Nieskoficzonym w matematyce

Tezy o Nieskonczonym w matematyce

Ernst Zermelo 17 lipca 1921)

@ |. Kazde autentyczne [w oryginale: ,echte”, co ttumacz angielski oddaje
przez: ,,genuine’’] zdanie matematyczne ma charakter infinitarny”, tj. odnosi
sie do [jakiejs] nieskoriczonej dziedziny i powinno by¢ rozpatrywane jako
kombinacja nieskonczenie wielu ,,zdah elementarnych”.

@ |I. Nieskonczone nie jest nam dane w rzeczywistosci ani fizycznie, ani
psychicznie, musi by¢ pojmowane i ,,usytuowane” jako ,idea” w sensie
Platofiskim.

@ |ll. Poniewaz zdania infinitarne nigdy nie moga zosta¢ wyprowadzone z
finitarnych, wiec takze ,aksjomaty” kazdej teorii matematycznej musza by¢
infinitarne, a ,niesprzecznosci” takiej teorii nie mozna ,dowies¢” inaczej, jak
przez wskazanie odpowiedniego niesprzecznego systemu nieskonczenie wielu
zdan elementarnych.
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Tezy o Nieskoficzonym w matematyce

Tezy o Nieskonczonym w matematyce

@ V. Tradycyjna logika , Arystotelesowska” jest ze swojej natury finitarna i
stad nieprzystosowana do ugruntowania nauk matematycznych. Powstaje
zatem konieczno$¢ rozszerzonej logiki ,infinitarnej” lub ,Platonskiej”, ktéra
opiera sie na pewnego rodzaju infinitarnym ,ogladzie” [w oryginale:
+Anschauung”, co ttumacz angielski oddaje przez: ,intuition”.] — jak np. w
przypadku ,aksjomatu wyboru” — ktéra jednak, paradoksalnie, odrzucana
jest przez ,intuicjonistéw”, z powodu przyzwyczajen.

@ V. Kazde zdanie matematyczne powinno by¢ rozpatrywane jako potaczenie
(nieskonczenie wielu) zdan elementarnych, poprzez koniunkgje, alternatywe i
negacje, a kazde wyprowadzenie jakiego$ zdania z innych zdan, w
szczegblnosci kazdy ,dowdd”, jest niczym innym, jak ,przegrupowaniem”
lezgcych u podstaw zdan elementarnych.

Zermelo méwit o tej problematyce podczas swoich wyktadéw w Warszawie w
1929 roku.
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Wikdacly w Wizl
Wyktady w Warszawie

Tematy wyktadéw: )

@ W1 Czym jest matematyka?

@ W2 Systemy dysjunktywne i prawo wytaczonego trzeciego.
@ W3 Dziedziny skonczone i nieskofczone.

e W4 Jak uprawomacnia sie zatozenie Nieskonczonego?

@ W5 Czy niesprzeczno$¢ arytmetyki moze zosta¢ , dowiedziona™?

@ W6 O zbiorach, klasach i dziedzinach. Préba definicji pojecia zbioru.

v
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RIS ARC RN M T2 RV BV ETAIl Wy ktady w Warszawie

Zermelo i matematycy warszawscy

Siedza (od lewej): Sierpinski, Zermelo, Dickstein, Przeborski.
Stoja (od lewej): tukasiewicz, Lesniewski, Knaster, Sptawa-Neyman, Leja.

v
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Wikdacly w Wizl
Spotkanie we Lwowie

Kuratowski (1), Knaster (2), Banach (3), Stozek (4), Zylinski (5),
Ruziewicz (6), Steinhaus (7), Zermelo, Mazurkiewicz (8).

v

Jerzy Pogonowski (MEG) Zermelo i geneza logik infinitarnych VIIlI PZF 2008 16 / 47




Polemika z Gédlem

Polemika z Godlem

Polemika Zermela z Gddlem dotyczyta spraw nastepujacych: )

@ mozliwosci reprezentowania matematyki w ramach finitarnego systemu
symboli i regut;

@ rozumienia pojecia ,dowodu matematycznego".

W sporze tym zwyciezyta wéwczas logika pierwszego rzedu, jako
zaczynajacy obowigzywa¢ paradygmat logiki matematycznej.
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Projekt logiki infinitarnej

Wydaje sie, ze wsrdd inspiracji dla projektu logiki infinitarnej Zermela jako istotne
wymieni¢ mozna nastepujace czynniki:

@ poglady Zermela na nature nieskonczonosci; przekonanie, ze matematyka
Jest logika Nieskoriczonego;

@ przekonanie Zermela o fundamentalnej dla catosci matematyki roli (jego
systemu) teorii mnogosci; w szczegdlnosci, traktowanie formut oraz
dowodéw jako (dobrze ufundowanych) tworéw z hierarchii kumulatywne;j
zbioréw (przedstawionej w artykule z 1930 roku);

@ odrzucenie skolemizmu; przekonanie, ze ani przedmiotu badan teorii
mnogosci nie mozna zredukowaé do pojedynczego jej modelu, ani nie mozna
zaakceptowac¢ finitystycznego punktu widzenia w procedurze dowodzenia
twierdzen matematycznych;

@ przekonanie, ze nie nalezy nakfadaé¢ ograniczen na posta¢ formut w
aksjomacie wyrézniania (w szczegdlnosci, nie ogranicza¢ sie do jezyka
pierwszego rzedu).
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Projekt logiki infinitarnej

Etapy tworzenia projektu logiki infinitarnej Zermela: |

@ Zermelo a Skolem: spér o rozumienie pojecia Definitheit
o wyktady w Warszawie: Tezy o Nieskonczonym w matematyce

o druga aksjomatyka teorii mnogosci: Uber Grenzzahlen und
Mengenbereiche. Neue Untersuchungen iiber die Grundlagen der
Mengenlehre. Fundamenta Mathematicae 16 (1930), 29-47

@ Zermelo a Godel: spér o rozumienie pojecia dowodu

@ ostatnia opublikowana praca: Grundlagen einer allgemeinen Theorie
der mathematischen Satzsysteme. Erste Mitteilung. Fundamenta
Mathematicae 25 (1935), 136-146.
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Projekt logiki infinitarnej

Podstawowe zatozenia projektu logiki infinitarnej Zermela sprowadzaja sie
do nastepujacych:

@ Nie ma ograniczen na dtugos¢ formut; dopuszcza sie dowolne
koniunkcje oraz alternatywy formut.

e Jedynym ograniczeniem jest to, aby formuty byty tworami (dobrze)
ufundowanymi.

@ Réwniez dowody moga by¢, w ogélnosci, nieskonczone. Musza by¢
jednak (dobrze) ufundowane.

@ Zermelo operuje semantycznym pojeciem dowodu.

@ Wszystkie zdania matematyczne s3 rozstrzygalne (w stosownym,
nieskonczonym systemie).
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Logiki infinitarne: okres prenatalny
Prahistoria logik infinitarnych

Do prahistorii logik infinitarnych zalicza sie m.in. nastepujace prace: )
e Boole 1847 e Ajdukiewicz 1928
e Peirce 1885 e Carnap 1929, 1943
e Schroder 1895, 1910 e Kuratowski 1937
e Hilbert 1905 e Krasner 1938
e [ 6wenheim 1915 e Helmer 1938
e Lewis 1918 e Nowikow 1939
e Skolem 1919, 1920 e Boczwar 1940
o Wittgenstein 1922 e Jordan 1949
e Ramsey 1926 e Robinson 1951.
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Logiki infinitarne: okres prenatalny
Krytyka ze strony Godla

Kurt Godel byt stanowczo przeciwny: )

o[- - -] the fiction that one can form propositions of infinite (and even
non-denumerable) length, i.e. operate with truth-functions of infinitely
many arguments, regardless of whether or not one can construct them. But
what else is such an infinite truth-function but a special kind of an infinite
extension (or structure) and even a more complicated one than a class,
endowed in addition with a hypothetical meaning, which can be understood
only by an infinite mind?”

Kurt Godel: Russell's Mathematical Logic. W: P.A. Schilp (ed.) The
Philosophy of Bertrand Russell. Tudor, New York 1944, 123-153; cytat ze
strony 142.
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Leto itz e
Historia logik infinitarnych

Wazne prace z okresu systematycznych badan logik infinitarnych to m.in.:)

@ Henkin 1949, 1955, 1959
Robinson 1957
Mostowski 1957

Scott, Tarski 1957, 1958
Tarski 1958

Karp 1964

Lindstrom 1966, 1969
Keisler 1971

Barwise 1974, 1975
Dickmann 1975.

v
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Also, doch ist die Zeit angekommen Logiki infinitarne: wspétczesnosé

Logiki infinitarne: kilka uwag o wspétczesnosci

Ograniczmy sie jedynie do paru haset: |

»Moc wyrazeniowa" logiki.

Teza Pierwszego Rzedu: argumenty za i przeciw.
Zastosowania infinitarnych regut wnioskowania.
Ustalenia metalogiczne dotyczace logik infinitarnych.

Wyrézniona rola logiki Ly,-

® 6 6 o6 o o

Unifikacja teorii mnogosci, teorii modeli i teorii rekursji w teorii
zbioréw dopuszczalnych.

Logiki infinitarne znajduja stale nowe zastosowania w matematyce oraz
informatyce.
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Logiki infinitarne: wspétczesnosé
Logiki infinitarne: kilka uwag o wspo6tczesnosci

Przykfad. Kilka faktéw o logice L, : J

e w L, zachodzi twierdzenie o petnosci;
e w L, zachodzi twierdzenie Scotta o izomorfizmie;
e w L, scharakteryzowa¢ mozna model standardowy arytmetyki Peana;

e w L, scharakteryzowa¢ mozna klase wszystkich zbioréw
skonczonych;

@ teoria uporzadkowanych ciat archimedesowych jest w L,,,, skoficzenie
aksjomatyzowalna;

@ predykat prawdziwosci formut jezyka o przeliczalnej liczbie symboli jest
definiowalny w L, .;

@ pojecie dobrego porzadku nie jest definiowalne w L, jest natomiast
definiowalne (pojedyncza formuta) w L, -

Jerzy Pogonowski (MEG) Zermelo i geneza logik infinitarnych VIIlI PZF 2008 25 / 47



Logiki infinitarne: wspétczesnosé
Also, doch ist die Zeit angekommen. ..

W latach trzydziestych XX wieku projekt Zermela nie byt rozwijany.
Propozycje Zermela mozna rozumie¢ (w dzisiejszej terminologii) jako:

logike Looso;

logike L, gdzie k jest liczba kardynalng mocno nieosiagalna;
logike Loow;

logike drugiego rzedu.

W ciggu ostatniego pétwiecza logiki infinitarne uzyskaty petna
legitymizacje, opracowano ich metalogike, wskazano na ich zastosowania w
badaniach matematycznych. Zob. np.:

e Barwise, J., Feferman, S. (eds.) 1985. Model-Theoretic Logics.
Springer-Verlag, New York et al.

v
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Logiki infinitarne: wspétczesnosé
Also, doch ist die Zeit angekommen. ..

Jak sie zdaje, wazne s3 nastepujace pytania: J

@ Dlaczego projekt Zermela nie miat szans na realizacje w czasie jego
opracowywania?

o Co spowodowato zainicjowanie systematycznych badan nad logikami
infinitarnymi w latach piec¢dziesigtych XX wieku?

@ Czy standardem dla badan matematycznych sa raczej logiki infinitarne,
a nie klasyczna logika pierwszego rzedu?

Uprzejmie dziekuje za uwage i jeszcze raz zapraszam na dzisiejsza
dyskusje w Sekcji Logiki.
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Dodatek 1: ,,Matematyka jest logika Nieskoriczonego” Ernst Zermelo

~Matematyka jest logika Nieskonczonego”

@ Przedmowa ... ... 1
@ Ernst Zermelo: nota biograficzna ......... ... ..., 11
@ Ernst Zermelo: bibliografia .......... ... ... ... ... 17
@ |. Opublikowane prace Zermela (z podstaw matematyki) ....26
e O dodawaniu pozaskonczonych liczb kardynalnych (1902) ......... 26
o Dowdd, ze kazdy zbiér moze zosta¢ dobrze uporzadkowany (1904) .31
@ Nowy dowdd mozliwosci dobrego uporzadkowania (1908) ......... 34
e Badania nad podstawami teorii mnogosci. I. (1908) ............... 53
@ O zbiorach skonczonych i zasadzie indukcji zupetnej (1909) ....... 72
e O podstawach arytmetyki (1909) ............ ... 80
e O zastosowaniu teorii mnogosci w teorii gry w szachy (1913) ...... 84
@ O catkowitych liczbach przestepnych (1914) ...................... 88
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Dodatek 1: ,,Matematyka jest logika Nieskoriczonego” Ernst Zermelo

~Matematyka jest logika Nieskonczonego”

e O pojeciu okreslonosci w systemach aksjomatycznych (1929) ...... 97
@ Liczby graniczne i dziedziny mnogosciowe.

Nowe badania nad podstawami teorii mnogosci (1930) .......... 102
e O formie logicznej teorii matematycznych (1930) ............... 119
e O poziomach kwantyfikacji i logice Nieskonczonego (1932) ...... 120
e O systemach matematycznych i logice Nieskoniczonego (1932) ... 124
e Elementarne rozwazania dotyczace teorii liczb pierwszych (1934) . 127
e Podstawy ogdlnej teorii systeméw zdaniowych (1935) ........... 130
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Dodatek 1: ,,Matematyka jest logika Nieskoriczonego” Ernst Zermelo

~Matematyka jest logika Nieskonczonego”

o Il Inne ... . 139
@ Przedmowa do Gesammelte Abhandlungen
Georga Cantora (1932) ...t 139
@ Fragmenty korespondencji:
(Klein, Hilbert, Cantor, Fraenkel, Godel, Baer, Bernays) ............. 142
o Fragmenty z NachlaP :
o Tezy o Nieskonczonym w matematyce ........................... 163
o Wykfady w Warszawie ............ ... ... ... ... 164
o Raport dla Notgemeinschaft der Deutschen Wissenschaft ......... 169
o Relatywizm w teorii mnogosci i tzw. twierdzenie Skolema ......... 174
o Notatki z teorii MNOOSCI ...... ..ot 176
@ Bibliografia ........ ... ... 190-199
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Dodatek 2: Infinitarna logika Ernsta Zermela Jerzy Pogonowski

Infinitarna logika Ernsta Zermela

o 1. Zermelo — informacje biograficzne. . .5
e 2. Granice fantazji w teorii mnogosci. . . 18

2.1. Poczatki teorii mnogosci

2.2. Pierwsze prace Zermela z teorii mnogosci

2.3. Aksjomatyka z 1930 roku

2.4. Teoria mnogosci — mtodos¢, dojrzatos¢ i staros¢

e 3. O paradoksie Skolema. . .39

o 3.1. Twierdzenie Lowenheima-Skolema
e 3.2. Stwdr z logicznego Loch Ness

@ 3.2.1. Systemy kanoniczne Romana Suszki
@ 3.2.2. Michaela Resnika wyprawy przeciw Skolemitom
@ 3.2.3. Timothy Bays o paradoksie Skolema
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Dodatek 2: Infinitarna logika Ernsta Zermela Jerzy Pogonowski

Infinitarna logika Ernsta Zermela

o 4. Logika miedzy ,Principia Mathematica” a ,Grundlagen der
Mathematik”. . .85

e 4.1. Poczatki: proby kategorycznej charakterystyki podstawowych
struktur matematycznych

o 4.2. Kategorycznos$¢ a zupetnosé i petnosé

e 4.3. Czarny kon w kuzni poje¢ metalogicznych: zwartos$¢

o 4.4. Twierdzenie o niewspétmozliwosci. Utrata niewinnosci
metalogicznej
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Dodatek 2: Infinitarna logika Ernsta Zermela Jerzy Pogonowski

Infinitarna logika Ernsta Zermela
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Dodatek 3: kilka cytatéw Peirce

Peirce 1885

Here ...we may use ) for some, suggesting a sum, and [] for all,
suggesting a product. Thus >  x; means that x is true of some of the

1
individuals denoted by i or ) x; = x; + xj + X+ etc. In the same way, [] x;
i i
means that x is true of all these individuals, or []x; = xixjxk etc....>  x;

1 1
and [ x; are only similar to a sum and product; they are not strictly of that

1
nature, because the individuals of the universe may be innumerable

Peirce 1885: 194-195; cytat za Moore 1995: 110.J
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Dodatek 3: kilka cytatéw Mostowski

Mostowski 1967

Wszystkie te wyniki pokazuja, ze teoria mnogosci oparta na aksjomatyce
Zermelo-Fraenkla jest niezupetna i to w bardzo silnym stopniu. Oczywiscie
nikt nie oczekiwat, ze okaze sie ona zupetna, ale tez nikt zapewne nie
spodziewat sie, ze okaze sie ona tak staba. Dowody niezaleznosci
przeprowadzone metodg Cohena pokazuja, ze — w odréznieniu od
arytmetyki liczb naturalnych — nie usuniemy niezupetnosci wzmacniajac
reguty wnioskowania np. przez przyjecie tzw. reguty w. Niezupetnosé
aksjomatycznej teorii mnogosci poréwnaé mozna raczej do niezupetnosci
teorii grup lub ciat lub podobnych teorii algebraicznych. Nikt nie dziwi sie,
ze te teorie sa niezupetne. Ich aksjomatyki byty od poczatku sformutowane
tak, by istniaty dla nich réznorodne modele. W przypadku aksjomatéw
teorii mnogosci intencja byta odmienna, ale wyniki sa niemal takie same.

Mostowski 1967: 110. |
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Dodatek 3: kilka cytatéw Moore

Moore 1980

Why did Zermelo's ideas on infinitary logic not take root in the 1930s? Perhaps
they would have if Zermelo had been near the beginning of his career rather than
close to the end. Indeed, his controversial axiom of choice, as well as his
axiomatization of set theory, required considerable time to gain widespread
acceptance. Furthermore, by 1931 first-order logic had not yet been investigated
in depth, and consequently it was difficult to persuade logicians such as Godel
that a radical extension was needed. Zermelo's ideas were suggestive but perhaps
too vague — and too powerful; when infinitary logic took root after 1956, it was
the weakest infinitary logic L, ., that attracted the most interest. Perhaps also
the difficulty resided in the connection between higher-order logic and set theory,
for if one stepped beyond first-order logic, one necessarily depended on
set-theoretic assumptions such as the meaning of the power set operation. Finally,
but most importantly, what Zermelo denigrated as the ‘finitistic prejudice’ was a
strong historical force in the work of Brouwer, Hilbert, Skolem and Godel. What
remains to be discovered is why, two decades later, infinitary logic took root.

Moore 1980: 130.
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Dodatek 3: kilka cytatéw Barwise

As logicians we do our subject a disservice by convincing others that logic
is first-order logic and then convincing them that almost none of the
concepts of modern mathematics can really be captured in first-order logic.
Paging through any modern mathematics book, one comes across concept
after concept that cannot be expressed in first-order logic. Concepts from
set-theory (like infinite set, countable set), from analysis (like set of
measure 0 or having the Baire property), from topology (like open set and
continuous function), and from probability theory (like random variable and
having probability greater than some real number r), are central notions in
mathematics which, on the mathematician-in-the-street view, have their
own logic. Yet none of them fit within the domain of first-order logic. In
some cases the basic presuppositions of first-order logic about the kinds of
mathematical structures one is studying are inappropriate (as the examples
from topology or analysis show). In other cases, the structures dealt with
are of the sort studied in first-order logic, but the concepts themselves
cannot be defined in terms of the ,logical constants.”

Barwise 1985: 5-6.
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Rt (Rafgis
Keisler, Knight 2004

The landscape of logic has changed in the past 30 years. Developments in
classification theory and o-minimal structures have left infinitary logic with
a much diminished place in model theory. As a result, Barwise's idea of
using HYP, to study a structure M has remained on the back burner.
Perhaps this attractive idea will be taken up again by some future logician.
On the other hand, infinitary logic is of growing importance for computable
structure theory, finite model theory, and certain parts of theoretical
computer science.

Keisler, Knight 2004: 33.)
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Ferreirés 2001

Considering Zermelo and his reactions to ,.Skolemism” — or, as one might say,
FOL-mania — one can think of other deviant historical scenarios. Imagine a world
in which the 20th century begins with some author who offers such a convincing
solution to the paradoxes, that everybody agrees. (This might have been a clear
presentation of the iterative conception of sets, which was somehow present in
the practice of 19th-century mathematicians.) Imagine, further, that this solution
makes set theory appear as a consistent mathematical theory that does not
belong to logic. Within such a context, the strong interest in formal systems and
proof theory, that was so characteristic of the 1920s and 1930s, might not have
emerged. But, without this, the key reason for focusing on FOL would have
disappeared from the scene. The main foundational theme of the era might have
been, not consistency, but a semantic question — the codification of crucial
mathematical notions such as that of natural number and real number, meaning
the categorical characterization of such notions. Had this been the case, the
recommendations of Hilbert and Church would have been heard and second-order
logic would probably have taken the paradigmatic role that was played, in fact, by
FOL.

Ferreirés 2001: 480.
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