LOGIKA MATEMATYCZNA (20-21)

KLASYCZNY RACHUNEK PREDYKATOW:

UJECIE AKSJOMATYCZNE

Nastgpna z omawianych operacji konsekwencji w KRP jest konsekwencja aksjomatyczna. Znajomos¢ materiatu
z tego wyktadu nie bedzie wymagana na egzaminie. Nalezy jednak by¢ Swiadomym, ze méwi si¢ w tym wykta-
dzie o centralnych zagadnieniach KRP. Klasyczny Rachunek Predykatéw byt poczatkowo prezentowany wilasnie w
wersji aksjomatycznej. Metoda tablic analitycznych, ktérej znajomos¢ bedzie wymagana na egzaminie jest ujgciem
pSZniejszym.

20.1. Aksjomaty, reguly i konsekwencja aksjomatyczna

20.1.1. Aksjomaty i reguly

Mozna na wiele sposobéw podaé aksjomatyke dla KRP. Jedna z mozliwosci jest przyjecie za aksjomaty KRP
wszystkich formut powstajacych z dowolnych tautologii KRZ przez konsekwentne zastapienie zmiennych zdaniowych
jakimikolwiek formutami jezyka KRP. Aksjomatyka jest wtedy nieskoriczona, ale efektywna: taki zbiér aksjomatow
jest obliczalny, istnieje algorytmiczna procedura sprawdzania, czy dowolna formuta jezyka KRP jest aksjomatem.

Inna z mozliwosci to podanie skoficzonej liczby schematow aksjomatéw. Owe schematy dobiera¢ mozna na rézne
sposoby. Wybierzemy wtasnie jeden z nich. O niektérych innych informujemy na koncu tego wyktadu.

X K ok

Niech «, 3 i 7 bgda dowolnymi formutami jezyka KRP. Schematami aksjomatow dla KRP sg wszystkie formuty
nastgpujacej postaci:

o (A (a—=0) = ((—=7) = (@—=1))

e (A2) (@ — (a = f)) = (a—f)

e (A3)a— (f—a)

o (Ad) (aNnp)—«

° (AS)(anp)—p

e (A6) (a = f) = (@ —=7) = (a—=(6A9)))
e (Al a— (aVp)

* (A8) B — (aVp)

e M) (a—=pP) = ((v—=p) = (aVvy) = B))
e (AlO) (@=p) = (@ —p)

e Al) (a=p) — (B — a)

e (A12) (= f) = (B — @) = (= 1))

e (A13) (=8 — —a) = (a— f)



o (A1) Vz, a — S(t,xn, ), oile ¢ jest podstawialny za x,, w «
o (A15) S(t,zy, ) — z, «, oile ¢ jest podstawialny za x,, w «
e (Al6)Vz, (0 — B) — (a — Ya, B), oile x, nie jest wolna w «
o (A1) Vz, (o« — B) — (Fz, « — B), oile z, nie jest wolna w 3.

Przypominamy, ze wszystkie powyzsze schematy sa schematami tautologii KRP, co pokazane zostato na wykladzie
dotyczacym semantyki KRP.

Podobnie jak aksjomaty, réwniez regulty wnioskowania dobiera¢ mozna na r6znorakie sposoby. W tym wyktadzie
przyjmiemy, ze regutami pierwotnymi (aksjomatycznego ujecia) KRP sa:

Reguta odrywania:
a— 03, «
RO) ——
p
Reguta generalizacji:
@
RG .
(RG) Va, a

Ponizej podajemy tez przyktady waznych regut wyprowadzalnych w (aksjomatycznym ujeciu) KRP.

Zauwazmy, ze szczeg6lnymi przypadkami schematéw (A14) oraz (A15) sa, odpowiednio:
e (Al4)Vr a— «
e (Al5") a — Jz a.

Jest tak oczywiscie dlatego, ze dowolna zmienna z jest podstawialna sama za siebie w dowolnej formule.

20.1.2. Konsekwencja aksjomatyczna

Moéwimy, ze:

e Formuta o jest tezq KRP wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje skoriczony ciag formut (51, .. ., 3,), ktérego ostatnim
elementem jest formuta « (tj. « jest formuta (3,,), a kazdy z elementéw tego ciagu jest albo aksjomatem opartym
na ktérym$ ze schematéw (A1)-(A17), albo powstaje ze wczesniejszych wyrazéw tego ciagu jako wniosek
reguty odrywania badz reguly generalizacji. Kazdy taki ciag (01, ..., 8,) nazywamy dowodem formuly c.

e Formula « jest wyprowadzalna w KRP ze zbioru formut X wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje skoniczony ciag
formut (51, ..., B,), ktérego ostatnim elementem jest formuta « (tj. « jest formuly 3,,), a kazdy z elementéw
tego ciagu jest albo elementem zbioru X, albo aksjomatem opartym na ktéryms$ ze schematéw (A1)-(A17),
albo powstaje ze wczesniejszych wyrazow tego ciagu jako wniosek reguly odrywania badz reguly generalizacji.
Jesli o jest wyprowadzalna z X, to piszemy X ., a. W przeciwnym przypadku piszemy X ¥, a.

o Zbiér formut Y jest wyprowadzalny ze zbioru formut X wtedy i tylko wtedy, gdy X ., o dla kazdej formuty
o ze zbioru Y. Jedli YV jest wyprowadzalny z X, to piszemy X b, Y. W przeciwnym przypadku piszemy
X Frrp Y.

e Reguta R jest wyprowadzalna (wtérna) w KRP, jesli X F « dla kazdego sekwentu (X, o) nalezacego do R.

Operacja Cy,, konsekwencji aksjomatycznej w KRP jest zdefiniowana nastepujaco dla dowolnego zbioru formut
X jezyka KRP:
Ckrp(X) = {a : X |_krp a}.

Tak zdefiniowana operacja Cp,., spetnia warunki (C1)—(C4) z definicji ogélnej operacji konsekwencji.
TWIERDZENIE 20.1.2.1.

Relacja konsekwencji aksjomatycznej -,, ma nastepujace wlasnosci:



o (1) Fgrp jest zwrotna: X k., X dla kazdego X.

® (2) Fppp jest przechodnia: je§li X Fppp Y oraz Y by Z, 10 X gy Z, dla wszystkich X, Y, Z.

o (3) Fppp jest monotoniczna wzgledem pierwszego argumentu: jesli X by, Y oraz X C Z,t0 Z Fppp Y.
o (4) Fpyp jest antymonotoniczna wzgledem drugiego argumentu: jesli X ., Y oraz Z C Y, to X Fpppp Z.
e (5) 0 Fgrp o wiedy i tylko wtedy, gdy « jest teza KRP.

Dowdd tego twierdzenia, analogiczny do dowodu odpowiedniego twierdzenia w KRZ, pozostawiamy jako ¢wi-
czenie.

20.1.3. Niektore tezy i reguly wyprowadzalne

Jest nieskonczenie wiele regut wyprowadzalnych w KRP, ale niektére uznawane sa za wazne ze wzgledu na zasto-
sowania.
Uwaga: bedziemy uzywaé symboli z, y, z dla oznaczenia dowolnych zmiennych jezyka KRP.

TWIERDZENIE 20.1.3.1.

Nastepujace reguty sa wyprowadzalne w KRP:

e (R14)
vV «
S(t,z,a)’
o ile term ¢ jest podstawialny za x w .
e (R15)
S(t, z,a)
Jra ’
o ile term ¢ jest podstawialny za x w .
e (R16)
Vo (o — B)

o — vV, 3’

o ile z nie jest wolna w «.

e (R17)
Vz (a — f)
Jra—pF’
o ile x nie jest wolna w (3.
e Reguta opuszczania kwantyfikatora generalnego ROV:
a— Yz 3
a—3
e Reguta opuszczania kwantyfikatora egzystencjalnego ROS:
dJra— 0
a—fp
e Reguta dotaczania kwantyfikatora generalnego RDV:

_o—B
oa—Vz B’

o ile z nie jest wolna w «.



e Reguta dotaczania kwantyfikatora egzystencjalnego RD3:

_a—=B
Jra— 3’

o ile x nie jest wolna w (3.

DowOD.

Fakt, ze reguty (R14)—(R17) sa wyprowadzalne wynika bezposrednio ze schematéw aksjomatéw (A14)—(A17),
odpowiednio.

Podamy, dla przyktadu, dowody wyprowadzalnosci regul: opuszczania kwantyfikatora generalnego oraz dotacza-
nia kwantyfikatora egzystencjalnego. Pozostate dwa dowody pozostawiamy jako ¢wiczenie.

Dowéd wyprowadzalnosci reguly opuszczania kwantyfikatora generalnego ROV:

a— Yz (3
a—3
Nalezy pokazaé, ze {ow — Va 8} Firp o — 0.

. a—Vapg zatozenie
2. Ve (B —p (A14*): /8
3. (a—=Vep)— (VzpB—08)— (a—p8) AD: B/Vz 3, v/3
4. (Vxp—p0)— (a—p) RO: 3,1
5. a—f RO: 4, 2.

Dow6d wyprowadzalno$ci reguty dotaczania kwantyfikatora egzystencjalnego RD4:

_a—=B
Jra— 3’

o ile x nie jest wolna w (3.

Nalezy pokazaé, ze {o — [} Firp 32 o« — [, przy zatozeniu, ze  nie jest wolna w 3.

. a—p zalozenie
2. Vz(a—f0) RG: 1
3. Ve(a—fB)— Bxa—p5) (A1)
4, dJra—p RO: 3, 2.

Moglismy w powyzszym dowodzie skorzysta¢ z aksjomatu (A17), poniewaz zmienna x nie jest, na mocy zatoze-
nia, wolna w formule (3.

Podobnie jak w KRZ, mamy nastgpujace twierdzenie:
TWIERDZENIE 20.1.3.2.

Formuta « jest wyprowadzalna ze zbioru X wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje skoficzony ciag formut (51, ..., Gn),
ktérego ostatnim elementem jest formuta « (tj. o jest formuta 3,,), a kazdy z elementow tego ciagu jest albo elementem
zbioru X, albo tezag KRP, albo powstaje ze wczesniejszych wyrazéw tego ciagu jako wniosek reguty odrywania badZ
reguly generalizacji badZ jakiejkolwiek reguty wyprowadzalnej w KRP.

Dowdd tego twierdzenia, ktory przeprowadza si¢ analogicznie jak w przypadku odpowiedniego twierdzenia w
KRZ, pozostawiamy jako ¢wiczenie.

Jest nieskonczenie wiele tez KRP, ale niektére uznawane sa za wazne ze wzgledu na zastosowania.

Zauwazmy, ze z kazdej tezy KRZ mozna otrzymac tezg¢ KRP, poprzez konsekwentne zastgpienie zmiennych zda-
niowych dowolnymi formutami jezyka KRP. Czasami méwi si¢ krétko, cho¢ nie catkiem precyzyjnie (gdyz méwimy
o tezach w r6znych jezykach), ze kazda teza KRZ jest takze teza KRP.

TWIERDZENIE 20.1.3.3.

Nastgpujace formuty sa tezami KRP, dla dowolnych formut « oraz 3:



10.
11.
12.
13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.
20.
21.
22.
23.
24. ¥
25.V
26. V
27.V
28. 3
29. 3
30. Vv
31. 3
32.
33.
34.

Vra— o
.Vx a — a(z/t), oile term t jest podstawialny za x w a.

.o — dz a.

a(z/t) — Jz «, oile term ¢ jest podstawialny za x w a.

Ve a— Jxa.
.Vx a = Vy a(x/y), o ile zmienna y nie jest wolna w « oraz y jest podstawialna za zmienng = w a.
Jz o = Jy az/y), o ile zmienna y nie jest wolna w « oraz y jest podstawialna za zmienng x w «.
.V a = a, oile a nie zawiera x jako zmiennej wolnej.

. Jx a = a, oile a nie zawiera = jako zmiennej wolnej.

VaVy a = VyVz a.

dxdy o = Jyx «.

JaVy a — Vy3Iz a.

VaVy o — Vo ax/y), o ile x jest podstawialna za y w a.
Jz a(z/y) — JxTy a, o ile = jest podstawialna za y w cv.
—-Vz a =3Iz -a.

—Jr a =V -a.

Vo o = —3Jz o

Jr a = =V —a.

(Vz (@ = B)Aa) = B,

Ve (o — 8) —» (Vz a — 3).

Vz (a — B) = (Vo a — Vz j).

(Vz (o — B) Aa) — 3z B.
z (a— B) = (a— 3z p).
2 (a— B) = Gz a— 3z p).
2 (@ — B8) = (3 a — ), oile z nie jest wolna w 3.
2 (o — B) = (a — Va ), o ile  nie jest wolna w av.
2 (o — B) = (Vo a — (), oile z nie jest wolna w 3.
2 (o — B) = (a — 3z B), oile  nie jest wolna w av.
2 (aAB) = (Vo a AVz f).
z(aVvp) =@z avizf).

(Vo aVVx 8) — (Vo aVVz j).
Jz (e AB) = Bz a Az ).

Vo (a A B) = (Vz a A B), oile  nie jest wolna w 3.

(Vz (a« — B) Aa(z/t)) — B(x/t), oile t jest podstawialny za  do «v i do 3.



e 35.Vz (a A B) = (e AVz ), oile  nie jest wolna w a.
e 36.Vz (aV ) = (Vx aV (), oile x nie jest wolna w (3.
e 37.Vx (aV B) = (aVVx ), oile x nie jest wolna w a.
e 38. 3z (a A B) = (Fx a A (), o ile x nie jest wolna w (3.
e 39. 3z (o A B) = (a A 3z 3), o ile x nie jest wolna w a.
e 40. 3z (aV B) = (Fx a V (), o ile x nie jest wolna w (3.
e 41. 3z (o V ) = (aV 3z ), o ile x nie jest wolna w a.
e 2.Vz (a=p) — (Vo (o — B) AVz (8 — «)).

e 43V (a =) — (Vo a =V 3).

e 44.Vz (a=p) — (Fr a= Tz F).

DowoOD.

Podamy, dla przyktadu, dowody niektérych z powyzszych tez. Dowody pozostatych pozostawiamy jako ¢wicze-
nie.

DowOD TEZY 5.V a — Jdz «.

1. Vza—« (A14%)

2. a—dra (A15%)

3. (Vta—a)— (a—3ra)— Vea—Iza)) A a/Vza, B/a, v/3z o
4. (a— Tz a)— Vza— Iz a) RO: 3,1

5. Vea—3dz« RO: 4, 2.

DowOD TEzY 12. JaVy o« — Vy3dz a.

1. YWya—« (A14%)
2. a—dra (A15%)
3. YWwa—3dra Reguta Sylogizmu Hipotetycznego: 1, 2

4, dzVy a — dr « D43: 3
5. daVya — Vydzr o DV: 4.

DowoOD TEzY 18. 3z o = —Vx —a.

Aby udowodni¢ t¢ teze rownowaznoSciowa, dowodzimy Ze tezami sa: implikacja prosta i odwrotna. Nastepnie
wystarczy skorzysta¢ z wyprowadzalnej w KRZ (a wigc takze w KRP) reguty réwnowaznosci RR:

a—f,0—a

a=p

DowOD TEZY IMPLIKACYJINEJ: —Vz —a — 3z «a.

. a—dza (A15%)

2. (a—3Jzra)— (-Fza— —a) teza KRZ (a — ) — (=0 — —a): 5/ «

3. —dra— « RO: 2,1

4. —dr a —Vr -« DV: 3

5. (m3dz a — Vz -a) = (Ve ~a — -—-Jz ) tezaKRZ (a0 — §) — (=0 — —a): o/~ «, B/Vx -«

6. —Vr-a— —-—dr o RO: 5,4

7. —Ira—Ira teza KRZ ——a — a: a/3z «

8. —Vzr-a—dra Reguta Sylogizmu Hipotetycznego: 6, 7.
DOWOD TEZY IMPLIKACYINEJ: 3z a — —Vx —a.

. Vz-a— -« (A147%)

2. (Vz—a— -a) — (a— -V -a) tezaKRZ (0 — —=8) — (6 — —a): a/Vz —a, /a

3. a— Vx a«a RO: 2,1

4. Jra— Vr oo D4: 3.



20.2. Twierdzenia o dedukcji

Podobnie jak w KRZ, w KRP réwniez zachodza twierdzenia o dedukcji w wersji syntaktycznej. Potrzebne sg
jednak pewne dodatkowe zatozenia.

TWIERDZENIE 20.2.1. Twierdzenie o dedukcji wprost (wersja syntaktyczna).

Dla dowolnego zbioru formut X oraz formut « i 3, przy zatozeniu, ze « jest zdaniem (formuta bez zmiennych
wolnych) jezyka KRP zachodzi nastgpujaca réwnowaznos¢:

e X U{a} Fgrp B wtedy i tylko wtedy, gdy X Fppp, o — 3.

DowoD.
Podamy dowody implikacji prostej i odwrotne;j.
1. =

Zaktadamy, ze « jest zdaniem oraz X U {a} b, 8. Oznacza to, ze 3 posiada dowéd w KRP z X U {a}, czyli ze
istnieje ciag formut

(*) <717'-'a7n>
taki, Ze -y, jest identyczna z (3, a kazdy wyraz ciagu (x) jest badZ zatozeniem (tj. elementem X U {«a}), badZ aksjoma-
tem opartym na jednym ze schematéw (A1)-(A17), badZ powstaje z wyrazéw wczesniejszych w ciagu () jako wynik
zastosowania reguly odrywania lub reguly generalizacji. Budujemy ciag (xx):

(**) <Oé 7 V1, @ _)’Yn>-

Pokazemy teraz, postugujac sie metoda indukcji matematycznej, ze X Fp,., o — 5, dla0 < ¢ < n, czyli ze wszystkie
elementy ciagu (xx) sa wyprowadzalne na gruncie KRP ze zbioru X. Poniewaz -, jest identyczna z (3, otrzymamy w
ten sposob teze twierdzenia.

PoCczATKOWY KROK INDUKCII.
Trzeba sprawdzi¢, czy zachodzi X ., o — 71. Mozliwe sa nastepujace przypadki:
e (1) v jest zatozeniem, czyli elementem zbioru X U {«a}.
e (2) 1 jest aksjomatem opartym na jednym ze schematéw (A1)-(A17).
W przypadku (1) nalezy rozwazy¢ dwie mozliwosci:
e (1.1.) v jest elementem X.
e (1.2)) v, jest elementem {«}, czyli v; jest identyczna z cv.

Rozpatrzmy mozliwos¢ (1.1.). Skoro ; jest elementem X, to (na mocy zwrotnosci relacji -,,,) otrzymujemy:
X Firp 1. Zauwazmy, ze formuta v; — (o — 1), jako szczeg6lny przypadek schematu (A3), jest teza KRP, czyli
0 Fkrp 1 — (o0 — 71). Stad, na mocy monotonicznosci relacji ., mamy: X by, 1 — (@ — 71). PokazaliSmy
wiec, ze X Frrp {71,71 — (@ — 71)}. Poniewaz zachodzi oczywiscie

{7 — (@ = 7))} Frrp a — 71,

wiec (na mocy przechodnioSci relacji r,p) mamy: X g o — 1.

Rozpatrzmy teraz mozliwos¢ (1.2.). Z zatozenia, v jestidentyczna z cv. Trzeba zatem pokazacd, ze X ., o — .
Poniewaz formuta o — « jest podstawieniem tezy KRZ (za zmienna zdaniowa podstawiamy formule a jezyka KRP),
wigc jest tez teza KRP. A zatem () Firp & — o, 1 na mocy monotonicznosci relacji -, mamy: X Fppp o0 — o

Przechodzimy do rozpatrzenia przypadku (2). Jezeli 7; jest aksjomatem KRP, to oczywiscie jest réwniez teza
KRP, czyli @ Fppp v1. Podobnie jak w punkcie 1.1. powyzej, formuta v; — (o — 1) jest teza KRP, a zatem
pokazaliSmy, ze: X Frrp {71,71 — (o — 71)}. Poniewaz zachodzi oczywiscie

{7 = (@ = 7))} Frrp a — 71,



wiec (na mocy przechodniosci relacji b)) mamy: X Fgppy a0 — 1.
NASTEPNIKOWY KROK INDUKCIJI.

Przyjmujemy zatozenie indukcyjne, czyli zaktadamy, ze X y,, o — ; dla wszystkich 1 < ¢ < k, gdzie k < n.
Nalezy pokaza¢, ze X Fppp ¢ — Yi41.
Mozliwe sa nastgpujace przypadki:

o (1) k41 jest zalozeniem, czyli elementem zbioru X U {a}.

® (2) k41 jest aksjomatem opartym na jednym ze schematéw (A1)—(A17).

e (3) Yk41 jest wynikiem zastosowania reguly odrywania RO do wyrazéw wczesniejszych w ciagu ().
o (4) yx+1 jest wynikiem zastosowania reguty generalizacji RG do wyrazu wczesniejszego w ciagu (x).

W przypadkach (1) oraz (2) postgpujemy analogicznie jak w poczatkowym kroku indukcji i otrzymujemy, ze
X |_k7‘p & = Ye+1.

Rozwazmy przypadek (3). Skoro vx41 jest wynikiem zastosowania reguty odrywania RO do wyrazéw wczesniej-
szych w ciagu (x), to istnieja | < k oraz m < k takie, ze dla formut +; oraz -, zachodzi alternatywa:

e ~y jestidentyczna z v, — 7yi+1 lub

e 7, jestidentyczna z v; — Yi41.

Na mocy zatozenia indukcyjnego mamy:

o X Fppp 0 — 7y Oraz

o X Firp 0 — Y.

Otrzymujemy wigc alternatywe:

o X Fprp @ — (Ym — Yit1) oraz X bppp @ — v, lub

o X Fipao— (Y1 = Y1) oraz X Frpp a0 — ;.

Oznacza to, ze zachodzi alternatywa:

¢ X Firp {@ = Ym, @ = (Ym — Ye41)} lub

® X Fprp {a =y, = (v — vw41) -

Zastosowanie poprzedzonej reguty odrywania PRO, znanej z KRZ, daje alternatywe:
o {a— Ym, &= (Ym = Vet1)} Frrp @ — Y41 lub

o {a—y,a— (M= Yet1)} Fhrp @ = Vit

Na mocy przechodnioSci relacji -,, otrzymujemy ostatecznie: X Fppp o0 — Yiq1.
ZakonczyliSmy wigc dowdd indukcyjny, a tym samym dowdd implikacji =

2. =

Zaktadamy, ze X Fp,, o — (. Musimy pokazac, ze X U {a} Fgp B.

Skoro X kg, @ — [, to (na mocy monotonicznosci relacji ) zachodzi takze X U {a} Ferp @ — 3. Na
mocy zwrotnosci relacji by, mamy: {a} kg, . Stad, ponownie na mocy monotonicznosci relacji F;p, mamy:
X U{a} Firp a. A zatem X U {a} Fip {0 — 5,a}. Poniewaz oczywiscie (reguta odrywania!) zachodzi
{a — B, a} Firp B, wiec, na mocy przechodniosci relacji F,,, mamy ostatecznie X U {a} Fypp G

Zauwazmy, ze w dowodzie implikacji <= nie byto potrzebne zatozenie, ze « jest zdaniem, czyli formula bez
zmiennych wolnych.

TWIERDZENIE 20.2.2. Twierdzenie o dedukcji nie wprost (wersja syntaktyczna).

Dla dowolnego zbioru formut X oraz formuly «, przy zatozeniu, ze « jest zdaniem (formuta bez zmiennych
wolnych) jezyka KRP zachodza nastgpujace rownowaznosci:



e (1) X Fgpp na wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje formuta [ taka, ze X U {a} b {8, 26}
e (2) X Fppp oo wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje formuta 3 taka, ze X U {—a} g, {8, 26}

DowOD.

Podamy dowody implikacji prostej i odwrotnej w przypadku (2). Dowdd czesci (1) jest analogiczny (wystarczy
zamiast o wpisaé konsekwentnie —«, a zamiast ~« wpisaé «).

1. =

Zaktadamy, ze X Fp,, . Na mocy monotonicznosci relacji -y, mamy réwniez: X U {-a} Fgyp a. Z
kolei, na mocy zwrotnosci relacji Fgyp, mamy: {—-a} g, —a. Z monotonicznosci relacji by, otrzymujemy:
X U{=a} Firp . Widaé zatem, ze X U {-a} Fppp {o, 7a}. Mamy wigc parg formut wzajem sprzecznych
wyprowadzalnych ze zbioru X U {—a}, co nalezato wykazaé.

Zauwazmy, ze w dowodzie implikacji = nie bylo potrzebne zatozenie, ze « jest zdaniem, czyli formula bez
zmiennych wolnych.

2. <=

Zaktadamy, ze istnieje formuta [ taka, ze X U {—a} Firp {5, 70} Z definicji relacji by, otrzymujemy:

e XU{-a}tp, [oraz

o X U{-a}tk, 6.

Skoro « jest zdaniem, to takze —« jest zdaniem. Mozemy zatem skorzystaé z twierdzenia o dedukcji wprost, na
mocy ktérego mamy:

o X Fprp mo0 — [ oraz

o X Fprp mae — 0.

Oznacza to, ze X tppp {ma — 3, 7o — —=f}. Przypominamy, ze formuta:

(ma = ) = ((ra = =6) = )

jest szczegblnym przypadkiem prawa sylogizmu destrukcyjnego, prawa KRZ. Stad, {-a — 8, —a — =8} Fppp a.
Skoro, jak juz pokazaliSmy, X t,., {-a — 8,-a — =3}, to (na mocy przechodniosci relacji t,,), otrzymujemy
ostatecznie: X Fp,p a.

Dodatkowe zatozenie w twierdzeniach o dedukcji jest istotne, jak widzieliSmy w dowodach tych twierdzen.

Zauwazmy, ze tezy wymienione w twierdzeniu 20.1.3.1. maja wszystkie posta¢ implikacji badZ réwnowaznosci. Z
twierdzenia o dedukcji wprost otrzymujemy caty szereg dalszych regut wtérnych: z tezy implikacyjnej utworzyé mo-
zemy regule wtdérng o przestance identycznej z poprzednikiem branej pod uwage implikacji, a wniosku identycznym
z nastgpnikiem tej implikacji. Z tezy réwnowaznos$ciowej utworzy¢ mozemy dwie reguty wtdrne.

20.3. Przyklady dowodow

Podamy dwa przyktady dowodéw formut ze zbioru zatozen.
PRZYKEAD 20.3.1.

Aby udowodnié, ze {a} Firp Vo « wystarczy do zalozenia « zastosowal regule generalizacji RG, otrzymujac
vz a.

Zauwazmy, ze gdy « jest formuta atomowa np. o postaci P(x), gdzie P jest dowolnym predykatem jednoargu-
mentowym, to P(x) b, Yo P(z), na mocy powyzszego.

Warto jednak pamiegtaé, ze nie zachodzi: P(x) |=iqp, Vx P(x). Niech pokazanie tego bedzie ¢wiczeniem dla
stuchaczek.



PRZYKLAD 20.3.2.

Pokazemy, ze: {Vz (o — (), 3z a} Fyrp Iz 8. W tym celu najpierw udowodnimy teze (x):

() Vz(a—p)— (Fza— Iz P).

1. Vz(a—p)— (a—p) (A14%)

2. a— Vz(a—p)—pP) prawo komutacji: 1

3. (aAVz (a—0))—p prawo importacji: 2

4 B—Fz (A15%)

5. (aAVz (a—p))—TFzp sylogizm hipotetyczny: 3, 4
6. a— (Vz(a—F)—3Jzf) prawo eksportacji: 5

7. xa— (Ver(a— ) —3Ixp) DI6

8. Vz(aw— f)— (3xa— 3z ) prawo komutacji: 7.

Teraz poszukiwany dowdd jest juz catkiem prosty:

1. Vz(a—p) zatozenie
2. Ira zalozenie
3. Ve(ao—fB)— Bra—3xpf) tezax

4, Jra—3Jzp RO: 3, 1
5. Jzp RO: 4, 2.

20.4. Trafnos$¢ i pelnosé metody aksjomatycznej

20.4.1. Trafnos¢ metody aksjomatycznej

W wykladzie dotyczacym semantyki KRP pokazaliSmy, ze schematy (A1)—(A17) sa wszystkie schematami tauto-
logii KRP. PokazaliSmy réwniez, ze zar6wno reguta odrywania, jak i reguta generalizacji zachowuja wtasnos¢ bycia
tautologia. Wykorzystamy te dwa fakty w dowodzie, ze wszystkie tezy KRP sa tautologiami KRP.

TWIERDZENIE 20.4.1.1.
Kazda teza systemu aksjomatycznego KRP jest tautologia KRP.
DowoD.

Niech « bedzie teza systemu aksjomatycznego KRP. Oznacza to, ze istnieje dowdd formuty «, czyli ciag formut:

(*) <’Yl;- 37n>

taki, ze v, jest identyczna z «, a kazdy wyraz tego ciagu jest badZ aksjomatem opartym na ktéryms ze schematow
(A1)—(A17), badZ powstaje z wyrazow wczesniejszych w tym ciagu jako wynik zastosowania reguty odrywania lub
reguly generalizacji.

Pokazemy, stosujac metod¢ indukcji matematycznej, ze kazdy wyraz ciagu () jest tautologia KRP. Poniewaz «
jest identyczna z v, bedzie to wystarczalo do dowodu catego twierdzenia.

PoczATKOWY KROK INDUKCII.

Mamy pokazac, ze v, jest tautologia KRP. Na mocy definicji dowodu, v; musi by¢ aksjomatem KRP. Poniewaz
kazdy aksjomat KRP jest tautologiag KRP (co pokazali§my na wykladzie dotyczacym semantyki KRP), wigc 1 jest
tautologia KRP.

NASTEPNIKOWY KROK INDUKCII.

Zakladamy, ze wszystkie formuty v; dla 1 < ¢ < k, gdzie £k < n sa tautologiami KRP. Musimy pokazaé, ze
réwniez 7y jest tautologia KRP.
Nalezy rozwazy¢ nastgpujace przypadki:
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e (1) yi4+1 jest aksjomatem KRP.
® (2) vr+1 jest wynikiem zastosowania reguly odrywania do wyrazéw wcze$niejszych w ciagu (x).

e (3) vk+1 jest wynikiem zastosowania reguly generalizacji do wyrazu wczesniejszego w ciagu ().

Przypadek (1) jest oczywisty: skoro 741 jest aksjomatem KRP, to jest tez tautologia KRP.
Rozwazmy przypadek (2). Jesli v,y jest wynikiem zastosowania reguty odrywania do wyrazéw wczesniejszych
w ciagu (), to istnieja liczby | < k oraz m < k takie, ze:

e ~; jestidentyczna z vy, — Yr+1 lub

® 7, jestidentyczna z y; — Yi+1.

Na mocy zatozenia indukcyjnego, v; oraz v, sa tautologiami KRP. Poniewaz reguta odrywania zachowuje wta-
sno$¢ bycia tautologia, wigc takze vx4; jest tautologia KRP.

Rozpatrzmy teraz przypadek (3). Jesli v+ jest wynikiem zastosowania reguly generalizacji do wyrazu wcze-
$niejszego w ciagu (*), to istnieja: liczba I < k oraz zmienna x,, takie, ze Y, jest identyczna z Vi, ;. Na mocy
zatozenia indukcyjnego, ; jest tautologia KRP. Poniewaz reguta generalizacji zachowuje wtasno$¢ bycia tautologia,
wigc takze 711 jest tautologia KRP.

ZakonczyliSmy wigc dowdd indukceyjny, a tym samym dowdd catego twierdzenia.

Warto zauwazy¢, ze dla wykazania, iz formula « nie jest teza KRP wystarczy, na mocy powyzszego twierdzenia,
wykazad, ze nie jest ona tautologia, czyli znalez¢ strukture relacyjna, w ktérej o jest fatszywa.

20.4.2. Pelnos¢ metody aksjomatycznej

Nastepne twierdzenie to bodaj najwazniejsze twierdzenie KRP. Glosi ono (w jednym ze sformutowan), ze aksjo-
matyka KRP jest petna, czyli ze kazda tautologia KRP jest jego teza. Jest wiele metod dowodu tego twierdzenia.
Polecamy artykut Jana Zygmunta A survey of the methods of proof of the Godel-Malcev’s completeness theorem,
zamieszczony w podanej w odnos$nikach bibliograficznych monografii pod redakcjg Stanistawa Surmy, szczegétowo
omawiajacy rézne wersje tego twierdzenia oraz sposoby jego dowodu. Ponizej podajemy szkic dowodu, wykorzystu-
jacy metode Henkina. Ograniczamy si¢ przy tym jedynie do oméwienia gtéwnej konstrukcji, pomijajac szczegétowe
uzasadnienia. W rozwazanym ujeciu buduje si¢ pewien model z ,materiatu jezykowego”, tj. ze stosownego zbioru
staltych indywidualnych. Korzysta si¢ z niektérych pojeé metalogicznych (teoria, teoria niesprzeczna, teoria zupeina),
o ktérych wspominamy krétko w punkcie 20.8. ponizej. W poprzednich wyktadach wspominano juz takze o metodzie
budowania modelu ilorazowego, wykorzystywanej ponize;j.

TWIERDZENIE 20.4.2.1.
Kazda tautologia KRP jest teza systemu aksjomatycznego KRP.
DOwWOD (SzKIC).

Wprowadzamy, na potrzeby niniejszego dowodu, kilka uzytecznych oznaczen:

e S oznacza zbidr wszystkich formut jezyka KRP o sygnaturze ztozonej z jednego predykatu jednoargumento-
wego P, jednego predykatu dwuargumentowego () oraz predykatu identycznos$ci =. Ograniczenie do takiej
sygnatury nie powoduje utraty ogélnosci dowodu.

e Przez Sys oznaczamy rodzing wszystkich systemow dedukcyjnych (wszystkich teorii) relacji konsekwencji
Frrps tj. rodzing tych wszystkich zbioréw formut X, dla ktérych zachodzi: Cy,,(X) = X.

e Przez Con oznaczamy rodzing wszystkich niesprzecznych zbioréw formut, tj. takich zbioréw X, dla ktérych
Crrp(X) # S (warunek ten jest réwnowazny warunkowi: nie istnieje formuta « taka, ze X k., « oraz
X Fk’rp _|Oé).

e Przez Com oznaczamy rodzing wszystkich zupetnych zbioréw formut, tj. takich zbioréw X, dla ktérych:
X Fppp alub X ., —ov, dla dowolnej formuty o
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Do (schematéw) aksjomatéw podanych powyzej (w 20.1.1.) dodajemy aksjomaty dla predykatu identycznosci =,
omoéwione w wyktadzie dotyczacym tablic analitycznych dla KRP z identycznoscia (wyktady 18-19).

W dowodzie twierdzenia wykorzystuje si¢ Lemat Lindenbauma (zob. punkt 20.8.) oraz twierdzenie o dedukcji nie
wprost (twierdzenie 20.2.2.).

Dowéd twierdzenia dzieli si¢ w sposéb naturalny na dwie czgsci:
o [. Dowdd, iz kazdy niesprzeczny zbiér formut jezyka KRP ma model.

e II. Dowdd (nie wprost), ze kazda tautologia KRP jest teza KRP, wykorzystujacy czes¢ 1.

I. KONSTRUKCJA MODELU.
Rozpoczynamy od jezyka L o sygnaturze wspomnianej wyzej. Niech
C={c;:i€w}

bedzie zbiorem statych indywidualnych (w jest tu zbiorem wszystkich skoficzonych liczb porzadkowych). Przez L(C)
oznaczamy rozszerzenie jezyka L otrzymane poprzez dodanie do L wszystkich statych indywidualnych ze zbioru C.

Niech Y bedzie dowolnym niesprzecznym i zupelnym systemem dedukcyjnym w jezyku L(C'). Definiujemy
relacj¢ ~ na zbiorze C' w sposéb nastgpujacy:

¢; ~ ¢; wtedy i tylko wtedy, gdy ¢; = ¢; nalezy do Y.

Wykorzystujac wlasnosci Y mozna pokazac, ze ~ jest relacja réwnowaznosci w C. Niech ¢}” oznacza klase
rownowaznosci elementu c; wzgledem tej relacji.
Budujemy strukture relacyjna
MY, C) =(U,P,Q,{s;:i € w},id)

w sposéb nastepujacy:
e (WU={c:¢c; €C}
o (i) s; = ¢
o (iii) ¢;” € P wtedy i tylko wtedy, gdy P(¢;) € Y
e (iv) (¢, c}) € Q wtedy i tylko wtedy, gdy Q(ci,cj) €Y
® (V) (¢, c}) € id wtedy i tylko wtedy, gdy ¢; = c; € Y.

Z powyzszego wynika, ze id jest relacja identycznoSci w uniwersum U.

Powiemy, ze zbiér zdan Y spetnia warunek (H) (warunek Henkina) w zbiorze statych C, gdy dla kazdego zdania
egzystencjalnego Jx «(x) z faktu, ze Jz «(x) jest elementem Y wynika, iz istnieje stata ¢ € C' taka, ze a(x/c) jest
elementem Y.

Dowodzi si¢ teraz szeregu lematéw (w tej wersji niniejszych notatek pomijamy dowody):

LEMAT 1.
Jesli Y jest zbiorem zdari jezyka L(C') takim, ze:
e Y jest teorig niesprzecznag i zupetna (tj. elementem rodziny Sys N C'on N Com),
e Y spetnia warunek (H) w zbiorze C,

to dla dowolnego zdania a:

e M(Y,C) E a wtedy i tylko wtedy, gdy o € Y.

LEMAT 2.
Jesli o oraz (3 sa zdaniami, to z X U {a} Fg,p B wynika X by, o — .
LEMAT 3.

Jezeli:
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e stata indywidualna c nie wystgpuje w formutach ze zbioru X,

e a(x) powstaje z a(c) przez wstawienie zmiennej  w miejsce ¢ w formule «(c) oraz x nie jest w () na
zadnym miejscu zwiazana,

o X Firpafc),
to

o X Firp afz).
LEMAT 4.

Jezeli:

e X cCon

stata c nie wystgpuje w elementach zbioru X,

e Jdz «a(x) jest elementem X,

to

X U{a(z/c)} € Con.

Do sformutowania nastgpnego lematu potrzeba kilku poje¢ pomocniczych. Dla kazdej liczby naturalnej ¢ niech C;
bedzie nieskoniczonym ciggiem wzajemnie jednoznacznym <c§>, gdzie j przebiega wszystkie liczby naturalne. Kazdy
ciag C; jest zatem ciagiem bez powtorzefi. Niech C' = |J C;.

€W

Okreslamy ciag jezykow L,,. Za Ly bierzemy L. Jezyk L,, otrzymujemy z Ly poprzez dodanie do niego zbioru
statych J C;. Przez S(,,) rozumiemy zbidr zdan jezyka L,.
i=1

1=

LEMAT 5.
Jezeli:
e X € Con,
o X C S,
to istnieje zbidr Y taki, ze:
e XCVY,
* Y C Smtn
e Y cCon,

n+1
Y spetnia wzglgdem X warunek (H) w zbiorze |J Cj, tj. dla dowolnego zdania 3z a(z) € X istnieje stata
i=1
n+1
ce |J C;taka, ze a(c) € Y.
i=1

LEMAT 6.
Jezeli:
e X CS5q),
e X € Con,

to istnieje zbioér Y taki, ze:
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e Y jest zbiorem zdai jezyka L(C),
e X CY,

Y € SysN ConnN Com,

Y spetnia warunek (H) w C.

Na mocy lematéw 1 i 6 otrzymujemy:

KAZDY NIESPRZECZNY ZBIOR ZDAN MA MODEL.

II. KAZDA TAUTOLOGIA KRP JEST TEZA KRP.

Zalézmy, ze « jest tautologia KRP i przypusémy, ze « nie jest tezg KRP. Pokazemy, ze przypuszczenie to prowadzi
do sprzecznosci, a zatem trzeba je odrzucic.

Przypominamy: uniwersalne domknigcie formuty a to formuta powstajaca z o poprzez poprzedzenie o kwanty-
fikatorami generalnymi wiazacymi wszystkie zmienne wolne w . Uniwersalne domknigcie dowolnej formuty jest
oczywiscie zdaniem.

Jesli « nie jest teza, to réwniez jej uniwersalne domknigcie « nie jest teza. Gdyby bowiem « bylo teza, to (na
mocy (A14)) takze o bytaby teza, wbrew przypuszczeniu.

Skoro @ nie jest teza, to nie zachodzi () - krp 0. Poniewaz @ jest zdaniem, wigc mozna skorzysta¢ z twierdzenia o
dedukcji nie wprost: nie zachodzi () ., @ wtedy i tylko wtedy, gdy nie istnieje formuta 3 taka, ze:

{ﬁa} }_krp {57 ﬁﬁ}
Oznacza to, ze zbiér {—~a} jest niesprzeczny. Na mocy czesci I dowodu, istnieje model 901 tego zbioru, a zatem:
() Mg -a.

Z zatozenia, « jest tautologia. Réwniez @ jest wigc tautologia, poniewaz reguta generalizacji zachowuje wlasnos¢
bycia tautologia. Tak wigc, a jest prawdziwa w kazdej strukturze relacyjnej (stosownej sygnatury). W szczegdlnosci,
@ jest prawdziwa w kazdej strukturze relacyjnej 991, skonstruowanej na mocy czesci I dowodu:

) MEa

Warunki (1) oraz (1) sa jednak wzajem sprzeczne, ze wzglgdu na definicje relacji |=. Tak wigc, przypuszczenie, ze «
nie jest teza nalezy odrzucié. Ostatecznie, kazda tautologia KRP jest teza KRP.

20.5. Twierdzenie o zwartosci syntaktycznej

TWIERDZENIE 20.5.1.
Dla dowolnego zbioru formut X oraz formuty o zachodzi nastgpujaca réwnowaznosc:

o X Fprp o wtedy i tylko wtedy, gdy Y -1, « dla pewnego skoniczonego zbioru formut Y C X.

DowOD.

Dowdd implikacji odwrotnej < jest natychmiastowy: skoro Y k.., o dla pewnego skoficzonego zbioru formut
Y C X, to — ze wzgledu na monotoniczno$¢ relacji ., — zachodzi takze X ki, a.

Dowéd implikacji prostej = réwniez nie jest trudny. Skoro X k.., «, to istnieje dowdd o z X w KRP, a wigc
skonczony ciag formut (vq,...,7,) taki, Ze 7, jest identyczna z «, a kazdy element ciagu (71, ...,7,) jest badZ
aksjomatem opartym na ktéryms$ ze schematéw (A1)—(A17), badZ wynikiem zastosowania reguty podstawiania lub
reguly generalizacji do wyrazéw wczesniejszych w tym ciagu. Niech teraz Y bedzie zbiorem tych wyrazéw ciagu
(Y1, .,7Yn), ktére sa elementami zbioru X. Zbiér Y jest oczywiscie skoriczony. Jest takze oczywiste, ze mozna
zbudowaé dowdd w KRP formuty o w oparciu o zbiér Y, czyli ze Y k., .

W dowodzie powyzszego twierdzenia odwotujemy si¢ zatem w istocie do finitystyczno$ci operatora konsekwencji
Chrp-
P
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20.6. Niesprzeczno$¢ KRP

Moéwimy, ze zbiér formut X jest (syntaktycznie) niesprzeczny wtedy i tylko wtedy, gdy nie istnieje formuta «
taka, ze X by, o oraz X by, moe. W przeciwnym przypadku méwimy, ze X jest (syntaktycznie) sprzeczny.

TWIERDZENIE 20.6.1.
Zbioér wszystkich tez KRP jest niesprzeczny.
DowOD.

Przypusémy, dla dowodu nie wprost, ze zbior wszystkich tez KRP nie jest niesprzeczny. Istnieje wtedy formuta «
taka, ze zaréwno «, jak 1 ~« sa konsekwencjami zbioru wszystkich tez KRP, czyli sa tezami KRP.

Na mocy twierdzenia o petnosci, zaréwno «, jak i —~« sa tautologiami KRP, czyli sa obie spetnione w kazdej inter-
pretacji. Niech 901 bedzie dowolna struktura relacyjna, a w dowolnym warto$ciowaniem w 91. Wtedy zachodzitoby
zaré6wno M =, «a, jak i M =, —a, co jest jednak sprzeczne z definicja relacji spetniania. Ostatecznie zatem nie
istnieje formuta o 0 podanej wyzej wlasnosci, a wigc zbior wszystkich tez KRP jest (syntaktycznie) niesprzeczny.

20.7. Informacja o innych twierdzeniach metalogicznych dotyczacych KRP

W wyktadach dotyczacych semantyki KRP oraz metody tablic analitycznych dla KRP podalismy kilka waznych
twierdzen metalogicznych dotyczacych KRP, np.:

e twierdzenie Churcha
e twierdzenie Herbranda
e twierdzenie Lowenheima-Skolema

e twierdzenie o prefiksowych postaciach normalnych.

Twierdzenia te moga by¢ réwniez sformutowane w aksjomatycznym ujeciu KRP.

Dodajmy do tej listy jeszcze jedno twierdzenie, zwane twierdzeniem o neutralnosci logiki wobec statych indywi-
duowych, predykatow oraz symboli funkcyjnych. Przypominamy, ze S(a;, z;, &), gdzie a; jest stala indywidualna,
x; zmienna, a o formulg jezyka KRP oznacza wynik podstawienia stalej a; za zmienng x; w formule o (fj. za
wszystkie wolne wystapienia 2; w ). Niech ponadto, dla formuty «, m-argumentowych predykatéw P/™ i P;™ oraz
m-argumentowych symboli funkcyjnych Fi™ i F™:

e o(P"/P") oznacza wynik konsekwentnego zastapienia wszystkich wystapien predykatu P/ w formule a
predykatem P;™;

o o(F™/ F]T”) oznacza wynik konsekwentnego zastapienia wszystkich wystapiefl symbolu funkcyjnego F;™ w
formule o symbolem funkcyjnym F7™.

Zapowiadane twierdzenie ma nastgpujace sformutowanie:

e Jesli zadna ze statych indywidualnych a,,, a,, nie wystepuje w @, to S(a,, x;, ) jest teza KRP wtedy i tylko
wtedy, gdy S(ay, z;, ) jest teza KRP.

e Jesli o jest teza KRP, to a(P™ /P") jest teza KRP.
o Jesli o jest teza KRP, to a( F/™ / Fj") jest teza KRP.

PowyzZsze twierdzenie jest tez nazywane twierdzeniem o niewyroznianiu statych pozalogicznych. Gtosi ono, mo-
wiac krétko, ze:

e cokolwiek da si¢ udowodni¢ w KRP o pewnej stalej indywidualnej, da si¢ takze udowodni¢ o dowolnej innej
stalej;

15



e cokolwiek da si¢ udowodni¢ w KRP o pewnym predykacie, da si¢ takze udowodni¢ o dowolnym innym predy-
kacie;

e cokolwiek da si¢ udowodni¢ w KRP o pewnym symbolu funkcyjnym, da si¢ takze udowodni¢ o dowolnym
innym symbolu funkcyjnym.

20.8. Niektore wlasnosci teorii elementarnych

Teorie aksjomatyczne budowane w jezyku KRP maja wyszczegdlnione zbiory:
e poje¢ specyficznych (pierwotnych, niedefiniowalnych)
e aksjomatéw (zatozeri przyjmowanych bez dowodu).

Srodkami dowodowymi w takich teoriach sa reguty wnioskowania KRP.

W jezyku klasycznego rachunku predykatéw formulowac¢ mozna tzw. teorie elementarne. Gdy wyr6znimy pe-
wien zbidr statych pozalogicznych (predykatéw, symboli funkcyjnych, statych indywidualnych) S oraz zbiér A zdan,
zwanych aksjomatami rozwazanej teorii elementarnej 7', to sama formalna definicja T jest nastgpujaca.

Teoriq elementarng w jezyku KRP o sygnaturze S oraz zbiorze aksjomatéw A nazywamy zbior wszystkich formut
wyprowadzalnych na gruncie KRP ze zbioru aksjomatéw A. Tak wigc, T jest teorig elementarna, gdy

T={a: Aty al.

Jesli T jest teoria elementarna, to Cy,p,(T') = T, co wynika wprost z powyzszej definicji. Przypomnijmy, ze w
przypadku dowolnego operatora konsekwencji C, teoriami (tego operatora) nazywamy jego punkty state, tj. takie
zbiory X, dla ktérych X = C'(X).

W poprzednich wyktadach podano przyktady czterech takich teorii:
e teoria mnogosci Zermelo-Fraenkla-Skolema ZFC

e arytmetyka Peana PA

e teoria algebr Boole’a (dwie aksjomatyki)

e teoria grup (trzy aksjomatyki).

Podajmy jeszcze jeden przyktad prostej teorii elementarnej: teorii gestych liniowych porzadkéw bez elementu
pierwszego i ostatniego. Jest to teoria, w ktdrej jezyku wystepuje, obok predykatu identycznos$ci = jeden predykat
dwuargumentowy, powiedzmy <. Teoria jest scharakteryzowana nastgpujacymi aksjomatami:

o ()Vz (x =)

e QVaVy (z =y —y=ux)

e B)VavVyVz (x =yAy=2z2) >z =2)
o MVaVyVz (z=yAhx<2)—y=<2)
o B)VaVyVz ((x =yAhz<z) — 2 <Y)
o O)VaVy (x <y — —y <x)

o (NMVaVyVz (z <yAy<2z)—x<2)
e Q)VaVy (x =yVar<yVy<uz)

o (9)Vydz (y < z)

e (10) Vy3x (x < y)
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o (INVaVy (x <y — Iz (x < zAz=<y)).

Modelami tej teorii sg np.: zbiér wszystkich liczb wymiernych wraz ze zwykla relacja porzadku <, a takze zbior
wszystkich liczb rzeczywistych wraz ze zwykla relacja porzadku <. Zbidr wszystkich liczb catkowitych, ze zwykla
relacja porzadku < nie jest modelem tej teorii, poniewaz nie spetnia warunku (11), czyli warunku gestosci. Przedziat
domkniety [0, 1] zbioru liczb rzeczywistych (ze zwykla relacja porzadku <) réwniez nie jest modelem tej teorii, gdyz
nie spetnia ani warunku (9), ani warunku (10).

X K K

Waznym zadaniem metalogiki jest badanie wtasnosci teorii (tu: elementarnych). Podamy kilka przyktadéw takich
wtlasnosci oraz (bez dowodéw) informacje, jakim teoriom wtasnosci te przystuguja.

Oczywistym wymogiem, ktéremu sprostaé powinna teoria jest jej niesprzecznos$C. Teorie sprzeczne nie sg intere-
sujace (z formalnego punktu widzenia), gdyz wszystko (kazda formuta jezyka KRP) daje si¢ w nich udowodnic.

Na mocy twierdzenia o petnosci, teoria jest niesprzeczna wtedy i tylko wtedy, gdy ma model. Jednak czysto
syntaktyczne dowody niesprzecznoSci teorii sg, w ogdlnosci, trudne do uzyskania. Stosuje si¢ w nich np. takie
techniki, jak: metoda interpretacji syntaktycznej, metoda relatywizacji kwantyfikatorow.

Przypominamy, ze Cj,,(X) to zbi6r wszystkich konsekwencji logicznych zbioru X. Odnotujmy (bez dowodu)
kilka faktéw dotyczacych niesprzecznosci:

e Zbidr X jest niesprzeczny wtedy i tylko wtedy, gdy zbiér Cy,,.,(X) jest niesprzeczny.
e Podzbidr zbioru niesprzecznego jest niesprzeczny. Nadzbidr zbioru sprzecznego jest sprzeczny.

e Zbidr X jest niesprzeczny wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje formuta o taka, Ze o nie jest elementem zbioru

Crrp(X).

e Zbioér X jest niesprzeczny wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy jego skoriczony podzbidr jest niesprzeczny. W
konsekwencji, zbidr X jest sprzeczny wtedy i tylko wtedy, gdy co najmniej jeden jego skoriczony podzbidr jest
sprzeczny. [To takze jedna z postaci twierdzenia o zwartos$ci.]

o Jezeli (X7, Xo, X3,...) jest nieskoficzonym ciaggiem niesprzecznych zbioréw formut oraz
X, C Xy CXg cC...,

to zbidr | X; jest niesprzeczny.
i

e Jesli o jest zdaniem (nie zawiera zmiennych wolnych) oraz -« nie nalezy do zbioru Cl,, (X)), to zbiér X U{a}
jest niesprzeczny.

X K X

Inng wazna wtasnoscia metalogiczng jest zupetnosé. Mowimy, ze zbidr formut jezyka KRP (o sygnaturze o) jest
zupetny (ze wzgledu na tg sygnaturg) wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego zdania o (w jezyku sygnatury o) badz o
jest elementem Cp,p, (X), badZ —a jest elementem Clp (X).

Gdy X jest zbiorem aksjomatéw jakiejs teorii 7' (w jezyku o okreSlonej sygnaturze), a o zdaniem (tego jezyka)
takim, ze ani «, ani -« nie nalezy do Cirp(X), to méwimy, ze « jest zdaniem nierozstrzygalnym na gruncie aksjo-
matéw X (lub: w teorii T'). Jedli teoria jest zupetna, to nie istnieja w niej zdania nierozstrzygalne. Oznacza to, ze w
teorii zupelnej kazdy problem sformutowany w jej jezyku znajduje rozstrzygnigcie na gruncie tej teorii.

Wigkszo$¢ waznych, interesujacych teorii matematycznych to teorie, ktére nie sa zupetne. Nalezy przy tym pa-
migtaé, ze nie zawsze zupetnos¢ jest pozadang wtasnoscia teorii: dla przyktadu teoria algebr Boole’a (niezupetna)
zostala zbudowana z mysla o wielu bardzo réznych interpretacjach. Zupetnos$¢ jest natomiast wtasnoscia pozadana,
gdy budujemy teori¢ z mys$la o jakiej$ jednej, ustalonej interpretacji (jak np. w przypadku arytmetyki Peana). Jednak
wiasnie w przypadku arytmetyki Peana (oraz, ogélniej, w przypadku wszelkich teorii zawierajacych stosowna czes¢
tej arytmetyki) mamy do czynienia z brakiem zupelnosci.

Teorig zupelna jest natomiast podana powyzej elementarna teoria liniowego gestego porzadku bez elementu pierw-
szego i ostatniego. Fakt ten moze zosta¢ udowodniony przy pomocy techniki zwanej eliminacjq kwantyfikatoréw.

Podamy (bez dowodéw) kilka faktéw dotyczacych pojecia zupetnosci (pomijamy wszedzie okreslenie: ,,ze wzgledu
na dany jezyk™):
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e Zbidr X jest zupetny wtedy i tylko wtedy, gdy Cp,p,(X) jest zupetny.
e Jezeli zbiér X nie jest zupelny, to jest niesprzeczny.

e Zbiér X jest zupetny wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdej formuty o nie nalezacej do C,p(X) zbior X U {a}
jest sprzeczny.

e (LEMAT LINDENBAUMA). Jesli X jest zbiorem niesprzecznym, to istnieje niesprzeczna i zupetna teoria Y taka,
ze X CY.

SzKiCc DOwWODU LEMATU LINDENBAUMA.

Wszystkie zdania jezyka KRP mozna ustawi¢ w nieskoriczony ciag:

<Oél,042,0[3, .. '>7

przyjmujac jakas umowe dotyczaca uporzadkowania zbioru ciagéw symboli z alfabetu skoriczonego (metody takie
omoéwiono na zajeciach ze Wstepu do matematyki).
Przez indukcje okreslamy teraz ciag (Y7, Y2, Y3, .. .) zbioréw formut zdaniowych w sposéb nastepujacy:

e V1 =X

e jesli ~a; nie jest elementem C,,(Y;), to przyjmujemy: Y41 = Y; U {a;}

e jesli y; jest elementem Cirp(Y5), to przyjmujemy: Y1) =Y.

Tak okreSlony ciag zbioréw jest wstepujacy, czyli Y; C Y;4; dla wszystkich ¢. Ponadto, wszystkie zbiory Y; sa
niesprzeczne, co wykazuje si¢ przez indukcje po i. W konsekwencji, zbi6r:

o0

v = (U

i=1
réwniez jest zbiorem niesprzecznym. Oczywiscie, Y jest teorig i zawiera X. Na mocy konstrukcji zbioréw Y;, dla

kazdego zdania « zachodzi alternatywa:

e « jestelementem Y, lub

e — jest elementem Y.

A zatem zbidr Y spelnia tezg Lematu Lindenbauma: jest niesprzeczna zupetna teorig zawierajaca zbiér X.

UWAGA. Dowéd Lematu Lindenbauma nie jest konstruktywny (korzysta z aksjomatu wyboru), wiemy wiec tylko, ze
kazdy niesprzeczny zbiér formut mozna rozszerzy¢ do teorii niesprzecznej i zupetnej.

X ok ok

Nastepna z wlasnos$ci metalogicznych to niezalezno$¢. Méwimy, ze formuta « jest niezalezna od zbioru formut X
wtedy i tylko wtedy, gdy « nie nalezy do Cj,,(X ). Méwimy, ze zbiér formut X jest niezaleiny wtedy i tylko wtedy,
gdy « nie nalezy do Cy,,(X — {a}), dla wszystkich formut « nalezacych do X.

Gdy budujemy system aksjomatéw, to wymdg jego niezaleznos$ci stanowi wyraz troski o ekonomig: aksjomaty,
ktére nie sa niezalezne od pozostalych sa po prostu zbgdne, gdyz mozna je z owych pozostatych wyprowadzi¢. Cza-
sami jednak nie przyklada si¢ pierwszorzednej wagi do wlasnosci niezaleznosci (zbioru aksjomatéw), przedkladajac
nad nig (pragmatyczne) wlasnosci: zrozumiatosci, estetyki, fatwosci zapamigtania.

Powiemy, ze zbiory X 1Y formut sa logicznie réwnowazne wtedy i tylko wtedy, gdy Cirp(X) = Clpp(Y).
Zbiory logicznie réwnowazne maja zatem dokladnie te same konsekwencje logiczne.

Przypominamy, ze & oznacza uniwersalne domknigcie formuly «, tj. formule otrzymana z o poprzez poprze-
dzenie o kwantyfikatorami generalnymi wiazacymi wszystkie zmienne wolne w «.. Oto dwa fakty dotyczace pojecia
niezalezno$ci (podane bez dowodow):
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e Jesli zbiér X U {—a} jest niesprzeczny, to formuta « jest niezalezna od zbioru X.
o Jezeli zbiér X jest skoficzony, to istnieje niezalezny zbiér Y réwnowazny logicznie zbiorowi X.

Istnieja nieskoriczone zalezne zbiory formut, ktére nie sa réwnowazne logicznie z zadnym swoim skoriczonym
niezaleznym podzbiorem. Rozwazmy bowiem nastgpujacy ciag zdan (niech ich zapisanie w jezyku KRP bedzie
¢wiczeniem dla stuchaczek):

e Istnieja co najmniej dwa obiekty.

e Istnieja co najmniej trzy obiekty.

e Istnieja co najmniej cztery obiekty.
o ...

Kazde zdanie tego zbioru jest tutaj zalezne, poniewaz jest konsekwencja logiczna zdania po nim nastgpujacego.
Jednak zaden skoficzony zbidr tych zdan nie jest logicznie rownowazny catemu ich zbiorowi.

* % %

Dodajmy, ze poszukiwanie skoriczonych zbioré6w formut mogacych stanowi¢ aksjomatyke rozwazanej teorii ele-
mentarnej 7', rtownowazng logicznie z (by¢ moze nieskoriczong) aksjomatyka teorii 7" jest waznym problemem meto-
dologicznym: jest to pytanie o tzw. skoriczonq aksjomatyzowalnosé teorii.

* % %

Zaktadamy, ze stuchaczki znajq pojecie izomorfizmu oraz pojecie (nieskoniczonej) liczby kardynalnej z zajeé ze
Wstepu do matematyki. Pojecia te wykorzystujemy dla sformutowania jeszcze jednej wlasnosci mogacej przystugiwaé
teoriom elementarnym.

Moéwimy mianowicie, Ze teoria 1" jest kategoryczna w mocy r, gdzie x jest (nieskoniczona) liczba kardynalna,
gdy wszystkie modele teorii 7', ktérych uniwersa maja moc « sa izomorficzne. Kategoryczno$¢ w ustalonej mocy
oznacza zatem, ze wszystkie modele tej mocy branej pod uwagg teorii sa strukturalnie nieodréznialne, sa ,,tak samo
zbudowane”.

Przyktadem teorii kategorycznej w mocy N jest podana powyzej elementarna teoria liniowego gestego porzadku
bez elementu pierwszego i ostatniego. Nie jest natomiast kategoryczna w mocy Ny arytmetyka Peana. A zatem
aksjomaty tej arytmetyki nie charakteryzuja doktadnie jednej (z doktadnoscia do izomorfizmu) struktury.

20.9. Przyklady innych aksjomatyk KRP

Jak wspomniano na poczatku, mozna na r6zne sposoby dobiera¢ aksjomaty KRP. Oto kilka znanych propozycji.
Tytuty ponizszych punktéw odnosza si¢ do pozycji zamieszczonych w odnosnikach bibliograficznych.

Pogorzelski 1992, 242.

Aksjomatami sa domknigcia uniwersalne wszystkich formut o postaci:

«a— (-0

(@—= (B —=7) = (= 08) = (a—7)
(ma = =f) = (B8 —a)

YV o — S(t, zk, @), o ile term ¢ jest podstawialny za z w «

Vg (o — B) = (Vo a — Vi B)
e o — Vzp «, oile i nie jest zmienng wolna formuty .

Jedyna regula wnioskowania w tym systemie jest reguta odrywania RO.
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Cori, Lascar 2000, 194-195.

Za schematy aksjomatow bierzemy wszystkie podstawienia tautologii KRZ oraz schematy nastgpujace:
e dzxa=-Vr -«

o Vz (o« — ) — (o — Vx 8), oile z nie jest wolna w «

o Vo oo — S(t,xz,a), oilet jest podstawialny za = w a.

Regutami wnioskowania sg tu: reguta odrywania oraz regula generalizacji.

Marciszewski 1987, 26 i nastepne.

W omawianym tu systemie aksjomatami sa wszystkie podstawienia tez KRZ oraz nastgpujace schematy:
o Vza(z) — afy)

e a(y) — v a(z).

Regutami systemu sg (zaktada sig tu, Ze z nie jest wolna w (3):

B — afx) a(z) —
B — Va alx) Jz a(z) — G
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21. Cwiczenia

Teraz to, co lubicie najbardziej, czyli zadania do samodzielnego rozwiazania. Wszystkie zaopatrzone zostaly w
odpowiedzi.

1. Podaj dowody nastgpujacych tez KRP:

o (Vr (o — ) » (Vo a — Va [5)

e (b) (Fr aV Iz f) — Jz (aVph).

2. Pokaz, ze nastgpujace reguty sa wyprowadzalne w KRP:

* (a)

e (b)

dr «

Jz (aV B)

Ve a=Vr 3, Vx
Vo (y—a)

3. Wykorzystaj twierdzenia o dedukcji w dowodach nastgpujacych tez:

e (a) (Jz P(z) — Jz Q(z)) — (Vx P(x) — Iz Q(x))
o () 3z Plx) — Vo Q@) — Vo (P(x) — Q(a)).

Rozwiazania

1(a). Vz (o« — ) — (Vo o — Vz §)

PN B LD

Vo (o — 8) = (a — B)

o — (Y2 (o — ) — B)
Ve o — «

Ve o — (v (@ — §) — f)
vz (@ — §) — (V2 a — f)
(Ve (a0 — B) AVz o) —
(Vo (a0 — B) AVz o) = Va 3
Va (a« — B) — (Vo a — Vz )

1(b). Bz oV Iz B) — Jz (aV )
Fra—3z(avp)— (T —3z(aVp) = ((FrvaVIz ) — Iz (aVF))) prawo

1.

> w

® NN

(A14%)

prawo komutacji: 1

(A14%)

sylogizm hipotetyczny: 3, 2
prawo komutacji: 4

prawo importacji: 5

DV: 6

prawo eksportacji: 7.

dodawania
poprzednikéw
a— (aVp) (A7)
(Vv B) — 3z (aVpB) (A15%)
a— Jz (aVp) sylogizm
hipotetyczny: 2, 3
Jza— (aVP) D3: 4
(FzB—Fx(aVvP)— (BzxavIzp) — Iz (aVp))) RO: 1,5
B (avp) (A3)
8 — 3z (aVP) sylogizm
hipotetyczny: 7, 3
Jz 8 — Jz (a Vv F) D3: 8
(Fzavizp) — Iz (aVp) RO: 6, 9.
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2(a).

Jx a
Jz (aV B)
Trzeba pokazaé, ze: {3z a} Firp Iz (a0 V 3).
1. Jdra zaloZenie
2. dJrza— (Fravixzp) (A7)
3. dxaVvixp RO: 2,1
4. BzxavizpP)—3x(aVvpP) teza(éw. 1(b)
5. 3z (aVP) RO: 4, 3.
2(b).

Vra=Vr [, Ve 0
Ve (v — «)
Trzeba pokazaé, ze: {Va o =V 3, V& B} Fipp Vo (7 — ).

1. Vxa=Vz g zatozenie
2. Vz [ zatozenie
3. Vza=Vep)— (Ve —-Vra) (All)

4, Vrf—Vra RO: 3,1
5. Vza« RO: 4,2
6. Vra—a«a (A14%)
7. « RO: 6,5
8. a—(y—a) (A3)

9. v—« RO: 8,7
10. Va (v — «) RG: 9.

3(a). (Fz P(x) — 3z Q(x)) — (Vz P(z) — Jz Q(x))
(3z P(z) — 3z Q(z)) — (Vz P(z) — Jz Q(x)) jest teza wtedy i tylko wtedy, gdy

0 birp 3z P(z) — 3z Q(z)) — (Vo P(z) — Iz Q(z)).

Poniewaz 3z P(x) — Jx Q(x) jest zdaniem, wigc (na mocy twierdzenia o dedukcji) zachodzi to doktadnie wtedy,

gdy
{3z P(z) — 3z Q(2)} Firp Vo P(z) — 3z Q(z).

Jeszcze raz stosujemy twierdzenie o dedukcji (co mozemy uczynié, gdyz Vo P(z) jest zdaniem) i otrzymujemy, ze
zachodzi to dokladnie wtedy, gdy

{3z P(z) — 3z Q(z), Yz P(x)} Frrp 3z Q).

Budujemy zatem dow6d tego ostatniego:

1. Jz P(x) — 3z Q(x) zatozenie

2. Vx P(x) zatozenie
3. Vz P(x) — P(z) (A14%)
4. P(x) RO: 3,2
5. P(x) — 3z P(2) (A15%)
6. dx P(x) RO: 5,4
7. Jz Q(x) RO: 1, 6.

3(b). (Fz P(x) — Vz Q(x)) — Vz (P(z) — Q(x))
(3x P(z) — Vz Q(z)) — Vz (P(x) — Q(x)) jest teza wtedy i tylko wtedy, gdy
0 Frrp (32 P(z) — Vo Q(z)) — Vo (P(z) — Q(x)).

Poniewaz 3z P(x) — Vx Q(x) jest zdaniem, wigc (na mocy twierdzenia o dedukcji) zachodzi to doktadnie wtedy,
gdy
{3z P(z) = Vz Q(x)} Firp Vo (P(z) — Q(2)).
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Budujemy dowdd tego ostatniego:

1. 3Jz P(x) — Vz Q(x)
2. P(x) —VzQ(x)

3. P(z) = Q(x)

4. Va (P(z) — Q(z))

zalozenie
0d: 1
ov: 2
RG: 3.
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