ROZDZIAL 111

Gramatyki regularne

Przypomnijmy,ze gramatykami regularnymi nazywamy wszystkie tengatyki

generatywne, ktorych wszystkie reguty produkcji mappstd A - P lub A - PB,
gdzie A, BO Vy, a PO V1.

1. Posta& normalna gramatyk regularnych

Twierdzenie 3.1 (twierdzenie o postaci normalnej).

Kazdy jezyk regularny mee by generowany przez gramatylo regutach produkcji
nastpujacego ksztattu:

(i) X - ay,

(i) X > A,

gdzie X,YO Vy, za all Vr.

Idea twierdzenia.

W dowodzie postaymy sk metod sprowadzalnéci dowolnej gramatyki regularnej
do gramatyki w postaci normalnej z poiggego twierdzenia. Madiwosé jej
wykorzystania zdeterminuje nam wyprowadzalhdkazdego ze stOw generowanego
przez ni jezyka regularnego. Operacjte wykonuje s¢ w nastpujacy sposob:
najpierw (wychodzc oczywikcie na samym poatku z symbolu poczkowego S)
stosujemy (tyle razy, jaka jest diugowyprowadzanego stowa) reguly rozszesza)
ksztattu (i), a naspnie stosujemy do ostatniego symbolu (nietermingé)etzw.
reguk zerowa ksztattu (ii) (jest to reguia ,zbij@ja” 6w symbol nieterminalny).
Mamy wigc:

S agAl-aaxArs s adm. G 1Al X F 1A A ... .
Zauwamy, ze za kadym razem stosowaliny tu reguty produkcji do jedynego, siej
cego zawsze na samymirau symbolu nieterminalnego, @ki czemu sekwencyjnie
,0d lewej do prawej” generowdliny dane stowo, a na kou ,decydowalimy si” na
zakaczenie derywacji wygenerowanegazjstowa.

Uwaga.
Mozna podé takze analogiczne twierdzenie, zagtijac w nim jedynie reguty ksztattu
.(i) X = A” regutami ksztattu ,(ii") X - a”. Kazda z derywacji wygidataby

woéwczas W nagpujacy sposob:
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SoaAl-aaAr- .o X ... H-1AN-1 - A& ... -1

Bytaby wigc ona o jeden krok krotsza. Rowni¢u za kadym razem stosowdaliny
reguty produkcji do jedynego, stmjiego zawsze na samymdau symbolu nietermi-
nalnego, dzki czemu sekwencyjnie ,od lewej do prawej’ genertvdm@my dane
stowo, derywagj ta konczac jednak ju nie regug zerows, lecz tzw. regut koncowsa.
Pozwolito to nam skrdéi ja o jeden krok, gdy w przypadku tym kada reguta
dobudowuje tu po jednej, kolejnej literze do gemnvesoego stowa (nie ma juregut
pustych).
Tak sformutowane stwierdzenie jest oczywie prawdziwe, jak to pokazuje pasize
(bedace dowodem konstrukcyjnym) jegmasadnienie
Po sprowadzeniu gramatyki regularnej do postacimadnej z twierdzenia 3.1, usu-
wamy z niej kada z regut ksztatltu X- A, przy czym o ile tylko Z- bX (dla
pewnego Z1 Vy i b O Vi ) jest ju reguh tej gramatyki, to do gramatyki tej
dodajemy jeszcze regukoncowg Z - b. Tak otrzymana gramatyka jest rownawa
z gramatylq z twierdzenia 3.1 (uzasadnienia)
Dowad (tw. 3.1).
Niech G = <\{, V1, S, F> ledzie gramatyk regularm. Zatem wszystkie jej reguty
produkcji @ postaci:
a) A - Plub
b) A - PB,
gdzie A, BO Vy, a PO V1™,
Gdy |P| = 0 (tj. P =A), to reguty te (tj. postaci A~ A i A - B) zostawiamy bez
zmian (mimo,ze tylko pierwsza z nich czyni zalotezie twierdzenia).
Kazda reguk produkcji gramatyki G postaci a), w ktérej |P| =zdstpujemy dwiema
regutami postaci A~ PW, W - A, gdzie A i P g okreslone j.w., a W jest nowym
symbolem nieterminalnym (tj. il V). Obie te reguty $ w postaci z dowodzonego
twierdzenia.
Kazda reguk produkcji gramatyki G postaci b), w ktorej |P| =zbstawiamy bez
zmian (spetnia zaddé wymaganemu ksztattowi regut z twierdzenia).
W pozostatych regutach produkcji gramatyki G, |P|.>Kazda z nich:
(i) gdy jest ksztaltu A- & ... & (gdzie A0 Vy, z& &,..., & O V1 ) woOwczas

zastpujemy p ciagiem regut A - aY1, Y1 - &Y2,..., Yn-1 - & Yn Yn o A,

gdzie wszystkie Y (1 <i < n) ;1 nowymi nieterminatami (tj. YO Vy, a Y; Z Y; dla

wszystkich i# j),
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(ii) gdy jest ksztaltu A- & ... aB (gdzie A, B Vy, z& a,..., & O V1), to wowczas
zastpujemy p ciagiem regut A - &Z1, Z1 - &Z,..., Zn - 1 - aB, gdzie
wszystkie Z (1 < i < n) s nowymi nieterminatami (tj. ZO Vn, a 4 # Z; dla
wszystkich i# j).

W ten sposo6b otrzymujemy gramaty&' = <W', V1, S, F'>, w ktorej:

- VN = Vn O {W} O{Z }ioo O {Yj }jos, gdzie I i J § dwoma zbiorami indeksow
nowych nieterminatow odpowiednio postagiiZ;,

- F' opisalimy wyzej.

W G' wystpuja jedynie reguty produkcji ksztattu:

1) X - ay,

2) X - Y,

3) X > A,

gdzie X, YO V\', z& al V.

Zauwamy, ze gramatyki G i G' ¢ sobie rownowane, a w G' w stosunku do pala-

nej gramatyki w postaci z twierdzenia nadmiarowgedynie reguty postaci X- Y,

gdzie X,YO Vy'.

Korzystapc z faktu,ze kazda z derywacji w G' jest ,fecuchowa” w stosunku do de-

rywacji w G, tworzymy (analogicznie jak w dowodziwierdzenia 2.2 o postaci nor-

malnej Chomsky’'ego) nagbujaca konstrukcyjrm procedu¢ pozbywania si

nadmiarowych regut produkcji postaci 2).

Najpierw dla kadego X O VyN' oznaczamy przez U(X) zbior tych wszystkich

nieterminatéw, z ktérych mana wyprowadzi X jedynie za pomag regut tefe

postaci, powgkszony o zbior jednoelementowy {X}.

Zatem Y E X witw, gdy Y O U(X), gdzie X,Y O Vy'".

Majac tak okrdlony zbiér U(X) (dla dowolnego XJ Vy') - z gramatyki G' maemy
wyeliminowa wszystkie reguty z F' postaci X Y (gdzie X,Y O Vy'), otrzymupc
tym samym gramatykG" = <W', Vr, S, F"> 0 nagpujacych regutach produkcji F":
1) "2 AOF - Oxovie @OU Q) O'X - A OF) (§. Dy 12 - N OFY;

K—»L—»Z—»Y—»X—»?\ -regu*yF'
l l l l L 4 - reguty F"

Rys. 3.1.
2) Podobnie!z - av! O F" « Oxove: (Z O UX) O'X - aVv! O F).
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aVv - reguty F'
A - reguty F"

Rys. 3.2.

Oczywiscie G'= G", a zatem (poniewardowniez G = G') mamy,ze G = G",
tj. L(G) = L(G™). [

2. Wykresy gramatyk regularnych

W gramatykach regularnych wszystkie reguty prodquktaja post& A - P lub
A - PB, gdzie A, BO Vy, a PO V. Na mocy twierdzenia o postaci normalnej
(tw. 3.1), maemy je zasipi¢ regutami produkcji jedynie ksztatltu X, aY i X - A,
gdzie X,Y O Vy, za al Vr.

W wykresach gramatyk regularnych wierzchotkidh oznacza symbole nie-
terminalne, a krawdzie reprezentowasymbole terminalne. Tak we zapis

@A) Rys. 3.3.

oznaczaze A - aB jest regut produkcji rozwaanej gramatyki.
Reguk A - A umieszczamy na wykresie podkl&ac juz istniejace na nim A:

i> Rys. 3.4.

Symbol pocatkowy oznaczé bedziemy krop (,*”) u gory:

@ Rys. 3.5.
Przyktad 3.1.

Niech G = <\{, V1, S, F>, gdzie { ={S, A1, ..., A}, V1 ={a, b},
aF={S- a, S- aA;, S - aA;, A1 - bA;, A1 - bA3, Az - bA;,

A - bA3 A - aAy, Az - aAy, Az - A, Ay - aS, A - aAyl}.
Z ksztattu regut produkcji F widzimyze jest to gramatyka regularna. Dla celow wy-
kresu ,zta” jest tutaj jedynie reguta S a. Dla A O VN mamy,ze jest ona rowno-
wazna parze regut S- alAs i Ag » A.
Tak powstaty zbior F' = (F\ {S> a}) O {S - aAs, As —» A} jest juz odpowiedni dla

celow sporzdzenia nasfpujacego wykresu powsszej gramatyki:

Rys. 3.6.
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Ciag wierzchotkow A, ..., A nazywamy dro@ w wykresie gramatyki

regularnej G witw, gdy istniejas, ..., & - 1 O Vr takie, ze regu’fyrAl - & AZT,

rA2 - & A3~|, rAk 1 - & -1 Ak1 O F. Droga A, ..., A« wyznaczona jest przez
wartosci a, &,..., & -1. Nie jest to jednak jednoznaczne.

Przyktad 3.1 - c.d.

Wyrazenie ,aba” maemy wyznacz§ m.in. na jednej z nagpujacych trzech drég: S,
Az, Az, Ag; S, A, Az, Ay S, A, Ag, Ag. U

Droge Ay, ..., A, W ktorej A, = S, a A jest symbolem podkétonym (tj. zas¢-

pujacym regué Ax - A) nazywamydrog koncowa.

Lemat.

Dla dowolnej gramatyki regularnej G, [P L(G) witw, gdy istnieje co najmniej jedna
droga kaacowa wyznaczona przez P.

Pojcia symboli pasywnych, aktywnych, agalnych i nieosjgalnych w danej
gramatyce zostaty okéone dla gramatyk bezkontekstowych w paragrafiepd-
przedniego rozdziatu. Poniewgednak kada gramatyka regularna jestztbezkon-
tekstowa, zatem mmemy przypé, ze tym samym @& one okrélone rownie dla
gramatyk regularnych.

Przyktad 3.1 - c.d.

A jest tu symbolem nieoggalnym i jednoczénie brak jest symboli pasywnychi
Poniewa do nieosagalnego symbolu nieterminalnego nie prowadadna droga od
symbolu pocztkowego S, zatem z wykresu wemy usuné reprezentuyjcy go
wierzchotek.

Podobnie, mgpemy usun¢ z wykresu gramatyki regularnej wszystkie symboke p
sywne, jako nie umidiwiajace wyprowadzeniezadnego stowa w powgze]
gramatyce (nie prowadzi z nich bowiemdna droga do jakiegokolwiek z symboli
koncowych).

Mozemy rozstrzyga¢ (na mocy twierdze z 4. paragrafu poprzedniego rozdziatu,
badZ tez bezpdrednio z wykresu gramatyki regularnej), ktore syheboieterminalne
sa pasywne i ktére symbole siieoshgalne.

Przez konsekwentne usuwanie z danej gramatyki e¢ga)] wszystkich symboli nie-
osiagalnych i pasywnych otrzymujemy prosisgrownowana jej) gramatyk regu-
larna, ktorej wykres jest spdjny, a kdy jego wierzchotek jest albo koowy albo

lezy na przynajmniej jednej drodze koowej zaden z nich nie jest we zbedny).
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Podobnie, jak to miato miejsce w przypadku gramabgzkontekstowych - o grama-
tyce takiej (tj. takiej, w ktéregaden symbol nieterminalny nie jest ani pasywny ani
nieoskhgalny) kedziemy mowg, ze jestonaw postaci zredukowanej.

Oprocz operacji wyzbywaniagsymboli nieterminalnych i pasywnych, na gra-
matykach regularnych (a wd i na ich wykresach) wprowadzacgeszcze jedsq ope-
racje, a mianowicie operagjzastpienia tej gramatyki rownowaa jej gramatyk,

w ktérej jednak symbol poatkowy wyskpuje jedynie po lewej stronie regut pro-

dukcji. Polega ona na:

1) wyznaczeniu wszystkich produkcji ksztattu A aS, gdzie S jest symbolem po-
czatkowym, A Vy, za al Vr,

2) zasthpieniu symbolu S w tych produkcjach przez nowy sgminieterminalny
K O Vy (a wigc tym samym dafczeniu K do \{ ),

3) dotaczeniu do zbioru regut produkcji F produkcji K aA w tych i tylko w tych
przypadkach, w ktorych w F wysgiuje juz produkcja S— aA.

Rozpatrzmy to na ponaszym przyktadzie.

Przyktad 3.2.

w5
&2 E)-0)
Nk

Rys. 3.7. Rys. 3.8.

Dla gramatyki z rys. 3.7, otrzymujemy gramagykrys. 3.8 w nagpujacy sposoéb:

1) jedym reguh produkcji ksztattu A- aS (gdzie S jest symbolem patizowym,
A O Vy, za all V), jest tu reguta A - aS;

2) reguk t¢ zastpujemy nowg reguh produkcji A - aAs, gdzie A jest nowym sym-
bolem nieterminalnym;

3) ze wzgkdu na wys¢powanie produkcji S aA;, S - bA3 i S - aA4, dopisujemy
produkcje A - aAi, As - bA3i As - aAy. [

Zadanie 3.1: Wykonaj ponownie zadanie 1.9 tak jednak, by gratatta byta regu-

larna. Narysuj jej wykres.
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Zadanie 3.2: Nad alfabetem polskim skonstruuj gramatykegularm generugca
jezyk, w ktorym castka ,nie” wystpuje:
a) w kadym wyrazie (na pociku, w srodku, czy na kacu),
b) w kazdym wyrazie na pocku (j. np. w wyrazie ,nieco”),
c) w kazdym wyrazie na kfcu (j. np. w wyrazie ,dranie”),
d) w kazdym wyrazie wsrodku (j. np. w wyrazie ,koniec”),

e) jezeli juz, to na pewno nie na pogiku. [

3. Wyrazenia regularne
Na pocatku odnotujmy nasipujacy fakt:
Kazdy jezyk skaiczony jest regularny.
Dowad.
Niech L = {P., P,, ..., R}, gdzie O 1<isn P, O V1". Tak okrélony jezyk L jest ska-
czony (bo sktada size skdczonej liczby stow, bo card(L) = n ). Okre&lmy
gramatyk G = <W, V1, S, F>, gdzie Y ={S},aF={S > P, S > P,,..., S> P.}.
Ze wzgkdu na ksztaitt regut produkcji, gramatyka G jestulagna. (]
Whniosek.
Kazdy jezyk skaiczony jest rownig bezkontekstowy, kontekstowy i struktur frazo-
wych, jakoze kady jezyk regularny jest rowniejezykiem bezkontekstowym, kon-
tekstowym i struktur frazowych.
Obecnie maemy prze§¢ juz do wiasciwego zagadnienia tego paragrafu.
Niech V lkedzie skaiczonym alfabetem. Wowczas przez REG(V) oznaczamy
zbior wszystkich wyraen regularnych nad alfabetem V, okre-
slony w nasgpujacy sposob:
(i) V O REG(V) (tj. 0 anv all REG(V)),
A O REG(V),
O O REG(V) (1j., tzw. wyraenie statd] jest wyraeniem regularnym);
(i) 0 a,BOREG(V) (a)”, (ap), (adB) O REG(V),
gdzie przez c@)* rozumiemy i-§ krotnas¢ wyrazeniaa (i=0,1,2,...).
Przyktad 3.3.
Gdy V = {0, 1}, to wyraeniami regularnymi nad tym alfabetem ¥da m.in.:

((01)1(001)), ((01)1(001)Y", ((110) (0)O(11)10). [
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Widzimy wiec, ze wyrazenia regularneaspewnymi, syntaktycznie poprawnymi, napi-
sami, zbudowanymi z symbolid, A, *, 00, (i) oraz z liter alfabetu V. Zna moce
wigzan (najmocniej waze ,*”, stabiej konkatenacja, a najstabiej suma) -zapisie
wyrazenia regularnego niemy opuszcza zbyteczne nawiasy. Dgki temu,
wyrazenia z powyszego przyktadu, memy praciej zapisé nastpujaco: 011001,
(010001)", (110y 001100.

Jezeli all REG(V), to przez L(a) oznaczdedziemy jezyk denotowany
(oznaczany) przez towyraenie regularne, okébony (indukcyjnie po dtu-
gosci a) w nas¢pujacy sposob:

1) gdya =0, to L(a) = L(O) =0 (tj. wyrazenie state] generuje ¢zyk pusty),

2) gdya = A, to L(a) = L(A) = {A},

3) gdy pf =1 (t.a =alV), to L(a) = {a} = {a},

4) gdy a O REG(V), to LeH) = (L(@))* (tj. jest domkné¢ciem Kleene’'go ¢zyka
L(a)),

5) gdy nadtop 0 REG(V), to L@B) = L(a)L(B), a L@OP) = L(a) O L(B).

Przyktad 3.4.

Zobaczmy, jakieqgzyki sa denotowane przez przyktadowe wyemia regularne.

Wyrazenie regularne: exyk przez nie denotowany:

(@) =a {a}* = {A, a, aa, aaa, ...}

((a) O (b))" = (a0 b)"* {a, b}" ={\, a, b, aa, ab, ba, bb, aaa, ...}
((a)*(b)) = &b {a}*{b} = {b, ab, aab, ...}

b ab’ {b} O {a}{b} " ={b, a, ab, abb, ...}

Tab. 3.1.

Zauwamy, ze w ostatnim przypadku, stowo ,babbb” nie jest edsrtem tegogzyka.
Znak ,[1” oznacza bowiem suenjezykow, a nie konkatenagjstow. [

Zauwamy, ze {a,bH{a}” = {a}{a} * O{bHa} * (={a,aa,aaa,...,b,ba,baaa,...}), acwi
tym samym,ze (a0 b)d = ad O ba (= a O ba’). Prawo o tym schemacie jest
prawdziwe dla wszystkich wyzgan.

W ogdle, dla dowolnych wyraen regularnych P, Q, R, zachodzi:
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1) PO(QUR)=(POQ)IR, 6) \P=P\ =P,
2) P(QR) = (PQ)R, 7) P* =\ 0 PP,
3) POQ=QOP, 8) F* = (\ 0 PY.
4) P(QU R) = PQU PR, 8) OP=ml =0,
5) (PO Q)R =PRUQR, 10) gdy P = R PQ, a Q% A, to P = RQ.

Wspomnijmy jeszczeze reguty 1) - 10) wraz z reguipodstawiania i prze-
chodnigcia dajg nam zupeilny system aksjomatow. Oznacza #®,w przypadku
dowolnej formuty gzyka wyraen regularnych (tj. dowolnej rowrci wyrazen
regularnych), o ile nie jest ona zdaniem (tj. pdsiazmienne wolne) - wéwczas
mozemy zamieni ja na zdanie poprzez tzw. domkpie, tj. poprzedzenie jej
kwantyfikatorami ogolnymi wizacymi wszystkie jej zmienne wolne. Wowczas z
powyzszych aksjomatow mmma wywies¢ badz powyzsze zdanie, ddz jego negacje.

Zaleznos¢ miedzy jezykami regularnymi, aggykami denotowanymi przez wy-
razenia regularne okééa nastpujace twierdzenie:

Twierdzenie 3.2.

Kazde wyraenie regularne denotuje pewiegzyk regularny, a kady jezyk regularny
jest denotowany przez pewne wyeaie regularne.

Idea twierdzenia:

Twierdzenie to mowize klasa ¢zykow denotowanych przez wyrania regularne po-
krywa sk z klas jezykdéw regularnych tj.,ze istnieje wzajemna odpowiednio
miedzy wyrazeniami regularnymi, a gramatykami regularnymi.

Dowdd.

1) Pokaemy najpierw,ze kazde wyraenie regularne denotuje pewiegzyk regu-
larny, tj. ze 0 aOREG(V) L(a) O Ls.

Otrzymujemy to z definicjigzyka denotowanego przez wyemnie regularne.

Proste wyraenia regularnél, A, a, ..., & opisup oczywkcie jezyki O, {A}, {ai}, ..., {ax}
ktore, chociaby ze wzgédu na sw skoaczona¢ (patrz: fakt na poatku tego
paragrafu), s regularne. Ich regularsé mozna take wykaz& podapc reguty pro-
dukcji ich gramatyk:

- dla jezyka pustegadl: S - S,

- dla jezyka {A}: S - A,

- dlajezyka {a} (1 <i<k): S > a.

Z twierdzenia 1.1 otrzymujemyze jezyki regularne & zamkngte na operacje regu-

larne (sumg, iloczyn i domkn¢cie Kleene’go), podobnie, jak to ma miejsce w przy-
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padku wyraen regularnych. Zatem réwniekazdemu zt@onemu wyraeniu regular-
nemu, odpowiada pewierzyk regularny, rozbudowywany w identyczny spos@k j
to wyrazenie regularnel] (1)

2) Pozostaje nam jeszcze pokézae kazdy jezyk regularny jest denotowany przez
pewne wyraenie regularne, tjze dla kadego gzyka regularnego istnieje wyranie
regularne, ktére go denotuje.

Niech L = L(G) zdzie jgzykiem regularnym wyznaczonym przez gramatyk
regularm G = <W, V1, S, F>. Z twierdzenia 3.1, gramatyke mozemy sprowadzi
do postaci normalnej o regutach produkcji jedynsztattu X - aY i X - A, gdzie
X,Y O Vy, z& al Vr. Dalej sprowadzamyajdo postaci zredukowanej (tj. bez sym-
boli pasywnych i nieoagalnych). Nadto, jak ju to wyze] zauwaylismy (w
przedostatnim akapicie na str. 48), zachodzi ¢maghcy fakt:

Wykres gramatyki regularnej w postaci zredukowgest spéjny, a kady jego wierz-
chotek jest albo kecowy, albo ley na przynajmniej jednej drodze koowej. [
(faktu)

Nasz dowdd przeprowadzimy indukcyjnige wzgkdu na liczle tukéw wykresu gra-
matyki G (tj. wzgkdem liczby regut produkcji gramatyki G).

a) Jeeli wykres gramatyki G ma n = 0 tukow, to (ze wadjh na powyszy fakt)
sktada s¢ on albo z jednego wierzchotka zarazem pkawego i kmcowego (wtedy
jezyk L = {A}) albo nie zawiera zadnych wierzchotkéw (wtedy ¢zyk

L = 0). Wprost z definicji wynikazze kazdy z tych gzykéw jest denotowany przez
pewne wyraenie regularne (odpowiedni@l i A).

b) Zat&zmy obecnieze dla wykresu kadej gramatyki G w postaci normalnej zredu-
kowanej, majcego s < n tukow,gzyk L' = L(G') jest generowany przez pewne wyra-
zenie regularne.

Z wykresu gramatyki G usuwamy jeden tuk wychachz z wierzchotka poczkowego
np. tuk odpowiadajcy produkcji S » aA, a tak otrzyman gramatyk oznaczamy
przezG;.

PrzezG, oznaczamy gramatgko tym samym wykresie co iGz ta réznica, ze nie
wierzchotek S, ale wierzchotek A jest patizowy.

PrzezG3z oznaczamy gramatgko tym samym wykresie co Gz ta roznica, ze jedy-
nym wierzchotkiem pocgkowym i kohcowym jest wierzchotek S.

PrzezG4 oznaczamy gramatgko tym samym wykresie co Gz ta réznica, ze wierz-

chotek A jest pocaztkowy, z& S jest jedynym wierzchotkiem koowym.
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Wykresy tych gramatyk pokazane schematycznie na patszym rysunku:

% | @) e (B) S | () @)

Gs @—l—l—il—l—»@ Ga: @—l—l—la—l—l—»

Rys. 3.9.

Kazda z tych gramatyk ma n - 1 tukéw, ale magne nie spetniazatazenia naszego

faktu, a zatem - magréwniez nie spetnié jego tezy. Sprowadzaj je do postaci zre-

dukowanej:

- nie zwikkszamy liczby ich krawdzi (bedziemy wikc mogli stosowéa do nich zato-
zenie indukcyjne),

— otrzymujemy wykresy gramatyk spetnaag tez faktu.

Na podstawie zateenia indukcyjnego,egyki L(G1), L(G2), L(G3) i L(G4) sa genero-

wane przez wyrzenia regularne. Pokamy,ze zachodzi rown&:

L(G) = L(Gy) O L(Gs) T{a}L(G 4)]” T{a}L(G2). (1)

Rzeczywicie:

- gdy droga kdcowa w G nie wykorzystuje kraadzi a z S do A, to jest to réwnie
droga kaicowa w G; podobnie - kada droga kacowa w G jest droga kacowa
w G,

— gdy droga kadcowa w G wykorzystuje co najmniej raz kreaz a z S do A, to jest

onha postaci:

X 18@¥% ... ay, az, (2)

— _/

\Z o \%
| blok 1l blok 1il blok

gdzie:
— X jest drog koncowg w Gs,
- Y1, Y2, ..., ¥n - tOo drogi kaicowe w G,
— 1z jest drog koncowa w G..

Rzeczywicie:
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- najpierw mae bowiem wychodgzc z S wcale nie wykorzystywakrawedzi
az Sdo Aiznalg sig w koncu w S (za to odpowiedzialny jest | blok; od-
powiada on g¢zykowi L(G3)),

— nastpnie ma@e m razy (gdzie ml Ng) po prze§ciu krawedzia a z S do A
powrdci z powrotem do S (za to odpowiedzialny jest Il hla@dpowiada
on jezykowi [{a}L(G 4)]%),

- i na koniec, musi wykorzystakrawgdz a przechodzc z S do A, by dalej
juz, nie wykorzystujc tej krawedzi, przeg¢ do jednego ze standéw koo-
wych gramatyki G (za to odpowiedzialny jest Il kloodpowiada ongzy-
kowi {a}L(G 2)).

Z powyzszego wywodu wida takze, ze kazda droga postaci (1) jest koowa w G.
Jak jw to zauwaylismy, jezyki wystepujace po prawej stronie rédwKoi sa genero-
wane przez wyrzenia regularne, zatem (z indukcyjnej definicji wiea regularnych)
- réwniez jezyk L(G) jest generowany przez pewne wagaie regularne. Kieczy to
dowdd catego twierdzenial

Majac udowodnione powisze twierdzenie, memy pokusé si¢ 0 poszukanie

metody:

1) znajdywania gramatyki regularnej odpowiagtaj danemu wyrzeniu regularnemu,
2) znajdywania wyrazenia regularnego odpowiadagpgo danej gramatyce regularnej.
Ad 1.

Najprosciej jest tego dokortapostugujc sie wykresem gramatyk regularnych, agwi
(tym samym) gramatykami w postaci normalnej (z ndeenia 3.1). Gdybymy mieli
udowodnione twierdzenie 1.1, moglidmy robic to nast¢pujaco: dla gramatyki regu-
larnej w postaci normalnej ¢dacej szczegOla postaci gramatyki regularnej), stosu-
jemy procedu przedstawiom w dowodzie twierdzenia 1.1, a naghie tak
otrzymane gramatyki regularne sprowadzamy do postacmalnej. My jednak po-
stapimy inaczej. Majc mianowicie wykresy gramatyk regularnych,edziemy
wykonywa na nich operacje regularne w taki sposéb, by adiratrzyma wykresy
gramatyk regularnych (a we tym samym gramatyki regularne w postaci normaglnej
Twierdzenie 3.3.

Jezeli jezyki L1 i L, sa generowane przez gramatyki regularne w postacmadme]
(odpowiednio G i Gy), to jezyki otrzymane przez stosowanie na nich operacji

regularnych:
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a) Ly O Ly,

b) L1 Lo,

c) L.

sa rOwniez generowane przez pewne gramatyki regularne w postamalnej.

Dowdd.

Dowdd przeprowadzimy konstrukcyjniee wzgkdu na stosowane operacje regularne.

Najpierw jednak, bez straty ogolém rozwazan, mozemy przyp¢ ze:

— obie gramatyki G i G, maja rozlaczne zbiory symboli nieterminalnych (w
przeciwnym przypadku maemy je roz4czy¢ - pokrywapcym sk symbolom nada
w gramatyce @ nowe, nie wysipujace dotychczas nazwy),

— za pomog ostatniej operacji przedstawionej na koniec drggigaragrafu tego
rozdziatu, symbole poatkowe § i S, tych gramatyk zostaly odseparowane
(tj. gramatyki te zaapilismy rownowanymi im gramatykami, w ktorych jednak
symbol pocatkowy wyskpuje jedynie po lewej stronie regut produkciji).

a) By otrzyma& gramatyk jezyka Ly [0 L,, ktadziemy po prostuS= S, = S, jak to

pokazano na rysunku 3.10.

® ®

a7
Gy
5~ VA
b
G, O Gs: b
S N©
i C\ @ 5=5=S5 @

Rys. 3.10.

b) Konstrukcja gramatyki genergej jezyk L; L.

Niech gramatyka ¢ ma symbole kacowe A, A,,..., A.. Usuamy z gramatyki

G, symbol S, a nas¢pnie pohczmy strzatkami wychodcymi z symboli kéicowych

A1, Ay,..., A te symbole, do ktérych dochodzity strzatki z @atrz rys. 3.11). Tak

otrzymana gramatyka generugzyk L; Lo.
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o<® o<
" \ ° \@

Gramatyka G Gramatyka G
b
a @ @
o< i
0

Gramatyka jezykallL,

Rys. 3.11.
Zauwamy jeszczeze symbole kacowe A, A,,..., Ac gramatyki G, w nowej grama-
tyce nie g juz symbolami kacowymi. Koacowe & w niej tylko symbole kacowe
gramatyki G (tj. By, By, ..., B).
Zauwamy réwniez, ze postpowanie to polega tu w gruncie rzeczy na:
- usunkciu symbolu $i zastpieniu regut $ - bC, S - ¢cD regutami:
A1 - bC, A - bC,..., A - bC,
A1 - cD, A, - cD,..., A - cD,
- oraz usungciu regut AL - A, Az - A, ..., Ac - A gramatyki G.
c) Konstrukcja gramatykicgyka Li* polega na sklejeniu w Gwszystkich_osigal-
nychwierzchotkow kacowych z wierzchotkiem poatkowym, tj. na potaeniu:
SI=AL,S=A,..., S = A
Operacja ta polega w istocie na:
— zashpieniu regut postaci A~ aB i B » bA; regutami $ - aB i B - bS dla ka-
degoi=1, 2, ..., k,
— zashpieniuregutA - A (i=1, 2, ..., k) regwS; - A.
Do zakmczenia dowodu pozostaje nam jedynie formalne udowade, ze konstruk-
cje a), b) i ¢) dgg odpowiednio gramatyki genewrge jgzyki L; O Lo, L1l i Ly, cO

pozostawiam ji jednak zainteresowanemu czytelnikowi.
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Przyktad 3.5.

Rys. 3.13.
Rys. 3.12.

Dla gramatyki z rys.3.12 (jest to gramatyka z praygku 3.1 bez wierzchotkOw Ai
As), po zastosowaniu powgzej konstrukcji, otrzymujemy gramatyk rys. 3.13/]

Jak wyghdaja wykresy gramatyk regularnych prostych wiea regularnych
wiemy juz z pierwszej cgsci dowodu twierdzenia 3.2. Z metgdkonstrukcji wykre-
sOw gramatyk regularnych dla Zienych wyraen regularnych zapozndliny sie z ko-
lei w dowodzie twierdzenia 3.3. Obecnie ey wic juz zobrazowa na konkret-
nym przyktadzie dziatanie naszej metody.
Przyktad 3.6.
Znajdz gramatyk regularm generujca jezyk dany wyraeniem regularnym:

[01 0 (11)°]01.

Jezyk {11} jest generowany przez gramatyk

. : (1 Rys. 3.14.

Sklejajpc symbol A z symbolem A otrzymujemy wykres gramatykézyka {11}
1
B =@

Z kolei gramatyk jezyka {01} przedstawia wykres:

0 . 1
@ ) Rys. 3.16.

Sklejapc wykresy (2) i (3) (poprzez utsamienie A = By = S) - powinn§my otrzy-

Rys. 3.15.

ma¢ wykres gramatykidzyka {01} O {11}, jednak (jak si okazuje po poriszym
rys. 3.17) - otrzymujemy wykres gramatykizijka ({11}" O A){01}:
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Q—=®

0 (4)

: Rys. 3.17.

Spowodowane jest to fakteme symbol S jest tu tak pogtkowy jak i koacowy. Aby
usum¢ owa niedogodné¢ powodupca przektamanie mocy generatywnej tworzonej

gramatyki - odpowiednio przeksztatcamy gramatyR) do poniszej postaci (2'):

1. 1 >. ,
@ 1 @ @) Rys. 3.18.

a nasgpnie czymy ja z gramatyl (3) otrzymupc tym samym w miejsce gramatyki

(4) wiasciwa juz gramatyk (4'):
Q= ®O=—0

0

(4"

1
Rys. 3.19.

Pozostaje nam jeszcze doty¢ gramatyk jezyka {01}, ale poniewa juz ona wysi-

pita, bierzemy 4 z nowymi symbolami nieterminalnymioCCy i Cy :

0 1 :
@ @ ) Rys. 3.20.

Usuwapc z gramatyki (3') symbol poaikowy Cy i taczac strzatkami z 0 wszystkie

symbole kacowe (S, A, i B,) gramatyki (4') z wierzchotkiem C(bo w (3"
mielismy: Cy - 0C;) - otrzymujemy szukany wykres gramatykizyka ({01} O
{11}*){01}:

0 0

0 (5)

: : @ : @ Rys. 3.21.

Oczywiscie, symbole kacowe gramatyki (4') przestajby¢ symbolami kacowymi w

gramatyce (5)0
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Opisane tu zagadnienie znajdywania gramatyki remgejaodpowiadajcej danemu
wyrazeniu regularnemu, nazywamy zagadnieniem syntezymgeadyki.

Ad 2.

Twierdzenie 3.2 pozwala réwnieopisywa& dowolny gzyk regularny poprzez wyra-
zenie regularne, bezprednio przedstawiape ksztatt wszystkich generowanych
przez niego stébw. Metoda ta zostata przedstawiondrugiej czsci dowodu tego
twierdzenia. Przdedzmy ja na ponkszym przyktadzie:

Przyktad 3.7.

Okresli¢ (poprzez podanie wygania regularnegokgyk generowany przez gramatyk

dam nastpujacym wykresem:

0
88
NS d
Rys. 3.22.

Zgodnie z procedurprzedstawion w dowodzie - tworzymy najpierw wykres jej po-

staci zredukowanej

0
548
Rys. 3.23.

a nasgpnie (usuwajc strzatlke z 0 ,idaca” z S do A) wykresy gramatyk G G, Gz i
G, oraz ich postacie zredukowane i na ich podstakiestamy generowane przez nie
jezyki:

wykresy gramatyk ichspacie zredukowane LOG

o

1
Gy <—1 1 {17}

1
Gs: 1% 18 18 {1}
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Tab. 3.2.

Stad
L(G) = L(G1) U L(G3) {a}L(G 4)]” a}L(G2) =
=0 O {17} O{0}{11 "}]" D{OH1 "} =
= {1} o11"}* 01"}
Gramatyka ta generuje wd jezyk regularny opisany wygniem regularnym
1% (011)* 01*, czyli wyrazeniem regularnym* (01)* 01*.
Wady tej metody jest toze w przypadku gramatyki bardziej rozbudowanej
(o wigkszej liczbie krawdzi), otrzymuje s§ nadal bardzo skomplikowane wyenia
regularne wymagage zmudnego skracania.
Opisane tu zagadnienie znajdywania wygaia regularnego odpowiadagpgo danej
gramatyce regularnej, nazywamy zagadnieniem analignamatyki.
Zadanie 3.3:Niech A, B i C lgda wyrazeniami regularnymi. Niech A& B bedzie wy-
razeniem regularnym opisagym jezyk {A} n {B}, a A’ niech Ixdzie
wyrazeniem regularnym opisagym jezyk V* \ {A}. Podobnie, niech A
bedzie  operacji transpozycji tak, ze {A"}= {A} .

Udowodnij, ze:

a) A(BC) = (AB)C, ) ADB=B0OA,
b) ABO AC = A (B C), m) (ADB)O C=A0O (BO C),
c)BAOCA=(BOC)A, n) (AO B)' = A'n B,

d)AA = AN = A, 0) (An B)=A'0B,

e)d OA=A, p) (AB)" = B'AT,

f)y AD =0 =0A, q) (AOB) =AT OB,

g) (A")"= A", r) (AN = (AT,

h) ABB* O AB* = AB”, s)A"=(\OA)",

) A" = A, ) A "= A,
j)O* =, w o' =0,

* kK

k) (A O B)" = (A" OB*)" = (A"B")”, V) A" = AL [
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4. Jezyki regularne, a jezyki liniowe i bezkontekstowe. Gramatyki sa-

morozszerzapce
Gramatyk bezkontekstow G nazywamy liniow, gdy wszystkie jej reguty
produkcji s postaci A— P lub A - Q;BQ,, gdzie A, BO Vy, z& P, Q, Q O V1.

Z kolei gramatyk liniowa nazywamy prawostronnie liniow, gdy @ = A,

a lewostronnie liniow, gdy Q =A.

Oznaczmy:

— przez Lin - klag wszystkich ¢zykow liniowych, generowanych przez gramatyki
liniowe,

- przez PL - klas wszystkich ¢zykéw prawostronnie liniowych, generowanych
przez gramatyki prawostronnie liniowe,

- przez LL - klag wszystkich ¢zykow lewostronnie liniowych, generowanych przez
gramatyki lewostronnie liniowe,

- Lz przez Reg,

— L, przez CF (skrot od ,contex free”).

Przyjmijmy réwniez skroétowe zapisy g.Lin, g.PL, g.LL, g.Reg i g.CFznaczajce

odpowiednio dowola gramatyk liniowa, prawostronnie liniow, lewostronnie li-

niowa, regularm i bezkontekstow, a przez j.Lin, j.PL, j.LL, j.Reg i j.CF - odpo-

wiednio generowane przez niezyki (liniowy, prawostronnie liniowy, lewostronnie

liniowy, regularny i bezkontekstowy).

Zauwamy, ze wprost z powyej wprowadzonych definicji mamy:

1) Lin O CF,

2) Reg = PL,

3) PLO Lin,

4) LL O Lin.

Twierdzenie 3.4.

Kazda gramatyka lewostronnie liniowa generujeyk typu 3 (tj. LLO £3).

Dowad.

Niech G = <\, V1, S, F> kdzie gramatyk lewostronnie liniow, w Kktorej

Vn =1{S, Ay, ..., A}. Zakladamy,ze symbol pocatkowy S nie wys¢puje po prawej

stronie regut produkcji (j@i by wystepowat, to zgodnie z proceduprzedstawioa na

koncu drugiego paragrafu tego rozdziatu, pozbywamy go). Niech PO Vi .
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Konstruujemy gramatykregularm G' = <V, V1, S, F'> z naspujaco okr&lonymi
regutami produkcji F':
1)jesli's -~ PIOF, to's - PlOF,
2)jesli ‘A - PIOF, tols- PAJOF,
3)jesli 'Ac - AP'OF, tolA - PA'OF,
4)jesli's - AP'OF, to'A - PIOF.

Pokaemy, ze L(G) O L(G'). Niech wkc P O L(G); pokaemy, ze rowniez
PO L(G).
1) J&li 's . PO F, to P mana wyprowadzi w G bezpérednio z symbolu poca-
kowego S, a zatem mpa je wyprowadz réwniez ta samy droga w gramatyce G' (bo
's . PlOFY), awkc POL(G).
2) J&li zas 's . PO F, to stowo P mana tak rozhi na czsci P = RP, - 1...P:Py, ze
jego wywéd w G kdzie wyghdat nas¢pujaco (nad strzatkami zaznaczono numery
stosowanych regut produkciji):

SIf- AR~ A BRI~ A RRPI~ A PR, PK PPPI-

- P,P,.K RBR <)

Pokazemy, ze w gramatyce G' nmma je otrzyma na drodze nagpujacego wywodu:

SIf- RA M-RR,A - PR, R, A II-KIF- P PK PPAI-
- P,P..K RRR *)

Rzeczywicie:

— poniewa w (x) stosowalsﬁmyrAim_1 I - me 0 F, wigc w (*+ ) moglismy stosowa
‘st R,A'OF;
- poniewa w (») stosowalimy

-A, P, OF,

‘A, AP, A oA PR, A P
wigc W (xx ) moglismy stosowé odpowiednio
‘A, T-PA LA ToPrA L LA TP A TOF,

~ i na koniec, poniewaw (x) stosowalimy "SI~ A; B" O F, wigc w (x+) mogli-
smy stosowarAil M- p'OF.

Zatem dla dowolnego stowa P,éje P O L(G), to P O L(G"), czyli w sumie

L(G) O L(G"), co wiaciwie konczy dowdd. [
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Dodajmy jeszczeze z symetrii wynika inkluzja w drugstrorg, co w sumie daje nam,
ze L(G) = L(G").
Whnioski:
1) L3 jest zamkngta ze wzgédu na operagjodbicia zwierciadlanego;
2) Kazdy jezyk typu 3 (tj. prawostronnie liniowy) jest generamy przez pewsgra-
matyke lewostronnie liniowy (tj. LL = Reg PL).
Uzasadnienie (wnioskow).
1) Niech aap...a, bedzie dowolnym stowem generowanym przez ¢g.PL. Wowcza
an...&a; jest stowem generowanym przez pewg.LL, w ktorej reguty produkcji
otrzymujemy przez konsekwentrzamiar kolejncsci (na odwrotrn) wszystkich sym-
boli w nastpnikach wszystkich regut produkcji (tak ¢ np. requ¢ A - P, ... P, B
zastpujemy regud A - BP,... P).
Niech L [0 g, tj. L jest gzykiem regularnym. Poniewaklasa gramatyk regularnych
pokrywa s¢ z klass gramatyk prawostronnie liniowych (Reg = PL), zatkerest j.PL.
Whnosimy sid, ze L jest j.LL, tj. L O L (z poprzedniego twierdzenia). (1)
2) Z rozwaan powyzszych wynika,ze gdy L jest j.PL, to jego inwersja’'Ljest réw-
niez j.PL, czyli L = (L) jako jego inwersja jest j.LL. Zatem dowolny j.Ptj.(regu-
larny) jest te lewostronnie liniowy.[] (2)
Z twierdzenia i z drugiego wniosku z niego otrzymmjy nas¢pujacy wniosek:
Whniosek.
Sita generacyjna gramatyk prawostronnie liniowyelstjtaka sama jak gramatyk le-
wostronnie liniowych/]
W sumie mamy wic, ze: Reg = PL = L Lin O CF. Pokaemy,ze Regl Lin, tj. ze
nie wszystkie gramatyki liniowe genesujezyki regularne. W tym celu rozpatrzmy na
pocztek ponizszy przyktad.
Przyktad 3.8.
Niech L = {a"b"c: n=1, k=1}, a L, = {ab"c*: n=1, k=1}. Oba te §zyki sa genero-
wane przez gramatyki liniowe G = <{S, A}, {a, b, cp, F>, gdzie:
- w gramatyce generagej jezyk L;, F ={S - Sc, S- Ac, A - aAb, A - ab},
- W gramatyce generagej jezyk L, F ={S - aS, S- aA, A - bAc, A - bc}.
Generowanie dowolnego stowa w pierwszej z tych grph wyglada nas¢pujaco:

S~ Sc- Scco ... » S L ACK & aAbd - .. - &' Ab" T 1* L albc

Podobnie wyglda generowanie dowolnego stowa w drugiej z tychuagyk.
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L1 n Ly, = {a"b"c™: n=1}, a to nie jest §zyk bezkontekstowy (z ostatniego wniosku
z 4 paragrafu 2 rozdziatu)!

Wida¢ stad, ze przecgcie dwodch j.Lin nie koniecznie musi dawpCF, a tym bardziej
(ze wzgkdu na "LinO CF"), ze przecgcia j.Lin n j.CF, j.CFn j.Lin i j.CF n j.CF
nie musa dawa& j.CF. O tym,ze |.CF daje nam zawsze przede |.CF z j.Reg,
orzeka ponisze twierdzenie.

Twierdzenie 3.5.

JasliL 0Ly, al'OLs, toLln L'0O £p.

Dowad.

Niech L0 £, a L' L. Rozwaymy dwa przypadki ze wzgtlu na naleenieA do L.

| przypadek- gdyA O L.
Nalezy pokazd&, ze L n L' [0 L.
Niech L (jako gzyk bezkontekstowy) dulzie generowany przez gramaty = <W, Vr, S,
F> w postaci normalnej Chomsky’ego (tj. meg regutly produkcji jedynie postaci
X - YZiX- a).
Niech L' (jako gzyk regularny) bdzie generowany przez gramaiys' = <\, V1, S', F'>
w postaci normalnej z twierdzenia 3.1 (tj. mp@ reguly produkcji jedynie postaci
X - aY i X - A).
Oznaczmy przez W = {X X, ..., X} zbior tych wszystkich symboli nieterminalnych
gramatyki G', dla ktérycl[mxi LA F', gdzie 1< i < k (dla uproszczenia, jednak bez
straty ogoéInéci, przyjelismy tu, ze jest to wianie k pierwszych elementow
nieterminalnych).
Tworzymy k gramatyk bezkontekstowych:

Gi = <V\' x (Vn O V1) x V', V- O V7, (S, S, X), F'> (1< < k),
gdzie przynalenos¢ regut do F'" okrédamy nasgpujaco:
1)'A - BC'OF witw, gdy0 x,v,zove [(X,A,Y) - (X,B,2) (Z,C,Y)' OF",
2)'A - & O F witw, gdyO x,yove [(X,AY) - (X,a,Y) OF",
3)'x - aY'oF witw, gdy' (X,A,Y) - al OF".
Jak wid& (ze wzgkdu na ksztatt regut produkcji) - tak oktena gramatyka jest bez-
kontekstowa. Pokeemy,ze L n L' = LkJL(Gi), a wiec tym samymze L n L' jest k-

i=1

zykiem bezkontekstowym (jako sumgykdéw bezkontekstowych).
Stowo postaci P =aa.. & (0 V1') O L(G) witw, gdy

i O zy,...,Z,., istnieje wyprowadzenie w ;G
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(S8, %) 2 (S a,21) (Zu, & Z5) - (Za-1 &, X) (1)

(stosowal$my tu reguty 1) i 2)).
Z drugiej strony, R1 L(G") witw, gdy
02z,,....Z.. OX;0W: w G' istnieje derywacja postaci:
S'saZi-aaly > ..o & .HX > &... a (2)
Zatem (z 3) punktu definicji F"): B L(G") witw, gdy w G istnieje derywacja:

(S, a, Z1) (Z1, &, Z2) ... (Zn -1, &, X)) %;» a ... o (3)

Koniec derywacji (1) jest poatkiem derywaciji (3), w¢C w sumie:

POL n L" witw, gdy Oi: PO L(G)).
Tak wigc, mamyze: L n L' =0L(Gi).

i=1

Il przypadek- gdyA O L.
Konstruujemy gramatyk generugca jezyk L \ {A}. Nastepnie tworzymy gramatyk
generuaca jezyk L' n (L \ {A}), ktory (jak juz wiemy z dowodu | przypadku) jest
bezkontekstowy.
Z definicji, A\ O L n L"witw, gdyA OLiAOL"
Rozwamy dwie maliwosci:
a)gdyA OLiADOL -wowczasA OLn LyawicL' n(L\{A}) =L" nL, apo-
niewaz L' n (L \ {A}) jest jezykiem bezkontekstowym, we¢ i rowny mu gzyk L' n L
tez jest bezkontekstowy;
b) jezeli jednak przy naszym zateniu,ze A [0 L, mamy rownie ze A O L' (tj. gdy
AOL n L), to do okréglonych juz regut produkcji gramatyki genergej jezyk bez-
kontekstowy L'n (L \ {A}), wprowadzamy dodatkowo regutyoS- A i S - S,
a S czynimy symbolem pocatkowym tej gramatyki na miejsce dotychczasowego
symbolu poczatkowego S. Otrzymanyepyk bedzie nadal bezkontekstowy, a jake
jest on identyczny zegykiem L n L' - konczy to dowdd dowodzonego twierdzenia.
Whniosek 1.
1) j.Lin n j.Reg =].CF,
2) j.Regn j.Reg = j.CF.[J

Whniosek 2.
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L3 O Lin,
Dowdd.
O tym, ze L3 [J Lin juz wiemy (patrz pocatek tego paragrafu). Pozostaje nam udo-
wodni¢, ze zawieranie to jest wiaiwe. Dla dowodu nie wprost zathy, ze
Lz = Lin. Wtedy jednakgzyki L, = {a" b" c* : n=1, k21} i L, = {a“ b" " : n=1, k=1}
bytyby regularne, wic w przececiu datyby gzyk bezkontekstowy (z wniosku 1), a
jezyk Ly n L, ={a" b" c" : n=1} taki nie jest.[]
Whniosek 3.
Klasa L3 jest wiagciwym podzbiorem klasy, (tj. £z O £y).
Dowad.
Lz O Lin 0 L, = L3 0O Lo,
Rzwn. 2 O

Whniosek 4.
Jezeli Ly O £p, a Lo O L3, to Ly \ Ly O £y (tzn. jest gzykiem bezkontekstowym).
Dowdd.
Niech Vr bedzie wspolnym alfabetem terminalnym gramatyk gepgych te gzyki.
Wtedy Ly \ L, = Ly n (V1" \ Ly) (bo jest to zbiér wszystkich stéw nad-Vnalezacych
do L; i zarazem nie nakacych do L). Poniewa (w mysl powyzszego twierdzenia)
L n (V1 \ Ly) jest oczywicie jezykiem regularnym (bo ¥V \ L, jest zykiem
regularnym - patrz tw. 6.4), w¢ L; \ L, (jako mu identyczny) jest réwnigezykiem
regularnym.[]

Zastanowmy i jeszcze, co powodujege niektdére gramatyki nie dagramatyk
regularnych. W tym celu wprowacthy nasg¢pujaca definicje:

Gramatyk G =<W, V1, S, F> nazywamy samorozszerzaa

witw, gdy
OAOVy OX,YO(VNOV)': A ?*3» XAY.

Twierdzenie 3.6.
Jezeli gramatyka bezkontekstowa nie jest samorozsigcaa to gzyk generowany

przez t gramatyk jest regularny!l’

Uwaga.
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W mysl powyzszego twierdzenia, spdd gramatyk bezkontekstowych, tylko grama-

tyki samorozszerzage mog@ nie generowajezykOw regularnych.

5. Gramatyki deterministyczne

W paragrafie tym, mowc ,gramatyka regularna”, ddziemy zawsze mieli na
mysli gramatylke regularm w postaci normalnej (z twierdzenia 3.1).
Na ogot dla gramatyki regularnej moghy mie¢ kilka produkcji o tym samym po-
przedniku, a nagpnikach r@niacych st jedynie symbolami nieterminalnymi.
Przyktad 3. 7 - c. d.
Z sytuacj ta spotykamy sj np. w gramatyce z przyktadu 3.7, gdzie migly produk-
cieS- 1S,S- 1B, S- OAoraz A- 1A, A - 1S i A A (patrz rys. 3.24).

<1
—_—
%10 %1 Rys. 3.24.

Jest oczywisteze gramatyki takie & niewygodne, gtownie ze wzgdu na niejedno-
znaczndé¢ wywodu stow (stowa te magmie¢ rozne drogi kaicowe). Dlatego te
wprowadzamy pajcie gramatyki deterministycznej geneqcgj jezyk L, w ktorej
kazde stowo ma jiu doktadnie jeda droge koncowa:

Gramatyk regularm G = <V, V1, S, F> nazywamy deterministycan jesli

z faktu,ze'A = aB'OFi'A - aC'OF (dla pewnych A, B, @ VyiaO Vi) wy-
nika, ze B = C. W przeciwnym przypadku gramagykazywamy niedetermini-
styczna.

Definicja ta mowi,ze gdyby w deterministycznej gramatyce regularnajity sic nam
przypadkiem dwie reguty produkcji o identycznychppoednikach i symbolach termi-
nalnych, to wiaciwie jest to tylko jedna reguta produkcji, bo mawniez identyczne
symbole nieterminalne po prawej stronie regut ptagu Dzicki takiej ich jedno-
znacznéci mamy zdeterminowany wywod dowolnego stowgyka generowanego

przez t gramatyk.

Z kolei, gramatyk regularm G = <V, V7, S, F> nazywamy z u p e ta, jesli:



Gramatyki regularne 69

0 ADVy Oanv, OBOVy: 'A - aB'OF.

Zupeinag¢ gramatyki regularnej na jej wykresie poznaje svigc po tym, ze z
kazdego wierzchotka wychodzstrzatki opatrzone wszystkimi symbolami alfabetu
terminalnego.
Przyktad 3.7 - c.d.
Gramatyka ta jest oczywagie niezupetnall
Na szczscie jednak, zachodzi nagtujace twierdzenie.
Twierdzenie 3.7.
Kazda gramatyk regularm mozna rozszerz§ do gramatyki regularnej i zupetnej ge-
nerupcej ten samgzyk.
Dowdd.
Niech G = <\{, V1, S, F> kedzie gramatyk regularm. Tworzymy now gramatyk
regularm G' = <\, V1, S, F'>, gdzie:
- VN =V O {S¢}, gdzie S jest nowym symbolem nieterminalnym zwanym symbo-

lem ucieczki (jako indeks wysgpuje ,e” od angielskiego ,escape” = uciela
- F'tworz reguty F powgkszone o dwa rodzaje regut:

- jesli dla pewnego nieterminalnego A i terminalnego agramatyce G nie ma

regut postaci A~ aB, to dopisujemy regeitA - a$g,
— dopisujemy nadto wszystkie reguty postagi S xS dla wszystkich symboli
X O Vr.

Gwarantuje nam to otrzymanie regularnej gramatykpetnej. Wid&, ze jesli jakas
droga dostaniemy i do (nie kacowego!) wierzchotka & to juz sie z niego nie
wydostaniemy. Jasne jest i ze tak otrzymana gramatyka G' generuje ten sam
jezyk, co gramatyka GL
Przyktad 3.7 - c.d.
Uzupetnienie danej gramatyki regularnej G do grajkiategularnej i zupetnej przed-

stawia nasipujacy wykres:
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go,l
10

B

Powr&my do gramatyk deterministycznych. Zachodzi dlahnitas¢pujace,

B

0.1
1

0

1 Rys. 3.25

T

gtdwne w tym paragrafie, twierdzenie:
Twierdzenie 3.8 (Myhilla).
Dla kazdej gramatyki regularnej (By moze niedeterministycznej) istnieje
rownowana jej (tzn. genergpca ten sam ¢zyk) gramatyka deterministyczna
I zupetna.l]

Zamiast dowodu, praéedzimy na konkretnym przyktadzie meto#onstrukcji
takiej gramatyki.
Przyktad 3.9.
Niech G = <\, V1, S, F> lkedzie gramatyk regularm z przykiadu 3.7 (podantu
jeszcze raz na rys. 3.27). W ghytwierdzenia, w przyktadzie tym, skon
struujemy réwnowana jej deterministycza i zupetm gramatyk regularm
G'=<W', V1, S, F>.

|
;
%1 0 1 Rys. 3.26.

ozn.

Obierzmy S' = {S} = $ oraz %' = V1 (zawsze tak robimy). Pozostaje nam jeszcze

okresli¢ zbiory V' i F'. Zrobimy to jednoczmie:

ozn.

— okreslajac bowiem nowe reguty produkcji F=M (gdzie ,M” wzigte jest od
~Myhilla”, przy czym fakt, ze 'A - aB'OF /dla pewnych A, Bl Vy'ialO Vy'/
oznaczad bedziemy M(A,a) = F'(A,a) = B);
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— przy okazji lkdziemy otrzymywa nowe symbole nieterminalne twaz tym
samym zbior \'.

Najpierw otrzymujemy M(§0) = {A} = S,.

Pierwsz rownaos¢ otrzymujemy tu rozumuag nasg¢pujaco: ,w gramatyce G d&dac
w jednym z symboli nieterminalnych zbioru,Stj. jedynie w symbolu S, gt po
strzatce 0 dochodzimy jedynie do symbolu nieterrriego A”; drug zas roOwnagsc
otrzymujemy nasfpujaco: ,poniewa stan {A} gramatyki G' nie byt dotychczas
zdefiniowany, wg¢c nadajemy mu now nazwe S;”. Tym samym otrzymalmy
w gramatyce G' regutprodukcji $ - 0S; oraz symbol nieterminalny;SPoniewa
konstytuupcy go symbol A jest kiccowy, wigc symbol $ dodatkowo podkrdili §my,
CO Ooznaczaze W gramatyce G' otrzymdhy rowniez reguk S; — A (czynimy tak
zawsze, gdy chojeden z nieterminatow gramatyki G twarzch nowy nieterminat
gramatyki G' jest kocowy).

W identyczny sposob w odniesieniu do symbobup8Sstpujemy z pozostatymi termi-
natami (tu jedynie z ,17):

M(So,1) = {B, S} =S (otrzymalémy regukt Sy - 1S, oraz symbol .

Wyze] opisam procedug¢ powtarzamy dla wszystkich nowo otrzymanych symboli
nieterminalnych gramatyki G', przy czym wykonujemaytak dtugo, dopoki bdzie to
tylko mozliwe. Jeeli za ktorym$ razem zdarzy si ze jako nowy nieterminat otrzy-
mamy zbidr pusty, to zbiorowi temu nadajemy naZy (symbolu ucieczki).
Zauwamy, ze w nasgpnych krokach konstrukcji gramatyki G' dokzone lgda reguty
Se - 0§, & - 1S (a wigc z wszystkimi nieterminatami). Symbok $zeczywicie
bedzie wicc spetniat rot symbolu ucieczki. Jego istnienie spowodowane faktem,
ze (w myl twierdzenia) przeksztaicana gramatyka G nie konmee musi by
zupetna. Dalej otrzymujemy we po kolei:

M(S1, 0) =0 =& M(S1, 1) ={A, S} = S;

(doszty symbole $i S oraz produkcje §- 05, S - 130 S3 - A);
M(Sz, 0) ={A} = S, M(S2, 1) ={B, S} = &

(doszty produkcje 5- 051 S, - 1S));
M(Ss, 0) = {A} = S, M(Ss, 1) ={A, B, S} =S,

(doszedt symbol Soraz produkcje §- 0S5, S3 - 1S40 Ss — A);
M(Ss, 0) = {A} = S, M(Ss, 1) ={A, B, S} =S,

(doszty produkcje $— 0S5, Ss - 1Sy);
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M(Se, 0) = & M(Se 1) = &
(dodalémy - dapce zupetné¢ gramatyki G' - produkcjeS»> 01 Se - 1S).
W ten sposob otrzymainy:
- alfabet nieterminalny ¥ = {So, S1, &, S5, Si, S}
- oraz zbior regut produkcji F' = {S- A, S3 - A, & - A,
S - 05, S - 08, & - 05, & - 05, S - 05, & - 05,
S -1$59- 15,9 - 15, % - 15, S - 1S, S - 1S}
Jasno widé, ze skonstruowana w ten sposéb gramatyka jest zarabenermi-

nistyczna jak i zupetna (patrz rys. 3.27).

&O——O==
P RN
%1 1'0 1 Rys. 3.27.

Oczywiscie, gdyby¥my wyszli nie od gramatyki G, lecz od jej postacedukowanej,
to od razu otrzymalib§my w prostszej formie jej postadeterministycza i zupetm.
Mozemy jednak dagj¢c do niej i z bigacej pozycji, utasamiapc ze soh wierzchotki
So i S, oraz § i S (nie zmieni to bowiem ich sity generatywnej).Sytja te

przedstawia rys. 3.28.

8-PR

g 1.0 Rys. 3.28. 0

Zastosowany tu sposoéb tworzenia nowej gramatykii niezwe metody
potegowej. Bierze to s z faktu,ze nowe wierzchotki tworz pewien podzbiér
zbioru potgowego starych wierzchotkow &t nowych wierzchotkow mie by co
najwyzej 2 do potgi ilos¢ starych wierzchotkéw).

Twierdzenie Myhilla daje nam w sumie rownamas¢ klasy gramatyk regular-
nych deterministycznych i zupetnych z kdagramatyk regularnych. Wynika z tegiee

niedeterminizm gramatyki regularnej wcale nie pagagej sity generatywne;.



