ROZDZIAL VI

Automaty skorczenie-stanowe

1. Podstawowe definicje
Dotychczas mowiimy jedynie o gramatykach jako o generatorachykow.
Obecnie zajmiemy siakceptorami gzykéw, jakimi s automaty. Nasze rozwania
rozpoczniemy od najprostszych z nich, jakimiautomaty skoaczenie-stanowe, zwa-
ne inaczej automatami Rabina - Scotta.
Formalnie, automatem skiczonym (lub rownowaznie skaczenie-
stanowym) nazywamy upogdkowary piatke 4 = <K, T, M, Ko, H>, w ktorej:
- K jest niepustym skiiczonym zbiorem stanow (odpowiednikiem w gramatykach
jest W),
— T jest niepustym skiczonym zbiorem, zwanym alfabetem (odpowiednik,V
- M (odpowiednik F) - to tzw. relacja przeja, M: K x T - K; przyjmujemy,ze
jest to relaci catkowita, tj. ze dla kadej pary argumentow (a,b)] K x T
wyznacza ona pewanwartasé z K,

- Kp O K nazywamy zbiorem stanéw pagkowych automatu (odpowiednik S),

H O K - to zbior stanéw akceptowalnych (odpowiednikarin regut kaicowych).
W przypadku, gdy M1 K x T x K bedzie funkcy (tj. zawsze jednoznaczniedrzie

wyznaczé nastpny stan automatu), a zamiast zbioru stanow gikowych K, bedziemy

mie¢ jeden stan poarkowy @ [ K, to o takim automacieq = <K, T, M, @, H> powiemy,

ze jestdeterministyczny. Automat skazony, ktory nie jest deterministyczny
nazywamy niedeterministycznym.

Istnieje r@&nica midzy gramatykami (produka¢ymi stowa), a automatami
(akceptugcymi je). Automat bowiem nigdy sinie zagtli, czego nie meemy
przecie powiedzi€¢ o gramatykach. Automat zawsze przeanalizuje caeadne
stowo nad danym alfabetem (gwarantuje nam to catla& relacji przegcia M, co
czyni wszystkie automaty zupetnymi), a dopiero potgowie”, czy je akceptuje, czy
tez nie. W przypadku Zaniezupetnych gramatyk generatywnych, jak® nie kade
stowo nad danym alfabetem musk sdlac w nich wygenerowd w zwiazku z tym
niektore derywacje magsie zatrzyma ,w $rodku”, nie dajc zadnego stowa. Tak
dobre, jak automaty,astylko gramatyki deterministyczne i zupetne. Gwarga one

bowiem wygenerowanie dowolnego stowa nad danymbelfeam. Dopiero woéwczas to
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sprawdza on, czy stan, w ktoryme¢sknalazt jest kacowy, czy te nie (jest to
odpowiednik sprawdzania w automatach, czy aktualiay jest akceptowalny, czyze
nie).

Prz&ledzmy prae tych automatow (a tym samym zasgaith dziatania) na
konkretnych przyktadach.
Przyktad 6.1.
Automat deterministycznyd obserwuje pewne stowo, powiedzmyAbAzA,4, a sam
jest w stanie g Bedac w tym stanie i czytag A; - przechodzi np. w stan,gqwyzna-
czony przez funkcje M (tu: M@ A1) = ). Poniewa M jest funkcp - wigc
wyznacza ona zawsze n@gshy stan w sposob jednoznaczny, a poniewadto jest
catkowita - wkc automat zawsze przechodzi do rasego stanu (nigdy nie ,utknie”

on wewntrz analizowanego stowa). Niech guidalej lzdzie np.:

M(d1, A2) = Op,
M(qZ! A3) = s,
M(ds, As) = Ga.

Tak wigc, automat czytag po kolei litery: A A, Az Ay,

Zmienia nasfpujaco swe stany: dqh ¢ B G

Jeasli teraz q O H (tj. jest stanem akceptowalnym), to méwimie automat ten
akceptuje to stowo; w przeciwnym razie stowo to jget akceptowane przez ten
automat.[]

Prace automatu mioa zilustrow& rowniez nastpujacym rysunkiem:

l M

|

G

| laltdal

Przesuwajca sk tasma zawiera analizowane stowo. Czy@j z niej (za

Rys. 6.1

posrednictwem gtowicy G) litey po literze - automat przesuwa ja kadym razem o
jedm kratke w lewo (czyli przechodzi do naginej litery, bo w kadej kratce
znajduje s¢ jedna litera). Czytac dam jego litek - automat za pomacfunkcji
(relacji) M zmienia sw@j stan z jednego na drugi @inajduje si w stanie q). Zbior

wszystkich stanéw (K), alfabet (T), stan patkowy (g) i zbior stanéw kacowych
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nie zostaty tu uwidocznione, jako @ne (nieistotne przy analizie danej litery
badanego stowa).

Uwaga.

Oczywiscie, zamiast mOwi 0 przesuwajcej sk tasmie, mazemy rownowanie mowi

0 przesuwajcej sk w drug strorg gtowicy. [

Przyktad 6.2.

Niech 4 = <K, T, M, g, H>, gdzie K = {@,..., g}, T = {a, b}, H = {qo}, a funkcja

M jest okré&lona w nasipujacy sposob:

M: a b

do Q2 Q1

S Us Qo

Q2 Qo 03

s 1 Q2
Tab. 6.1.

Rozpatrzmy, czy stowo bbabab jest akceptowalne ppmavy:szy automat.

Mamy: Qo G Qo G O3 01 do - kolejne stany
b b a b a b - litery czytanego stowa

Poniewa za o J H, wicc odpowied na powysze pytanie jest twierdza. [
Analogicznie jak dla gramatyk, rowriedla automatow miemy sporzdzic

wykres - tzw. wykres relacji (funkcji) przegia. Wierzchotki opisyy w nim stany au-

tomatu, a krawdzie oznaczamy symbolami alfabetu. Odpowiednikaneigut

produkcji bgda tu wigc reguty relacji (funkcji) przdiia.

Przyktad 6.2 - c.d.

Wykres powyszego automatu wygdla nas¢pujaco:

Kropa oznaczono tu stan pogtkowy automatu,

a podkréleniem - kady z jego stanow kicowych.

Rys. 6.2. O
Zadanie 6.1.Rozstrzygnij, jakie stowa akceptuje automat z jagu 6.2.[]
Przypomnijmy,ze w automacie nagbuje prze§cie ze stanuigdo stanu gi witw, gdy

zachodzi rownéc: M (q;, czytany symbol) =g.



84 Automaty skoriczenie stanowe

Przebiegiem automatd nad wyraeniem a... a O T* (n = 0) nazywamy
ciag stanow g,..., o, takize M (g, a+1) = g+ dla O<i <n.
Uwaga.
Zamiast pis&@ M (0i, a+1) = G+1, piszemy te g a+1 — 0«1, tj. wszystkie reguty
funkcji przegcia map posta& ga - p, gdzie p,d1 K, zas al T.

Niech 4 = <K, T, M, Ko, H>, a X i Y niech kda stowami nad alfabetem KT

(tj. X, Y O KT¥). O stowach takich méwimyze s konfiguracjami auto-

matu 4. Z kolei méwimy,ze automat4 redukuje stowo X do stowa Y

w jednym kroku (co oznaczamy: X Y) witw, gdy istnieje tréjka (p,a,qld M
a

oraz stowo PO T” takie,ze X = paP, a Y = qP. Méwimye 4 redukuje X do

Y (co zapisujemy: X Y) witw, gdy w automacieq istnieje taki cag redukcji, ktory
a

doprowadza od stowa X do stowa Y (jest to ocz§eie definicja indukcyjna wzgt

dem dtugdci stowa Y).

Jezykiem rozpoznawanym (akceptowanym) przez auto-

*
mat 4 nazywamy zbiér L) ={P O T": Oq0K, OpOH: o P — p}.
a

Jest to wgc zbior wszystkich stéw akceptowalnych przez autbriddjako ze opisany
jest on przez te wszystkie stowa P, z ktérych stwoe konfiguracje poatkowe P

automat ten jest w stanie zredukawdo ktoregokolwiek ze stanow koowych
Co 0 Ko).
Zastanowmy i, kiedy automat akceptuje stowo puske tj. kiedy mamy
pA - q, gdzie plJ Ko, a q H. Korzystaac z faktu,ze w dowolnym automacié,
*

p - p, oraz z tegoze pA = p, otrzymujemyze zachodzi to oczywcie tylko wtedy,
A

*

gdy pA - p, gdziepd Ko n H (tj. gdy OpOK, OgOH: p = Q).

I
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Mamy wiec: A O L(A) = Kon H#O.
Oczywiscie, gdy A4 jest automatem deterministycznym, to definicjayka rozpozna-
wanego przez niegoedzie wyghdata nas{pujaco:

*

L(A) ={POT": OpOH: qo P — p}

(definicja ta nie zawiera cztonu okitajacego istnienie pewnego stanu peikowego,
gdyz jego ksztalt jest tu jednoznacznie zdeterminowany)
Jezyk akceptowany przez automat skaony mana zdefiniowé rowniez

w inny, ponizej przedstawiony sposob.

Niech r = (@, ..., @) bedzie przebiegiem automatd nad wyraeniem P = a&... a O T".
Oznaczmy:
-p(r) = (,p” - od ,pocztek”),

- k(r) = ¢4 (,k” - od ,koniec”),
- przez RUN,(P) - zbior wszystkich przebiego® nad PO T,

Mowimy, ze automatq akceptuje wyraenie PO T witw, gdy

CrORUN,(P): p(r) O Ko, a k(r)O H.
Przez wﬂ(P) oznaczmy zbior wszystkich przebiegow
wtasciwych automatuA4q4 nad stowem P, zdefiniowany w nagtijacy
spos6b:RUN ,(P) = {r O RUN4(P): p(r) 0 Ko}.
Wowczas L{@) mozemy zdefiniowa nastpujaco:
L(4) = {P O T": o RUN (P): k(r) O H}.

Gdy 4 jest automatem deterministycznym, to dlazdago PO T istnieje

oczywiscie doktadnie jeden przebieg wkawy 4 nad P.

Przyktad 6.3.

Skonstruujmy automat (i narysujmy jego wykres),rigtdkceptuje dowolne wyeznie
P O {0, 1}" takie, ze 10% P (czyli P zaczyna siod 10, tj. P = 10R gdzie R O {0,
137).

T={0,1},

K ={do, a1, o, 03},

Ko = {qo},

H= {q3}1



86 Automaty skoriczenie stanowe

M ={(do, 0, @), (Ao, 1, &), (G2, 0, &), (G, 1, @), (0, O, ), (0, 1, Gp),
(a1, 0, @), (o, 1, )}
(zapis (g, a, g) czytamy: automat dglac w stanie g po przeczytaniuaprzechodzi
w stan g).
Jego wykres wyglda nas¢pujaco:
Kropa przy symbolu § oznacza,ze jest on stanem

poczatkowym, a podkrélenie symbolu goznacza,ze
jest on stanem akceptowalnym.

‘—>% Z wykresu widzimy,ze q jest ,stanem ucieczki”, a

nadto,ze nie jest on akceptowalny (e qp O H). [
Rys. 6.3.
Zadanie 6.2.Zbuduj automat akceptagy jedynie twoje nazwiska.l

2. Dwa twierdzenia Kleene’'go
Uwazni czytelnicy spostrzegli zapewne podoisevo wykresow gramatyk re-
gularnych z wykresami automatow siczonych. Nie jest ono przypadkowe. Mawi
otym dwa nasfpujace twierdzenia, stwierdzge wzajemnie jednoznaczn
odpowiednid¢ pomigdzy gramatykami regularnymi, a automatami isé@onymi.
Twierdzenie 6.1 - | twierdzenie Kleene’'gqczyt.: Kliniego).
Dla kazdego niedeterministycznego automadu istnieje gramatyka regularna G taka,
ze L(4) = L(G).
Dowad.
Niech 4 = <K, T, M, Ko, H> Ixdzie automatem niedeterministycznym.
Gramatyk G = <V, V1, S, F> definiujemy w naspujacy sposob:
-Vn = KO {S},
-Vr =T,
- S jest symbolem pogtkowym,
a w F wyr@niamy cztery nagpujace rodzaje regut produkciji:
1) rqoaa pTDM(gdzieq)DKo,aDT,apD K) = Fp_) a0F
(gdzie pO Vy, z& all V),
2) rqa—> pTDM(gdziquK\Ko,aDT,apD K) = rp - anDF
(gdzie p, 91 Vn, za al V),
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3) p0H-'s_ pOF,

4) Ko n H# O (jest to warunek konieczny i dostateczny, aky L(A4)) < 's_alo F).

Z punktu 4) wnosimyze A 0 L(A4) = A OL(G). W ten sposbéb sprawozpatrywania
stowa pustego mamy juzakaiczom.

*

Wezmy wigc P L(A4), gdzie P£ A. Zatem [Iy,0K, ChOH: go P - p.
a

Wowczas automa#fl analizuje stowo P =ja& ... & np. w nasipujacy sposob:

Qo ... h-18 > Q1 &..-&-18 - .. > On-2&-18 > Oh-18 - W =pUH
(w pierwszym kroku zastosowano tu regut), a we wszystkich pozostatych - re-
guke 2)).

W G mamy wec derywacg:

S>> 0O > 0Oh-18& > 0-2&-18& > .. > Q1 &... H-18 - & & ... &, gdzie:

- pierwsza regu’rés - qn1 nalezy do F na mocy ,g= p O H” (reguta 3)),

— ostatnia stosowana reglﬁm > aﬂ nalezy do F na mocyr,qoal - qﬂ 0 M” (reguta 1)),

— pozostate reguty (ksztattuxg- O« - 1 & ) naleza do F na mocy tegoze reguty
ksztattu ¢ .1 a — Ok naleza do M (reguty 2)).

Tak wicc derywacja w gramatyce G musi zastartovwa reguty typu 3), naspnie

mamy cig regut typu 2), a na koniec regulypu 1). Mamy wgc:

3 2 2 1

S-Qg-> ..o p&@...h-18 - & & ... & gdzie g0 H.

W ten sposob pokazahy, ze kazde stowo ¢zyka L(A) jest stowem ¢zyka L(G), tj.
ze L(A) O L(G). Inkluzje w druga strore pokazuje si w analogiczny sposob.

Pozostaje nam jeszcze udowodnie tak skonstruowana gramatyka jest regu-
larna. Wszystkie reguty typu 3) moa prosto uswt z niej, zasipujac je regutami
typu 2) (mianowicie, zagpujac kazda z regut postaci S- q zbiorem regut postaci
S - pa, o ile tylko rq - pa1 0 F). Zauwamy, ze reguty typu 1), 2) i 4)
(z odpowiednika twierdzenia 3.1 dla gramatyk lewoshie liniowych) g lewostron-
nie liniowe, a w¢gc gramatyka przez nie wyznaczona jest lewostrotiniewa, zatem
W oparciu o ostatni z wnioskow z twierdzenia 3.thigje rownowana jej gramatyka
prawostronnie liniow, czyli regularnall
Twierdzenie 6.2 - Il twierdzenie Kleene’go.

Dla kazdej gramatyki regularnej G istnieje siazony automa# taki, ze L(G) = L(4).
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Dowdd.

Niech G = <\, V1, S, F> ledzie gramatyk regularm. O ile G nie jest w postaci
normalnej, to sprowadzamy do niej (maemy tego dokonana podstawie twierdze-
nia 3.1, wedtug procedury podanej w jego dowodzie).

Zatem reguty produkcji w Gasjedynie ksztattu X— aY i X - A, gdzie X, YO Vy,
zas all Vr.

Konstruujemy automa#l postaci4 = <K, T, M, g, H>, w ktdrym obieramy:

-T =V,
- K = Vy,
-o =S,

“H={ZOVN(EK):'Z - A OF),

alXxa- Y'OM<'x - a¥y'oOF (poniewa w F mog@ by¢ zarazem reguty X aY;

i X - aYy, bo G mae by niedeterministyczna, w¢ w M mog by¢ odpowiadajce

im reguty Xa - Y11 Xa - Yy, czyli automatq4 moze by niedeterministyczny, a za

M musimy przyaé ogoélnie,ze jest relagj, a nie koniecznie funkgjsensu stricto).
Kazda derywacja w G przebiega wedtug schematu:

S aXi-aaXo-aga@aueXyg > ..o yB...HXn > A ... &
Wyzej zdefiniowany automatd rozpoznaje to wyrgenie aayas...& W hastpujacy
sposob:

Saawag..ah > X1dg...h > Xo&...&h » ... > Xn+18q = Xp.
Stosowal$my tu po kolei reguty z M, odpowiadgje stosowanym wiej regutom z F.
| tak:

1

— w pierwszym kroku stosowadliny regut rSagl - X1' O M, odpowiadajca stoso-

wanej w powyszej derywacji w pierwszym kroku rngIS - Xﬂ 0 F,

— w drugim kroku stosowaimy regut rXl & - sz

0 M, odpowiadajca stosowa-
nej w powyszej derywacji w drugim kroku reguﬁﬁl - & sz O F,... itd.
Oczywiscie X, OO H, bo do F naley reguta % - A, o czymséwiadczy ostatni krok

w powyzszej derywacji. Zatem stowo @&agz...&, jest akceptowalne przez autonyat
W ten sposob pokazahy, ze kazde stowo ¢zyka L(G) jest stowemeyka L(A), tj.

ze L(G) O L(A). Inkluzje w drug strore pokazuje si w analogiczny sposoéh.
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Whniosek (z 1'i Il tw. Kleene’go).

Klasa gzykéw rozpoznawalnych przez automaty niedetermycizhe jest identyczna
z klasa ¢zykéw regularnych £3). [

Zalézmy, ze pokazalimy, ze klasa ¢zykOow rozpoznawalnych przez automaty niede-
terministyczne jest identyczna z klasgykOw rozpoznawalnych przez automaty de-
terministyczne (mowi o tym twierdzenie Scotta - tv3).

Mamy wéwczas:

Automaty skonczone Gramatyki
deterministyczne lub niedeterministyczne regularne
\L rozpoznaja — \L produkuja
jezyki rozpoznawalne Kleene'go jezyki
przez te automaty regularne
z przechodniosci T Fnookwai;ilismy

. . <4 .,rowna sie”"—p )
relacji rownosci o wyrazeniach

regularnych

jezyki denotowane przez
wyrazenia regularne

/]\ denotuja

Wyrazenia regularne Rys. 6.4.

Tak wi¢cc dodatkowo, klasaggpykow rozpoznawalnych przez automaty s&wone po-
krywa sk z klasa ¢zykdw denotowanych przez wyrania regularne.

Na koniec tego paragrafu zauimay jeszczeze tak analizy, jak i syntezy auto-
matu (tj. odpowiednio ok&tenia, jakie stowa automat akceptuje i zbudowania
gramatyki generujcej dany ¢zyk) dokonuje si identycznie, jak to mialo miejsce z

analizy i syntea gramatyk (patrz trzeci paragraf trzeciego rozdzjat

3. Twierdzenie Scotta i jego konsekwencje

Twierdzenie Scotta jest dla automatéw s&oonych odpowiednikiem stosowa-
nego dla gramatyk regularnych twierdzenia Myhilfanim jednak je podamy, wpro-
wadzmy niezlgdna nam definicg wystepujacego w nim pajcia:
Mowimy, ze automatyd i B sa rownowazne witw, gdy L@A) = L(B).
Twierdzenie 6.3 (Scotta).
Dla dowolnego skfczonego niedeterministycznego automatunozna skonstruowa
deterministyczny automas taki, ze 4 i B sa rownowane i T, = T, (gdzie T,i Tz sa

ich alfabetami).]
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Zamiast dowodu tego twierdzenia, na konkretnymykiadzie przéledzimy

metod; konstrukcji takiego automatu.

Przyktad 6.4.
Niech T ={0, 1}. 2zyk L(2) = {P O T*: No (P) > 1 i N (P) > 1} (tj. taki,ze w kaz-
dym jego stowie wysipuje co najmniej jedno zero i co najmniej jednayjekh)
akceptuje automat o FT j.w., z K = {go, 01, G, 0o, 01", '},
M ={(do, 0, @), (G, 1, @), (%", 0, @), (%", 1, &),

(0, 0, @), (@ 1, @), (&', 0, @), (&', 1, @),

(@ 0, @), (%, 1, @), (@&, 0, @), (%', 1, &)},
Ko™ = {do, 0} i H = {q2, &}

Jest to oczywéicie

0 1 automat
1 0 0.1
@ @ niedeterministyczny.

Bardzo dobrze to wida

@ ° @ - @ chociaby po jego wykre-
1 0 0‘1 Rys. 6.5. sie (rys. 6.5).

Zgodnie z powyszym twierdzeniem, maemy skonstruowa réwnowany mu deter-

ministyczny automatB = <K,, T, M, Q”, H,> taki, ze T, = T,. Z zatazenia obie-
ramy wiec T, = T, a nasgpnie za Q” przyjmujemy zbiér stanéw poatkowych
automatu: Qo® = {qo, G@'}. W nastpnym (najdiszym) kroku, podobnie jak to
miato miejsce w przypadku gramatyk, znajglujkolejne wartéci funkcji przegcia
M', definiujemy nowe stany automatBioraz okrélamy, ktére z nich g akceptowalne

(podobnie jednak jak tam, zamiast M' pisbedziemy ,S” od ,Scotta”). Najpierw

otrzymujemy wec:

S(Q”, 0) = {do, &'} = Q1"

Pierwsz rownags¢ znajdujemy tu rozumygg nasgpujaco: ,automatq bedac w jednym
ze stanéw @, tj. w stanie g lub w stanie g, po przeczytaniu 0 przechodzi odpo-

wiednio w stan gi qi', tj. w sumie w jeden ze standw ze zbiorw,{gy'}’. Druga

rownos¢ otrzymujemy rozumujc nastpujaco: ,poniewa stan {g, o'} automatu4
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nie byt dotychczas zdefiniowany, ¥d nadajemy mu nogvnazwe Q:””. Ze wzgkdu
na to,ze zaden ze standéw ze zbiorugqo'} nie jest stanem kiccowym automatud,

zatem i stan ¢ nie jest stanem kKwowym automatuB, a wicc go nie podkrédamy

(w przeciwnym razie - gdyby clkiojeden ze standéw ze zbioru qq.'} byt stanem

koncowym automatuq - wéwczas i stan  bytby stanem kacowym automatuB i

podkre&liliby smy go). Ichc dalej & samy droga - kolejno otrzymujemy (czytaj

kolumnami):
S (Q” 1) = {a, w0} = Q2" S (Q% 0)={g,,q,}=Qs",
S (Q” 0) = {oo, &} = Q% S (Q” 1) ={quq,} = Qs",

S (Q” 1) ={g.9,} = Qs", S (Q” 0) = {d,., o} = Q%
S(Q" 0)={d,, w'}=Qd", S (Q% 1) ={g,,9,}=Qs"
S (Q"% 1) = {m, w} = Q2" S(Q%0)={q,.,0, } = (ﬁ

S(Q” 1) ={g,.0,}= Q5"
Procedug te¢ kontynuowalimy tak dtugo, jak dtugo to tylko byto mtiwe.
W ten sposéb otrzymaiiny zbidr stanéw K = {Qo”, &%, Q.%, Q% Q% Q*} oraz
zbior stanéw kacowych H, = {{q1, &} {d2 &'}, {42, &} = {Q 3", Q*, Q%
(sktada s¢ on z tych wszystkich stanow zbioru,Kktore zawierag co najmniej jeden

ze stanéw kacowych @, @' automatu4).

Wykres tak otrzymanego automatu przedstawia rys6 @dla prostoty

opuscilismy w nim gorne indeksy przy Q, co zresztnozna juw byto zrobi

: oL
/
‘ N\

t \ /‘“

Rys. 6.6. RVS. 6.7

wczesniej).
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Automat ten wiaciwie mazna dalej zredukowa do réwnowanego mu automatu,
ktorego to wykres przedstawiony jest na rys. 6.7.

Z przyktadu tego widg ze automat deterministyczny otrzymuje s¥ sposéb
podobny, jak deterministyczne gramatyki regularfie.jednak w realizacji funkcji M,
nigdy nie otrzymujemy zbioru pustego, ag¢winie kedzie kwestii zajmowania i
symbolem ucieczki. Wynika to z faktae juz bazowy automat (jak to kdy automat)
jest zupeiny.

Twierdzenie Scotta daje nam w sumie rownema@¢ klasy automatéw deter-
ministyczynych z klag automatow skbczenie-stanowych. Wynika z tegaze
automaty niedeterministyczne niczego nowego nie sgpo(jesli chodzi o ,sik
akceptacyjn”’) do klasy automatow skzonych.

Rozpatrzmy, jakie inne konsekwencje wyptywgszcze z twierdzenia Scotta.
Twierdzenie 6.4.

Zbior wszystkich ¢zykow regularnych nad tym samym alfabetem jest zaigiit na
operacg dopetnienia.
Dowad.

Niech L O Lz. Zatem z twierdzenia Kleene’'go L = fJ, gdzie 4 jest automatem de-

terministycznym. Jzyk L=T"\L jest gzykiem akceptowalnym przez automat sko
czonyg =<K, T, M, g, K\ H>, a zatem (z twierdzenia Kleene’'go) jestyjkiem re-
gularnym.[]

Whniosek 1.

Zbidér wszystkich ¢zykow regularnych nad tym samym alfabetem z oparacjdopet-
nienia ( ), przekroju @) i sumy () tworzy algeb¢ Boole'a.

Dowdd.

Niech Vr = {a;, &, ..., &}.

Jedynk tworzonej algebry nad alfabetem V niectdbie V* (zbidr wszystkich stow
nad alfabetem V) generowany przez gramat§k= <W, V1, S, F>, gdzie | = {S},
aF={S- Sa:1<i<n}0O{S - A}. Poniewa& jest to gramatyka regularna, aei
V* jest kzykiem regularnym.

Jej zerem &dzie gzyk pusty (1), generowany przez gramatykegularn G =<V, V1, S, F>,
gdzie WW =S, a F = {S- S} (bedzie wiec to réwnie: jezyk regularny).

L3z jest zamkngta na sum (z twierdzenia 1.1). St oraz z powyszego twierdzenia

otrzymujemy,ze L_1DL_2 jest gzykiem regularnym (bo skoro;li L, sa jezykami re-
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gularnymi, wkc L_l [ L_2 sa jezykami regularnymi, zatem__l [ L_2 jest gzykiem

regularnym, a wic | L_1DL_2 jest gzykiem regularnym). Poniewa z kolei

LinlLy= L_1DL_2 wiec L1 n L, jest gzykiem regularnym, a zatem zbior wszystkich
jezykow regularnych nad tym samym alfabetem jest zaigtlit na operacgj przeckcia.
Pozostaje nam jeszcze sprawdzenie 12 aksjomatowbalgBoole’a (patrz [1],
str. 83), co pozostawiam jwczytelnikowi. [}

Whniosek 2.

Niech RO £3, a LO £,. WOwczas problem [0 R” jest rozstrzygalny.

Dowad.

Problem ,L0O R” jest rownowany problemowi ,L n R =0”". Poniewa R jest pzy-
kiem regularnym, zatem R jest gzykiem regularnym (z twierdzenia). Wiemy nadto,

ze klasa ¢zykow bezkontekstowych., jest zamkngta na przecaicie z elementami
klasy L3 (z twierdzenia 3.5). Zatem b R jest gzykiem bezkontekstowym. Jednak

problem pustéci jezyka bezkontekstowegod( = L n RO Ly) jest rozstrzygalny
(patrz twierdzenie 2.4).]

Whniosek 3.

Niech G i G, beda gramatykami regularnymi. Problem rowdto jezykOw generowa-
nych przez te gramatyki jest rozstrzygalny.

Dowod.

Utwoérzmy gzyk Lz = (L(G1) n L(G,)) O (L(G,) n L(GY)).
Jest to ¢zyk regularny, bo:
— skoro G i G, sa gramatykami regularnymi, wc¢ L(Gz) i L(G2) sa jezykami regu-

larnymi, a zatem i rownie L(G,) i L(G,) sa jezykami regularnymi

(z twierdzenia),

- zatem rownie L(G1)) n L(G,) i L(G,;) n L(Gz) sa jezykami regularnymi

(z pierwszego wniosku), ast wiasnie (na mocy tw. 1.1) tate

L(G1) L(G>)
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L(G1)
L(G,) n L(Gy)

Jezyk L3 (z definicji) jest
zbiorem tych stowgzyka

ktére nie g ’|‘ T Rys. 6.8.
kzyka L(G), | |

L(Gy),

stowami

Ls = (L(G1) n L(G,)) O (L(G,) n L(Gy)) jest gzykiem regularnym.

L(G,)

powigkszonym o zbior tych stowepyka L(G), ktore nie g stowami gzyka L(G)

(patrz rys. 6.8.). O ile tylko kaly z tych zbioréw bdzie pusty (a wic i suma tych

zbiorow, kegdaca zbiorem L, bdzie zbiorem pustym) - toeyki L(G;) i L(G2) beda

si¢ pokrywaty. Tak wgc problem ,L(G) = L(Gy)” jest rownowany problemowi

LLa=0"

Poniewa jednak problem ten jest rozstrzygalny (bo z twmedia 2.4

wiemy, ze jest to problem rozstrzygalny dlazykow bezkontekstowych, a kdy

jezyk regularny jest bezkontekstowy) - zatem&py to dowdd wnioskul]

Zadanie 6.4.Niech T = {a,b}. Przez blok rozumiemy maksymalnyag sasiednich

identycznych liter w stowie (tak np. mamy 4 blokishowie aababbb).
Zbuduj automat akceptigy tylko i wytacznie wszystkie stowa:

a) o parzystej liczbie liter,

b) o parzystej liczbie liter, zaczynag st od ,ab”,

c) zaczynajce i kaczace skt na ,a”,

d) o nieparzystej liczbie blokéw, zaczyaeg st od ,a”,

e) o nieparzystej liczbie blokow,

f) o parzystej liczbie blokéw,

g) o mocy kadego z blokow rownej co najwgj 3,

h) o dtugdci co najmniej 3,

i) o dtugaci drugiego bloku réwnej doktadnie 2,

j) o doktadnie 3 blokach,

k) zawierajcych fraz ,aa” lub ,bb”,

I) zawierajcych fraz ,aa” lub ,ababa”.

O ile skonstruowany przez Ciebie automat nie jeésterministyczny
- znajdz réwniez odpowiadajcy mu automat deterministyczny. Ugto

maksymalnie tak otrzymany automat (patrz: przykéadl). [
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Zadanie 6.5.Niech T Iedzie zbiorem cyfr, powkszonym o przecinek (,):
T={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}11 {','}. Skonstruuj automat nad tym alfabetem,
akceptugacy tylko i wytacznie wszystkie stowacllace:

a) liczbami naturalnymi,

b) dodatnimi liczbami wymiernymi o skezonym zapisie dziegnym,

c) dodatnimi utamkami wigciwymi,

d) liczbami naturalnymi zbudowanymi jedynie z cyfr pgstych,

e) liczbami dodatnimi o cgci utamkowej ztaonej z co najwyej 3 cyfr,

f) liczbami dodatnimi o ogci utamkowej zit@onej z co najwyej
3 cyfr znacacych,

g) liczbami dodatnimi o ogci utamkowej nie zaczynagej sk od zera
(tu wliczaja sie rowniez wszystkie liczby dodatnie bez ¢zxi utam-
kowej, tj. wszystkie liczby naturalne),

h) liczbami dodatnimi o cgci catkowite] mniejszej mi tysiac.

Zastosuj si do polecenia zamieszczonego nadwopoprzedniego zadania.

Zadanie 6.6.Niech T ={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}. Skonstruuj autanmad tym alfabetem,
akceptupcy tylko i wytacznie wszystkie stowa dioace liczbami ze

zbioru Ny podzielnymi przez:

a) 2, d) 5 g) 8
b) 3, e) 6 h) 9
c)4 f) 7 (to najtrudniejsze!) i) 10

Zastosuj s3 do polecenia zamieszczonego na&o zadania 6.4.
Zadanie 6.7.Niech T ={0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}. Skonatjuautomat nad tym
alfabetem, akceptagy tylko i wytacznie wszystkie stowa doace
liczbami — nazwani lat przeginych naszej ery (uwzgdinij zmiarg
kalendarza w XVI wieku z juliaskiego na gregorieski). Zastosuj si do
polecenia zamieszczonego nanka zadanie 6.4.
Wskazowka: Wykorzystaj automat z zadania 6.6 c).
Zadanie 6.8.Niech T = {a, b}. Skonstruuj automat nad tym aléaém, akceptucy
tylko i wytacznie wszystkie stowa, w ktérych:
a) tylko jeden blok mae mie dtugas¢ wigksza niz 2,
b) tylko jeden blok mae mi& ditugas¢ wicksza niz 2,
c) istnieje co najmniej jeden blok dtuga doktadnie 1,

d) jest parzysta liczba blokéw o parzystej didgio
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Zastosuj s do polecenia zamieszczonego na&o zadanie 6.4.



