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Pojecie funkcji to jedno z najwazniejszych pojeé matematycznych. W opi-
sach ilosciowych, ktére sa charakterystyczne dla wspétczesnej nauki, uzywa sig
powszechnie tego pojecia. Funkcje sa formalnymi reprezentacjami sytuacji, gdy
jakas wielko$¢ jest w sposéb jednoznaczny zalezna od innych wielkosci. Rozwaza
si¢ jednak catkiem ogdlne sytuacje, a wigc rowniez te, w ktérych zaleznos¢ funk-
cyjna nie wiaze wielkoSci liczbowych, lecz elementy jednego zbioru z elementami
innego zbioru. Z funkcjami spotykamy si¢ bardzo wczesnie w procesie edukacji —
tabliczki dodawania i mnozenia charakteryzuja bowiem pewne funkcje, okres§lone
dla liczb i majace wartosci liczbowe.

W zaleznosci od kontekstu, uzywa si¢ okreslen: funkcja, przyporzadkowanie,
odwzorowanie, przeksztatcenie, operacja, i in. Nalezy jednak wyraznie podkreslié,
ze funkcje w matematyce sa pewnymi zbiorami, a doktadniej: relacjami, spetnia-
jacymi stosowne warunki jednoznaczno$ci. Czasami trudno uwolnié si¢ od réz-
nych intuicyjnych skojarzef,, motywowanych uzusem jezykowym i sktaniajacych
np. do zywienia przekonan, ze funkcje sa jakimi§ procesami, ze za ich przyczyna
cos ,,dzieje si¢” z rozwazanymi obiektami. Pewna praktyka postugiwania si¢ funk-
cjami pozwala na wyzwolenie si¢ z tego typu zludnych przeswiadczen.

1 Podstawowe definicje

Funkcje sa relacjami, a wigc mozna bytoby stosowac dla nich taka sama notacje
jak dla relacji. Jednak ze wzgledu na Tradycje, zwykle uzywamy nieco innej sym-
boliki. Stuchacze znaja te konwencje zapisu ze szkoty.

Funkcjq ze zbioru X w zbidr Y nazwiemy kazda taka relacj¢ migdzy elemen-
tami zbioréw X oraz Y, ktéra nie zawiera zadnych dwéch par uporzadkowanych
majacych te same poprzedniki oraz r6zne nastgpniki. Innymi stowy, f jest funkcjq
ze zbioru X w zbidr Y, jezeli:



. fCX XY

2. dladowolnych z € X orazy; € Y, y2 € Y:jesli (z,y1) € fi(z,y2) € f,
o y1 = Y.

Jesli (z,y) € f, to x nazywamy argumentem funkcji f, za$ y nazywamy war-
tosciq funkcji f (dla argumentu x). Zamiast pisaé (z,y) € f zwykle piszemy
f(x) = y. Zapis ten jest uzasadniony jednoznacznos$cig wartosci funkcji dla da-
nego argumentu. Inaczej niz w przypadku relacji, raczej nie stosujemy zapisu x fy
jako réwnoznacznego z (z,y) € f.

Dziedzing funkcji f C X X Y nazywamy zbiér dom( f) wszystkich jej argu-
mentdw, czyli zbiér tych wszystkich z € X, dla ktérych istnieje y € Y taki, ze
y = f(2).

Przeciwdziedzing (lub zbiorem wartosci) funkcji f C X x Y nazywamy zbior
rng(f) tych wszystkich y € Y, dla ktérych istnieje z € X taki, ze y = f(z).

Funkcje f € X x Y oraz ¢ C X x Y saréwne, gdy ich dziedziny sa réwne
(czyli gdy dom(f) = dom(g)) oraz gdy ich wartosci dla poszczegblnych argu-
mentéw sa réwne, czyli gdy f(x) = g(z) dla kazdego = € dom(f).

Jesli f C X x Y jest funkcja oraz jej dziedzina jest réwna calemu zbiorowi
X (czyli gdy dom(f) = X), to méwimy, ze f jest okreslona w zbiorze X (lub:
okreSlona na zbiorze X'). W takim przypadku uzywamy (znanego ze szkoty) zapisu
f:+ X = Y. Uzywa si¢ wtedy okreslen:

1. funkcja f odwzorowuje X w Y

2. funkcja f przeksztatca X w Y.

W przypadku, gdy f : X — X, czesto méwi sig, ze [ jest dziataniem w
zbiorze X.

Jesli dziedzina funkcji f € X X Y nie jest rowna catemu zbiorowi X, to méwi
sig, ze f jest funkcjq czesciowqz X wY.
PRZYKLADY.

1. Zbiér f = {(x,y) € R? : z -y = 1} jest funkcja. Zapisujemy ja: y = % lub
flx) = % Mamy w tym przypadku:

(@) dom(f) =R —{0}
(b) rng(f) =R —{0}.

2. Relacja mniejszosci < liczb rzeczywistych nie jest funkcja.



3. Przyporzadkowanie kazdemu obywatelowi Rzeczpospolitej Polskiej jego nu-
meru PESEL jest funkcja. Jej dziedzing jest zbior wszystkich obywateli RP,
jej przeciwdziedzing jest zbior kodow: ciagdéw cyfr, z ktoérych pierwsze szes$é
koduje datg urodzenia (w schemacie: rrmmdd), a nastgpne pig¢ koduje jakies
inne dane o obywatelu, o ktérych wyktadowca nie ma pojgcia — bodaj przed-
ostatnia cyfra koduje pte¢ (nieparzysta dla mezczyzn, parzysta dla kobiet).

4. Funkcje, ktéra dla kazdego swojego argumentu przyjmuje t¢ sama wartosc,
nazywamy funkcjq statq.

5. Dla dowolnej liczby rzeczywistej z € R, niech Lz bedzie najwigksza liczba
catkowita, ktéra nie przekracza x (czyli jest mniejsza lub réwna ). Wtedy
L o : R — Z. Te funkcje nazywamy funkcja podtogi. Dualna do niej jest
funkcja sufitu © 7 : R — Z, ktéra kazdej liczbie rzeczywistej x przypo-
rzadkowuje najmniejsza liczbe catkowita "z, ktéra jest wigksza lub réwna
liczbie x. Dla przyktadu: Lmis =3, "n ' = 4.

6. Dla dowolnego ustalonego uniwersum U, funkcjami sa: {(X, p(X)) : X C
U}oraz {(X,X'): X CU}.

Wszystkie dotad oméwione pojecia dotyczyly funkcji jednoargumentowych,
albo inaczej funkcji jednej zmiennej. Jesli f : X xY — Z, to argumentami funkcji
f sa pary uporzadkowane (z,y) € X x Y, za$ jej wartoSciami sg elementy zbioru
Z. W takich przypadkach wartos$¢ funkcji f dla argumentu (x, y) oznaczamy przez
f(z,y). Méwimy tez, ze jest to funkcja dwuargumentowa. Nalezy przy tym pamig-
tac, ze kolejnos$¢ argumentow funkcji dwuargumentowe;j jest istotna.

W calkiem podobny sposéb okres§lamy funkcje tréjargumentowe, czteroargu-
mentowe, itd. Ogdlnie, méwimy, ze f jest funkcjq n-argumentowq (funkcjq n

n

zmiennych), gdy f : [] X; — Y, dla pewnych zbioréow X1, Xo,...,X,, oraz
i=1

Y.

PRZYKLADY.

1. Dodawanie, odejmowanie, mnozenie, dzielenie liczb rzeczywistych sa funk-
cjami dwuargumentowymi. Dziedzina trzech pierwszych z tych funkcji jest
R2, dziedzina dzielenia jest zbiér R x (R — {0}).

2. Funkcja f : R?® — R okre§lona wzorem: f(z,y,2) = /22 + y2 + 22 jest
tréjargumentowa.

3. Dla dowolnego ustalonego uniwersum U, funkcjami dwuargumentowymi sa:
{(X,Y),XUY): X CUorazY CY}oraz {((X,Y),XNY): X C
UorazY CY}.



W dalszym ciagu bedziemy czgsto korzystali nie tylko ze zbioréw N, Z, Q, R,
ale takze z tych ich podzbioréw, ktére obejmuja jedynie liczby dodatnie odpowied-
niego rodzaju. Wygodnie bedzie wigc przyjaé oznaczenia:

1.
2.

N : zbiér wszystkich dodatnich liczb naturalnych (czyli N — {0})

Z: zbiér wszystkich dodatnich liczb catkowitych (co jest tym samym co
zbiér N )

. Q. : zbidr wszystkich dodatnich liczb wymiernych

. R : zbiér wszystkich dodatnich liczb rzeczywistych.

2 Rodzaje funkcji

Stuchacze pamigtaja ze szkoty niektdre typy funkcji, m.in. iniekcje, surjekcje oraz
bijekcje. Przypomnijmy:

1.

Iniekcje. Funkcja f : X — Y jest iniekcjq ze zbioru X w zbiér Y, gdy
r6znym argumentom funkcji f przyporzadkowane sa rézne jej wartosci. Tak
wige, f 1 X — Y jest iniekcjq ze zbioru X w zbiér Y, gdy dla dowolnych
x1 € X oraz x9 € X, jesli x1 # xo, to f(x1) # f(x2). Jesli f jest iniekcja,
to méwimy, ze f jest funkcja réznowartosciowq. Jesli f : X — Y jest
réznowarto$ciowa, to stosujemy zapisy:

f:X —Y lub fiox Ly

. Surjekcje. Funkcja f : X — Y jest surjekcjq ze zbioru X na zbiér Y, gdy

przeciwdziedzina funkcji f jest caty zbior Y. Tak wigc, f : X — Y jest
surjekcjq ze zbioru X na zbidér Y, gdy dla kazdego y € Y istnieje x € X
taki, ze f(z) = yJesli f : X — Y jest surjekcja, to stosujemy zapisy:

f:X—Y b XY

3. Bijekcje. Funkcja f : X — Y jest bijekcjq ze zbioru X na zbiér Y (albo:

bijekcjq migdzy zbiorami X i Y), gdy f jest jednoczesnie iniekcja z X w
Y oraz surjekcja z X na Y. Bijekcje nazywamy funkcjami wzajemnie jed-
noznacznymi (takze: 1 — 1 funkcjami). Jesli f : X — Y jest bijekcja, to
stosujemy zapisy:

JiX Y Iub fix Ly

na



PRZYKLADY.

1. Funkcja f(z) = 2x + 3 jest bijekcjaz R w R.
2. Funkcja f(z) = 22 jest surjekcja z R na R . Nie jest surjekcja z R na R.

3. Funkcje sufitu i podtogi sa surjekcjami z R na Z. Nie sa surjekcjami z R na
R. Nie sa bijekcjami z R na Z.

4. Bijekcje f : X — X nazywamy réwniez (zwlaszcza w przypadku, gdy
zbiér X jest skoiczony) permutacjami zbioru X.

Dowolna funkcje, ktdrej dziedzina jest zbiér {1,2,3,...,n} dla pewnej n €
N, nazywamy ciggiem skoriczonym (o dlugosci n). Wartosci takiej funkcji nazy-
wamy wtedy wyrazami tego ciagu: jej warto$¢ dla k-tego argumentu nazywamy
k-tym wyrazem ciagu. Zwykle ciagi skoniczone o dlugosci n zapisujemy tak samo
jak n-tki uporzadkowane: (a1, as,...,a,). Jesli zadne dwa wyrazy ciagu nie sa
identyczne, to ciag nazywamy réznowartosciowym.

Ciqgiem nieskoriczonym nazywamy funkcje, ktérej dziedzing jest zbiér N,.
Ciag nieskoriczony o n-tym wyrazie réwnym a,, oznaczamy (a,)ncn, (czasem
przez: (an)nen, ). Czesto pomijamy indeks n € N, gdy kontekst na to pozwala.

Ciagi, ktérych wyrazami sg liczby, nazywamy ciagami liczbowymi. Podobnie,
ciagi, ktérych wyrazami sa funkcje, nazywamy ciagami funkcyjnymi.

UWAGA. Czasem wygodnie jest numerowaé wyrazy ciagdw poczynajac od 1, a
czasem od zera.
PRZYKLADY.

1. Ciag (0,{1},{1,2},{1,2,3}) jest skoriczonym (ré6znowartosciowym) cia-
giem zbioréw.

2. Ciag (1,2,3,4,3,2,1) jest skorficzonym ciagiem liczbowym, ktéry nie jest
réznowarto$ciowy.

3. Ciag (an)nen, , ktérego n-tym wyrazem jest a, = % jest waznym nieskon-
czonym ciagiem liczbowym (nazywanym ciggiem harmonicznym), ktory wie-
lokrotnie pojawi si¢ w dalszych wyktadach.

4. Ciag (fn)nen, » ktérego n-tym wyrazem jest funkcja, zdefiniowana wzorem
fnlx) = %:p jest przyktadem ciagu funkcyjnego (dla z € R, powiedzmy).

5. Ciag (pn)nen, . ktérego n-tym wyrazem jest n-ta liczba pierwsza p,, jest
nieskonczonym ciagiem liczbowym.



6. Rozwinigcia dziesigtne liczb rzeczywistych traktujemy jako ciagi: zerowym
elementem jest czgS¢ catkowita liczby rzeczywistej, a kolejne dalsze ele-
menty rozwinigcia maja posta¢ {3, gdzie n € Ny, zas ¢, jest liczba natu-

ralna nie wieksza od 10.

3 Wizualizacje

Pamigtamy, ze relacje reprezentowaé mozna przez grafy. Poniewaz kazda funkcja
jest relacja, wigc rowniez funkcje moga by¢ reprezentowane przez grafy. Mozna
réwniez, w przypadku funkcji o dziedzinie skonczonej, podawac jej reprezentacje
w postaci tabeli: wertykalnie — kolumna argumentéw, kolumna odpowiadajacych
im wartoSci (albo horyzontalnie — wiersz argumentéw, wiersz odpowiadajacych im
warto$ci). Bardziej rozpowszechniona jest jednak — dobrze znana stuchaczom ze
szkoly — reprezentacja graficzna funkcji poprzez ich wykresy. Stuchacze pamieg-
taja ze szkoty uklad wspdétrzednych kartezjanskich na ptaszczyznie. Gdy rysujemy
wykres funkcji jednej zmiennej rzeczywistej, to argumenty x tej funkcji tworza
oS odcigtych, jej wartosci f(x) znajduja si¢ na takim wykresie pionowo nad z
na takiej wysokosci, ktéra odpowiada wartosci f(z). Rysujemy wigc graf relacji
{(z,y) € R? : y = f(z)}. Nalezy przy tym pamigtaé, ze na osi odcigtych oraz osi
rzgdnych mozemy uzywac réznej skali, co czgsto znakomicie utatwia zaréwno ry-
sowanie wykresow, jak tez ich rozpoznawanie. Rozwazmy kilka przyktadéw (Zré-
dto: http://pgfplots.sourceforge.net/gallery.html).

3.1 Funkcja kwadratowa f(z) = 2> — 2 — 4

Skala na osi rzgdnych taka sama, jak na osi odcigtych:

2,,
2—x—A4

Inne skale na obu osiach:
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3.2 Funkcja wykladnicza f(z) = 2°

Skala na osi rzgdnych taka sama, jak na osi odcigtych:

4 «
9T
3
2t
1
/ ‘ x
-2 -1 1 2

Inne skale na obu osiach:
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3.3 Funkcja wykladnicza f(x) = (%)1
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3.4 Funkcja trygonometryczna sin(x)

Lt
Sin
0.5 1
‘ T
—4 -2 2 4
—0.
N -

3.5 Funkcja dwéch zmiennych f(z,y) = 2% — ¢/*

Wykres funkcji dwéch zmiennych rzeczywistych tworzymy przyporzadkowujac
kazdej parze (x, y) argumentéw tej funkcji (reprezentowanej przez punkt na ptasz-
czy7nie kartezjafiskiej) punkt o wspétrzednych (z,y, f(z,y)) w przestrzeni R3.
Sytuacje te¢ oddajemy graficznie na ptaszczyznie, stosujac konwencje dotyczace
reprezentacji twordw tréjwymiarowych na ptaszczyZznie.




3.6 Funkcja dwoch zmiennych f(z,y) = sin(x) -y - (1 — y)

Stuchacze znaja ze szkoty pewne wykresy funkcji dwéch zmiennych rzeczy-
wistych: sferg, paraboloide, elipsoidg, stozek, walec, itp.
Przykladowe prezentacje ukazujace jak rysowac takie wykresy:

1. https://www.youtube.com/watch?v=Q_NEbzFAdDE

2. https://www.youtube.com/watch?v=L3QEkUEsLbM

3.7 Kilka funkcji na jednym obrazku

1

0.5

10



3.8 Przyklady pomocy on line

W sieci dostepnych jest wiele programéw edukacyjnych z matematyki, zawieraja-
cych m.in. narzedzia do rysowania wykreséw funkcji. Dla przyktadu:

1. https://www.geogebra.org/
https://www.medianauka.pl/portal:matematyka
http://www.matemaks.pl/index.html
http://www.scilab.org/

http://fooplot.com/

SANE U

https://rechneronline.de/function-graphs/

Portal You Tube zawiera mnéstwo pomocy dydaktycznych dotyczacych ryso-
wania wykreséw funkcji.

Korzystaé tez mozna z bardziej zaawansowanych narzgedzi programistycznych,
jak np. MATLAB lub Mathematica.

3.9 Zlozenie funkcji, funkcja odwrotna, obciecie funkcji

Obcigciem funkcji f : X — Y do zbioru Z C X nazywamy funkcje f|Z zdefi-
niowana nastgpujaco:

flZ=fn(ZxY)=A{(zx,y) e f:x€Z}.

Jesli funkcja g jest obcigciem funkcji f do pewnego zbioru, to f nazywamy prze-
dtuzeniem g. Tak wigc, f jest przedtuzeniem g, gdy g = f|dom(g).

ZtoZeniem (superpozycjq) funkcji f oraz g nazywamy funkcje g o f zdefinio-
wana nastgpujaco:

gof = {(z,2) € dom(f)xrng(g) : istnieje y taki, ze (z,y) € f oraz (y,z) € g}.

Rozpatrujac ztozenie g o f, zwykle zaktada sig, ze rng(f) C dom(g). Tak wigc,
jesli f jest funkcjaz X w Y, zas g jest funkcjaz Y w Z, to ich ztozenie, czyli go f
jest funkcja z X w Z. Jesli nie prowadzi to do nieporozumien, to wartos$¢ ztozenia
funkcji f oraz g dla argumentu z € dom/(f) oznaczamy tez g(f(z)).

Jesli f jest funkcja réznowartosciowa, to zbiér {(y,z) : (z,y) € f} réwniez
jest funkcja, nazywana funkcjq odwrotng do funkcji f. Funkcje odwrotng do funk-
cji f oznaczamy zwykle przez f~!. Tak wigc, jesli f jest funkcja z X w Y, to
funkcja do niej odwrotna, czyli f~! jest funkcjaz Y w X.

PRZYKLADY.
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1. Obcigciem ciagu (3,5,7,9,2,2,4) do zbioru {3,4,5} jest ciag (7,9, 2).

2. Niech f(x) = 2z +3dlax € R oraz g(x) = z? dla x € R. Wtedy
(go f)(x) = (2 + 3)2, natomiast (f o g)(x) = 222 + 3.

3. Niech f(z) = 22 dlaz € Roraz g(x) = y/x dlaz > 0. Wtedy (go f)(z) =
|z| dla z € R.

4. Niech f(x) = 22 dlaz > 0. Wtedy f~!(x) = y/z dlaz > 0.

3.10 Funkcja charakterystyczna zbioru

Niech X bedzie dowolnym podzbiorem ustalonego uniwersum U. Funkcjq charak-
terystyczng zbioru X (w tym uniwersum) nazywamy funkcje xx : U — {0, 1},
zdefiniowang nastgpujaco:

1. Jesliz € X, to xx(z) =1
2. Jesliz ¢ X, to xx(z) =0.

Funkcja charakterystyczna zbioru jest zatem indykatorem przynaleznosci ele-
mentéw uniwersum do tego zbioru.
PRZYKLADY.

1. Rozwazmy zbiér {x € N : z jest parzysta liczba pierwsza}. Funkcja cha-
rakterystyczna tego zbioru (w uniwersum N) przyjmuje wartos$¢ 1 tylko dla
liczby 2, a dla pozostatych liczb naturalnych przyjmuje wartosc¢ 0.

2. Funkcja charakterystyczna zbioru wszystkich liczb parzystych w uniwersum
N przyjmuje warto$¢ 1 dla kazdej liczby parzystej, a warto$¢ 0 dla kazdej
liczby nieparzyste;j.

3. Rozwazmy uniwersum R i funkcj¢ charakterystyczng zbioru Q wszystkich
liczb wymiernych w tym uniwersum. T¢ funkcje¢ nazywamy funkcjq Diri-
chleta. Czy potrafisz wyobrazi¢ sobie jak wyglada jej wykres?

3.11 Obrazy i przeciwobrazy zbiorow wzgledem funkcji

Podobnie jak w przypadku relacji, rozwaza¢ mozemy obrazy i przeciwobrazy zbio-
réow wzgledem funkcji. Ograniczymy si¢ do przypadkéw tworzenia obrazéw zbio-
réow zawartych w dziedzinie funkcji oraz przeciwobrazéw zbioréw zawartych w jej
przeciwdziedzinie. Niech zatem f : X — Y, A C dom(f), B C rng(f).
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1. Obrazem zbioru A wzglgdem funkcji f jest zbior: f[A] = {f(z) : x € A}.

2. Przeciwobrazem zbioru B wzgledem funkcji f jest zbiér: f~1[B] = {x €

dom(f): f(x) € B}.

UWAGA. W definicji przeciwobrazu nie wymagamy, aby f byta funkcja r6znowar-
toSciowa. To przyktad sytuacji, gdy Tradycja (konwencja zapisu) wprowadza nieco
zamieszania (traktujemy tu f~! jako konwers relacji f). Tak to bywa z Tradycjami.
PRZYKLADY.

1. Rozwazmy funkcje f(x) = 2z oraz przedzial otwarty (3, 4). Wtedy f[(3,4)]
(6,8). Proponujemy sporzadzi¢ wykres. Jakies refleksje?

2 [R—R.]| = Ry.

3. Przeciwobrazem zbioru {1} wzgledem funkcji Dirichleta jest zbi6r wszyst-
kich liczb wymiernych Q.

4. Niech f(z) = 2? dla z € R oraz niech B = (1,2). Wtedy f~}[B] =
{x € R:1 < 2% < 2}. Znana ze szkoty metoda rozwiazywania uktadu
nieréwnosci mozemy pokazaé, ze f~1[(1,2)] = (—v/2, —1) U (1,/2). Pro-
ponujemy narysowac wykres rozwazanej funkcji, zaznaczy¢ na nim zbiér B
i zastanowi¢ si¢ nad interpretacja geometryczna zbioru f~1[(1,2)].

3.12 Sposoby definiowania funkcji

Jest wiele sposobow definiowania funkcji, czyli okreSlania, w jaki sposéb wartosci
funkcji zalezg od jej argumentéw. Dla przyktadu:

1. Opis jezykowy. Funkcja moze zostaé okreSlona przepisem otrzymywania jej
wartoSci dla ustalonych argumentéw. Przepis musi oczywiscie spetniac sto-
sowne warunki formalne: musi gwarantowac istnienie oraz jednoznaczno$¢é
wartosci funkcji. Tak definiujemy np. funkcje podiogi oraz sufitu.

2. Jawny wzor. Funkcja moze zostaé okreSlona w postaci jawnego wzoru, usta-
lajacego zalezno$¢ migdzy argumentami a wartoSciami. Ten sposéb stucha-
cze dobrze znaja ze szkoty — funkcja liniowa, kwadratowa, potggowa, itd. sg
tak wlasnie definiowane.

3. Definiowanie warunkowe. Funkcja moze by¢ okreSlona réznymi wzorami
dla réznych fragmentéw swojej dziedziny. Stuchacze pamigtaja definicje
wartosci bezwzglednej |z| liczby rzeczywistej z: || = x dlaxz > 0, a
|| = —zdlax < 0.
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4. Definicje przez indukcje. Funkcja moze by¢ okreSlona przez wzory rekuren-

cyjne, okreslajace jej wartosci dla wybranego poczatkowego argumentu oraz
formulujace przepis, jak otrzymywaé dalsze wartoSci, gdy obliczone sa juz
wartos$ci wczesniejsze. Stluchacze znaja tego typu definicje ze szkoty: tak
przeciez definiowano dodawanie, mnozenie i potggowanie liczb naturalnych.
Definicj¢ indukcyjng ma tez znana ze szkoty funkcja silnia.

. Funkcje wyboru. W teorii mnogosci ZFC akceptujemy aksjomat wyboru,

ktéry gwarantuje, ze dla dowolnej rodziny niepustych parami roztacznych
zbioréw istnieje zbior, ktéry tworzymy wybierajac z kazdego zbioru roz-
wazanej rodziny dokladnie jeden element (np. z kazdej klasy réwnowaz-
nosci doktadnie jeden element tej klasy). Zauwazmy, ze w ogélnosci ten
sposob okreslania funkcji (wybierz element ze zbioru) nie jest konstruk-
tywny, gdyz nie podajemy wyraZznego przepisu, ktory element nalezy wy-
braé. Pewne funkcje wyboru moga jednak zosta¢ okreslone w sposob efek-
tywny, o czym przekonamy si¢ nieco pdzniej.

4 Wybrane prawa dotyczace funkcji

Wyliczamy nizej niektére prawa dotyczace funkcji w ogdélnosci. Pozwalamy sobie
przypomnieé, ze uczenie si¢ na pamigc jest niewskazane, niemodne, obciachowe.
Niektére z podanych nizej praw stuchacze moga probowaé udowodnié samodziel-
nie, dla treningu umystowego. W istocie dowody tych praw przeprowadza si¢ tak
samo, jak uprzednio oméwione dowody w rachunku zbioréw i relacji. Korzystamy
w nich oczywiScie z podstawowej wtasnosci funkcji, jaka jest jednoznaczno$¢ usta-
lania jej wartosci dla dowolnych argumentéw.
Dla dowolnej funkcji f : X — Y

1.

2.

fIAUB] = fIA]U f[B].

Ayl = Y s
. fITAN B] C flA]n f[B].

SN AlE 0 f14)
. fIA] - f[B € f[A - B).

_Jesli A C B, to f[A] C f[B).
- fHAUB] = fH AU fB
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8. U Al = U 1Al

i€l iel
9. fTHANB] = 1Al n fB].
10. f71N Al =N AL

el icl
1. f71A-B] = f1A] - f[B].
12. Jesli A C B,to f~1(A) C f~YB).
13. Jesli A C dom(f) i B C rng(f), to

() AC fHf[A]l

&) flfBl] = B,

(© fl[AINB= flAn f1[B].

(d) f[A] N B = () wtedy i tylko wtedy, gdy AN f~1[B] = 0.
[

(e) flA] C B wtedy i tylko wtedy, gdy A C f~![B].

5 Zbiory skonczone i nieskonczone

Dysponujac pojeciem funkcji, mozemy podaé formalna definicjg zbiorow skonczo-
nych oraz nieskoficzonych. Mozemy obieca¢ stuchaczom, ze nasza Matematyczna
Przygoda Edukacyjna stanie si¢ naprawdg frapujaca od momentu, gdy zaczniemy
obcowaé z Nieskonczonoscia.

Mamy wszyscy dosé dobre intuicje, jesli chodzi o skoriczone kolekcje przed-
miotéw, nawet jesli tych przedmiotéw jest bardzo duzo. Nasuwajacq si¢ charakte-
rystyka zbioréw skoiiczonych jest wyrazenie liczby ich elementow poprzez jakas
liczbg naturalna: zbidr X jest skoniczony, gdy ma n elementéw, dla pewnej n € N.

Zdarza sig¢, ze potrafimy udowodnié, ze jaki$ zbior jest skoriczony w powyz-
szym sensie, ale nie potrafimy okresli¢ w sposéb wyrazny doktadnej liczby jego
elementéw. Zdarza sig i tak, ze potrafimy wyrazié liczbg elementéw jakiego$ zbioru
jako wartos$¢ stosownej funkcji liczbowej, ale doktadne wypisanie tej wartosci nie
jest mozliwe.

5.0.1 Dygresja: ciag Mosera-Steinhausa

WprowadZmy oznaczenia:

1. A(n) oznacza n"
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2. O(n) oznacza iterowanie n razy operacji A dla argumentu n

3. % (n) oznacza iterowanie n razy operacji [J dla argumentu n.

Czy potrafisz obliczy¢ % (2)? Odpowiesz zapewne natychmiast: Oczywiscie,
kazdy potrafi to policzyé, przeciez podano wyrazny przepis! Sprébujmy zatem po-
stepowac wedle tego przepisu:

L %2 =0(0(2)) = O(A(A(2)))
2. A(A(2) = A(2%) = A(4) = 41 = 256

3. %(2) = 0O(256) = A(A(...(A(256)...))), gdzie operacja A\ wykony-
wana jest 256 razy (wieza potegowa).

4. %(2) to zatem liczba gigantyczna, ktéra tatwo opisaé, ale obliczy¢ ja, hm,
trudnie;j.

Notacja Mosera-Steinhausa nie koficzy si¢ na wymienionych wyzej operacjach.
W oryginale postugiwano si¢ argumentem w wielokacie dla zaznaczenia poszcze-
g6lnych operacji (nie stosujemy tej notacji ze wzgledow typograficznych). Tak
wiec:

1. A(n) byto oznaczane jako n w tréjkacie.
2. O(n) byto oznaczane jako n w czworokacie.
3. % (n) bylo oznaczane jako n w pigciokacie.

4. Ogolnie, n w k-kacie (foremnym) oznaczato n w n (k — 1)-katach (forem-
nych), przy czym pozostawat w mocy podany przepis na obliczanie takiej
liczby: n w k-kacie oznaczato n-krotng iteracje operacji opisanej dla (k—1)-
kata.

Liczba % (2) (czyli 2 w pigciokacie) nazywana jest czasem mega, za$§ 2 w
mega-kacie (czyli wielokacie o mega bokach) nosi nazwe moser. Liczbe % (10)
(czyli 10 w pigciokacie) nazywa si¢ megiston. Powyzsza notacja, cho¢ bardzo
sprytna, moze budzié podejrzliwos$¢ oséb przyzwyczajonych do ,,porzadnych” aryt-
metycznych i algebraicznych definicji. Nie ma jednak powodéw do niepokoju —
cala konstrukcja opisana tez moze by¢ stosowna definicja rekurencyjna funkcji
M (n,m, p) (wigcej o takich definicjach dowiedzg si¢ stuchacze pdznie;j):

1. M(n,1,3) =n"
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2. M(n,1,p+1) = M(n,n,p)

3. M(n,m+1,p) = M(M(n,1,p),m,p).

Tutaj interpretujemy M (n, m, p) jako odpowiadajaca liczbie n w m p-katach
jeden w drugim. Wymienione przez nas mega, megiston oraz moser maja nastgpu-
jace definicje w terminach funkcji M:

1. mega=M(2,1,5)
2. megiston=M (10,1, 5)

3. moser=M (2,1, M(2,1,5)).

Mamy zatem przyklad konstrukcji, o ktdrej tatwo opowiedzieé, ale ktéra jest
jednoczesnie dos¢ zlozona, jesli chodzi o obliczanie konkretnych, wchodzacych
w gre wielkoSci. Wigcej na ten temat zainteresowani stuchacze znajda w pracach
poswieconych notacji strzatkowej Knutha.

Koniec dygresji
PRZYKLADY.

1. Zbiér {1, 2, 3} jest skoriczony.
2. Zbidr pusty jest skoiczony.

3. Zbiér wszystkich wielo$cianéw foremnych jest skoficzony: zawiera pigc ele-
mentéw (czworoScian, szeScian, oSmioScian, dwunastoScian oraz dwudzie-
stoScian). Jego elementy nazywamy brytami platoriskimi.

4. Zbiér wszystkich liczb naturalnych n, dla ktérych réwnanie 2™ + y™ = 2"

ma rozwiazania w liczbach naturalnych z, y, z jest skoiczony. Jest on réwny
zbiorowi {0, 1, 2}. Ustalenie tego faktu zajeto matematykom kilka stuleci —
jest to tzw. Wielkie Twierdzenie Fermata, ktére sformutowat w 1637 roku
Pierre de Fermat, a ostatecznie udowodnit w 1994 roku Andrew Wiles.

5. Zbiér P wszystkich liczb pierwszych nie jest skoficzony.

Udowodnimy ostatnie z powyzszych stwierdzen metoda nie wprost. Przypu-
$émy, ze jest tylko skonczenie wiele liczb pierwszych (tj. takich liczb n, ktére
maja dokladnie dwa podzielniki: 1 oraz n): 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17,... ,p.

Zatem p jest (rzekomo) najwigksza liczba pierwsza.

Tworzymy iloczyn: m =2-3-5-7-11-13-17-... - p (rzekomo) wszystkich
liczb pierwszych.
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Liczba m + 1 jest liczba pierwsza, poniewaz nie dzieli si¢ bez reszty przez
zadna z liczb pierwszych 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17,...,p. Nadto, m + 1 jest wigksza od
.

Otrzymujemy sprzecznosé: m + 1 jest liczba pierwsza wigkszq od (rzekomo)
najwigkszej liczby pierwszej p. Zatem, musimy odrzucié¢ przypuszczenie, iz liczb
pierwszych jest skoriczenie wiele. W konsekwencji, liczb pierwszych nie jest skori-
czenie wiele. Nie istnieje najwigksza liczba pierwsza.

5.1 Roéwnolicznosé

Zbiory X oraz Y nazywamy rownolicznymi, gdy istnieje bijekcjaz X na Y (wtedy
funkcja do niej odwrotna jest oczywiscie bijekcja z Y na X). Inaczej méwiac, dwa
zbiory sa réwnoliczne, gdy kazdemu elementowi jednego z nich mozemy przypo-
rzadkowac doktadnie jeden element drugiego z nich oraz wzigte pod uwage zostaja
wszystkie elementy obu zbioréw.

Relacja réwnoliczno$ci ograniczona do podzbioréw ustalonego uniwersum jest
relacja rownowazno$ci. Tak wigc, jesli rozwazamy jakies ustalone uniwersum zbio-
réw U, to rodzina wszystkich klas abstrakcji relacji réwnolicznosci na zbiorze
©(U) jest dobrze okreslona. W takim przypadku kazda jej klasa abstrakcji zbiera
razem wszystkie podzbiory uniwersum, ktdre nie réznig si¢ liczba elementéw. Ten
fakt cieszy: mozna w takim przypadku zdefiniowac liczebnos¢ zbiorow.

Poniewaz jednak ogét wszystkich zbioréw sam nie jest zbiorem, wigc nie mo-
zemy wykorzystac tej konstrukcji globalnie, dla catkiem dowolnych zbioréw. Nie
oznacza to, ze jesteSmy catkiem bezradni: teoria mnogosci oferuje mozliwosci pre-
cyzyjnej charakterystyki liczebnosci (zwanej tez mocq) zbioréw.

PRZYKLADY.

1. Regulacje prawne w Rzeczpospolitej Polskiej wykluczaja bigamig¢. A za-
tem zbiér wszystkich zameznych (w sensie Konstytucji RP) obywatelek RP
jest réwnoliczny ze zbiorem wszystkich zonatych (w sensie Konstytucji RP)
obywateli RP.

2. Zbiér pusty nie jest rtéwnoliczny z zadnym zbiorem niepustym.

3. Zbidr wszystkich liczb parzystych jest rownoliczny ze zbiorem wszystkich
liczb naturalnych. Funkcja f(n) = 2n jest bijekcja ze zbioru N na zbidr
wszystkich liczb parzystych.

4. Zbidr {1, 2,3} nie jest réwnoliczny ze zbiorem ({1, 2,3}). Za chwile zo-
baczymy, ze Zaden zbidr nie jest rtéwnoliczny z rodzing swoich podzbioréw.
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5. Kazde dwa przedziaty domknigte (dtugosci dodatniej) w zbiorze liczb rze-
czywistych sa réwnoliczne. Niech a < b oraz ¢ < d. Bijekcja migdzy prze-
dziatami [a, b] oraz [c, d] jest funkcja okreSlona dla = € [a, b] nastepujaco:

fla) = (d—c)bxj—;)c—ad.

6. Przedziat otwarty (0, 1) jest réwnoliczny ze zbiorem R, . Réwnolicznos¢ tg
ustala np. bijekcja okreslona dla x € (0, 1) nastgpujaco:

Relacja réwnolicznosci w przypadku zbioréw skonczonych nie nastrecza trud-
nosci pojeciowych. Jednak fakt, ze pewne zbiory sa réwnoliczne ze swoimi pod-
zbiorami wtasciwymi dtugo uwazany byt za paradoksalny: zwracali na to uwage
m.in. Proklos, Galileusz, Bolzano. Poradzimy sobie z tym paradoksem. Nie potra-
fimy sobie odméwi¢ zacytowania wiersza Cypriana Kamila Norwida Fatum, jako
ze myS$l w nim zawarta wiaze si¢ poniekad z postgpowaniem matematykow, gdy
napotkaja trudnosci pojeciowe:

Jak dziki zwierz, przyszio nieszczescie do cztowieka
I zatopito wen fatalne oczy. ..
— Czeka — -

— Czy czlowiek zboczy?

Lecz on odejrzat mu, jak gdy artysta
Mierzy swojego ksztalt modelu;

I spostrzeglo, ze on patrzy, co skorzysta
Na swym nieprzyjacielu? —

I zachwiato si¢ cata postaci waga

—— I nie ma go!

Poradzimy sobie réwniez z odpowiedzia na inne niepokojace pytanie: a moze
wszystkie zbiory, ktdre nie sa skoiiczone sa migdzy soba rownoliczne? OdpowiedZ
jest negatywna. Fakt ten ma fundamentalne znaczenie dla matematyki.

Georg Cantor napisat: Das Wesen der Mathematik liegt in ihrer Freiheit (istota
matematyki lezy w jej wolnoSci). Rozwazanie zbioréw nieskoniczonych jako ukon-
czonych catosci (co pozwala m.in. dokonywac na takich zbiorach réznych operacji)
jest jednym z przejawéw owej wolnos$ci matematyki. Bedziemy jeszcze wielokrot-
nie mieli podczas tego kursu okazje¢ przekonal sig, jak owa swoboda tworzenia
abstrakcyjnych poje¢ matematyki po§wiadcza kreatywno$¢ umystu.
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5.2 Zbiory nieskonczone

Jest sporo mozliwosci zdefiniowania zbioréw nieskoniczonych (definicje takie po-
dali np.: Gottlob Frege, Ernst Zermelo, John von Neumann, Alfred Tarski). Wy-
bieramy propozycj¢ podana przez Richarda Dedekinda. Jest ona w gruncie rzeczy
niezwykle pomystowym rozwiazaniem wspomnianego wyzej faktu, uwazanego za
paradoksalny.

Definicja Dedekinda. Zbior jest nieskoriczony, gdy jest rownoliczny z jakim§ swoim
podzbiorem wiasciwym. W przeciwnym przypadku jest skoriczony.

PRZYKLADY.

1. Zbidr pusty jest skoiiczony w sensie tej definicji.
2. Zbidr {1, 2,3} jest skoficzony w sensie tej definicji.

3. Zbior N jest nieskoriczony w sensie tej definicji, albowiem jest rownoliczny
ze swoim podzbiorem wtasciwym: zbiorem wszystkich liczb parzystych.

4. 7Zbiér 7 wszystkich liczb catkowitych jest nieskoniczony w sensie tej defi-
nicji, albowiem jest réwnoliczny ze swoim podzbiorem witasciwym N. Sto-
n

sowna bijekcje f : N — Z otrzymujemy np. definiujac: f(n) = § dlan
parzystych oraz f(n) = —”Tﬂdla n nieparzystych.

5.3 Zbiory przeliczalne

Zbiory, ktére sa réwnoliczne ze zbiorem N wszystkich liczb naturalnych nazy-
wamy przeliczalnymi (czasem: przeliczalnie nieskoriczonymi). Jesli zbior jest skofi-
czony lub przeliczalny, to mawia sig, ze jest co najwyzej przeliczalny.
PRZYKLADY.

1. Zbior wszystkich liczb parzystych jest przeliczalny. Funkcja f(n) = 2n jest
bijekcja ze zbioru N na zbiér wszystkich liczb parzystych.

2. Zbidr wszystkich liczb wymiernych jest przeliczalny. Jedna z bijekcji mig-
dzy zbiorami QQ oraz N jest wyznaczona przez funkcje pary Cantora. Pa-
migtamy ze szkoty, ze liczb¢ wymierna rozumieé mozemy jako parg liczb
catkowitych: licznik oraz mianownik utamka (przy zastrzezeniu, ze mianow-
nik nie jest zerem). Najpierw podamy bijekcje migdzy zbiorem wszystkich
par liczb naturalnych (czyli reprezentacji nieujemnych liczb wymiernych) a
zbiorem wszystkich liczb naturalnych:

Fim,n) = (m+n)(n21+n+1) .
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Jako wdzigczne zadanie proponujemy stuchaczom przyjrzenie si¢ kilku po-
czatkowym wartoSciom tej funkcji, sporzadzajac stosowny wykres. Ustawi-
liSmy zatem wszystkie nieujemne liczby wymierne w jeden ciag nieskon-
czony qo, q1, 92, - - -- Zmieniajac znak kazdego wyrazu tego ciagu na prze-
ciwny otrzymujemy ciag wszystkich ujemnych liczb wymiernych. Wystar-
czy teraz z obu tych ciagdéw utworzy¢ jeden r6znowartoSciowy ciag, ztozony
na miejscach parzystych z wymiernych liczb nieujemnych, a na miejscach
nieparzystych z wymiernych liczb ujemnych. Poniewaz wyrazy tego ciagu
sa numerowane wszystkimi liczbami naturalnymi i wyrazy te wyczerpuja
wszystkie liczby wymierne, wigc uzyskaliSmy bijekcj¢ migdzy zbiorami N
oraz Q.

3. Zbiér R wszystkich liczb rzeczywistych nie jest ani skonficzony ani przeli-
czalny. Za chwilg poznamy jedna z metod, aby to udowodnic.

5.4 Twierdzenie Cantora

KorzystaliSmy juz z faktu, ze jesli zbiér X ma n elementéw, to rodzina p(X)
wszystkich jego podzbioréw ma 2" elementéw. Jak jednak wyglada sytuacja w
przypadku rodziny wszystkich podzbioréw zbioru nieskoiczonego?

Twierdzenie Cantora. Zaden zbior nie jest rownoliczny z rodzing wszystkich swo-
ich podzbioréw.

Dowod. Przeprowadzimy dowdd nie wprost. Wezmy dowolny zbiér X i przy-
pusémy, ze X jest réwnoliczny z rodzina wszystkich swoich podzbioréw o(X).
Oznacza to, iz istnieje bijekcja f ze zbioru X na zbidr p(X ). Okreslmy nastgpu-
jacy element rodziny p(X):

Xy={zeX : x¢ f(x)}

Wtedy dla pewnego xy € X musiatoby by¢: f(x) = X;. Stad i z definicji zbioru
X otrzymujemy, iz: vy € Xy wtedy i tylko wtedy, gdy x5 ¢ X, a to jest sprzecz-
nos¢é. Musimy zatem odrzucic przypuszczenie o istnieniu funkcji f. W konsekwen-
cji, X oraz p(X) nie s réwnoliczne.

Jednym z wnioskéw z tego twierdzenia jest to, ze zbior N nie jest réwnoliczny
ze swoim zbiorem potggowym p(N). Oznacza to, ze nie mozna ponumerowaé w
spos6b wzajemnie jednoznaczny liczbami naturalnymi wszystkich zbioréw liczb
naturalnych.

Innym wnioskiem jest oczywiscie to, ze jesli utworzymy nieskonczony ciag
zbioréw:

(N, p(N), p(p(N)), p(p(p(N))), - ..),

to zadne dwa wyrazy tego ciagu nie beda réwnoliczne.
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5.5

Zbiory nieprzeliczalne

Zbidr jest nieprzeliczalny, jesli jest nieskoriczony (w sensie definicji Dedekinda),
ale nie jest przeliczalny.

Wykazywanie, ze jaki$ zbiér nieskoniczony X jest nieprzeliczalny wymaga po-
kazania, ze zaden zbidr par uporzadkowanych nie jest bijekcja z X na zbidr wszyst-
kich liczb naturalnych. Wymagatoby to wigc — w przypadku dowodéw wprost —
»przejrzenia” uniwersum wszystkich zbioréw (ktére samo nie jest zbiorem). Nie-
przeliczalnosci zbioréw dowodzi si¢ raczej metoda nie wprost, przypuszczajac, ze
taka bijekcja istnieje i dochodzac do sprzecznosci.

PRZYKLADY.

1.

Na mocy twierdzenia Cantora, zbior p(N) jest nieprzeliczalny, poniewaz nie
jest skorniczony.

. Zbiér wszystkich nieskonczonych ciagéw o wyrazach bedacych liczbami na-

turalnymi jest nieprzeliczalny.

. Zbidr wszystkich nieskoriczonych ciagdéw zero-jedynkowych (czyli o wyra-

zach begdacych 0 lub 1) jest nieprzeliczalny.

. Zbidr R wszystkich liczb rzeczywistych jest nieprzeliczalny. Za chwilg po-

damy stosowng argumentacjg.

. Zbidér R x R jest nieprzeliczalny.

. Dowolny przedziat o dtugosci dodatniej liczb rzeczywistych jest nieprzeli-

czalny.

Udowodnimy, dla przyktadu, ze zbiér wszystkich nieskoficzonych ciagéw zero-
jedynkowych (czyli o wyrazach begdacych O lub 1) jest nieprzeliczalny. Wygod-
nie bedzie przy tym wyobrazi¢ sobie nastgpujaca reprezentacj¢ geometryczna tego
zbioru w postaci tzw. petnego drzewa dwojkowego:

T
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Wszystkie nieskoficzone ciagi zero-jedynkowe sg reprezentowane przez gate-
zie tego drzewa: nieskoriczone Sciezki, ktére rozpoczynaja si¢ pod (najwyzej poto-
zonym korzeniem tego drzewa). Doktadniej zbadamy ten obiekt nieco péZniej, na
wykladzie poS§wigconym relacjom porzadkujacym.

Dowdd nieprzeliczalno$ci zbioru wszystkich nieskoiczonych ciagéw zero-je-
dynkowych polega¢ begdzie na pokazaniu, ze nie mozna ustawi¢ w jeden ciag nie-
skoficzony (numerowany liczbami naturalnymi) wszystkich gatezi tego drzewa.
Rozwiazanie wykorzystuje metode przekqtniowq Cantora. Przypusémy, dla do-
wodu nie wprost, ze mozna wszystkie gatezie nieskoficzonego drzewa dwdjkowego
ponumerowac liczbami naturalnymi. Niech to wyliczenie ma postac nastgpujaca
(kazda a] jest zerem lub jedynka):

1. g1 = alaias...

2. go = adadal...

3. g3 = a%a%ag .

4. itd.

Rozwazmy ciag G = b1babs . . ., gdzie:
1. jeSlia} =0,t0 b, =1

2. jesliay =1,t0 b, =0.

Wtedy ciag G rézni sig¢ od kazdego z ciagéw g, (co najmniej na n-tym miej-
scu). Tak wigc, jakkolwiek chcielibySmy ponumerowac wszystkie gatezie pelnego
drzewa dwojkowego liczbami naturalnymi, to zawsze pozostang gatezie, dla kt6-
rych numeréw nie starczy.

Zauwazmy, ze nasze przypuszczenie dotyczyto dowolnego sposobu numerowa-
nia wszystkich gatezi drzewa dwdjkowego liczbami naturalnymi. Powyzszy wynik
oznacza zatem, ze taka (wyczerpujaca wszystkie gatezie) numeracja jest niemoz-
liwa. Tak wigc wszystkich galezi tego drzewa nie mozna ustawi¢ w ciag uporzad-
kowany tak, jak wszystkie liczby naturalne.

W podobny sposéb dowodzi si¢, ze zbidr wszystkich nieskoinczonych ciagdéw o
wyrazach bedacych liczbami naturalnymi nie wigkszymi od 9 jest nieprzeliczalny.
Pamigtajac teraz, ze rozwinigcia dziesigtne liczb rzeczywistych mozna interpreto-
wac jako takie wlasnie ciagi, otrzymujemy wniosek gtoszacy, ze zbidr wszystkich
liczb rzeczywistych jest nieprzeliczalny. Jak zakladaliSmy na poczatku tych wy-
ktad6w, stuchacze rozumieja liczby rzeczywiste po czgsci na sposoéb intuicyjny (co
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na razie wystarcza). Precyzyjne konstrukcje liczb rzeczywistych podane zostana w
dalszych wyktadach.

Zbiory, ktére sa rownoliczne ze zbiorem R wszystkich liczb rzeczywistych
nazywa si¢ zbiorami mocy kontinuum. Mozna udowodni¢, ze zbiorami mocy kon-
tinuum sg m.in.:

1. Zbiér R x R, zbiér R3, ogélnie: kazdy zbiér R™, dla n > 1. Gdy Georg
Cantor udowodnit, ze zbiory R oraz R x R sa réwnoliczne (czyli oba sg
zbiorami mocy kontinuum), napisat o tym dowodzie w liscie do Richarda
Dedekinda: Je le vois, mais je ne le crois pas (widzg to, ale w to nie wierze).
Intuicje moga podpowiadacd, ze punktéw plaszczyzny jest wigcej niz punk-
téw na prostej, ale dowdd przesadza sprawe. Matematycy akceptuja popraw-
no$¢ dowodu rownolicznosci R oraz R x R. Mamy tu do czynienia z sytu-
acja, gdy pewne — dotad niejasne — przekonania intuicyjne zostaja zastapione
precyzyjnym twierdzeniem, ktére ksztattuje nowe intuicje matematyczne.

Jako wyzwanie intelektualne dla stuchaczy proponujemy zastanowienie sig,
jak mozna bytoby udowodnié, ze zbiory R oraz R x R sa réwnoliczne. Wska-
zowka: rozwaz rozwinigcia dziesigtne liczb rzeczywistych.

2. Kazdy przedziat domknigty [a, b] o dlugosci dodatniej w zbiorze R.
3. Kazdy przedziat otwarty (a, b) o dtugosci dodatniej w zbiorze R.

4. Kazdy produkt kartezjanski [0, 1] domknigtego przedziatu o dtugosci 1, dla
dowolnej n > 1 (czyli kazda jednostkowa kostka n-wymiarowa).

Poniewaz twory geometryczne (na prostej, ptaszczyZnie oraz w przestrzeni) re-
prezentujemy z wykorzystaniem zbioru liczb rzeczywistych oraz jego podzbioréw,
otrzymujemy réwniez twierdzenia dotyczace przeliczalno$ci lub nieprzeliczalno-
Sci tworéw geometrycznych, rozumianych jako zbiory punktéw.

W celu ustalania réwnolicznosci zbioréw punktéw odpowiadajacych tworom
geometrycznym wykorzystywaé mozna takze fakt, ze pewne przeksztalcenia geo-
metryczne sg bijekcjami (np. izometrie lub podobiefistwa). W ten sposéb mozna
pokaza¢ m.in., ze:

1. Kazde dwa odcinki sa réwnoliczne.
2. Kazde dwa okregi sa réwnoliczne.
3. Kazde dwa kota domknigte sa réwnoliczne.

4. Kazde dwa kota otwarte sa rOwnoliczne.
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6 Funkcje znane ze szkoly

Wyliczymy, bez wdawania si¢ w szczegdty, niektére funkcje, ktére znane sa stucha-
czom ze szkoty. Bedziemy z nich wielokrotnie korzysta¢ w dalszych wyktadach.

1.

4.
5.

Podstawowe dzialania arytmetyczne: dodawanie, mnozenie, odejmowanie,
dzielenie.

Dalsze operacje: potggowanie, pierwiastkowanie, funkcja wyktadnicza, funk-
cja logarytmiczna.

. Funkcje wielomianowe jednej zmiennej. W szczegdlnosci: funkcja liniowa

oraz funkcja kwadratowa.
Funkcje wymierne. Funkcja homograficzna.

Funkcje trygonometryczne: sinus, cosinus, tangens, cotangens.

Zachecamy stuchaczy do przypomnienia sobie definicji wymienionych rodza-
jow funkcji. JesteSmy przekonani, ze moze dostarczy¢ to wielu pozytywnych emo-
cji, wynikajacych z u§wiadomienia sobie, ze az tyle potrafiliSmy zapamigtac z edu-
kacji szkolne;.

7 Zacheta do refleksji

1.
2.

Czy kazda funkcja ma jakiS opis jezykowy?

Czy mozna sporzadzi¢ wykres dowolnej funkcji?

. Co to znaczy, ze jedna funkcja ro$nie szybciej od drugiej?

. Ze szkoty znasz funkcje silnia, zdefiniowang dla liczb naturalnych. Czy ist-

nieje podobna do niej funkcja dla liczb rzeczywistych?

. Przypusémy, ze Wszechs§wiat jest skoficzony. Jaki jest wtedy sens méwienia

o zbiorach nieskoniczonych?

8 Podsumowanie

To, co nalezy zapamigtaé z niniejszego wyktadu:

1.

Definicja funkcji, argument i warto$¢ funkcji, jej dziedzina i przeciwdzie-
dzina, obrazy i przeciwobrazy zbioréw wzgledem funkcji.
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2. Iniekcje, surjekcje, bijekcje.

3. Zlozenie funkcji, funkcja odwrotna, obcigcie funkcji, funkcja charaktery-
styczna zbioru.

4. Wykres funkcji (zmiennej rzeczywistej).

5. Réwnoliczno$é zbiorow.

6. Zbiory nieskoiczone (w sensie Dedekinda).
7. Twierdzenie Cantora.

8. Zbiory przeliczalne i nieprzeliczalne.

9. Zbiory mocy kontinuum.
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