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-
Aksjomatyczna teoria mnogosci

O teoriach aksjomatycznych bedziemy méwi¢ w drugim semestrze. Tu
podamy jedynie sformutowanie aksjomatéw dla teorii mnogosci
Zermelo-Fraenkla.

e Uzywanym jezykiem jest jezyk klasycznego rachunku predykatéw z
identycznoscia i jedng statg pozalogiczna: dwuargumentowym
predykatem €.

@ Przypominamy, ze V jest symbolem kwantyfikatora ogdlnego, a 3
symbolem kwantyfikatora szczegétowego.

@ Spojniki prawdziwosciowe klasycznego rachunku zdan zostaty
omoéwione na zajeciach z Logiki Matematyczne;.
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Aksjomatyka teorii mnogosci ZF

Aksjomat ekstensjonalnosci:

VxVy (Vz(zex=z€y)—x=y)

Ten aksjomat stwierdza, ze kazdy zbiér jest jednoznacznie wyznaczony
poprzez swoje elementy.

Aksjomat pary:

VxVydzVu (u e z=(u=xVu=y))

To aksjomat gwarantujacy istnienie pary nieuporzadkowane;.
Aksjomat sumy:

VxdyVz (z€ey=TFu(z€ uNuE X))

Aksjomat ten gwarantuje istnienie sumy dowolnej rodziny zbioréw.
Aksjomat zbioru potegowego:

Vx3yVz (z € y =Vu(u € z — u € x))

Na mocy tego aksjomatu, dla dowolnego zbioru istnieje zbiér ztozony
doktadnie ze wszystkich jego podzbioréw.
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Aksjomatyka teorii mnogosci ZF

Schemat wyrézniania:

Vx1Vxp ... VxVy3zVu (ue z=(u €y N p(u,x1,x2,...,%n)))

gdzie ¢ jest formuta jezyka teorii mnogosci ZF taka, ze z nie jest zmienna
wolna w ¢, zas xi, X2, . . ., X, S3 zmiennymi wolnymi formuty ¢ innymi niz
u.

Schemat wyrézniania pozwala z elementéw danego wprzédy zbioru
utworzyé¢ jego podzbidr, ztozony z tych elementéw, ktére majg jakas
wtasnos¢, wyrazalna w jezyku (pierwszego rzedu) teorii mnogosci.

Mamy tu do czynienia nie z jednym aksjomatem, ale wfasnie ze schematem
nieskonczenie wielu aksjomatéw.

Aksjomat nieskonczonosci:
Ix(Fy(yvexAn-Fz(zey)AVy(yex—Vz(VNu(uez=u=y)—
z€x))

Ten aksjomat stwierdza istnienie (co najmniej jednego) zbioru
nieskonczonego. Uwaga: to jedyny aksjomat egzystencjalny w tej teorii
mnogosci.

Jerzy Pogonowski (MEG) Wstep do Matematyki (dod. 1) Aksjomaty teorii mnogosci 4/6



Aksjomatyka teorii mnogosci ZF

Schemat zastepowania:

Vu(VxVyVz (x e u N p(x,y) Np(x,z) > y =z) = IwVv (vew =

Ix (x € uNp(x,v))))

Schemat ten gwarantuje, intuicyjnie méwiac, ze obraz dowolnego zbioru
wzgledem jakiejkolwiek funkcji (opisywalnej formuta jezyka teorii mnogosci)
takze jest zbiorem.

Tu réwniez mamy do czynienia nie z jednym aksjomatem, ale ze
schematem nieskonczenie wielu aksjomatéw.

Aksjomat ufundowania:

Vx(Ju (uex) — Jy(y e xAVz(z €y — -z € x)))

Aksjomat ufundowania wyklucza istnienie nieskonczonych €-zstepujacych
ciagéw zbioréw, tj. takich ciagéw (x1, x2, x3, xa, . . .), ze:

X2 € X1, X3 € X2, X4 € X3,...
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Aksjomatyka teorii mnogosci ZF

Gdy do tego systemu dotaczy¢ Aksjomat wyboru:

Vx(Vy (y ex— 3z (zey) A\VyWu ((y exAuex)—y=
uvV-dv(veyAveu))—Iw(Vy(yex—3z((zeynze
w)AVYv ((veEyAvew)—v=z))))

To otrzymamy system teorii mnogosci nazywany ZFC.

Uwaga. Do aksjomatyki teorii ZF naleza takze aksjomaty dla
identycznosci:

e Vx (x = x)

o VxVy (x=y —y=x)

o VXVyWz (x=yANy=2z)— x=2z)

o VXVyVz (x=yAx€z)—yc€z),

o VXVyVz (x=yANzex)—zey).

Uwaga. Uzywane tu (np. w schematach wyré6zniania i zastepowania)
terminy: nieskonczony i przeliczalny naleza do metajezyka.

v
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