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Przedmiotem badari matematycznych sa zbiory wyposazone w pewne struk-
tury. Badane uniwersa skltadaja si¢ z elementéw powiazanych jakimi$§ zalezno-
Sciami. Formalnym odpowiednikiem tego typu poje¢ jak zaleznosé, zwiqzek, sto-
sunek jest pojecie relacji. Relacje maja ustalone liczby swoich argumentow. Dla
przyktadu, relacja mniejszosci lub relacja podzielnosci to zaleznosci, zachodzace
migdzy dwoma elementami (dwiema liczbami). Relacja leZenia miedzy to relacja
taczaca trzy argumenty, za$ czteroargumentowa jest np. relacja zachodzaca migdzy
punktami a, b, ¢ oraz d na ptaszczyZnie doktadnie wtedy, gdy odlegtos¢ od a do b
jest, powiedzmy, taka sama jak odlegtos¢ od ¢ do d.

1 Dygresja filozoficzna

Jak stuchacze dowiedza si¢ z kursu filozofii, ontologia zajmuje si¢ tym, jakie ro-
dzaje bytéw istnieja. Z kolei epistemologia stanowi refleksje filozoficzna nad po-
znaniem, o czym réwniez bedzie mowa na kursie filozofii.

Problemy filozoficzne sa niezwykle zawile i w gruncie rzeczy z reguly nie maja
ostatecznych rozwiazan: sa wciaz na nowo dyskutowane i dostarczaja coraz to no-
wych niespodzianek poznawczych.

Jezyki etniczne powstaly o wiele wcze$niej niz subtelne rozwazania filozo-
ficzne. Reprezentacje ontologiczne, ktére wspdlczesnie wiazemy z jezykiem natu-
ralnym sa wynikiem zaawansowanej refleksji teoretycznej. Uwazamy, ze w jezyku
naturalnym mozemy odnosic¢ si¢ do wszystkiego: tego, co otacza nas w rzeczywi-
stoSci fizycznej oraz tego, co nalezy do sfery abstraktéw, z wlaczeniem samego
jezyka.

Nie ma obecnie, o ile nam wiadomo, zadnej w miar¢ kompletnej i spdjnej kon-
cepcji ustalajacej, jaka jest w szczegodtach struktura odniesienia przedmiotowego



jezyka. W kazdym razie, odwotujemy si¢ w reprezentacjach ontologicznych m.in.
do:

1. Rzeczy, przedmiotow, obiektow.

2. Przestrzeni, czasu, ruchu, zmiany, przyczynowosci.
3. Cech, wlasnosci, zaleznosci.

4. Stanow rzeczy, zdarzen, procesow.

5. Sytuacji, faktow.

6. Roznego rodzaju mozZliwosci.

7. Abstraktow wielu rodzajow.

Stanowiska w ontologii oraz epistemologii moga by¢ skrajne lub umiarkowane.
Dla przyktadu, mozna uwazac, ze istnieje tylko to, co jest postrzegalne zmystowo
(zabawna skrajno$é). Mozna tez uwazaé, ze nic nie istnieje, wszystko jest utuda
(inna skrajnos¢, takze po§wiadczona w rozwazaniach filozoficznych).

Szczesliwie, w tym kursie nie musimy rozwaza¢ probleméw filozoficznych.
Przyjmiemy, ze ontologi¢ dla matematyki wyznacza teoria mnogosci. Wiele ucie-
chy dostarcza nam pytania natury epistemologicznej, dotyczace tego, jak wyobra-
Zamy sobie obiekty matematyczne oraz jaki mamy do nich dostep poznawczy.

2 Ekstensjonalne ujecie relacji

Wspblczesnie powszechnie przyjete jest traktowanie relacji na sposob ekstensjo-
nalny, czyli jako pewnych zbioréw. Takie podejscie jest oszczgdne ontologicznie,
w tym sensie, ze rozwazanymi bytami sa jedynie zbiory i nie musimy postulowaé
istnienia innego od zbioréw rodzaju bytéw. W szczegdlnosci, wltasnosci rowniez
traktujemy ekstensjonalnie, jako pewne zbiory obiektow.

2.1 Podstawowe definicje

Z poprzedniego wyktadu pamigtamy definicje pary uporzadkowanej oraz produktu
kartezjanskiego:

L (z,y) = {{«}, {z,9}}
2. X xY ={(z,y):x € Xorazy € Y}.



Moéwimy, ze R jest relacjq (dwuargumentowa) migdzy elementami zbioréw X
orazY,gdy R CY x Y, czyli gdy R jest podzbiorem produktu kartezjaniskiego
zbior6w X oraz Y. Dla relacji dwuargumentowych uzywamy zamiennie zapisu:
(z,y) € Rlub xRy (méwimy wtedy, ze relacja R zachodzi migdzy elementami x
oraz y).

Jesli R C X x X, to méwimy, ze relacja R jest okre$§lona w zbiorze X . Zbidr
X x X jest potegq kartezjariskq zbioru X .

PRZYKLADY.

1. Zbidér Z x Z to potega kartezjaniska zbioru Z. Jego reprezentacja graficzna jest
zbiér wszystkich punktow kratowych plaszczyzny (punktéw o obu wspot-
rzgdnych catkowitych).

2. Relacja mniejszos$ci w zbiorze {1, 2, 3} to zbiér par: {(1,2), (1,3),(2,3)}.

3. Relacja podzielnosci (bez reszty) w zbiorze wszystkich dodatnich liczb natu-
ralnych zdefiniowana jest nastgpujaco: x|y wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje
liczba naturalna z taka, ze x - z = y. Jesli x|y, to méwimy, ze x dzieli y (lub:
y jest podzielna przez x).

4. Konstytucja Rzeczpospolitej Polskiej uznaje za matzeristwo stosownie zare-
jestrowany zwigzek kobiety i m¢zczyzny, spetniajacych odpowiednie kryte-
ria wieku. Jesli M to zbiér m¢zczyzn, zas K to zbior kobiet, to:

(a) Relacja bycia mezem (w sensie Konstytucji RP) jest podzbiorem zbioru
M x K.

(b) Relacja bycia zong (w sensie Konstytucji RP) jest podzbiorem zbioru
K x M.

Jest to oczywiscie niezwykle uproszczony sposéb ujmowania zwiagzku mat-
zenskiego, o czym stuchacze przekonaja si¢ (radosnie lub bolesnie) w swoim
Zyciu Dorostym. Z jednej strony, wiadomo, ze w dwéjke tatwiej pokonywaé
problemy, ktére stwarza matzenstwo. Z drugiej strony, matzeistwo jest by-
tem czysto umownym, podobnie jak pieniadze czy tez oceny z egzaminu.

Wprowadzamy pojecie uporzadkowanej n-tki obiektéw (n-krotki). Para upo-
rzadkowana (x1,x9) zostata juz zdefiniowana. Tréjke uporzadkowana (o pierw-

szym elemencie x1, drugim z9 oraz trzecim x3) definiujemy nastgpujaco:

($1, T, ZE3) = ((.1‘1, $2), 33‘3).



Ogdlnie, n-tk¢ uporzadkowang definiujemy jako:

(.’El,.’IJ‘Q,IB?,, cee ,.’L’n) = ((.’131,.’172, T3y ,.Tn_l),.’lfn).
Produkt kartezjariski zbiorow X1, X, ..., X,, definiujemy nastgpujaco:
n
[[Xi=XixXox...x X, =
i=1
={(z1,22,23,...,2,) 1 7; € X;dlal <i<n}.

Produkt kartezjafiski X x X X ... X X (n razy) oznaczamy X" i nazywamy
n-ta potega kartezjarnska zbioru X.
PRZYKLADY.

1. Zbiér {(z,y) : * € R oraz y € R} to potega kartezjariska R? zbioru R.

2. Zbiér {0, 1}3, czyli trzecia potega kartezjariska zbioru {0, 1} to zbi6r wszyst-
kich tréjek uporzadkowanych (x,y, z), gdzie x,y, z € {0, 1}. Masz jakie$
wyobrazenia geometryczne zwigzane z tym zbiorem?

3. W kulturze rosyjskiej uzywa si¢ imienia, otczestwa (imienia ojca) oraz na-
zwiska, np.: Aleksandr Siergiejewicz Puszkin. Wszelkie mozliwe takie tréj-
elementowe uktady naleza zatem do produktu kartezjanskiego: zbiér imion
razy zbior otczestw razy zbidr nazwisk.

Niech X7, X5, ..., X, beda dowolnymi zbiorami. Relacja n-argumentowa mig-
dzy elementami tych zbioréw nazywamy dowolny podzbiér produktu kartezjan-
skiego X7 x Xo X ... x X,.

Relacje jednoargumentowe to podzbiory uniwersum. Relacje zeroargumentowe
to elementy uniwersum.

PRZYKLADY.

1. ,,By¢ liczba parzysta” to przyklad relacji jednoargumentowej w zbiorze N
wszystkich liczb naturalnych. Ta relacja to po prostu zbiér wszystkich liczb
parzystych.

2. Tréjargumentowa relacja {(x,y, z) : x,y,z € R oraz x < y < z} zachodzi
migdzy liczbami rzeczywistymi x, y oraz z, gdy y lezy migdzy (w sensie
relacji mniejszosci) liczbami x oraz z.

3. Zdrada. W potocznym rozumieniu, zdrada jest relacja tréjargumentowa: osoba
x zdradza osobg ¥y z osobg z.

Definiujemy kilka poje¢ zwigzanych z dowolna relacja R C X x Y:



1. R-nastepnik.Dlaz € X niech R(z) = {y € Y : xRy}. Zbior R(z) to zbiér
wszystkich R-nastgpnikow elementu ¢ € X.

2. R-poprzednik. Dlay € Y niech R~(y) = {z € X : xRy}. Zbiér R~}(y)
to zbiér wszystkich R-poprzednikow elementu y € Y.

3. Dziedzina. dom(R) = {x € X : xRy dla pewnego y € Y }. Zbiér dom(R)
nazywamy dziedzing relacji R (inny termin: dziedzina lewostronna).

4. Przeciwdziedzina. rng(R) = {y € Y : xRy dla pewnego = € X }. Zbior
rng(R) nazywamy przeciwdziedzing relacji R (inny termin: dziedzina pra-
wostronna).

5. Pole. Sume dziedziny i przeciwdziedziny relacji R nazywamy polem relacji
R i oznaczamy przez fld(R): fld(R) = dom(R) U rng(R).

6. Obraz zbioru wzgledem relacji. Niech A C X. Obrazem zbioru A wzglgdem
relacji R jest zbior:

R[A] ={y € Y : xRy dla pewnego = € A}.

7. Przeciwobraz zbioru wzgledem relacji. Niech B C Y. Przeciwobrazem
zbioru B wzgledem relacji R jest zbi6r:

R™YB] = {x € X : xRy dla pewnego y € B}.
Jesli RC X x YorazS C X x Y, to méwimy, ze:
1. Relacja R jest podrelacjq relacji S, gdy R C S.
2. Relacje Ri S sa roztqczne, gdy RN S = ().

Relacja pusta to relacja, ktéra nie zachodzi migdzy zadnymi elementami (usta-
lonego zbioru). Relacja pefna na zbiorze X, to relacja, ktéra zachodzi migdzy kaz-
dymi dwoma (réznymi lub nie) elementami zbioru X . Tak wigc, relacja petna na
X to po prostu X x X. Relacja pusta to oczywiscie zbidr ().

Jesli zbiér X ma n elementéw, to zbiér X x X ma n? elementéw. Rodzina
wszystkich podzbioréw zbioru X X X ma zatem 27" elementéw. Na zbiorze n-
elementowym istnieje zatem on’ réznych relacji.

PRZYKLADY.

1. Rozwazmy relacj¢ podzielno$ci w zbiorze wszystkich dodatnich liczb na-
turalnych. Poprzednikiem liczby z wzgledem tej relacji jest kazdy dzielnik
liczby x. Nastgpnikiem liczby x wzgledem tej relacji jest kazda wielokrot-
no$¢ liczby .



2.2

. Rozwazmy relacje {(z,y) € R? : z -y = 1}. Dziedzina tej relacji jest

R — {0}. Jej przeciwdziedzing réwniez jest R — {0}. W konsekwencji, jest
to takze jej pole.

. Rozwazmy relacj¢ bycia megzem (w sensie Konstytucji RP), rozumiang jako

podzbidr produktu kartezjanskiego M x K, gdzie K to zbidr kobiet, a M to
zbidr mezczyzn. Jej dziedzing jest zbidr wszystkich zZonatych, a jej przeciw-
dziedzing jest zbiér wszystkich zameznych. Jej polem jest zbidr wszystkich
0s6b pozostajacych w zwiazku matzefiskim (w sensie Konstytucji RP).

Rozwazmy relacj¢ podzielnosci w zbiorze wszystkich dodatnich liczb na-
turalnych oraz zbiér {2, 3,5}. Jego obrazem wzglgdem tej relacji jest zbior
tych wszystkich dodatnich liczb naturalnych, ktére sg podzielne przez co
najmniej jedna z liczb: 2, 3, 5.

. Rozwazmy relacj¢ podzielno$ci w zbiorze wszystkich dodatnich liczb na-

turalnych oraz zbiér {12, 13,15}. Jego przeciwobrazem wzgledem tej rela-
cji jest zbi6r tych wszystkich dodatnich liczb naturalnych, ktére dziela bez
reszty co najmniej jedna z liczb: 12, 13, 15, a wigc zbior:

{1,2,3,4,5,6,12,13,15}.

. Relacja < jest podrelacja relacji < na zbiorze N.

. Relacje < oraz > na zbiorze R sa roztaczne. Nie sg rozlaczne relacje < oraz

> na tym zbiorze, poniewaz ich cz¢§¢ wspdlna to relacja identycznosci.

Na zbiorze {1, 2, 3} istnieje 23" czyli 29 relacji. Poniewaz 2° = 512, wigc
na zbiorze {1, 2, 3} istnieje 512 relacji.

Sposoby reprezentacji

Relacje mozemy reprezentowac graficznie. Popularne sposoby reprezentaciji to:

1. Grafy. Kazdej relacji R C X X Y odpowiada graf: jego wierzchotkami sa

elementy zbioréw X oraz Y, potaczone krawedzig sa te elementy x oraz
y, dla ktérych zachodzi z Ry. Méwimy przy tym o krawedziach zoriento-
wanych (rysowanych np. w postaci strzatek), bowiem wazna jest kolejnosé
argumentow relacji.

2. Macierze. Dla skonficzonych zbioréw X oraz Y wyliczamy elementy zbioru

X w wierszach, a elementy zbioru Y w kolumnach. Jesli relacja R C X x Y



zachodzi dla pary (z,y), to na przecigciu wiersza odpowiadajacego z oraz
kolumny odpowiadajacej y umieszczamy 1, w przeciwnym przypadku na
tym miejscu umieszczamy O.

3. Reprezentacje geometryczne. Relacje R C R x R reprezentujemy jako pod-
zbiory ptaszczyzny kartezjanskiej R x R.

PRZYKLADY.
1. Narysujemy na tablicy graf relacji podzielnosci w zbiorze {1, 2, 3,4,5,6,7}.

2. Narysujemy na tablicy graf relacji inkluzji wiasciwej w zbiorze potggowym
zbioru {1, 2, 3}.

3. Narysujemy na tablicy graf relacji {(z,y) € Rx R : y = 22}. Poniewaz jest
to zbidr nieskoniczony, wigc w istocie narysujemy jedynie jego fragment.

Narysujemy macierze reprezentujace relacje:
PRZYKLADY.

1. Macierz dla relacji mniejszosci w zbiorze {1, 2, 3}:

W[ N[ —=|A
oo -
SO =N
O = =W

2. Macierz dla relacji inkluzji wtasciwej w rodzinie podzbioréw zbioru {1, 2, 3}:

c [0 {ay {2} [ {3} ] {12} | {1,3} | {2,3} | {1,2,3}
0 (o 1 |1 |1 1 1 1 1
{ay (oo oo 1 1 0 1
@2y (o o]0 o0 1 0 1 1
By [oj oo 0] o 1 1 1
{12y [o[ 0 [0 |0 o 0 0 1
1,3 o[ 0 [0 0] 0 0 0 I
23y [0l 0 [0 ] 0] 0 0 0 1
{1,235/0] 0 [0 | 0| O 0 0 0

3. Macierz relacji identycznosci na zbiorze {1, 2, 3}:



W=
o|lo| =~
SO
— OO W

3  WilasnoSci relacji dwuargumentowych

Interesuja nas sytuacje, w ktorych z faktu zachodzenia danej relacji migdzy ustalo-
nymi obiektami mozemy wywnioskowac jej zachodzenie (badZ nie) migdzy innymi
obiektami.

3.1 Lista wybranych wlasnosci

Niech R bedzie relacja dwuargumentowa na zbiorze X, czyli R C X x X.

3.1.1 Zwrotnos¢ i przeciwzwrotnosé

Relacja R jest zwrotna, gdy xRz dla wszystkich x € X.
Relacja R jest przeciwzwrotna, gdy x Rz nie zachodzi dla zadnego x € X.
PRZYKLADY.

1. Relacja < jest zwrotna w zbiorze R wszystkich liczb rzeczywistych.
2. Relacja < jest przeciwzwrotna w zbiorze R wszystkich liczb rzeczywistych.

3. Istnieja relacje, ktére nie sa ani zwrotne ani przeciwzwrotne, np: {(z,y) €
R?:y = 2z},

3.1.2 Symetria, asymetria, antysymetria

Relacja R jest symetryczna, gdy dla wszystkich x € X oraz y € X: jesli xRy, to
yRx.

Relacja R jest asymetryczna, gdy dla wszystkich x € X oraz y € X: jesli
xRy, to nie zachodzi yRzx.

Relacja R jest antysymetryczna, gdy dla wszystkich x € X oraz y € X: jesli
rRyoraz yRx,to x = y.
PRZYKLADY.

1. Relacja roztacznosci zbioréw jest symetryczna.

2. Relacja < jest asymetryczna w zbiorze R wszystkich liczb rzeczywistych.



3. Relacja < jest antysymetryczna w zbiorze R wszystkich liczb rzeczywi-
stych.

4. Relacja inkluzji jest antysymetryczna w dowolnej rodzinie zbioréw.

5. Istnieja relacje, ktére nie sa ani symetryczne ani asymetryczne, np.:

{(1,1),(1,2),(2,1),(3, D}

3.1.3 Przechodnios$¢, euklidesowosé

Relacja R jest przechodnia, gdy dla wszystkich x € X,y € X oraz z € X: jesli
xRy oraz yRz, to xRz.

Relacja R jest euklidesowa, gdy dla wszystkich z € X,y € X oraz z € X:
jesli xRy oraz xRz, to yRz.
PRZYKLADY.

1. Relacja inkluzji jest przechodnia.
2. Relacja bycia elementem nie jest przechodnia.
3. Relacja réwnolegtosci prostych na ptaszczyznie jest euklidesowa.

4. Relacja prostopadiosci prostych na ptaszczyznie nie jest przechodnia i nie
jest euklidesowa.

5. Relacje < oraz < w zbiorze R wszystkich liczb rzeczywistych sa przechod-
nie.
3.1.4 Spédjnosé

Relacja R jest spdjna, gdy dla wszystkich x € X orazy € X: x = y lub zRy
Iub y Rz. Wyrazi¢ ten warunek mozna réwniez tak: relacja R jest spdjna, gdy dla
wszystkich x € X orazy € X: jesli z # y, to xRy lub y Rx.

PRZYKLADY.

1. Relacja < jest spdjna w zbiorze R wszystkich liczb rzeczywistych.

2. Relacja inkluzji (w catkiem dowolnej rodzinie zbioréw) nie jest spojna.



3.1.5 Serialnosé¢

Relacja R jest serialna, gdy dla kazdego x € X istnieje y € X taki, ze z Ry.
PRZYKLADY.

1. Relacja < w zbiorze R wszystkich liczb rzeczywistych jest serialna.

2. Relacja podzielnosci (z|y, gdy z dzieli y) w zbiorze wszystkich dodatnich

liczb naturalnych jest serialna.

3. Relacja ,,bycia potomkiem” (w zbiorze wszystkich ludzi) nie jest serialna.

3.1.6 Wtlasnosci relacji a ich reprezentacje

Czy z reprezentacji wtasnosci w postaci graféw lub macierzy odczyta¢ mozna wia-
snoS$ci relacji? Innymi stowy: jakie regularnosci w owych reprezentacjach odpo-
wiadaja poszczegdlnym wilasnoSciom relacji? Jest wiele takich regularnosci, ogra-

niczymy si¢ do wyliczenia kilku z nich.
PRZYKLADY.

1. Graf relacji zwrotnej zawiera petle przy kazdym wierzchotku.

2. Graf relacji przeciwzwrotnej nie zawiera zadnej petli.

3. W grafie relacji symetrycznej: jesli dwa wierzchotki sa potaczone zorien-
towana krawedzia, to w obie strony. Tak wigc, grafy relacji symetrycznych
mozna upro$cié, pomijajac orientacje¢ krawedzi (i rysujac jedynie krawedzie

niezorientowane).

4. W grafie relacji asymetrycznej jeSli dwa wierzcholki sg polaczone zoriento-

wana krawedzia, to tylko w jedna strong.

5. Macierz relacji zwrotnej ma na gtéwnej przekatnej jedynki.

6. Macierz relacji symetrycznej jest symetryczna wzgledem gtéwnej przekat-

nej.

7. Zachecamy shuchaczy do zastanowienia sig, jakim regularnoSciom w repre-

zentacjach relacji odpowiadaja pozostate wymienione wlasnosci relacji.

UWAGA. WlasnoSci relacji sa (w ekstensjonalnym ujeciu) zbiorami relacji. Pamig-

tajmy, ze np. przechodnio$¢ to wlasno$¢ relacji, a nie relacja.
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3.2 Zestawy wlasnoSci

Relacjom moga przystugiwac cate zestawy wiasnosci. Tak wigc, relacje, ktére
odpowiadaja nieodréznialnosci obiektéw pod ustalonymi wzgledami maja kilka
wspolnych wtasnosci. Podobnie, relacje ustalajace uszeregowania obiektéw lub
ustalania hierarchicznej struktury w zbiorze obiektow takze maja wspdlne wia-
snosci. Relacjom porzadkujacym pos§wigcony jest w catosci jeden z dalszych wy-
ktadow.

PRZYKLADY.

1. Relacje, ktére s zwrotne i symetryczne, nazywamy relacjami podobieristwa
(lub tolerancji). Podobienstwo polega¢ moze na posiadaniu przez obiekty co
najmniej jednej cechy wspdlnej (z jakiego$ ustalonego inwentarza cech).

2. Relacje, ktoére sa przeciwzwrotne i symetryczne, nazywamy relacjami opo-
zycji. Opozycja moze polegaC na réznieniu si¢ obiektéw co najmniej jedna
cecha (z jakiego$ ustalonego inwentarza cech).

3. Jesli niepusta relacja R jest przechodnia, asymetryczna oraz serialna, to jej
pole musi by¢ zbiorem nieskoriczonym. Zachgcamy stuchaczy do refleksji
nad tym stwierdzeniem.

4 Relacje rownowaznosSci

Relacje réwnowaznosci odpowiadaja nieodr6znialnosci obiektow pod ustalonymi
wzgledami.

Niech R bedzie relacja dwuargumentowa na zbiorze X, czyli R C X x X. M6-
wimy, ze R jest relacjq réownowaznosci na zbiorze X, jesli R jest relacja zwrotna,
symetryczna oraz przechodnig w X.

Jesli R jest relacja rownowaznosci na X, to oznaczamy:

1. [z]r = R(z) = {y € X : xRy}. Zbior [x|r nazywamy klasq abstrakcji
(klasq rownowaznosci) elementu x € X wzgledem relacji R.

2. X/R = {[z]g : € X}. Rodzing X /R nazywamy rodzing klas abstrakcji
relacji R. Uzywa si¢ rdwniez terminu zbior ilorazowy zbioru X wzgledem
relacji R na oznaczenie zbioru X/R.

Zachodza nastgpujace fakty dla dowolnej relacji réwnowaznosci R na zbiorze
X:
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1. Kazdaklasa abstrakcji relacji R jest zbiorem niepustym. To wynika za zwrot-
nosci R.

2. Kazdy element zbioru X nalezy do jakiej$ klasy abstrakcji relacji R (czyli
suma rodziny wszystkich klas abstrakcji relacji R jest réwna zbiorowi X).
To wynika za zwrotnoS$ci R oraz z faktu, ze kazda klasa abstrakcji jest pod-
zbiorem zbioru X.

3. xRy wtedy i tylko wtedy, gdy [x]r = [y]&-

(a) Zal6zmy bowiem, ze xRy. Aby udowodnié, ze wtedy [z]r = [y]r,
zauwazmy, ze wystarczy (ze wzgledu na to, iz R jest symetryczna)
pokazaé, ze [z]r C [y]g. Niech z € [z]r. Wtedy zRx. Poniewaz z
zalozenia xRy, a wigc, na mocy przechodniosci relacji R, z Ry, czyli
z € [ylr.

(b) Zatézmy teraz, ze [x|g = [y|g. Mamy xRz (zwrotnos¢), czyli x €
[] g. Poniewaz [x]r = [y]r, Wigc = € [y]g, a to oznacza, ze zRy.

4. Kazde dwie rézne klasy abstrakcji relacji R sg rozlaczne. Z tego, co udo-
wodniono przed chwila wynika, ze jesli [x]r # [y]r, to nie zachodzi xRy.
Musimy pokazaé, ze [z]r N [y|r = 0. Przeprowadzimy dowdd nie wprost.
Przypusémy, ze z € [z|r N [y]g. Wtedy xRz oraz z Ry, a zatem (przechod-
nio$¢ R), takze xRy, wbrew zatozeniu. Musimy wigc odrzuci¢ poczynione
przypuszczenie. Ostatecznie: [z]g N [y]r = 0.

Pewne relacje réwnowaznoS$ci odgrywaja fundamentalng rolg w wielu rozwa-
zaniach matematycznych. Wiele obiektow matematycznych definiujemy wiasnie
przez abstrakcje jako klasy abstrakcji stosownych relacji rtéwnowaznosci.
PRZYKLADY.

1. Relacja identycznosci. Relacja identycznosci (na zbiorze X) to zbiér { (z, z) :
x € X}. Nazywa si¢ ja tez czasem przekqtng zbioru X . Uzywa sig dla niej
oznaczeh: =, idx, Nx.

2. Relacja identyczno$ci na zbiorze X jest zawarta w kazdej relacji réwno-
waznosci na tym zbiorze. Kazda relacja rownowaznosci na zbiorze X jest
zawarta w relacji pelnej X x X, ktdra jest oczywiscie relacja r6wnowazno-
Sci.

3. Relacja przystawania tréjkatow jest relacja rownowaznosci.

4. Relacja réwnolegloSci prostych na ptaszczyznie jest relacja rownowaznosci.

Kazda jej klasa abstrakcji wyznacza zatem pewien kierunek na plaszczyznie.
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5.

4.1

Kongruencje. Jak zobaczymy nieco pdZniej, szczegdlnie wazne sq takie re-
lacje réwnowaznosci, ktére — w $cisle okre§lonym sensie — sa zgodne z dzia-
taniami na obiektach matematycznych.

RéwnowaznoSci a podzialy

Istnieje wzajemnie jednoznaczna odpowiednio$¢ migdzy relacjami rdwnowazno-
Sci, okreS§lonymi na danym zbiorze a podzialami tego zbioru.

Podziatem zbioru X nazywamy kazda rodzing jego niepustych podzbioréw X
taka, ze:

1.
2.

Dowolne dwa rézne elementy rodziny X sa zbiorami roztacznymi.

Suma wszystkich zbioréw nalezacych do rodziny X jest réwna zbiorowi X.

PRZYKELADY.

1.

2.

Rodzina {Q, R — Q} jest podziatem zbioru R. Jej elementy to oczywiscie:
zbidr wszystkich liczb wymiernych QQ oraz zbidr wszystkich liczb niewy-
miernych R — Q.

Rodzina {{1, 2}, {3, 4}, {5,6}} jest podziatem zbioru {1,2, 3,4, 5,6}.

Zachodzi nastgpujacy zwiazek migdzy relacjami réwnowaznosci na danym
zbiorze a podziatami tego zbioru:

1.

Niech R bedzie relacja rownowaznosci na zbiorze X . Wtedy rodzina wszyst-
kich jej klas abstrakcji jest podzialem zbioru X . PokazaliSmy to juz poprzed-
nio.

. Jesli X jest podziatem zbioru X, to relacja Ry C X x X okreSlona naste-

pujaco: xRy wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje A € X taki, ze x € A oraz
y € A jest relacja rownowaznosci na zbiorze X . Zwrotnos¢ relacji Ry wy-
nika z tego, ze wszystkie elementy podziatu X zbioru X sa niepuste. Relacja
Ry jest oczywiScie symetryczna. Przechodnio$¢ relacji Ry wynika z faktu,
ze elementy podzialu X" zbioru X sa roztaczne.

PRZYKLADY.

1.

Rozwazmy relacje =2 okreslona dla liczb catkowitych w sposéb nastgpu-
jacy: z =2 y wtedy i tylko wtedy, gdy x oraz y maja takie same reszty z
dzielenia przez 2. Relacja ta wyznacza podziat zbioru Z na doktadnie dwie
klasy: wszystkich catkowitych liczb parzystych oraz wszystkich catkowitych
liczb nieparzystych.
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2. Rozwazmy teraz relacje =, okreSlona dla liczb catkowitych w sposéb naste-
pujacy: x =, y wtedy i tylko wtedy, gdy x oraz y maja takie same reszty z
dzielenia przez n. Czy potrafisz wskaza¢ rodzing wszystkich klas abstrakcji
tej relacji?

3. Rozwazmy relacj¢ R okreslong nastgpujaco dla dowolnych liczb rzeczywi-
stych z przedziatlu domknigtego [0, 1]: 2 Ry wtedy i tylko wtedy, gdy réznica
x — y jest liczba wymierng. Tak okreslona relacja R jest relacja rownowaz-
nosci (czy potrafisz to udowodnié?). Tak wigc, wyznacza ona pewien podziat
zbioru [0, 1]. Kazdy zbidr, ktéry powstaje poprzez wybranie doktadnie jednej
liczby z kazdej klasy abstrakcji relacji R i zebranie razem tych wszystkich
liczb nazywamy zbiorem Vitalego. P6Zniej przekonamy sig, jak dziwaczne sa
zbiory Vitalego.

Jesli X oraz Y sa podziatami zbioru X, to ich skrzyZowaniem nazywamy ro-
dzine Z taka, ze:

1. Dladowolnych A € X oraz B € Y mamy: AN B € Z.

2. Dla dowolnego C' € Z istnieja A € X oraz B € ) takie,ze C = AN B.

Jesli skrzyzowanie dwéch podziatéw X oraz Y zbioru X jest podziatem zbioru
X, to méwimy, ze podziaty X oraz Y sa niezalezne.

Rozwazmy trzy podzialy nastgpujacych oSmiu mokrych (wypetnionych woda)
obiektow:

plynie | stoi | naturalne | sztuczne | duze | male
rzeka TAK TAK TAK
strumienn | TAK TAK TAK
kanat TAK TAK | TAK
réw TAK TAK TAK
morze TAK TAK TAK
bajoro TAK TAK TAK
staw TAK TAK | TAK
basen TAK TAK TAK

Staw rozumiemy tutaj jako staw hodowlany.
Te trzy podzialy reprezentowaé mozna tez poprzez drzewo:
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mokre

T

stoi pltynie
naturalne sztuczne naturalne sztuczne

duze male duze male duze male duze male

Kazde dwa z rozwazanych podzialéw sa niezalezne. Skrzyzowanie wszystkich
trzech rozwazanych podzialéw daje w wyniku podziat, ktéry pozwala odréznié
kazde dwa z branych pod uwage rodzajéw obiektéw. O podziatach oraz ich skrzy-
zowaniach mowa tez bedzie podczas kursu Wprowadzenia do logiki.

S Operacje na relacjach

Na relacjach mozemy wykonywaé pewne operacje, otrzymujac w wyniku nowe
relacje.
5.1 Operacje boolowskie

Poniewaz — w ujeciu ekstensjonalnym — relacje traktujemy jako zbiory, wigc sto-
sowaé mozna do nich znane juz operacje na zbiorach:

1. Suma relacji R oraz S:

RUS ={(z,y) € X XY : xRy lub xSy}

2. Iloczyn (czesé wspdlna) relacji R oraz S
RNS={(x,y) € X XY : xRy oraz zSy}

3. Réznica relacji R oraz S:
R—S={(x,y) € X XY : xRy oraz nie zachodzi xSy}

4. Roznica symetryczna relacji R oraz S:

R+S=(R—8)U(S—R)=(RUS)—(RNS)

5. Dopetnienie relacji R: R' (inne oznaczenie: —R):

R ={(z,y) € X x Y : oraznie zachodzi zRy} = (X xY)— R

15



Operacje boolowskie wykonywaé¢ mozna tez oczywisScie w przypadku, gdy

X =Y, a wigc dla relacji okreS§lonych na ustalonym zbiorze X.

PRZYKLADY.
1. Suma relacji < oraz relacji = to relacja < (powiedzmy, w zbiorze R).
2. Iloczyn relacji < oraz > to relacja identycznosci = (powiedzmy, w zbiorze
R).
3. Réznica relacji < oraz = to relacja < (powiedzmy, w zbiorze R).
4. Roznica symetryczna relacji < oraz > w zbiorze R to suma relacji < oraz
>, a wigc (prawo trychotomii!) dopetnienie relacji identycznosci.
5. Dopehienie relacji < w zbiorze R to relacja > w zbiorze R.
5.2 Konwers i zlozenie

Istnieja tez operacje specyficzne dla relacji. Dwie szczegdlnie wazne takie operacje
to konwers oraz ztozenie relacji.

Niech R bedzie relacja dwuargumentowa migdzy elementami zbioréw X oraz

Y,czyi RC X xY.

Relacjq odwrotng do relacji R (inaczej: konwersem relacji ) nazywamy re-

lacje R~! C Y x X zdefiniowana nastgpujaco: y R~ 'z wtedy i tylko wtedy, gdy
zRy. Inne czasem uzywane oznaczenie dla konwersu relacji R to R.
PRZYKLADY.

. Konwersem relacji < w zbiorze N jest relacja > w zbiorze N.
. Konwersem relacji < w zbiorze R jest relacja > w zbiorze R.

. Nie nalezy myli¢ dopetnienia relacji z jej konwersem! Zauwazmy, ze np.:

(a) Dopetnieniem relacji < w zbiorze R jest relacja > w zbiorze R

(b) Konwersem relacji < w zbiorze R jest relacja > w zbiorze R.

Konwersem relacji bycia meZem (w sensie Konstytucji RP) jest relacja bycia
Zonq (w sensie Konstytucji RP).

Niech R bedzie relacja dwuargumentowa migdzy elementami zbioréw X oraz

Y,czyli R C X x Y, zas$ S relacja dwuargumentowa migdzy elementami zbioré6w
Yoraz Z,czyli S CY x Z.
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ZtoZeniem relacji R oraz S nazywamy relacje R o S C X X Z zdefiniowana
nastepujaco: xR o Sz wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje y € Y taki, ze xRy oraz
ySz.

PRZYKEADY.

1. Rozwazmy relacje < oraz > w zbiorze Z wszystkich liczb catkowitych.
Kiedy zachodzi x < o > y? Z definicji ztozenia relacji jest tak wtedy, gdy
istnieje z € Z taka, ze x < z oraz z > y. Poniewaz dla dowolnych z,y € Z
taka z istnieje (np. z = |x| + |y| 4+ 1), wigc zlozenie < o > jest relacja peina
wZ,czyli < o > = 72,

2. Zlozeniem relacji < z relacja < w zbiorze Q wszystkich liczb wymiernych
jest relacja <. Mamy zatem: < o <=<.

3. Rozwazmy relacje: by¢ Zonq (w sensie Konstytucji RP) oraz by¢ ojcem (bio-
logicznym). Co jest ztozeniem tych relacji? Jezeli osoba x miataby by¢ w
tym ztozeniu relacji z osobg y, to musialaby istnie¢ osoba z taka, ze:

(a) x jest zona z oraz

(b) z jest biologicznym ojcem y.

Tak wigc, omawiane ztozenie to relacja: by¢ biologiczng matkq lub macochq.

5.3 Inne operacje

Przechodnim domknieciem relacji R C X x X nazywamy relacje R zdefinio-
wang indukcyjnie:

l. R =R
2. "1 =R"oR
3. R" =y R"™
n
Tak wigc, 2Ry wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje liczba naturalna n € N oraz

istniejq elementy zg, z1, ..., T, € X takie, ze xg = x, x, = y oraz r;Rx;4; dla
wszystkich 0 < @ < n.

1. Relacja R'" jest przechodnia, dla dowolnej relacji R.

2. Przechodnie domknigcie relacji podobienstwa jest relacja réwnowaznosci.
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Jesli R jest relacja przechodnia, to jej graf moze by¢ dos¢ skomplikowany. W
takich przypadkach stosuje si¢ czasami pewne konwencje upraszczajace, np. rysuje
sie graf dla relacji R — R? i dodaje uwage, zZe pominieto krawedzie, istniejace na
mocy przechodniosci relacji R.

Jest jeszcze cale mndstwo dalszych operacji na relacjach, czujemy jednak, ze
ich omawianie w tym momencie bytoby przesada. Jako ciekawostke, jedynie dla
zainteresowanych, dodajmy tylko dwa przyktady.

ZtoZeniem symetrycznym relacji R i .S nazywamy relacje:

R®S=(RoS)U(SoR).
Dombknigciem sumy relacji R i .S nazywamy relacje
R®S=(RUS)™.

Mozna takze definiowaé réznorakie operacje na relacjach n-argumentowych
dla n > 2. Dociekliwi stuchacze moga prébowaé zastanowi¢ si¢ nad tym samo-
dzielnie.

6 Wybrane prawa rachunku relacji

Zachodza nastgpujace fakty dotyczace operacji na relacjach (najprostsze z tych
praw mozna udowodnié na konwersatorium, pozostate mozna traktowa¢ jako ozdob-
nik tekstu):

1. Operacja ztozenia relacji jest taczna, tj.: Ry o (R2 o R3) = (R1 o Ry) o Rs.

2. Operacja ztozenia nie jest przemienna, tj. nie dla wszystkich relacji 1 i Ra
zachodzi: R1 o Ry = Ry o Ry.

3. Roidx =idx oR=R,.

4. Rop=0oR=10.

5. (RHY T =R (R7Y =(R)N
6. Jesli R C S, to:

(a) R—l g S—I,Rt’r g Str.
b)) ToRCToSorazRoT C SoT.

7. (RUS)'=R1tus-t
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8. (
9. (RUS)
10. (RNS)oT C (RoT)N(SoT),
(RoS)™!
(U Ri)o

11. (Ro =S 1oR!
12. UR U(R oQ)
el el
13. Qo (U R) = U(QoRy).
el el

14. Qo (N R) C QI(Q o R;).
15. (N Ri)oQC QI(Ri 0 Q).
6. (UR)"'=UR;"

el i€l
17. (N R)*=NR;"
iel iel

PRZYKEAD. Udowodnimy, dla przyktadu, ze: (Ro S)~! = S~1o R71.
Nastgpujace warunki sa réwnowazne, dla dowolnych relacji R oraz S oraz do-
wolnych z 1 y:

e 2(RoS)y

e y(RoS)x

e istnieje z taki, ze yRz oraz zSx

e istnieje z taki, ze zSz oraz yRz

e istnieje z taki, ze xS~ 'z oraz 2S5 1y)
e z(S7lo R 1)y

Otrzymujemy stad zatem: (Ro S)~! = S~1o R71,
O
Stuchacze moga prébowaé dowies¢ niektérych z tych praw. Wazne jest nie za-
pamigtywanie poszczegdlnych praw (nie prowadzimy kursu botaniki), lecz raczej
odwaga (i rogzwaga) dedukcyjna: postawa przejawiajaca si¢ w tym, ze staramy si¢
poprawnie rozumowad, czyli efektywnie korzysta¢ z mocy naszych umystéw. Za-
checamy zatem stuchaczy, aby w swojej Matematycznej Przygodzie Edukacyjnej
byli tak dzielni, jak nieustraszony i pomystowy Indiana Jones.
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7 Wyrazanie wlasnosci relacji poprzez operacje na nich

W terminach operacji na relacjach wyrazi¢ mozna wilasnosci relacji:

1.

7.
8.

R jest zwrotna wtedy i tylko wtedy, gdy idx C R

R jest przeciwzwrotna wtedy i tylko wtedy, gdy R Nidyx = ()

. R jest symetryczna wtedy i tylko wtedy, gdy R = R~}
. R jest asymetryczna wtedy i tylko wtedy, gdy RN R~ = ()

. R jest antysymetryczna wtedy i tylko wtedy, gdy RN R~! C idyx

R jest przechodnia wtedy i tylko wtedy, gdy Ro R C R
R jest przechodnia wtedy i tylko wtedy, gdy R = R

R jest spéjna wtedy i tylko wtedy, gdy RU R~ ! Uidy = X x X.

Uwazamy, ze niektére z powyzszych zalezno$ci moga by¢ udowodnione na
konwersatorium.

8 Zachowywanie wlasnoSci przez operacje

Naturalne jest pytanie, ktére wtasnosci relacji zostaja zachowane, gdy wykonujemy
na rozwazanych relacjach pewne operacje.
PRZYKLADY.

1.

Jesli relacje R i S sa zwrotne, to relacje: RU S, RN.S, Ro S, R™L, R' tez
$3 zwrotne.

. Jesli relacje R i S sa przeciwzwrotne, to relacje: R U S, RN S, R~ tez sa

przeciwzwrotne.

. ZYozenie R o S relacji przeciwzwrotnych jest przeciwzwrotne wtedy i tylko

wtedy, gdy RN S~ = 0.

. Jedlirelacje R1i.S sa symetryczne, to symetryczne sa tez relacje: RUS, RN

S, R, RoR~!, R'.

. Jesli relacje R i S sa symetryczne, to R o S jest symetryczna wtedy i tylko

wtedy, gdy Ro S = S o R.
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6. Jesli R jest asymetryczna, to R~! tez.

7. Jedli R jest asymetryczna, to R N S jest asymetryczna, dla dowolnej .S.
8. Jesdli R1i.S sa przechodnie, to RN S, R~ 11 R tez.

9. Jesli Ri S sa antysymetryczne, to RN Si R~} tez.

10. Jesli Ri S sa antysymetryczne, to: RU S jest antysymetryczna wtedy i tylko
wtedy, gdy RN S~ Cidyx.

11. Jesli Ri .S saasymetryczne, to: RU.S jest asymetryczna wtedy i tylko wtedy,
gdy RNS~ = 0.

12. Jesli R jest symetryczna i przechodnia, to R jest zwrotna, czyli R = R~!
oraz R o R C R implikuja idx C R.

13. RCR®SorazSC R S.
14. Jesli R, S, T sa przechodnie, to (R® S) T =R& (S T).
15. Jesli R, S, T sa przechodnie, to: jeSi RCTiSCT,to(R®S)CT.

Udowodnimy, dla przyktadu, ze: ztozenie 21 o Ry réwnowaznoSci R; i R jest
réwnowazno$cia wtedy i tylko wtedy, gdy R o Ry = Ry o R;.

Najpierw pokazujemy, ze jesli Ry o Ra jest rOwnowaznos$cia, to R; o Ry =
RQ (¢] Rl.

Jesli Ry o Ry jest rOwnowaznoscia, to zachodza nastgpujace réwnosci:

RioRy=(RioRy)™ ' =Ry o R;' = Ryo Ry.

Niech R o Ry = Ry o R;. Pokazemy, ze R; o Ro jest rOwnowaznoscia.
Po pierwsze, mamy:

(RioRy)™ ' =(RyoR))"' =R "o Ry = Ry o Ry,

tj. %1 o Ry jest symetryczna.
Po drugie, mamy:

(RioRz)o(RioRy)=Rio(ReoRi1)oRy=Ryo(RioRy)oRy =
(R10R1)0<R20R2> QRloRg,

tj. R1 o Ry jest przechodnia.

Zwrotno$¢ RjoRj jest oczywista, poniewaz Rq oraz Ry sa zwrotne z zatoZenia.
Il
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9 Wesola dygresja: aksjomatyczne ujecie rachunku rela-

cji

Mozliwe (i historycznie poswiadczone) jest inne podejScie do rachunku relacji niz
to naszkicowane powyzej.

Matematyczny rachunek relacji zapoczatkowany zostal w pracach Charlesa
Saundersa Peirce’a oraz Ernsta Schrodera. Aksjomatyczne ujecie tego rachunku
podat Alfred Tarski. Aksjomatyka Tarskiego zapisana jest w jezyku uzywajacym
(opréez funktoréw prawdziwosciowych, predykatu identycznos$ci i zmiennych dla
relacji takze symboli dla operacji na relacjach. Zachodzi wazne twierdzenie Schro-
dera-Tarskiego méwiace, ze kazde zdanie tego jezyka jest rOwnowazne pewnemu
zdaniu o postaci identycznosci. Interpretacjami aksjomatow sa tzw. algebry rela-
cyjne. Roger Lyndon udowodnil, ze istnieja takie algebry relacyjne, ktére nie sg
reprezentowalne: oznacza to, méwiac w uproszczeniu, ze mozliwe sa takie inter-
pretacje rachunku relacji, w ktérych relacje nie sq podzbiorami produktéw kar-
tezjaniskich. Tarski udowodnil, Ze réwnoSciowa teoria reprezentowalnych algebr
relacyjnych jest nierozstrzygalna.

Stuchacze ewentualnie zainteresowani tym ujeciem zechca zajrze¢ np. do pre-
zentacji:

http://logic.amu.edu.pl/images/a/a0/Mdt03.pdf

10 Zacheta do refleksji

1. Jakiego typu relacja jest zwiazek przyczynowo skutkowy?
2. Jak wyrazi¢ sife (stopiefl) zachodzenia relacji?
3. Jakiego typu relacja jest analogia?

4. Jak wiadomo, do zdrady trzeba trojga. Jakie wlasnoSci maja relacje trojar-
gumentowe (czteroargumentowe, itd.)?

5. Czy relacje moga mie¢ zmienng liczbe argumentow?

6. Czy relacje moga mieé nieograniczona liczbg argumentow?

11 Podsumowanie
To, co nalezy zapamigtac z niniejszego wyktadu:

1. Relacja dwuargumentowa: zbiér par uporzadkowanych.
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2. Relacja n-argumentowa: zbiér n-tek uporzadkowanych.
3. Dziedzina i przeciwdziedzina relacji (dwuargumentowe;j).
4. Obrazy i przeciwobrazy zbioréw wzgledem relacji.

5. Wtasnosci relacji dwuargumentowych: zwrotno$¢, przeciwzwrotnosc¢, syme-
tria, asymetria, antysymetria, przechodnio$¢, euklidesowos$¢, sp6jnosc.

6. Relacje rownowaznosci: klasy abstrakcji, zwiazek migdzy relacjami réwno-
waznoS$ci a podziatami zbioréw.

7. Operacje na relacjach: operacje boolowskie, konwers, zlozenie, przechodnie
domkniegcie.

8. Reprezentacje: grafy, macierze, reprezentacje geometryczne.
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