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W szkole przemocq nauczono cig tabliczek: dodawania i mnozenia. Zmuszono
cig réwniez do poznania algorytmicznych przepisow, ustalajacych jak (catkowicie
bezmyslnie) dodawaé, mnozy¢, odejmowac i dzielié liczby. Potem jeszcze byty po-
tegi, pierwiastki, logarytmy. Do dzisiaj jednak zapewne nie wiesz, ani czym wlasci-
wie sa liczby (naturalne, catkowite, wymierne, rzeczywiste, zespolone), ani czym
wtlasciwie jest ich dodawanie, mnozenie, itd. Czy istniejg inne rodzaje liczb niz te,
o ktérych méwiono w szkole? Jakie jeszcze rozwaza si¢ operacje na liczbach i po
co? Czy istnieja wielko$ci nieskoniczenie wielkie lub nieskonczenie mate? Czy o
liczbach (predzej czy pdZniej) dowiemy sie wszystkiego czy tez istnieja prawdy o
liczbach, ktére dowodem matematycznym nie sa osiagalne? Czy kazdy zbior liczb
naturalnych mozemy w jakis$ efektywny sposéb opisac?

Dos¢ tatwo dajemy sobie rad¢ z zagadkami, ktérych rozwigzanie wymaga wy-
konania jedynie prostych operacji arytmetycznych, jak np. w takiej zagadce:

Matka jest obecnie o 21 lat starsza od swojego dziecka. Za 6 lat dziecko
bedzie 5 razy mtodsze od matki. Pytanie: gdzie obecnie jest ojciec?

Niech bowiem x oznacza obecny wiek dziecka. Wtedy:

1. Obecny wiek matki to 21 + z.

2. Wiek matki za 6 lat to 27 + .

3. Wiek dziecka za 6 lat to x + 6.

4. Na mocy warunkéw zadania: 5(x + 6) = 27 + z, czyli 4o = —3.

5. Rozwiazaniem tego réwnania jest r = —%.



6. Oznacza to, ze nastgpuje wtasnie akt poczecia dziecka.

7. Jesli nie jest to poczgcie in vitro, to ojciec jest przy nim obecny.

To byl oczywiscie zart, a nie powazna zagadka. Bardziej skomplikowane za-
gadki o liczbach moga wymagac¢ np. ulozenia uktadu réwnan, skorzystania z wia-
snosci relacji podzielnoSci, wykorzystania arytmetyki modularnej (znanej ci choéby
w zakresie korzystania z zegarka), itd.

1 Wiek dzieci

WyobraZ sobie nastgpujacy dialog:
— Ile lat maja twoje dzieci?
— Mam tréjke dzieci, iloczyn ich lat wynosi 36.
— To nie wystarcza dla ustalenia wieku kazdego z nich!
— Suma ich lat réwna jest liczbie okien w kamienicy naprzeciwko.
— To tez nie wystarcza!
— Najstarsze ma zeza.
— No, wreszcie! Teraz juz wiem, ile lat ma kazde z tréjki.
Ile lat ma kazde z dzieci?

2 Ciag Mosera-Steinhausa
WprowadZmy oznaczenia:

1. An oznacza n"
2. [n oznacza iterowanie n razy operacji /A dla argumentu n

3. %mn oznacza iterowanie n razy operacji L] dla argumentu 7.

Czy potrafisz obliczy¢ %27

3 Butelka z korkiem

Butelka z korkiem kosztuje 1.10 zt. Butelka jest o zlotéwke drozsza od korka. Ile
kosztuje butelka, a ile korek?



4 €7 oraz n€

Ktéra z liczb: 1 oraz 0.99999. .. (czyli nieskoniczony utamek okresowy 0.(9)) jest
wigksza? Ta zagadka zapewne znana jest wigkszosci czytelnikéw. Rozwiazanie nie
jest trudne. Niech z = 0.99999 . . . Wtedy:

p—

. 10z =9.9999...

[\

.10z —2 =92

3. 92 =9.9999... —x

4. 92 =9.9999... —0.99999...
5.92=9

6. x =1.

Niektorzy jednak nawet po zobaczeniu tego dowodu maja w dalszym ciagu
watpliwosci dotyczace ostatniej réwnosci. Z liczbami: naturalnymi, catkowitymi,
anawet wymiernymi jesteSmy do$¢ dobrze oswojeni. Natomiast liczby rzeczywiste
pozostaja nieco tajemnicze. W konsekwencji, takze operacje arytmetyczne na nich
przeprowadzane moga czasem sprawia¢ wrazenie trudno uchwytnych lub wrecz
niezrozumiatych. Za przyklad stuzy¢ moze potggowanie, powiedzmy liczb rze-
czywistych do niewymiernego wykladnika. Dysponujemy oczywiScie odpowied-

nig definicja tej operacji (korzysta si¢ w niej z aksjomatu ciagtoSci oraz pojecia
granicy ciaggu liczb wymiernych). Czy zadata$ na lekcji matematyki w szkole (nie-

. . . 2 . . .
taktowne?) pytanie o to, ile wynosi \/5\[? Metodami znanymi ze szkoty mozesz
jednak rozstrzygnaé, ktéra z liczb: e™ oraz 7° jest wigksza. Pokaz, ze: e* > z¢ dla
kazdej liczby rzeczywistej x > 0, a réwnos¢ zachodzi tylko dla = = e.

S5 Szczere wyznanie niewiedzy oznacza wiedze

Rozwazmy osoby S oraz P takie, zZe:

1. Brane pod uwage sg liczby naturalne x oraz y takie, ze obie sa wigksze od 1,
natomiast ich suma jest mniejsza od 100. Zar6wno S, jak i P o tym wie.

2. S zna tylko sume x + y dwdch liczb naturalnych.
3. P znatylko iloczyn z - y dwdch liczb naturalnych.

4. S wie, ze P znailoczyn x - y.



5. P wie, ze S zna sum¢ = + y.

Przypusémy teraz, ze miat miejsce nastgpujacy dialog:
1. P: Nie wiem, jakimi liczbami sg x oraz y.

2. S: Wiem, Ze tego nie wiesz.

3. P: Teraz juz wiem, jakie to liczby.

4. S: Teraz ja tez juz wiem, jakie to liczby.

Wiedzac, ze 6w dialog miat miejsce (i zaktadajac szczero$¢ S oraz P), my
takze mozemy ustali¢ o jakie liczby x oraz y chodzi. Ponadto, mozemy pokazaé, ze
zagadka ma doktadnie jedno rozwigzanie (przy podanych warunkach). Wreszcie,
mozna takze ustali¢ rolg poszczegdlnych warunkéw, jesli chodzi o jednoznaczno$é
rozwiazania. Sprobuj.

6 Ile wazen?

W dziesigciu workach znajduja si¢ monety, w kazdym tysiac monet. Dziewig¢é wor-
kéw zawiera wylacznie monety prawdziwe, a jeden wylacznie monety fatszywe.
Prawdziwa moneta wazy 14g, a falszywa 15g. Mamy do dyspozycji precyzyjna
wage, ktéra wytrzyma obciazenie do 100kg. Jaka jest minimalna liczba wazen,
ktéra pozwoli z calkowita pewnoscia ustalié, ktéry worek zawiera fatszywe mo-
nety?

7 17 koni

Ojciec zostawia w spadku trzem synom 17 koni, zyczac sobie, aby spadek podzie-
lono (wedle starszenistwa) w stosunku: % : % : %, a przy tym oczywiscie nie wolno

dzieli¢ koni na kawatki. Czy mozna zatem wypetnié ostatnia wolg konajacego?

8 Dwaj kaci

Kat pracujacy stara metoda wykona cala pracg w 15 dni, natomiast kat pracujacy
nowa metoda wykona takga sama pracg w 10 dni. Ile dni potrzeba im na wykonanie
tej pracy wspdlnie (kazdy pracuje swoja metoda)? Poréwnaj matematyczng tres¢
zagadki z jej interpretacja fizyczna.



9 Zeglarze, kokosy i malpa

Na bezludna wyspe trafia pigciu rozbitkdw-marynarzy oraz malpa. W dzien zbie-
raja kokosy, ktérymi si¢ zywia, a w nocy $pia. Pewnej nocy jeden z marynarzy
budzi si¢ i chcac zapewnié uczciwy podziat zapaséw wszystkich kokoséw dzieli
je na pig¢ réwnych zbioréw, swoja czg$¢ ukrywa, zostaje mu jeden kokos, ktory
daje matpie. Dokladnie to samo robi drugi z marynarzy, ktéry budzi si¢ pdZniej:
dzieli pozostaly zapas na pigc czgsci, swoja ukrywa, zostaje mu jeden kokos, ktdry
daje malpie. Ta sama historia powtarza si¢ z trzecim, czwartym i piatym maryna-
rzem. Rano marynarze budza si¢, dzielg pozostate zapasy na pigé czgsci, zostaje
jeden kokos, ktéry daja malpie. Pytanie brzmi: jaka (najmniejsza mozliwa) liczba
kokoséw zostata zgromadzona poprzedniego dnia?

10 Trojki pitagorejskie

Ze szkoty pamigtasz, ze liczby 3, 4 oraz 5 sa dlugo$ciami bokéw tréjkata prosto-
katnego. Zapewne rozwiazywala$ tez zadania, w ktérych pojawiaty si¢ inne liczby
tworzace dtugosci bokéw tréjkata prostokatnego. Nietrudno jest ci réwniez pogo-
dzi¢ si¢ z my§la, ze — skoro istnieje nieskoriczenie wiele trdjkatéw prostokatnych —
istnieje nieskoniczenie wiele liczb (rzeczywistych) a, b oraz ¢, spetniajacych zalez-
nosé: a+b? = 2. Czy jednak potrafisz udowodnié, ze istnieje nieskoriczenie wiele
liczb naturalnych (lub wymiernych) a, b oraz ¢ dla ktérych zachodzi a? + b = ¢2?
Czy mozna poda¢ jakie§ wzory, generujace wszystkie liczby naturalne tego ro-
dzaju? Uktad (a, b, c) liczb naturalnych a, b oraz c takich, ze a® + v* = ¢? na-
zywamy trojkq pitagorejskq. MOwimy, ze tréjka pitagorejska jest pierwotna, jesli
wszystkie liczby a, b oraz c sa wzajem wzglednie pierwsze. Szukajac tréjek pi-
tagorejskich wsrdd liczb naturalnych wystarczy oczywiscie skupic si¢ na tréjkach
pierwotnych: jesli (a, b, ¢) jest pierwotna tréjka pitagorejska, to dla kazdej dodat-
niej liczby naturalnej d, uktad (ad, bd, cd) jest trojka pitagorejska.

Rozwiazania zagadek podane zostang na wyktadzie.
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