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Po co tego stuchac?

Pokazujemy wybrane fragmenty ttumaczenia ksigzki Raymonda Smullyana
Forever Undecided. A Puzzle Guide to Gddel., ktére ukaze sie w 2007 roku
naktadem Ksigzki i Wiedzy, pod tytutem Na Zawsze Nierozstrzygniete.
Zagadkowy Przewodnik Po Twierdzeniach Gédla.

Obok zagadek o Rycerzach (méwiacych zawsze prawde) oraz totrach
(méwiacych zawsze fatsz), ksiazka zawiera zagadki logiczne, w ktérych w
formie popularnej przedstawia sie logike epistemiczna oraz logike
dowodliwosci.

Logika epistemiczna jest Paistwu dobrze znana, o logice dowodliwosci
(logice Godla-Loba) takze kazdy co$ styszat. Prosze zatem traktowac
niniejszg prezentacje jako rozrywke. Chciatbym przede wszystkim zwrdcié
uwage na mistrzostwo Smullyana w popularyzowaniu wiedzy logicznej.
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Forever Undecided

' forever

UNDECIDED

ZLE GUIDE TO GODEL

Forever Undecided Raymond Smullyan
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Wprowadzenie Plan na dzi$

Plan na dzis:

e Systemy przekonan. Kto jest prostaczkiem logicznym?
@ Poziomy samo$wiadomoséci. Kto jest szczesciarzem epistemicznym?

o Il Twierdzenie Gddla.
Czy mozesz wiedzie¢, ze twoj system przekonan jest niesprzeczny, bez
popadniecia przy tym w sprzeczno$¢?

o Twierdzenie L6ba i samospetniajace sie przekonania.
Kiedy wishful thinking ma wartos¢?

o | Twierdzenie Godla i Twierdzenie Rossera (o niezupetnosci).
Czy fatwy jest los Besserwissera?

e Twierdzenie Tarskiego.
Czy dictum: Doctrina multiplex, veritas una! jest mrzonka?

o Dodatek: Maszyny logiczne Smullyana.
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Systemy przekonan

Notacja. Operatory epistemiczne to np.:

@ B — zdanie Bp czytamy: (rozwazany podmiot) wierzy, Ze p;

e K — zdanie Kp czytamy (rozwazany podmiot) wie, Ze p.

(gdzie p jest dowolnym zdaniem jezyka logiki epistemicznej). Zwykle
zaktada sie, ze Kp = (p A Bp).

Systemy epistemiczne s3 interesujace same przez sie — w opisie systemoéw
przekonan, w szczegdlnosci: racjonalnych $wiadomych przekonan. Maja
one takze interesujaca i wazng interpretacje metalogiczna:

Bp mozna interpretowaé jako zdanie p jest dowodliwe w arytmetyce PA.

4

Uwaga. Angielski termin reasoner oddaje przez polski neologizm myslak. )
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Systemy przekonan

Przypusémy, ze jeste$ racjonalng, samoswiadoma Istota. Jak to
przypuszczenie przetozy¢ na jezyk logiki epistemicznej? Oto propozycja.
Nazwiemy szczesciarzem epistemicznym kazda osobe S, ktérej system
przekonan spetnia warunki:

@ (la) S wierzy we wszystkie tautologie klasycznego rachunku zdan;

@ (1b) system przekonan S jest domkniety na regute modus ponens:

jesli S wierzy w p oraz wierzy w p — ¢, to wierzy takze w g;

@ (2) dla dowolnych p oraz q, S wierzy w (Bp A B(p — q)) — Bg;
@ (3) dla dowolnego p, jesli S wierzy w p, to wierzy w Bp;
°

(4) dla dowolnego p, S wierzy w Bp — BBp.

Uwaga: rozwazamy tylko osoby, ktére albo zawsze méwia prawde, albo
zawsze méwig fatsz.
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Poziomy samos$wiadomosci

Poziomy samo$wiadomosci

Kazda osobe, ktéra spetnia jedynie warunki (1a) i (1b) nazwiemy
prostaczkiem logicznym. Zatem, jesli S jest prostaczkiem logicznym, to
jego/jej system przekonan zawiera klasyczng logike zdaniowsa, ale S moze
by¢ tego nieswiadom(a).

Powiemy, ze osoba S jest:

@ normalna, gdy jesli wierzy w p, to wierzy tez w Bp;
o regularna, gdy jesli wierzy w p — g, to wierzy tez w Bp — Byg;
@ sprzeczna, gdy do jej systemu przekonah nalezy jakas para zdan

wzajem sprzecznych, lub — co na jedno wychodzi — fafsz logiczny,
ktéry oznaczamy przez |.

Uwaga. Moze bardziej whasciwe bytoby méwienie o wtasnosciach systemoéw
przekonan, a nie oséb.

v
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Poziomy samo$wiadomosci

Mozna udowodni¢, ze: () dowolny szczesciarz epistemiczny S wie, ze jesli
uwierzy w jakie$ zdanie p oraz w jego negacje —p, to stanie sie sprzeczny.

O szczesciarzach epistemicznych mozna udowodnié¢ wiele innych ciekawych
rzeczy. Nie wszystkie z nich beda nam dalej potrzebne. Dodajmy moze
jedynie, ze:
o kazdy szczesciarz epistemiczny jest normalny, a nawet wie, ze jest
normalny;
o kazdy szczesciarz epistemiczny jest regularny i o tym takze wie;
@ wreszcie, kazdy szczesciarz epistemiczny jest przekonany o tym, ze jest
szczes$ciarzem epistemicznym; a zatem to jego przekonanie jest trafne
i, w konsekwencji, kazdy szczesciarz epistemiczny wie, ze jest
szczesciarzem epistemicznym.
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Poziomy samos$wiadomosci

Poziomy samo$wiadomosci

Smullyan rozwaza pie¢ typéw myslakéw, o wstepujacych poziomach
samos$wiadomosci:
o Typ 1: prostaczek logiczny.
e Typ 1*: prostaczek logiczny, ktéry, jesli uwierzyt w p — g, to uwierzy,
ze jesli uwierzyt w p, to uwierzy w q.
@ Typ 2: prostaczek logiczny, ktéry wierzy we wszystkie zdania postaci
(Bp A B(p — q)) — Bag.
o Typ 3: myslak typu 2, ktéry, jesli wierzy w p, to wierzy w Bp.
o Typ 4: szczeSciarz epistemiczny, tj. normalny i regularny prostaczek
logiczny, ktéry wierzy we wszystkie zdania postaci Bp — BBp, czyli
wierzy, ze jest normalny.

Uwaga. Terminy: prostaczek logiczny oraz szczesciarz epistemiczny nie
wystepujg w Forever Undecided; wprowadzamy je na uzytek tej prezentacji.
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Poziomy samos$wiadomosci

Poziomy samo$wiadomosci

Z podanych definicji wynika, ze:
o Kazdy prostaczek logiczny jest myslakiem typu 1*.
o Kazdy myslak typu 1* jest regularnym prostaczkiem logicznym (i vice
versa).
Kazdy myslak typu 2 wie, ze jest typu 1%.
Myslaki typu 3 to doktadnie normalne myslaki typu 2.
Dla 1 < n < 4: kazdy myslak typu n jest tez myslakiem typu n+ 1.

e 6 o6 o

~X
1 < n < 4: kazdy myslak typu n wierzy, ze jest mys$lakiem typu n — 1.

Uwaga. Poniewaz kazdy szczesciarz epistemiczny wie, ze jest szczeciarzem
epistemicznym, wiec stanowi on zwienczenie hierarchii samoswiadomych
myslakéw. Inaczej méwiac, gdyby$my chcieli zdefiniowa¢ myslaka typu 5 jako
takiego, ktéry jest typu 4 i wierzy, iz jest typu 4, to otrzymaliby$my jedynie
myslaka typu 4.
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Il Twierdzenie Godla

Za chwile dowiesz sie czego$ naprawde frapujacego o swoim systemie
przekonan. Udowodnimy mianowicie:

Twierdzenie 1.
Przypus¢my, ze normalny prostaczek logiczny S wierzy w zdanie postaci
p = - Bp. Wtedy:

o (a) Jesli S kiedykolwiek uwierzy w p, to stanie sie sprzeczny.
o (b) Jesli S jest szczesciarzem epistemicznym, to wie, iz jesli

kiedykolwiek uwierzy w p, to stanie sie sprzeczny — tj. uwierzy w
Bp— B 1.

@ (c) Jesli S jest szczesciarzem epistemicznym i wierzy, ze nie moze byé
sprzeczny, to stanie si¢ sprzeczny.
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Il Twierdzenie Godla

Dowéd Twierdzenia 1. J
(a) Przypusc¢my, ze S wierzy w p. )
Bedac normalnym, uwierzy w Bp. )

Nadto, poniewaz wierzy w p oraz wierzy w p = —Bp,
wiec musi uwierzyé w =Bp
(bo jest prostaczkiem logicznym).

A wiec uwierzy jednoczesnie w Bp oraz w —Bp,
a stad stanie sie sprzeczny.
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Il Twierdzenie Godla

(b) Przypusémy, ze S jest szczesciarzem epistemicznym. Poniewaz jest
wtedy prostaczkiem logicznym i wierzy w p = - Bp, wiec musi takze
wierzy¢ w p — —Bp.

Nadto, S jest regularny, a stad uwierzy w Bp — B—-Bp. Wierzy tez w
Bp — BBp (poniewaz wie, ze jest normalny).

Zatem S uwierzy w Bp — (BBp A B—Bp), ktére jest logiczna
konsekwencja ostatnich dwéch zdan.

Wierzy réwniez w (BBp A B-Bp) — B L (na mocy (), poniewaz dla
dowolnego zdania X, S wierzy w (BX A B—X) — B L, a wiec wierzy w
jego szczegdlny przypadek, gdzie X jest zdaniem Bp).

Gdy S juz uwierzy jednoczesnie w Bp — (BBp A B—Bp) oraz w

(BBp A B-Bp) — B L, bedzie musiat uwierzy¢ w Bp — B | (poniewaz
jest prostaczkiem logicznym).
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Il Twierdzenie Godla

(c) Poniewaz S wierzy w Bp — B | (jak wtasnie udowodnilismy),
wiec wierzy takze w =B | — —Bp.

Zatézmy teraz, ze S wierzy w =B |
(wierzy, ze nie moze by¢ sprzeczny).

Poniewaz wierzy tez w =B L — —Bp (jak wtasnie widzielismy),
wiec uwierzy w —Bp.

A poniewaz wierzy réwniez w p = = Bp,
wiec uwierzy w p, a stad stanie sie sprzeczny, na mocy (a).
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Il Twierdzenie Godla

UdowodniliSmy przed chwila nie byle co, bo modalna (epistemiczna) wersje
Il Twierdzenia Gdodla (o niedowodliwosci niesprzecznosci arytmetyki w
samej arytmetyce).

Oczywiscie byt to dowdd w postaci wielce uproszczonej — precyzyjny
dowéd wymagatby, powiedzmy, jednosemestralnego wyktadu wstepnego.

W tej prezentacji korzystalismy z rozdziatu 12 ttumaczenia ksigzki
Raymonda Smullyana Na zawsze nierozstrzygniete.
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Przyktad teologiczny

Przyktad.

Przypus¢my, ze jeste$ studentka teologii i ze Twéj Ulubiony Profesor
teologii méwi do Ciebie:

Bog istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy nigdy nie uwierzysz, ze Bog istnieje.

Jesli wierzysz profesorowi, to wierzysz w zdanie g = —-Bg, gdzie g jest
zdaniem stwierdzajacym, ze Bdg istnieje.

Wtedy, zgodnie z Twierdzeniem 1, nie mozesz wierzy¢ w swoja wtasng
niesprzeczno$¢ bez popadniecia w sprzecznos¢.

Oczywiscie, mozesz wierzy¢ we wtasng niesprzecznos¢, bez popadniecia
przy tym w sprzeczno$¢ — wystarczy, ze przestaniesz ufa¢ Twojemu
Ulubionemu Profesorowi.

Cos za cos.

v
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Il Twierdzenie Gédla

Modalna interpretacja dowodliwosci

Przy modalnej interpretacji dowodliwosci nie mamy jednak takie;
mozliwosci ucieczki, jak w powyzszym przyktadzie.

Wiadomo, ze formuta god(7), stwierdzajaca swoja wtasng niedowodliwosé
w PA, jest prawdziwa, lecz dowodu w PA nie posiada.

Mozna pokazaé, ze twierdzeniem stosownego systemu modalnego (w
ktérym reprezentujemy dowodliwo$¢ w PA) jest:

god(n) = —~Bgod(n). J
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Wishful thinking

Pokazemy teraz, co
wystarcza, aby kazda z
Uroczych Pan zostata —
powiedzmy — Miss World
2007.

Bedzie to przyktfad
samospetniajacego sie
przekonania.

Martin Hugo Lob
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Samospetniajace sie przekonania

Przypusc¢my, ze:

@ jeste$ szczesciarg epistemiczng;

@ osoby, ktére rozwazamy albo zawsze méwia fatsz, albo zawsze méwia
prawde (i Ty wiesz, ze tak jest);

@ wierzysz swojemu chtopakowi, ktéry prawdziwie (1) méwi:
(x) Jesli uwierzysz, ze zostaniesz Miss World 2007, to zostaniesz Miss
World 2007 .

o wierzysz tez mnie (JP), ktéry méwi:
(xx) Jesli kiedykolwiek uwierzysz, ze ja zawsze méwie prawde, to
zostaniesz Miss World 2007 . )

Twierdzenie 2.
Przy powyzszych zatozeniach zostaniesz Miss World 2007. Cieszysz sie?
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Samospetniajace si¢ przekonania

Samospetniajace sie przekonania

Dla skrétu, przyjmijmy oznaczenia:
@ k zastepuje zdanie stwierdzajace, iz ja (JP) zawsze méwie prawdeg;
@ « zastepuje zdanie stwierdzajace, ze zostaniesz Miss World 2007.

Dowdd sktada sie z dwéch czesci.

1. W pierwszej pokazujemy, ze nasze zatozenia implikuja Ba. Jest to
dowdd zatozeniowy, dostepny dla kazdej szczesciary epistemicznej.
Mamy udowodni¢ formute:

(%) ((Ba— a)A(k=(Bk— «))) — Ba.
Uwaga. Zdanie k stwierdza, iz JP zawsze méwi prawde; a wiec prawda

jest, ze JP wypowiada (*x) doktadnie wtedy, gdy prawdziwe jest k = (xx),
czyli doktadnie wtedy, gdy prawdziwe jest k = (Bk — «).
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(Ba— a) A (k= (Bk — «))

o

11.
12.
13.
14.

Ba — «

k = (Bk — «)
k — (Bk — «)
(Bk — o) — k
k

Bk — «

Bk

o

k— «
B(k — «)
Bk — Ba
Bk — «

zatozenie

OK: 1

OK: 1

OR: 3

OR: 3

zatozenie dodatkowe
MP: 4, 6.1.

6.1. i warunek (3)
MP: 6.2., 6.3.
6.1.—6.4.

7 i warunek (3)

8 i warunki (1a) i (2)
2, 9 i warunki (1b), (1a)
(prawo sylog. hipotet.)
MP: 5, 10

11 i warunek (3)

MP: 10, 12

13 i warunek (3).
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Samospetniajace sie przekonania

2. Poniewaz proroctwo (*) Twojego chtopaka (tj. zdanie Ba — «) jest z
zafozenia prawdziwe, a powyzszy dowdd formuty (%) pokazuje, iz nasze

zatozenia implikuja Ba, wiec na mocy reguty odrywania otrzymujemy «,
czyli teze.

Zostaniesz Miss World 2007!!!
Cieszysz sie???

Uwaga. Powyzszy dowéd byt przyktadem dowodu wprost. Aby pokazag¢, ze
zostaniesz Miss World 2007 nie musieliémy odwotywac sie do absurdu.
Cieszysz sie?

Jerzy Pogonowski (MEQG) Szczesciarze epistemiczni ZLwFiPM XIl Szklarska Poreba, V 2007 27 /| 77



Samospetniajace si¢ przekonania

Samospetniajace sie przekonania

Ciekawostka prowincjonalna. 16 maja 2005 roku odbyty sie
demokratyczne wybory Dyrektora Instytutu Jezykoznawstwa UAM.
Dwa tygodnie wczesniej, na Seminarium Zaktadu Logiki Stosowanej UAM,
odczyt Kto bedzie Dyrektorem Instytutu Jezykoznawstwa UAM? wygtosita
Pani Dr Alice Ann Hunter (Department of Independent Logic, King David
University, Negev Desert).
Korzystajac z twierdzen logiki epistemicznej (z Twierdzenia Loba),
Dr Hunter trafnie przewidziata wynik wyboréw. Jak sie domyslasz, dowdd
byt podobny do podanego wyzej dowodu, ze zostaniesz Miss World 2007.
Tekst odczytu dostepny na stronie:

www.logic.amu.edu.pl/seminarium.html
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| Twierdzenie Godla

Myslak jest nazywany stabilnym, jesli dla kazdego zdania p, jesli wierzy on
w Bp, to wierzy tez w p.

Powiemy, ze system przekonan myslaka jest niezupetny, jesli istnieje co
najmniej jedno zdanie p takie, ze myslak nigdy nie uwierzy w p ani tez
nigdy nie uwierzy w —p (pozostanie na zawsze niezdecydowany, czy p jest
prawdziwe, czy fatszywe).

Systemy przekonan, ktére nie s niezupetne, nazywamy zupetnymi. Osoby,
ktére wtadaja takimi systemami przekonan, sg dos¢ ucigzliwe w kontaktach
spotecznych — kazda taka osoba jest Besserwisserem, kims kto na kazdy
poglad ma wyrobione zdanie, pozbawiony jest watpliwosci.

Gdy zajmujemy sie systemami twierdzen raczej niz zespotami przekonan, to
systemami typu 1 nazwiemy te, ktére spetniajg warunki 1a i 1b podane
wyzej.

v
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| Twierdzenie Godla

Normalny prostaczek logiczny przybywa na Wyspe Rycerzy i totréw i
wierzy w reguty wyspy. (To, czy reguty wyspy rzeczywiscie obowiazuja, czy
nie, jest bez znaczenia.)

Spotyka tubylca, ktéry méwi:

,Nigdy nie uwierzysz, ze jestem rycerzem.”

Udowodnimy, ze zachodzi wtedy:

Twierdzenie 3.

Jesli myslak jest jednoczesnie niesprzeczny i stabilny, to jego system
przekonan jest niezupetny. Doktadniej méwiac, znajdziemy zdanie p takie,
ze zachodza nastepujace dwa warunki:

o (a) Jesli myslak jest niesprzeczny, to nigdy nie uwierzy w p.
o (b) Jesli myslak jest jednoczesnie niesprzeczny i stabilny, to nigdy nie

uwierzy w —p.
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| Twierdzenie Gédla

| Twierdzenie Godla

Zdanie p o ktére chodzi jest po prostu zdaniem k — zdaniem
stwierdzajacym, ze tubylec jest rycerzem.

Tubylec wygtosit =Bk, a wiec myslak uwierzy w k = —Bk.

(a) Przypus¢my, ze myslak wierzy w k. Wtedy, bedac normalnym, uwierzy
w Bk. Uwierzy tez w =Bk (poniewaz wierzy w k oraz wierzy w k = - Bk i
jest prostaczkiem logicznym), a stad stanie sie sprzeczny. Zatem, jesli jest
niesprzeczny, to nigdy nie uwierzy w k.

(b) Przypusémy, ze myslak jest prostaczkiem logicznym i wierzy w

k = - Bk, wtedy wierzy tez w —k = Bk. Przypusémy teraz, ze
kiedykolwiek uwierzy on w —k. Wtedy uwierzy w Bk. Jesli jest stabilny, to
uwierzy w k i stad stanie sie sprzeczny (poniewaz wierzy w —k). Zatem,
jesli jest jednoczesnie stabilny i niesprzeczny, to nigdy nie uwierzy w —k.
Podsumowujac, jesli jest on jednoczesnie stabilny i niesprzeczny, to nigdy
nie uwierzy ze tubylec jest rycerzem i nigdy nie uwierzy, ze tubylec jest
fotrem.
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| Twierdzenie Godla

To samo rozumowanie, ktérego uzyto w rozwigzaniu powyzszego problemu,
gdy zastosowacé je do systeméw matematycznych raczej niz do myslakéw,
ustanawia nastepujaca postac¢ Pierwszego Twierdzenia Gddla o
Niezupetnosci:

Twierdzenie 4. Dowolny niesprzeczny, normalny, stabilny system
Godlowski musi by¢ niezupetny. Doktadniej, jesli S jest normalnym
systemem typu 1, a p jest zdaniem takim, ze p = = Bp jest dowodliwe w S,
to jesli S jest niesprzeczny, to p nie jest dowodliwe w S, a jesli S jest
dodatkowo stabilny, to —p réwniez nie jest dowodliwe w S.

Zdanie p nazywamy nierozstrzygalnym w systemie S, jesli ani p ani jego negacja
—p nie jest dowodliwe w S. Zatem Pierwsze Twierdzenie Goédla o Niezupetnosci
moéwi nam, ze dla dowolnego niesprzecznego, normalnego, stabilnego systemu
Godlowskiego S, musi zawsze istnie¢ co najmniej jedno zdanie p, ktére, choé¢
wyrazalne w jezyku S, nie jest rozstrzygalne w S — nie mozna w S udowodni¢ ani
tego zdania, ani jego negacji.
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| Twierdzenie Godla

Dla dowolnej wtasnosci P liczb, zdanie stwierdzajace, ze istnieje co
najmniej jedna liczba n majaca wtasnos¢ P zapisujemy: 3nP(n).

Przypusémy, ze mamy system matematyczny i wtasnos¢ P taka, ze zdanie
dnP(n) jest dowodliwe w systemie, a jednak dla kazdego poszczegélnego n
zdanie =P(n) jest dowodliwe — to jest, wszystkie z nieskoriczenie wielu
zdan —P(0), =P(1), =P(2),...,mP(n),... sa dowodliwe.

Oznacza to, z jednej strony, ze w systemie mozna udowodni¢ zdanie ogdlne
stwierdzajace, ze jaka$ liczba ma wtasnos¢ P, a jednak o kazdej
poszczegdlnej liczbie n mozna udowodnié, ze liczba ta owej wtasnosci nie
posiada!

Systemy takie nazywane s3 w-sprzecznymi. J
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| Twierdzenie Godla

Pojecie w-sprzecznosci zostato kiedy$ zabawnie scharakteryzowane przez
matematyka Paula Halmosa, ktéry zdefiniowat w-sprzeczng matke jako
taka, ktéra méwi swojemu dziecku: ,Jest co$, co mozesz robi¢, ale nie
mozesz robi¢ tego, nie mozesz robi¢ tamtego, nie mozesz robi¢ owego, . ..
Dziecko pyta: ,Ale, mamusiu, czy jest cokolwiek co mégtbym robi¢?”
Matka odpowiada: ,,O tak, ale nie jest to to, ani tamto, ani owo, ...

”

System jest nazywany w-niesprzecznym, jesli nie jest on w-sprzeczny. Tak
wiec dla systemu w-niesprzecznego, jesli I3nP(n) jest dowodliwe, to istnieje
co najmniej jedna liczba n taka, ze zdanie =P(n) nie jest dowodliwe.

Sprzeczny system typu 1 jest réwniez w-sprzeczny, poniewaz w sprzecznym
systemie typu 1 wszystkie zdania s3 dowodliwe.
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| Twierdzenie Gédla

| Twierdzenie Godla

We wszystkich dotad rozwazanych problemach, kolejnosé w ktérej myslak
wierzyt w réznorakie zdania nie odgrywata roli. W pozostatych problemach
w tej czesci, kolejnos¢ ta odgrywa role pierwszorzedna.

Myslak przybywa na Wyspe Rycerzy i totréw pewnego dnia, ktéry
nazwiemy dniem numer 0. Nastepny dzien jest dniem numer 1, nastepny
dniem numer 2, i tak dale;j.

Dla kazdej liczby naturalnej n mamy wiec dzien numer n (n-ty dzien) i
zaktadamy, ze myslak jest nieSmiertelny i ma przed sobg nieskoficzenie
wiele dni.
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| Twierdzenie Gédla

| Twierdzenie Godla

Dla kazdej liczby naturalnej n i dowolnego zdania p niech B,p bedzie
zdaniem stwierdzajacym, ze myslak uwierzyt w p w jakim$ momencie
n-tego dnia.

Zdanie Bp jest, jak zwykle, zdaniem stwierdzajagcym, ze myslak uwierzy w
p tego lub innego dnia, lub, co na jedno wychodzi, zdaniem 3dnB,p
(istnieje n takie, ze myslak uwierzy w p n-tego dnia).

Nazwiemy myslaka w-sprzecznym, jesli istnieje co najmniej jedno zdanie p
takie, ze myslak (kiedys) wierzy w Bp, a jednak dla kazdego n wierzy on
(kiedys) w =B ,p.

Myslaka nazywamy w-niesprzecznym, jesli nie jest on w-sprzeczny. )
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| Twierdzenie Gédla

| Twierdzenie Godla

Rozwazmy teraz myslaka, ktéry spetnia nastepujace trzy warunki.

e Warunek C;. Jest on typu prostaczkiem logicznym.

e Warunek C;. Dla dowolnej liczby naturalnej n i dowolnego zdania p:
(a) jesli myslak wierzy w p n-tego dnia, to (predzej czy pdzniej)
uwierzy w B,p; (b) jesli nie wierzy on w p n-tego dnia, to (predzej czy
pézniej) uwierzy w =B ,p. (Oddajemy w ten sposéb, ze myslak sledzi
to, w jakie zdania wierzyt, a w jakie nie wierzyt we wszystkich dniach
poprzednich.)

e Warunek Cs. Dla dowolnych n oraz p myslak wierzy w zdanie
B,p — Bp (ktére, oczywiscie, jest zdaniem prawdziwym).

Nastepujacy problem jest bardzo zblizony do oryginalnego sformutowania
Godla jego Pierwszego Twierdzenia o Niezupetnosci.
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| Twierdzenie Gédla

| Twierdzenie Godla

Myslak spetniajacy powyzsze trzy warunki przybywa na Wyspe Rycerzy i
totréw i wierzy w reguty wyspy. Spotyka tubylca, ktéry méwi mu:

»Nigdy nie uwierzysz, ze jestem rycerzem.”
Udowodnimy, ze zachodzi wtedy:

Twierdzenie 5.
o (a) Jesli myslak jest (prosto) niesprzeczny, to nigdy nie uwierzy, ze
tubylec jest rycerzem.

o (b) Jesli myslak jest w-niesprzeczny, to nigdy nie uwierzy, ze tubylec
jest fotrem.

Zatem jesli myslak jest w-niesprzeczny (a stad takze prosto niesprzeczny), to
pozostanie na zawsze niezdecydowany co do tego, czy tubylec jest rycerzem, czy
tez fotrem.
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| Twierdzenie Godla

Najtatwiejszym sposobem rozwigzania obecnego problemu bedzie
pokazanie, ze dowolny myslak spetniajacy warunki 1, 2 oraz 3 musi by¢
normalny, a jesli jest w-sprzeczny, to musi by¢ tez stabilny.

(a) Pokazujemy, ze jest on normalny.

Przypuéé¢my, ze wierzy on w p.

Wtedy dla pewnego n, wierzy on n-tego dnia w p.

Wstedy, na mocy punktu (a) z warunku 2, uwierzy w B,p.

Wierzy takze w B,p — Bp (na mocy warunku 3), a wiec bedac typu 1
(warunek 1) uwierzy w Bp.

Zatem jest normalny.
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| Twierdzenie Godla

(b) Przypusémy teraz, ze jest on w-niesprzeczny.

Pokazemy, ze jest stabilny.

Przypus¢my, ze wierzy on w Bp.

Jesli nigdy nie uwierzy w p, to dla kazdej liczby n, nie wierzy on w p n-tego
dnia, a stad na mocy punktu (b) z warunku 2, dla kazdego n wierzy on w
_‘Bnp-

Ale poniewaz wierzy on w Bp, wiec stanie sie wtedy w-sprzeczny.

Zatem, jesli jest on w-niesprzeczny i wierzy w Bp, to musi wierzy¢ w p
tego lub innego dnia.

Dowodzi to, ze jesli jest on w-niesprzeczny, to musi by¢ stabilny
(zaktadajac, ze spetnia on warunki Cy, C, C3 — lub nawet tylko (b) z
warunku Cp).

Zatem, na mocy Twierdzenia 4, pozostanie on na zawsze niezdecydowany.
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Twierdzenie Rossera

Dla dowolnych zdan p oraz g, powiemy, ze myslak uwierzyt w p wczesniej
niz (zanim) uwierzyt w q, jesli jest taki dzien, w ktérym wierzy on w p, a
jeszcze nie uwierzyt w gq. Jesli myslak nigdy nie uwierzy w g, ale uwierzyt w
p (tego lub innego dnia), to uznajemy, iz prawdziwe jest, ze uwierzyt w p
wczesniej, niz uwierzyt w g. (Innymi stowy, nie musi on wcale kiedykolwiek
uwierzy¢ w g, aby uwierzy¢é w p wczesniej niz uwierzyé w g.) Niech

Bp < Bgq bedzie zdaniem stwierdzajacym, ze myslak uwierzyt w p
wczesniej niz uwierzyt w g. Jesli Bp < Bgq jest prawdziwe, to oczywiscie
Bqg < Bp jest fatszywe.

Zdefiniujemy myslaka Rosserowskiego jako prostaczka logicznego, dla
ktérego zachodzi nastepujacy warunek:

Warunek R. Dla dowolnych zdan p oraz g, jesli myslak uwierzyt w p
pewnego dnia, w ktérym jeszcze nie uwierzyt w g, to (wczesniej czy
pézniej) uwierzy on w Bp < Bq oraz w —=(Bgq < Bp).
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Twierdzenie Rossera

Myslak Rosserowski przybywa na Wyspe Rycerzy i totréw i wierzy w reguty
wyspy. Spotyka tubylca, ktéry méwi mu:

v

»Nigdy nie uwierzysz wczesniej, ze jestem rycerzem, niz uwierzysz, ze
jestem tfotrem.”

(Oddajac to symbolicznie, tubylec wygtasza zdanie —(Bk < B—k).)
Udowodnimy:

Twierdzenie 6.
Jesli myslak jest po prostu niesprzeczny, to musi na zawsze pozostac
niezdecydowany, czy tubylec jest rycerzem, czy totrem.
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Twierdzenie Rossera
Poniewaz tubylec stwierdzit =(Bk < B—k), wiec myslak uwierzy w

= —(Bk < B—k). Przypus¢my, ze myslak jest (prosto) niesprzeczny.
Mamy pokaza¢, ze nigdy nie uwierzy w k i nigdy nie uwierzy w —k.

(a) Przypusc¢my, ze kiedy$ uwierzyt w k. Poniewaz jest niesprzeczny, wiec
nigdy nie uwierzy w —k, a stad uwierzy w k wczesniej niz uwierzy w —k.
Stad, uwierzy w Bk < B—k (na mocy warunku R). Ale wierzy tez w

= —(Bk < B—k), a wiec uwierzy w —k, a wierzac juz w k stanie sie
sprzeczny! Tak wiec, jesli jest niesprzeczny, to nigdy nie uwierzy w k.

(b) Przypusémy, ze kiedy$ uwierzyt w —k. Bedac niesprzecznym, nigdy nie
uwierzy w k, a stad uwierzy w —k wczesniej niz uwierzy w k, a stad na
mocy warunku R uwierzy w =(Bk < B—k). Ale wierzy on w

= —(Bk < B—k), a wiec uwierzy wtedy w k i stanie sie sprzeczny. A
zatem, jesli jest niesprzeczny, to nie moze takze uwierzy¢ w —k.
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Twierdzenie Rossera

Dowodliwe zdania systeméw matematycznych s3 dowodliwe na réznych
etapach.

Moglibysmy mysle¢ o systemie matematycznym jako o komputerze
zaprogramowanym tak, aby dowodzi¢ réznorakich zdan kolejno.

Powiemy, ze p jest dowodliwe wczesniej (zanim) niz ¢ (w danym systemie
matematycznym), jesli p zostato udowodnione na pewnym etapie, na
ktérym q jeszcze nie zostato udowodnione (g moze by¢ lub tez nie by¢
udowodnione na jakim$ pézniejszym etapie).
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Twierdzenie Rossera

Twierdzenie Rossera

Dla dowolnych zdan p oraz g wyrazalnych w systemie, zdanie Bp < Bq (p
jest dowodliwe wczesniej niz q) réwniez jest wyrazalne w systemach typu
tych rozpatrywanych przez Godla, a Rosser pokazat, ze jesli p jest
dowodliwe wczesniej niz g, to zdania Bp < Bq oraz =(Bg < Bp) sa oba
dowodliwe w systemie.

Rosser znalazt takze zdanie p takie, ze p = —(Bp < B—p) jest dowodliwe
w systemie. (Takie zdanie p odpowiada tubylcowi z pierwszego
rozwazanego w tej czesci problemu, ktéry méwi: ,Nigdy nie uwierzysz
wczesniej, ze jestem rycerzem, niz uwierzysz, ze jestem totrem.”)

Wtedy, na mocy rozumowania z rozwigzania wspomnianego problemu, jesli
p jest dowodliwe, to system jest sprzeczny, a jesli —p jest dowodliwe, to
system takze jest sprzeczny.

A zatem, jesli system jest niesprzeczny, to zdanie p jest nierozstrzygalne w
systemie.
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Twierdzenie Rossera

Zdanie Godlowskie moze zostaé sparafrazowane jako: )
»Nie jestem dowodliwe na zadnym etapie.” J
Bardziej wyszukane zdanie Rossera moze zosta¢ sparafrazowane jako: J

»Nie moge by¢ dowiedzione na zadnym etapie, chyba ze moja negacja
zostata juz wczesniej udowodniona.”

Zdanie Godla, chociaz prostsze, wymaga zatozenia w-niesprzecznosci dla
przeprowadzenia rozumowania. Zdanie Rossera, chociaz bardziej
skomplikowane, dostarcza szukanego rezultatu przy stabszym zatozeniu
prostej niesprzecznosci.
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Twierdzenie Tarskiego

Przypusémy, ze mamy myslaka — nazwijmy go Paul — ktéry jest zawsze
Scisty w swoich przekonaniach (nigdy nie wierzy w zdania fatszywe). Nie
musi on by¢ prostaczkiem logicznym, ani normalnym, nie jest tez
konieczne, aby rzeczywiscie odwiedzat Wyspe Rycerzy i totréw. Wszystko,
co musimy o nim wiedzie¢ to to, ze jest Scisty.

Pewnego dnia tubylec méwi o nim: ]
~Paul nigdy nie uwierzy, ze jestem rycerzem.”
Wstedy logicznie wynika stad:

Twierdzenie 7.
System przekonan Paula jest niezupetny. J
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Twierdzenie Tarskiego

Jesli Paul kiedykolwiek uwierzy, ze tubylec jest rycerzem, to sfalsyfikuje to
tym samym to, co powiedziat tubylec, czynigc tubylca fotrem, a tym samym
czyniac Paula niescistym z powodu jego wiary, ze tubylec jest rycerzem.

Ale powiedziano nam, ze Paul jest scisty, a wiec nigdy nie uwierzy on, ze
tubylec jest rycerzem.

Stad, to co powiedziat tubylec jest prawdziwe, a wiec tubylec rzeczywiscie
jest rycerzem.

Wtedy, poniewaz Paul jest scisty, nigdy nie bedzie zywit fatszywego
przekonania, ze tubylec jest fotrem.

A zatem Paul nigdy nie dowie sie, czy tubylec jest rycerzem, czy totrem. )
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Twierdzenie Tarskiego

Komentarz. Tre$¢ matematyczna powyzszej zagadki jest nastepujaca.
W systemach rozwazanych przez Gédla mamy nie tylko pewne zdania
nazywane zdaniami dowodliwymi, lecz réwniez obszerniejszg klase zdan
nazywanych zdaniami prawdziwymi systemu.

W klasie zdan prawdziwych systemu obowigzuja reguty tabliczek
prawdziwosciowych dla spéjnikéw logicznych.

Nadto, dla kazdego zdania p systemu, zdanie Bp jest prawdziwym zdaniem
systemu wtedy i tylko wtedy, gdy p jest zdaniem dowodliwym systemu.

Godel znalazt godne uwagi zdanie g takie, ze zdanie g = —-Bg byto
zdaniem prawdziwym systemu (byto ono nawet faktycznie dowodliwe w
systemie, ale ten mocniejszy fakt nie jest potrzebny dla obecnego
rozumowania).
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Twierdzenie Tarskiego

Gdyby g byto fatszywe, to Bg bytoby prawdziwe, a stad g bytoby
dowodliwe, a stad prawdziwe, i mielibySmy sprzecznosc. J
Zatem g jest prawdziwe, a stad —Bg jest prawdziwe, czyli g nie jest
dowodliwe w systemie. J

Tak wiec, g jest prawdziwe, ale niedowodliwe w systemie. ]

Poniewaz g jest prawdziwe, wiec —g jest fatszywe, a stad takze
niedowodliwe w systemie (poniewaz wszystkie dowodliwe zdania s3
prawdziwe).

A zatem g jest nierozstrzygalne w systemie. ]
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Cytat kohcowy

Dawniejsza opozycja filozoficzna wobec logiki modalnej byta osadzona w
przyblizeniu w trzech réznych (i nieporéwnywalnych) przekonaniach. Po
pierwsze, s tacy, ktérzy sg przekonani, ze wszystko, co jest prawdziwe jest
koniecznie prawdziwe, a stad nie ma zadnej réznicy miedzy prawda a
prawda konieczna. Po drugie, s3 tacy, ktérzy wierza, ze nic nie jest
koniecznie prawdziwe, a stad dla dowolnego zdania p, zdanie Np (p jest
koniecznie prawdziwe) jest po prostu fatszywe! A po trzecie, s3 i tacy,
ktérzy twierdza, ze stowa ,koniecznie prawdziwe” nie niosg jakiegokolwiek
sensu. Tak wiec, kazde z tych nastawien filozoficznych odrzuca logike
modalna ze swoich wtasnych powoddéw. W istocie, pewien bardzo znany
filozof wstawit sie sugestia, ze nowoczesna logika modalna zostata poczeta
w grzechu. Na co Boolos bardzo stosownie odpowiedziat: , Jesli
nowoczesna logika modalna zostata poczeta w grzechu, to zostata
wybawiona przez Godlowskos¢”. [W oryginale: If modern modal logic was
conceived in sin, then it has been redeemed through Gédliness.]
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Koniec

Koniec

Prezentacja nie rosci sobie pretensji do kompletnosci:

@ ani jako przedstawienie wszystkich tresci Forever Undecided,

@ ani jako wprowadzenie do logiki dowodliwosci.

StaraliSmy sie jedynie pokaza¢ prébke mozliwosci popularyzacji wiedzy o
logice modalnej i jej zastosowaniach.

Zachecamy do lektury ksigzki! )

Jesli starczy czasu, to pokazujemy jeszcze Dodatek.J
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Dodatek: Maszyny logiczne Smullyana

Maszyny logiczne Smullyana

Smullyan skonstruowat caty szereg maszyn logicznych, ktére drukuja zdania
»moéwiace” co$ o nich samych.

Maszyny: Craiga, Fergussona i McCullocha, przedstawione w Jaki jest tytut
tej ksiazki? oraz Dama czy tygrys? s juz znane polskiemu czytelnikowi.

Tu przedstawimy pewng maszyne Smullyana, opisana w Forever Undecided.)

Dla petnego zrozumienia jej dziatania potrzebna jest znajomos¢ wybranych
logik modalnych: logiki epistemicznej oraz logiki dowodliwosci (logiki
Godla-Loba).

Zaktadamy u audytorium znajomo$¢ tego materiatu.
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Maszyny logiczne Smullyana

Malcolm Fergusson, gdy ustyszat o twierdzeniach Gddla i Loba, z miejsca
zabrat sie za konstrukcje maszyny, ktérg z zachwytem pokazat swoim
przyjaciotom.

Ku ich zadowoleniu udowodnit, ze maszyna jest niesprzeczng i stabilng
maszyna typu G, a szczegblne upodobanie znalazt w demonstracji, ze
maszyna, chociaz niesprzeczna, nigdy nie moze dowie$¢ wtasnej
niesprzecznosci!

Maszyna ilustruje w niezwykle prosty i pouczajacy sposéb podstawowe idee
zawarte w Pierwszym oraz Drugim Twierdzeniu Godla jak réwniez w
Twierdzeniu Ldba.

Nizej podajemy opis dziatania maszyny Fergussona oraz pewne wazne fakty
jej dotyczace.

Opis pochodzi z rozdziatu 26 Forever Undecided. W rozdziale tym
znajdujemy tez opis dwéch innych maszyn, ktéry tu pominiemy.

Jerzy Pogonowski (MEQG) Szczesciarze epistemiczni ZLwFiPM XIl Szklarska Poreba, V 2007 54 / 77




Dodatek: Maszyny logiczne Smullyana

Maszyna drukuje réznorakie zdania zbudowane z siedemnastu symboli.
Pierwsze siedem z tych symboli to nastepujace:

P L - () d ,
1 2 3 4 5 6 7

Pod kazdym z tych symboli podpisano jego numer Gédlowski.

Pozostate dziesie¢ symboli to znane cyfry 1, 2, 3, 4,5,6,7,8,9,0. Tym
cyfrom przyporzadkowujemy numery Godlowskie w nastepujacy sposéb.
Numerem Godlowskim cyfry 1 jest 89 (8 po ktérej nastepuje jedna 9);
numerem Godlowskim cyfry 2 jest 899 (8 po ktdrej nastepuja dwie 9); i tak
dalej, az do cyfry 0, ktérej numerem Godlowskim jest 89999999999 (8 po
ktérej nastepuje dziesiec 9).

Tak wiec, kazdy z siedemnastu symboli uzyskuje numer Gédlowski. J
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Dodatek: Maszyny logiczne Smullyana

Dla danego wyrazenia ztozonego, odnajdujemy jego numer Gddlowski przez
zastapienie kazdego symbolu jego numerem Gddlowskim — dla przyktadu,
numerem Godlowskim wyrazenia (P L—_1) jest 412325. Inny przyktad:
numerem Godlowskim P35 jest 18999899999.

Dla dowolnego wyrazenia E, przez E rozumiemy numer Godlowski E
(zapisany jako ciag cyfr 1, 2, ..., 0).

Nie kazda liczba jest numerem Gédlowskim jakiego$ wyrazenia (na
przyktad, 88 nie jest numerem Godlowskim zadnego wyrazenia).

Jesli n jest numerem Gddlowskim jakiego$ wyrazenia, to bedziemy czasem
odwotywac sie do tego wyrazenia jako do n-tego wyrazenia. (Dla
przyktadu, Pd jest szesnastym wyrazeniem, L jest drugim wyrazeniem.)
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Dodatek: Maszyny logiczne Smullyana

Maszyna jest samoodnoszaca sie (do siebie) w tym sensie, ze wyrazenia
drukowane przez maszyne stwierdzaja, co maszyna moze, a czego nie moze
wydrukowaé. Wyrazenie nazywamy drukowalnym, jesli maszyna moze je
wydrukowac.

Symbol ,,P” oznacza ,drukowalne” i dla dowolnego wyrazenia E
zbudowanego z podanych siedemnastu symboli, jesli chcemy zapisa¢ zdanie
stwierdzajace, ze E jest drukowalne, to piszemy nie PE, lecz PE (tj., P po
ktérym nastepuje numer Godlowski E).

Dla przyktadu, zdaniem stwierdzajacym, ze (P L—_) jest drukowalne jest
P(P L—1)—tj. P412325.

Dla dowolnych wyrazen X oraz Y, Fergusson zdefiniowat diagonalizacje X
wzgledem Y jako wyrazenie (X(X,Y) — Y).

Symbol ,,d” jest skrétem dla , diagonalizacja” — i dla dowolnych wyrazen X
oraz Y, wyrazenie Pd(X,Y) jest zdaniem stwierdzajacym, ze
diagonalizacja X wzgledem Y jest drukowalna.

v
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Dodatek: Maszyny logiczne Smullyana

Zdefiniujemy teraz, co to znaczy, ze wyrazenie jest zdaniem (maszynowym)
i co to znaczy, ze zdanie jest prawdziwe.

@ (1) L jest zdaniem i L jest fatszywe.

@ (2) Dla dowolnego wyrazenia X, wyrazenie PX jest zdaniem i jest ono
prawdziwe wtedy i tylko wtedy, gdy wyrazenie X jest drukowalne.

e (3) Dla dowolnych wyrazeh X oraz Y, wyrazenie Pd(X,Y) jest
zdaniem i jest ono prawdziwe wtedy i tylko wtedy, gdy wyrazenie
(X(X,Y) — Y) — ktére jest diagonalizacja X wzgledem Y — jest
drukowalne.

o (4) Dla dowolnych zdan X oraz Y, wyrazenie (X — Y') jest zdaniem i
jest ono prawdziwe wtedy i tylko wtedy, gdy albo X nie jest
prawdziwe, albo Y jest prawdziwe.

Rozumie sie, ze zadne wyrazenie nie jest zdaniem (maszynowym), jesli nie
zostato otrzymane zgodnie z powyzszymi regutami. Spdéjniki logiczne
-, A\, V, = s3 definiowane z — oraz | w znany sposéb.
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Dodatek: Maszyny logiczne Smullyana

Podamy teraz reguty ustalajace, co maszyna moze wydrukowa¢. Maszyna
jest zaprogramowana do kolejnego drukowania nieskoiiczonej listy zdan.
Pewne zdania, nazywane aksjomatami moga zosta¢ wydrukowane na
kazdym etapie tego procesu. Wsréd aksjomatéw sg wszystkie tautologie.
(tak wiec, dla dowolnej tautologii X, maszyna moze wydrukowaé X kiedy
tylko chce, niezaleznie od tego, co dotad wydrukowata lub czego nie
wydrukowata w poprzednich etapach.)

Dalej, maszyna jest zaprogramowana tak, ze dla dowolnych zdan X oraz Y,
jesli na pewnym etapie maszyna wydrukowata juz X oraz X — Y, to moze
wydrukowa¢ Y. Tak wiec, maszyna jest typu 1 (w tym sensie, ze zbiér zdan
drukowalnych jest typu 1).

Poniewaz jest prawda, ze jesli X oraz X — Y s3 oba drukowalne, to Y tez
jest drukowalne, to zdanie (PX A P(X — Y)) — PY jest prawdziwe; lub,
co na jedno wychodzi, zdanie P(X — Y) — (PX — PY) jest prawdziwe.
Maszyna ,wie” zatem o prawdziwosci wszystkich zdan postaci

P(X — Y) — (PX — PY) i przyjmuje je jako aksjomaty. Tak wiec,
maszyna jest typu 2.
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Dodatek: Maszyny logiczne Smullyana

Nastepnie, jesli maszyna kiedykolwiek wydrukuje zdanie X, to ,wie” ona, ze
wydrukowata X i predzej czy pézniej wydrukuje prawdziwe zdanie PX.
(Zdanie PX jest prawdziwe, poniewaz X zostato wydrukowane.) A wiec
maszyna jest normalna, a stad jest typu 3.

Poniewaz maszyna jest normalna, wigc dla dowolnego zdania X, zdanie
PX — PPX jest prawdziwe. Czyli maszyna jest poczatkowo ,$wiadoma”
prawdziwosci wszystkich takich zdan oraz przyjmuje je jako aksjomaty.
Zatem maszyna jest typu 4.

Jest jeszcze jedna rzecz, ktérg maszyna potrafi robi¢, a jest to rzecz dos¢
istotna. Dla dowolnych wyrazeh X oraz Y, zdanie Pd(X, Y) jest prawdziwe
wtedy i tylko wtedy, gdy (X(X,Y) — Y) jest drukowalne, co z kolei
zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy zdanie P(X(X,Y) — Y) jest prawdziwe.
Zatem nastepujace zdanie jest prawdziwe: Pd(X,Y) = P(X(X,Y) — Y).
Maszyna ,wie” o prawdziwosci wszystkich takich zdan i przyjmuje je jako
aksjomaty. Te aksjomaty nazywane s aksjomatami przekatniowymi.
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Aksjomaty i reguty maszyny

Aksjomaty:
@ Grupa 1. Wszystkie tautologie.
e Grupa 2. Wszystkie zdania postaci P(X — Y) — (PX — PY).
o Grupa 3. Wszystkie zdania postaci PX — PPX.
o Grupa 4 (aksjomaty przekatniowe). \Wszystkie zdania postaci
Pd(X,Y)= P(X(X,Y) — Y), gdzie X oraz Y s3 dowolnymi
wyrazeniami (niekoniecznie zdaniami).

Reguty operowania:
@ (1) Aksjomaty moga zosta¢ wydrukowane na kazdym etapie.
@ (2) Dla dowolnych juz wydrukowanych zdai X oraz (X — Y),
maszyna moze wydrukowa¢ Y.
@ (3) Dla dowolnego wydrukowanego juz zdania X, maszyna moze
wydrukowa¢ PX.
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Dodatek: Maszyny logiczne Smullyana

Rozumie sie, ze jedynym sposobem wydrukowania przez maszyne jakiego$
zdania X na pewnym etapie jest zastosowanie sie do powyzszych regut.
Zatem, X jest drukowalne na danym etapie tylko wtedy, gdy zachodzi jeden
z nastepujacych trzech warunkéw: (1) X jest aksjomatem; (2) istnieje
zdanie Y takie, ze Y oraz (Y — X) zostaty juz wydrukowane na etapie
wczesniejszym; (3) istnieje zdanie Y takie, ze X jest zdaniem PY oraz Y
zostato juz wydrukowane na etapie wczesniejszym.

Uwagi. Dla kazdego zdania X, niech BX bedzie zdaniem PX. Symbol
»B" nie nalezy do jezyka maszyny; uzywamy go do mdéwienia o maszynie.
Uzywamy , B" jako odpowiadajacego operacji, ktéra przyporzadkowuje
kazdemu zdaniu X zdanie PX.

Gdy méwimy, ze maszyna jest typu 4, rozumiemy przez to, ze jest ona typu
4 ze wzgledu na te operacje B. W istocie, bez aksjomatéw przekatniowych,
system aksjomatyczny tej maszyny jest systemem modalnym Kj.
Zobaczymy wkrétce, ze dodanie aksjomatéw przekatniowych daje nam
petng moc systemu modalnego G.

v
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Dodatek: Maszyny logiczne Smullyana

Dowodliwos$¢. Zdefiniowalismy dla kazdego zdania maszyny co to znaczy,
ze zdanie to jest prawdziwe, a wiec kazde zdanie maszyny wyraza okreslone
zdanie, ktére moze by¢ prawdziwe lub moze by¢ fatszywe.

v

Uwaga. Dotad proposition oddawalismy zawsze jako zdanie. Teraz mamy:

@ zdania (maszyny) (w oryginale sentences) — zdania jezyka
przedmiotowego,

e oraz zdania metajezyka (w oryginale propositions), tj. jezyka, w
ktérym mowimy o maszynie, jej zdaniach (maszynowych), itp.

W przypadkach, gdy mogtoby to prowadzi¢ do nieporozumien, w dalszym
ciagu bedziemy dodawac okreslenie maszynowe, gdy mowa bedzie o
zdaniach drukowanych przez maszyne.
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Dodatek: Maszyny logiczne Smullyana

Powiemy, ze maszyna dowodzi danego zdania, gdy drukuje ona zdanie
maszynowe, ktére wyraza to dane zdanie. Dla przyktadu, zdanie
maszynowe —P2 wyraza zdanie stwierdzajace, ze maszyna jest niesprzeczna
(poniewaz 2 jest numerem Gddlowskim L), a wiec jesli maszyna
wydrukowata = P2, to udowodnita swojg wtasna niesprzecznosé¢. Gdyby
maszyna wydrukowata P2, to udowodnitaby swoja wtasna sprzecznosé.

Powiemy, ze maszyna jest scista, jesli wszystkie zdania dowodliwe przez
maszyne sg prawdziwe.

Powiemy, ze maszyna jest niesprzeczna, jesli nie moze ona dowies¢ L, oraz
ze jest stabilna, jesli dla kazdego zdania (maszynowego) X, jesli PX jest
drukowalne, to drukowalne jest tez X.

v

Zwrotno$¢. Przechodzimy teraz do dowodu, ze maszyna jest Godlowska, a
faktycznie, zwrotna.
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Wazne wtasnosci maszyny Fergussona

o (1) Znajdziemy zdanie G takie, ze zdanie G = =PG — tj. zdanie
G = (PG —1) — jest drukowalne.

o (2) Pokazemy, ze dla dowolnego zdania Y istnieje zdanie X takie, ze
zdanie X = (PX — Y) jest drukowalne.

Uwaga. Problem 1 jest szczegdlnym przypadkiem problemu 2, a wiec
najpierw rozwigzemy problem 2.

Przypomnijmy, ze:
@ warunek wspomniany w problemie (2) nazywamy zwrotnoscia;

@ systemem typu G nazywamy system modalny typu 4, w ktérym
dowodliwe s wszystkie zdania postaci B(Bp — q) — Bp.

v
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Dodatek: Maszyny logiczne Smullyana

Niech Y bedzie dowolnym zdaniem. Dla dowolnego wyrazenia Z, zdanie
Pd(Z,Y) = P(Z(Z,Y) — Y) jest drukowalne (poniewaz jest jednym z
aksjomatéw przekatniowych).

Wezmiemy za Z wyrazenie Pd i otrzymujemy wtedy, ze
Pd(Pd,Y) = P(Pd(Pd,Y) — Y) jest drukowalne.

Poniewaz maszyna jest typu 1, wiec wynika stad, ze nastepujace zdanie jest
drukowalne:

(Pd(Pd,Y) — Y)=(P(Pd(Pd,Y) = Y) —Y)

Tak wiec, zdanie X = (PX — ') jest drukowalne, gdzie X jest zdaniem
(Pd(Pd,Y) — Y).
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Dodatek: Maszyny logiczne Smullyana

Problem 1 jest szczegélnym przypadkiem problemu 2, gdy za Y wezmiemy
L. Tak wiec, zdaniem Godla G dla tej maszyny jest Pd(Pd, 1) —L1 —tj.,
zdanie (Pd(16,2) —_1).

Co stwierdza zdanie Pd(16,2)7?

Méwi ono, ze diagonalizacja szesnastego wyrazenia wzgledem drugiego
wyrazenia jest drukowalna. Wyrazeniem szesnastym jest Pd, a wyrazeniem
drugim jest L, a wiec Pd(16,2) méwi, ze diagonalizacja Pd wzgledem L
jest drukowalna, ale ta diagonalizacja to zdanie (Pd(16,2) —L1) — tj.
wtasnie samo zdanie G!

A wiec Pd(16,2) méwi, ze G jest drukowalne, a stad (Pd(16,2) — 1) —
ktére jest zdaniem G — méwi, ze G nie jest drukowalne (lub, co na jedno
wychodzi, ze drukowalno$¢ G implikuje fatsz logiczny). Tak wiec, G méwi,
ze G nie jest drukowalne; G jest prawdziwe wtedy i tylko wtedy, gdy G nie
jest drukowalne.

Zatem G stwierdza swoja wtasna niedrukowalnos¢. Oto, w miniaturce,
pomystowa idea Gddla otrzymywania samoodniesienia.
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Dodatek: Maszyny logiczne Smullyana

Zdanie G = <PG — tj. zdanie G = (PG —_1) — jest nie tylko prawdziwe,
ale takze drukowalne (jest ono jednym z aksjomatéw przekatniowych).

Poniewaz maszyna jest normalna i jest typu 1, wynika stad na mocy
Pierwszego Twierdzenia Gddla o Niezupetnosci, ze jesli maszyna jest
niesprzeczna, to G nie jest drukowalne, a jes$li maszyna jest dodatkowo
stabilna, to réwniez =G nie jest drukowalne.

A wiec, jesli maszyna jest jednoczesnie niesprzeczna i stabilna, to zdanie G
jest nierozstrzygalne w systemie zdan, ktére maszyna moze wydrukowac.
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Dodatek: Maszyny logiczne Smullyana

Maszyna jest faktycznie typu 4, a poniewaz jest Godlowska — zdanie

G = —PG jest drukowalne — wiec z Drugiego Twierdzenia Gédla o
Niedowodliwosci Niesprzecznosci wynika, ze jesli maszyna jest niesprzeczna,
to nie moze ona dowies¢ swojej wtasnej niesprzecznosci — tj. nie moze
wydrukowaé zdania —P2.

Nadto, jesli maszyna jest niesprzeczna, to zdanie —P2 jest prawdziwe, a
stad jest innym przyktadem zdania prawdziwego, ktérego maszyna nie moze
wydrukowac.

v

Co wiecej, maszyna jest zwrotna (problem 2), a bedac typu 4, musi by¢
Lébowska (na mocy Twierdzenia Loba), a wiec dla dowolnego zdania X,
jesli PX — X jest drukowalne, to drukowalne jest X. Poniewaz kazdy
zwrotny Lobowski system typu 4 jest typu G, wiec wynika stad, ze maszyna
jest typu G.
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Czy Maszyna Fergussona jest niesprzeczna?

Poprawno$é¢, $cistos¢ i niesprzeczno$¢ Maszyny Fergussona. ]

PokazaliSmy, ze jesli maszyna Fergussona jest niesprzeczna, to nie moze
udowodni¢ swojej wiasnej niesprzecznosci.

Ale skad wiemy, czy maszyna jest, czy nie jest niesprzeczna? ]

Udowodnimy teraz, ze maszyna jest nie tylko niesprzeczna, ale ze jest tez
catkowicie $cista — tj., ze kazde zdanie wydrukowane przez maszyne jest
prawdziwe.

Pokazalismy juz, ze wszystkie aksjomaty maszyny s3 prawdziwe, ale
przesledZmy uwaznie to rozumowanie.
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Dodatek: Maszyny logiczne Smullyana

Aksjomaty Grupy 1 s wszystkie tautologiami, a stad sa z pewnoscia
prawdziwe.

Jesli chodzi o aksjomaty Grupy 2, to powiedzieé, ze

P(X — Y) — (PX — Y) jest prawdziwe to tyle, co powiedzie¢, ze jesli
oba P(X — Y) oraz PX sa prawdziwe, to takie jest tez PY, czyli to samo,
co powiedzie¢, ze jesli (X — Y') oraz X sa oba drukowalne, to takie jest
tez Y.

A tak oczywiscie jest, na mocy Operacji 2.

Tak wiec, aksjomaty Grupy 2 s3 wszystkie prawdziwe. J
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Dodatek: Maszyny logiczne Smullyana

Jesli chodzi o aksjomaty Grupy 3, powiedzie¢, ze PX — Pﬁjest
prawdziwe, to tyle, co powiedzie¢, ze jesli PX jest prawdziwe, to takie jest
tez PPX.

To z kolei jest tym samym, co powiedzenie, ze jesli X jest drukowalne, to
takie jest tez PX — a tak jest rzeczywiscie, na mocy Operacji 3.

Jesli chodzi o aksjomaty przekatniowe, to Pd(X,Y) jest prawdziwe wtedy i
tylko wtedy, gdy (X(X,Y) — Y) jest drukowalne, a tak jest wtedy i tylko

wtedy, gdy P(X(X,Y) — Y) jest prawdziwe.

Zatem Pd(X,Y) = P(X(X,Y) — Y) jest prawdziwe. J
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Dodatek: Maszyny logiczne Smullyana

Wiemy teraz, ze wszystkie aksjomaty maszyny sa prawdziwe, ale musimy
pokazaé, ze wszystkie zdania drukowalne s prawdziwe.

Przypomnijmy, ze maszyna drukuje zdania na pewnych etapach.
Chcemy teraz ustanowi¢ nastepujacy lemat, twierdzenie i wniosek:

o Lemat. Jedli X jest zdaniem wydrukowanym na pewnym etapie i
wszystkie zdania wydrukowane do tego etapu sa prawdziwe, to X jest
prawdziwe.

@ Twierdzenie. Kazde zdanie wydrukowane przez maszyne jest
prawdziwe.

@ Whniosek. Maszyna jest jednoczesnie niesprzeczna i stabilna.
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Dodatek: Maszyny logiczne Smullyana

Dowody.
Najpierw udowodnimy lemat. Zatézmy, ze wszystkie dotad wydrukowane
zdania s3 prawdziwe; mamy pokazaé, ze X jest prawdziwe.

Przypadek 1. X jest aksjomatem. Wtedy X jest prawdziwe (jak juz
udowodnilismy).

Przypadek 2. Istnieje zdanie Y takie, ze Y oraz (Y — X) zostaty juz
wydrukowane. Wtedy z przyjetego zatozenia Y oraz (Y — X) sg oba
prawdziwe, a wiec X jest prawdziwe.

Przypadek 3. X jest postaci PY, gdzie Y jest zdaniem, ktére juz zostato
wydrukowane. Poniewaz Y zostato wydrukowane, wiec PY jest prawdziwe
— tj. X jest prawdziwe.

To konczy dowdd lematu. J
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Dodatek: Maszyny logiczne Smullyana

Dowéd Twierdzenia. )

Maszyna jest zaprogramowana tak, aby wydrukowa¢ wszystkie drukowalne
zdania w jakim$ okreslonym ciggu X1, Xo, ..., X,, ... Przez X, rozumiemy
zdanie wydrukowane na etapie n.

Pierwsze zdanie wydrukowane przez maszyne (zdanie X;) musi by¢
aksjomatem (poniewaz dotad maszyna nie wydrukowata zadnych zdan), a
stad Xy musi by¢ prawdziwe.

Jesli powyzsza lista zawierataby jakiekolwiek zdanie fatszywe, to musiataby
istnie¢ najmniejsza liczba n taka, ze X, jest fatszywe — to jest, musiatoby
istnie¢ pierwsze zdanie fatszywe wydrukowane przez maszyne. Wiemy, ze n
nie jest réwne 1 (poniewaz Xj jest prawdziwe), a zatem n jest wieksze od
1. Znaczy to, ze maszyna drukuje zdanie fatszywe na etapie n, ale na
wszystkich wczesniejszych etapach drukowata wytacznie zdania prawdziwe.
Przeczy to jednak lematowi.

Zatem maszyna nigdy nie moze wydrukowa¢ jakichkolwiek zdan fa’fszywych.J
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Dodatek: Maszyny logiczne Smullyana

Dowéd Whiosku. )

Poniewaz maszyna jest Scista (na mocy Twierdzenia), wiec L nigdy nie
moze zosta¢ wydrukowane, poniewaz | jest fatszywe. Zatem maszyna jest
niesprzeczna.

Nastepnie, przypusémy, ze PX jest drukowalne. Wtedy PX jest prawdziwe
(na mocy Twierdzenia), co oznacza, ze X jest drukowalne. Zatem maszyna
jest stabilna.

Widzimy teraz, ze maszyna Fergussona jest niesprzeczna, ale nigdy nie
potrafi dowies¢ swojej niesprzecznosci. Tak wiec i ty i ja (réwnie dobrze jak
Fergusson) wiemy, ze maszyna jest niesprzeczna, ale biedna maszyna
wiedzy tej nie ma!
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Koniec dodatku

O dalszych wynikach zwigzanych z ,maszynowg” interpretacja twierdzen
metalogicznych traktuje rozdziat 28 Forever Undecided. ’

W szczegdlnosci, podane sa zwiazki miedzy maszynami logicznymi a
samostosowalnymi systemami modalnymi.
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