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Wprowadzenie

Plan na dzi±:

Fraktale � intuicyjna charakterystyka.

Fraktale � przykªady.

Dlaczego mówimy o fraktalach na tym wykªadzie? Powody s¡ co najmniej
trzy:

obiekty fraktalne mog¡ by¢ generowane przez stosownie okre±lone
algorytmy;

fraktale s¡ obiektami powstaj¡cymi jako granice pewnych iterowanych
operacji;

w algorytmach generuj¡cych fraktale istotna jest rekursywno±¢ reguª.
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Niesko«czona zªo»ono±¢ strukturalna

Fraktale

Fraktale to obiekty, które maj¡ cech¦ samopodobie«stwa oraz uªamkowy
wymiar Hausdor�a-Besicovitcha. Pierwsz¡ wªasno±¢ do±¢ ªatwo obja±ni¢ na
przykªadach, o drug¡ prosz¦ si¦ na razie nie martwi¢.
Obiekty fraktalne dostarczaj¡ przykªadów niesko«czonej zªo»ono±ci
strukturalnej. Im dokªadniej przygl¡damy si¦ takim obiektom, tym wi¦cej
odnajdujemy szczegóªów i na »adnym etapie nie widzimy wszystkich tych
szczegóªów. Nadto, na ka»dym z tych etapów napotykamy pewien staªy
wzorzec, przynale»ny wyj±ciowej caªo±ci.
Fraktale znane s¡ od do±¢ dawna: np. krzywa Peana (wypeªniaj¡ca
kwadrat), dywan Sierpi«skiego, zbiór Cantora. Od kilkudziesi¦ciu lat
matematyka fraktali znajduje wiele zastosowa« w przyrodoznawstwie.
Nadto, gdy rozejrzysz si¦ dokªadnie dookoªa, to oka»e si¦, i» prawie
wszystko jest fraktalem (dokªadniej: aproksymacj¡ fraktala). Ale nie bój
si¦, ja czuwam i nie dam Ci zrobi¢ krzywdy.
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Niesko«czona zªo»ono±¢ strukturalna

Paprotka
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Niesko«czona zªo»ono±¢ strukturalna

Jeszcze jedna paprotka
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Twierdzenie Hutchinsona

Twierdzenia o punkcie staªym

Przypomnijmy, »e:

punktem staªym funkcji f : X → X nazywamy taki element x ∈ X , dla
którego f (x) = x .

f : X → X jest odwzorowaniem zw¦»aj¡cym, gdy istnieje liczba
λ ∈ (0, 1) taka, »e dla wszystkich x , y ∈ X zachodzi nierówno±¢
δ(f (x), f (y)) 6 λ · δ(x , y), gdzie X jest przestrzeni¡ metryczn¡
zupeªn¡ z metryk¡ δ.

Twierdzenie Banacha o punkcie staªym gªosi, »e dowolne przeksztaªcenie
zw¦»aj¡ce przestrzeni metrycznej zupeªnej w siebie ma dokªadnie jeden
punkt staªy.
Tak wi¦c, gdy poªo»ysz na ziemi np. w Poznaniu map¦ tego miasta, to
dokªadnie jeden punkt na mapie b¦dzie znajdowaª si¦ �na swoim miejscu�.
Twierdzenia o punktach staªych maj¡ wiele wa»nych zastosowa« w analizie
i topologii.
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Twierdzenie Hutchinsona

Twierdzenie Hutchinsona

W 1981 roku Hutchinson udowodniª nast¦puj¡ce twierdzenie:

THEOREM 1. Let X = (X , d) be a complete metric space and
S = {S1, . . . , SN} be a �nite set of contraction maps on X . Then

there exists a unique closed bounded set K such that K =
N⋃
i=1

SiK .

Furthermore, K is compact and is the closure of the set of �xed points
si1...ip of �nite compositions Si1 ◦ . . . ◦ Sip of members of S.

Korzystaj¡c z tego twierdzenia mo»na okre±la¢ fraktale wªa±nie jako punkty
staªe pewnych odwzorowa«.
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Przeksztaªcenia a�niczne

Przeksztaªcenia a�niczne

Algorytm generowania fraktali wykorzystuje ukªady iterowanych
odwzorowa« oraz twierdzenia o punkcie staªym.
Odwzorowania te to najcz¦±ciej zw¦»aj¡ce transformacje a�niczne.
Transformacja a�niczna to zªo»enie przesuni¦¢, obrotów oraz skalowania.

Równanie macierzowe takiej transformacji (na pªaszczy¹nie) to:
dx ′e
by ′c =

da be
bd ec · dxe

byc +
dce
bf c =

dax + by + ce
bdx + ey + f c

Wspóªczynniki c i f reprezentuj¡ przesuni¦cie o pewien wektor, a a, b, d
oraz e reprezentuj¡ obrót i skalowanie.
W transformacji a�nicznej najpierw dokonujemy skalowania, potem obrotu i
na ko«cu translacji.
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Przeksztaªcenia a�niczne

Przeksztaªcenia a�niczne

Równanie macierzowe transformacji a�nicznej, w której:

wspóªczynnik skalowania (wzgl¦dem poszczególnych osi) jest okre±lony
par¡ liczb δ1, δ2;

obrót jest wyznaczony przez k¡ty ϕ1, ϕ2 osi nowego ukªadu do osi
starego ukªadu, odpowiednio;

przesuni¦cie jest dane wektorem o wspóªrz¦dnych t1, t2;

ma zatem posta¢:

dx ′e
by ′c =

dδ1 0e
b0 δ2c

· dcos(ϕ1) − sin(ϕ2)e
bsin(ϕ1) cos(ϕ2)c

· dxe
byc +

dt1e
bt2c

=

dδ1 cos(ϕ1)x − δ2 sin(ϕ2)y + t1e
bδ1 sin(ϕ1)x + δ2 cos(ϕ2)y + t1c
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Przeksztaªcenia a�niczne

Przeksztaªcenia a�niczne
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Wymiar fraktalny

Wymiar fraktalny

Wymiar topologiczny. Mo»na w precyzyjny sposób zde�niowa¢ wymiar
tak, aby:

jednowymiarowe byªy: linia prosta, okr¡g, odcinek, itd.;
dwuwymiarowe byªy: koªo, kwadrat, pªaszczyzna euklidesowa, itd.;
trójwymiarowe byªy: kula, sze±cian, torus, itd.;
zerowymiarowe byªy: punkt, sko«czony zbiór punktów, itd.

Jednak pewnym obiektom nie przysªuguje wymiar b¦d¡cy liczb¡ caªkowit¡.
Wªa±nie fraktale charakteryzuj¡ si¦ wymiarem, który mo»e by¢ (dowoln¡)
liczb¡ rzeczywist¡.
Idea wyznaczania owego wymiaru fraktalnego jest podobna do tej»e dla
wymiaru topologicznego; dla naszych celów nie jest potrzebne jej
przedstawianie (zob. Dodatek 1).
Do±¢ przyst¦pnie o wymiarze fraktalnym napisano np. w:

Piotr Piera«ski Fraktale. Od geometrii do sztuki. O±rodek
Wydawnictw Naukowych, Pozna«, 1992.
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Generowanie fraktali

O generowaniu fraktali

Jedn¡ z mo»liwo±ci prostego opisu (generowania) obiektów fraktalnych jest
wykorzystanie:

L-systemów (Aristid Lindenmayer, 1968);

Gra�ki »óªwia (Seymour Papert, j¦zyk Logo).

Przyst¦pny wykªad (z którego i my korzystamy) znale¹¢ mo»na w:

Tomasz Martyn Fraktale i obiektowe algorytmy ich wizualizacji,
Wydawnictwo Nakom, Pozna«, 1996.

Polecam równie» np.:

Peitgen, H.O., Jürgens, H., Saupe, D. Granice chaosu. Fraktale.

Wydawnictwo Naukowe PWN, Warszawa 1996 (2), 1997 (1).
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Generowanie fraktali

Gra�ka »óªwia i generowanie fraktali
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Generowanie fraktali

Gra�ka »óªwia i generowanie fraktali

Interpretacja symboli:

F oznacza krok »óªwia z pozostawieniem ±ladu;

f oznacza krok »óªwia bez pozostawiania ±ladu;

+ oznacza obrót »óªwia przeciwnie do ruchu wskazówek zegara o
ustalony k¡t;

− oznacza obrót »óªwia zgodnie z ruchem wskazówek zegara o
ustalony k¡t;

wspóªczynnik zmiany dªugo±ci kroku okre±la, jak dªugo±¢ kroku »óªwia
na n + 1 etapie konstrukcji ma si¦ do tej»e dªugo±ci na etapie n;

X → Y jest reguª¡ przepisywania: ci¡g symboli X zast¡p ci¡giem
symboli Y .

Wspóªrz¦dne »óªwia to ukªad: (x , y , α), gdzie x jest odci¦t¡, y rz¦dn¡, a α
k¡tem nachylenia wzgl¦dem osi odci¦tych. Na pocz¡tku konstrukcji
wspóªrz¦dne »óªwia s¡ równe (0, 0, 0).
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Samopodobie«stwo

Samopodobie«stwo

Cech¦
samopodobie«stwa,
de�niuj¡c¡ fraktale,
ªatwo zaobserwowa¢ w
procesie konstruowania
obiektu fraktalnego.
Spójrzmy, jak powstaje
pªatek ±niegu Kocha:
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Krzywa i pªatek ±niegu Kocha

Krzywa Kocha
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Krzywa i pªatek ±niegu Kocha

Krzywa Kocha
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Krzywa i pªatek ±niegu Kocha

Pªatek ±niegu Kocha
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Zbiór Cantora

Zbiór Cantora
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Zbiór Cantora

Diabelskie schody
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Zbiór Cantora

Zbiór Cantora

Zbiór Cantora jest cz¦±ci¡ wspóln¡ zbiorów otrzymywanych w kolejnych
krokach konstrukcji; jest zatem generowany przez:

Aksjomat: F

Reguªy:

F → FfF

f → �f

Wspóªczynnik zmniejszania dªugo±ci kroku wynosi 1
3 .

W rozwini¦ciu trójkowym elementy zbioru Cantora dane s¡ przez wzór:

x = d0 +
∞∑
k=1

dk · 3−k .

Zbiór Cantora ma nieprzeliczalnie wiele elementów. Nie zawiera jednak w
sobie »adnego odcinka.
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Krzywa Peana

Krzywa Peana
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Krzywa Peana

Krzywa Peana

Krzywa Peana jest granic¡ jednostajnie zbie»nego ci¡gu funkcji ci¡gªych, a
wi¦c jest funkcj¡ ci¡gª¡.
Zbiór jej warto±ci wypeªnia kwadrat (jednostkowy).
Nadto, ka»dy punkt wn¦trza kwadratu jest warto±ci¡ niesko«czenie wielu
argumentów tej funkcji, czyli jej wykres �przecina si¦� z sob¡ w ka»dym
takim punkcie.
Krzywa Peana nie jest ró»niczkowalna w »adnym punkcie.

Aksjomat: F

Reguªy:

F → FF + F + F + FF + F + F − F

+ → +
− → −

K¡t obrotu jest równy 90◦, a wspóªczynnik zmniejszania dªugo±ci kroku 1
3 .
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Krzywa Hilberta

Krzywa Hilberta
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Krzywa Hilberta

Krzywa Hilberta
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Krzywa Hilberta

Krzywa Hilberta

Krzywa Hilberta jest granic¡ jednostajnie zbie»nego ci¡gu funkcji ci¡gªych,
a wi¦c jest funkcj¡ ci¡gª¡.
Zbiór jej warto±ci wypeªnia kwadrat (jednostkowy).
Nadto, ka»dy punkt kwadratu jest warto±ci¡ dokªadnie jednego argumentu
tej funkcji, czyli jej wykres �nie przecina si¦� z sob¡ w »adnym punkcie.
Krzywa Hilberta nie jest ró»niczkowalna w »adnym punkcie.

Aksjomat: X

Reguªy:

X → +YF − XFX − FY+
X → −XF + YFY + FX−
F → F

+ → +
− → −

X = +F − F − F+, Y = −F + F + F−. K¡t obrotu jest równy 90◦, a
wspóªczynnik zmniejszania dªugo±ci kroku 1

2 .
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Trójk¡t Sierpi«skiego

Trójk¡t Sierpi«skiego
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Trójk¡t Sierpi«skiego

Trójk¡t Sierpi«skiego
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Trójk¡t Sierpi«skiego

Trójk¡t Sierpi«skiego

Trójk¡t Sierpi«skiego jest granic¡ (iloczynem mnogo±ciowym) zbiorów
otrzymanych w poszczególnych krokach. Ma nieprzeliczalnie wiele
elementów. Nie zawiera »adnego koªa o niezerowym promieniu.

Aksjomat: X

Reguªy:

X → +Y − X − Y+
Y → −X + Y + X−
+ → +
− → −

X = +F − F − F+, Y = −F + F + F−.
K¡t obrotu jest równy 60◦, a wspóªczynnik zmniejszania dªugo±ci kroku 1

2 .
�wiczenie. We¹ kwadrat zamiast trójk¡ta. Podaj odpowiednie aksjomaty i
reguªy (�wyrzucamy� ±rodkowy kwadrat z dziewi¦ciu). Otrzymasz dywan
Sierpi«skiego. W trzech wymiarach (wychodzimy od sze±cianu) otrzymasz
g¡bk¦ Sierpi«skiego.
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Krzywa smocza

Krzywa smocza

Jerzy Pogonowski (MEG) Funkcje rekurencyjne (5) (JiNoI III) 28 marca 2007 30 / 56



Krzywa smocza

Krzywa smocza

Aksjomat: X

Reguªy:

X → −X + +Y
Y → X −−Y+
+ → +
− → −

X = −− F + +F , Y = F −−F + +.
K¡t obrotu jest równy 45◦, a wspóªczynnik zmniejszania dªugo±ci kroku 1√

2
.

Krzywa smocza wypeªnia �gur¦, której brzeg ma niecaªkowity wymiar
Hausdor�a-Besicovitcha.
�wiczenie. Wychoduj swojego smoka.

Jerzy Pogonowski (MEG) Funkcje rekurencyjne (5) (JiNoI III) 28 marca 2007 31 / 56



Struktury rozgaª¦zione

Struktury rozgaª¦zione

W symbolice L-systemów reprezentowa¢ mo»na tak»e struktury
rozgaª¦zione.
Niech symbol �[� oznacza pocz¡tek rozgaª¦zienia, a �]� jego koniec.
Interpretacja tych symboli w gra�ce »óªwia polega na zapami¦taniu
bie»¡cego stanu »óªwia w przypadku wyst¡pienia symbolu �[� oraz
przywróceniu ostatnio zapami¦tanego stanu w przypadku wyst¡pienia
symbolu �]�.
Dla przykªadu: FF [+F ]F [−F ]F oznacza struktur¦ skªadaj¡c¡ si¦ z odcinka
o dªugo±ci czterech kroków »óªwia, z dwoma rozgaª¦zieniami: w lewo (w
poªowie odcinka), w prawo (w 3

4 odcinka).
�wiczenie. Narysuj np. pi¦¢ etapów wzrostu ro±linki wyznaczonej przez:
Aksjomat: F Reguªy: F → F [+F ]F [−F ]F

+ → +
− → −

K¡t obrotu niech b¦dzie równy 45◦, a wspóªczynnik zmniejszania dªugo±ci
kroku 1

2 .
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Koniec

To byªy tylko bardzo elementarne informacje o fraktalach. Do omówienia
ich dalszych, wa»nych wªasno±ci potrzebne jest przygotowanie
matematyczne wykraczaj¡ce poza programy studiów w Instytucie
J¦zykoznawstwa UAM.
To, co najwa»niejsze do zapami¦tania o fraktalach (na potrzeby tego
kursu):

s¡ to obiekty, które powstaj¡ jako elementy graniczne pewnych
iterowanych operacji;

lokalna struktura fraktala jest (na ka»dym poziomie)
odzwierciedleniem jego struktury globalnej;

fraktale s¡ obiektami o niesko«czonej zªo»ono±ci (czasem mówi si¦:
subtelno±ci) strukturalnej.

Uwaga. Mówimy o powstawaniu lub konstrukcji fraktali jako obiektów
matematycznych. Nie oznacza to oczywi±cie, »e Natura stosuje takie same
(jak my) metody konstrukcji.
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Dodatek 1: wymiar fraktalny

Wymiary � uproszczone de�nicje

O wymiarze topologicznym.
Liczba N(ε) kwadratów o boku ε potrzebnych do pokrycia odcinka jest
proporcjonalna do ε i wynosi N(ε) = Lε−1, gdzie L jest wspóªczynnikiem
proporcjonalno±ci. Dla ε → 0 warto±¢ L jest zatem dªugo±ci¡ mierzonego
odcinka:
L = lim

ε→0
N(ε)ε.

Liczba N(ε) kwadratów o boku ε potrzebnych do pokrycia kwadratów jest
proporcjonalna do ε2. Pole S kwadratu jest równe sumie pól pokrywaj¡cych
go kwadratów o boku ε → 0, czyli:
S = lim

ε→0
N(ε)ε2.

Zauwa»my, »e dla kwadratu mamy:
lim
ε→0

N(ε)ε = ∞.

Wymiar topologiczny (dla �gur ograniczonych) charakteryzujemy jako
wykªadnik pot¦gi przy ε, dla którego rozwa»ane granice s¡ sko«czone.

Jerzy Pogonowski (MEG) Funkcje rekurencyjne (5) (JiNoI III) 28 marca 2007 34 / 56



Dodatek 1: wymiar fraktalny

Wymiary � uproszczone de�nicje

O wymiarze pojemno±ciowym (na pªaszczy¹nie).
Pewne �gury nie maj¡ caªkowitego wymiaru topologicznego w powy»szym
rozumieniu.
Proponuje si¦ przypisa¢ im taki wymiar d , dla którego zachodzi
N(ε)εd = 1.
Poniewa» wtedy N(ε) = ε−d , wi¦c:
d = − lgε N(ε) = − lnN(ε)

ln ε = lnN(ε)

ln( 1
ε
)
.

Wymiarem pojemno±ciowym obiektu geometrycznego X nazywa si¦ liczb¦:
dim(X ) = lim

ε→0
lnN(ε)

ln( 1
ε
)
.

Mamy wtedy np.:

dla zbioru Cantora:
dim(X ) = lim

n→∞
ln 2n
ln 3n = ln 2

ln 3 = 0, 6309297535715 . . .

dla trójk¡ta Sierpi«skiego:
dim(X ) = lim

n→∞
ln 3n
ln 2n = ln 3

ln 2 = 1, 584962500721 . . .
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Dodatek 1: wymiar fraktalny

Wymiary � uproszczone de�nicje

O wymiarze fraktalnym (wymiarze Hausdor�a-Besicovitcha).
W ogólno±ci, w pokryciach �gur u»ywa si¦ kul o dowolnych promieniach.
Niech BX oznacza rodzin¦ wszystkich pokry¢ obiektu X dowolnymi kulami,
a Bε

X rodzin¦ wszystkich pokry¢ X kulami o ±rednicy nie wi¦kszej ni» ε.
Dalej, niech:
αX (d , ε) = inf{m : b ∈ Bε

X ∧m =
∑
a∈b

(∆a)d}

gdzie ∆(a) jest ±rednic¡ kuli a.
Zauwa»my, »e je±li zbiór X pokrywamy kulami o jednakowej ±rednicy (= ε),
to αX (d , ε) = N(ε)εd , gdzie N(ε) jest liczb¡ u»ytych kul.

Wymiarem Hausdor�a-Besicovitcha Dim(X ) zbioru X nazywamy tak¡
liczb¦ d0, dla której granica lim

ε→0
α(d0, ε) ma sko«czon¡ warto±¢ dodatni¡.

W ogólno±ci mamy: Dim(X ) 6 dim(X ).
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Dodatek 2: obrazki fraktalne
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Dodatek 2: obrazki fraktalne
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Dodatek 2: obrazki fraktalne
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Dodatek 2: obrazki fraktalne
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Jerzy Pogonowski (MEG) Funkcje rekurencyjne (5) (JiNoI III) 28 marca 2007 43 / 56
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Jerzy Pogonowski (MEG) Funkcje rekurencyjne (5) (JiNoI III) 28 marca 2007 44 / 56
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Jerzy Pogonowski (MEG) Funkcje rekurencyjne (5) (JiNoI III) 28 marca 2007 45 / 56
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Jerzy Pogonowski (MEG) Funkcje rekurencyjne (5) (JiNoI III) 28 marca 2007 48 / 56
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Jerzy Pogonowski (MEG) Funkcje rekurencyjne (5) (JiNoI III) 28 marca 2007 49 / 56
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Jerzy Pogonowski (MEG) Funkcje rekurencyjne (5) (JiNoI III) 28 marca 2007 50 / 56



Dodatek 2: obrazki fraktalne

Jerzy Pogonowski (MEG) Funkcje rekurencyjne (5) (JiNoI III) 28 marca 2007 51 / 56
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