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Wst¦p Proste przykªady

Czy masz wyobra¹ni¦ matematyczn¡?

Ka»dy z nas ma wyobra¹ni¦ matematyczn¡.

Wa»ne: w jakim zakresie i w jaki sposób z niej korzystamy.

Nagroda: satysfakcja poznawcza, ozdrowienie ze zªudze«.

Wyobra¹nia matematyczna a my±lenie szybkie i wolne. Kilka

klasycznych ilustracji:

Butelka z korkiem.

Brakuj¡cy dolar.

Wy±cig profesorów.

Sznurek dookoªa Ziemi.

W¦drówki nied¹wiedzia.
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Wst¦p Proste przykªady

Czy masz wyobra¹ni¦ matematyczn¡?

Butelka z korkiem. Butelka z korkiem kosztuje 1, 10 zª. Butelka jest o

zªotówk¦ dro»sza od korka. Ile kosztuje butelka, a ile korek?

Niech cena korka w groszach wynosi x . Wtedy cen¡ butelki jest x + 100.

Butelka wraz z korkiem kosztuje 110 groszy, a zatem: (x + 100) + x = 110,

czyli x = 5. Korek kosztuje 5 groszy, a butelka (bez korka) 105 groszy.

Brakuj¡cy dolar. Do hotelu przybyªo trzech go±ci i zdecydowali si¦ wynaj¡¢

wspólny pokój. Hotelarz za»¡daª 30 dolarów, a wi¦c ka»dy z go±ci daª 10 i

zaj¦li pokój. Nieco pó¹niej hotelarz (mo»na przypuszcza¢, »e byª

protestantem) uznaª, »e za»¡daª zbyt wiele i ustaliª cen¦ za pokój równ¡ 25

dolarów. Wr¦czyª 5 dolarów chªopcu hotelowemu z poleceniem, aby zwróciª

t¦ kwot¦ go±ciom. Chªopiec (mo»na przypuszcza¢, »e nie byª protestantem)

zatrzymaª dla siebie dwa dolary, a pozostaªe trzy wr¦czyª go±ciom, ka»demu

po dolarze. Policzmy teraz: ka»dy z go±ci zapªaciª ostatecznie za pokój

dziewi¦¢ dolarów, co daje razem 27 dolarów, a chªopiec zatrzymaª dwa

dolary, a wi¦c w sumie mamy 29 dolarów. Gdzie znikn¡ª brakuj¡cy dolar?

Jerzy Pogonowski (MEG) Wyobra¹nia matematyczna 2017 3 / 16



Wst¦p Proste przykªady

W¦drówki pieni¦dzy

Hotelarz Chªopiec Go±cie Etap:

ma: ma: maj¡:

0 0 30 Go±cie przychodz¡ do hotelu

30 0 0 Go±cie pªac¡ za hotel

25 5 0 Hotelarz daje pi¡tk¦ chªopcu

25 2 3 Chªopiec daje trójk¦ go±ciom.

Na ko«cu tej przygody hotelarz ma zatem 25 dolarów, chªopiec ma 2 dolary

(czyli obaj ª¡cznie maj¡ 27 dolarów), a go±cie maj¡ 3 dolary. Poniewa»

25+ 2+ 3 = 30, wi¦c wszystko si¦ zgadza, nie ma »adnego �brakuj¡cego�

dolara.
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Wst¦p Proste przykªady

Stare i mªode nied¹wiedzie

Wy±cig profesorów. Gdy prof. U. ko«czy wy±cig na 100m, to prof. W.

ma jeszcze 10m do mety, a gdy prof. W. ko«czy, to prof. P. ma

jeszcze 10m do mety (ka»dy biegnie ze swoj¡ staª¡ pr¦dko±ci¡). Jak

daleko byª U. przed P., gdy U. uko«czyª wy±cig?

Sznurek dookoªa Ziemi. Obwód Ziemi to ok. 40000km. Opasujemy

Ziemi¦ ciasno sznurkiem, a potem dodajemy do sznurka 12m i

tworzymy okr¡g lu¹no opasuj¡cy Ziemi¦. Czy ten luz wystarczy, aby

przepeªzªa pod sznurkiem mrówka? Aby przeczoªgaª si¦ pod nim Kot

Prezesa? Aby dumnie wyprostowany przeszedª pod nim sam Prezes?

W¦drówki nied¹wiedzia. Podró»nik maszerowaª kilometr na poªudnie,

potem kilometr na wschód, wreszcie kilometr na póªnoc i wróciª do

punktu wyj±cia. Gdzie byª ten punkt?
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Wst¦p Proste przykªady

Wstajemy z kolan

Wy±cig profesorów. Pr¦dko±ci: vW = 9
10
· vU , vP = 9

10
· vW , czyli

vP = ( 9
10
)2 · vU = 81

100
· vU . Gdy U. triumfuje, P. ma jeszcze 19m do

mety.

Sznurek dookoªa Ziemi. Niech r b¦dzie promieniem kuli, a dªugo±ci¡

dodanego sznurka, x szukan¡ wysoko±ci¡. Wtedy:

2 · π · (r + x) = 2 · π · r + a, czyli x = a

2·π . Dla a = 12m nawet Prezes

przejdzie w podskokach.

W¦drówki nied¹wiedzia. Biegun Póªnocny to zwykle podawane

rozwi¡zanie. Jest jednak niesko«czenie wiele innych poprawnych

rozwi¡za«. Wskazówki: pomy±l te» o okolicach Bieguna Poªudniowego

i przypomnij sobie powie±ci podró»nicze Juliusza Verne'a.
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Wst¦p Wiedza i umiej¦tno±ci matematyczne

Odkrycie i uzasadnienie

Proto-intuicje (intuicje przededukacyjne), zwi¡zane z naszym

uposa»eniem poznawczym: np. subitacja, odró»nienie wewn¡trz � na
zewn¡trz.

Intuicje wyksztaªcone przez przemoc symboliczn¡ szkoªy: np. o±
liczbowa.

Zaawansowane intuicje profesjonalnych matematyków.

Umiej¦tno±ci algorytmiczne.

Dowodzenie (kontekst uzasadnienia) jest potwierdzaniem intuicji

(kontekst odkrycia). Publikowany wynik matematyczny nie ukazuje

kontekstu odkrycia (styl Gaussa a nie styl Eulera).
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Dalsze przykªady Wiedza wªasna i cudza

Czekaj¡c na Le±niczego

Czarownica zªapaªa Jasioªa i Mgªosi¦. Ka»de z nich ma w

odosobnieniu rzuci¢ monet¡ i poda¢ wynik rzutu drugiego. Je±li oboje

pomyl¡ si¦, zostan¡ po»arci. Je±li co najmniej jedno odgadnie wynik

drugiego, prze»yj¡ dany dzie«. Jasioªowi udaªo si¦ szepn¡¢ Mgªosi, co

powinni mówi¢, aby odwleka¢ po»arcie. Jak¡ strategi¦ zaproponowaª?

Konkurs pi¦kno±ci. Ka»da z grupy osób ma wybra¢ w sekrecie liczb¦

od 0 do 20. Wygraj¡ te osoby, których liczba jest najbli»sza dwóch

trzecich ±redniej arytmetycznej wszystkich podanych liczb. Kto wygra?

Dzielenie ªupów. Piraci A, B , C dziel¡ ªup 100 sztuk zªota. Proponuj¡

podziaª w porz¡dku swojej rangi (A > B > C ). Je±li propozycja nie

zostaje przyj¦ta wi¦kszo±ci¡ gªosów, jej autor l¡duje za burt¡ (i

proponuje nast¦pny rang¡, gªos wa»niejszego decyduje). Jak podziel¡

si¦ ªupem (ceni¡c wªasne »ycie bardziej od zªota)?
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Dalsze przykªady Wiedza wªasna i cudza

Gªodna czarownica, przekora, przekupstwo

Mgªosia ma poda¢ swój wynik (jako wynik Jasioªa), a Jasioª wynik

odwrotny do swojego (jako wynik Mgªosi):

Wynik M: Wynik J: M mówi: J mówi: Tra�a:

O O O R M

R R R O M

R O R R J

O R O O J

Konkurs pi¦kno±ci. Je±li wszyscy wybior¡ t¦ sam¡ liczb¦, to wszyscy

wygrywaj¡. A co pokazaªy eksperymenty?

Dzielenie ªupów. A powinien pozyska¢ gªos C . Ciekawie robi si¦, gdy

piratów jest wi¦cej: zob. Stewart, I. 1999. A puzzle for pirates.

Scienti�c American, May 1999, 98�99.
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Dalsze przykªady Wyobra¹nia przestrzenna

�y»wiarki i parasole

Mucha i kropla miodu. Mucha na zewn¡trz powierzchni bocznej

szklanki, kropla miodu wewn¡trz tej powierzchni. Podaj najkrótsz¡

drog¦ dreptania muchy do kropli.

Obªe otoczaki. Nazwijmy ±redniczk¡ �gury maj¡cej ±rodek symetrii

dowolny odcinek ª¡cz¡cy jej brzegi, przechodz¡cy przez ów ±rodek

symetrii. Czy �gura o wszystkich ±redniczkach równych jest koªem?

Ósemki na pªaszczy¹nie. Pami¦tasz, »e rozª¡cznych okr¦gów na

pªaszczy¹nie jest tyle samo, co liczb rzeczywistych. Ile rozª¡cznych

ósemek ∞ narysowa¢ mo»na na pªaszczy¹nie?

Paradoks Bertranda. Jakie jest prawdopodobie«stwo, »e losowo

wybrana ci¦ciwa okr¦gu jest dªu»sza od boku trójk¡ta równobocznego

wpisanego w ten okr¡g?
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Dalsze przykªady Wyobra¹nia przestrzenna

Niekonwencjonalni cykli±ci

Mucha i kropla miodu. Rozwijamy powierzchni¦ boczn¡ walca i

korzystamy z twierdzenia Herona.

Obªe otoczaki. Niekoniecznie: zob. wielok¡ty Reuleaux. Konstrukcja
trójk¡ta Reuleaux: z wierzchoªków trójk¡ta równobocznego zakre±l

ªuki o promieniu równym dªugo±ci boku trójk¡ta.

Ósemki na pªaszczy¹nie. Ka»dej ósemce przyporz¡dkujmy par¦

punktów o obu wspóªrz¦dnych wymiernych, po jednym takim punkcie

wewn¡trz ka»dej z p¦tli tej ósemki. Wtedy »adne dwie ósemki nie

mog¡ mie¢ wspólnej takiej pary punktów. Par liczb wymiernych jest

przeliczalnie wiele (tyle samo, co liczb naturalnych).

Paradoks Bertranda. 1
2
, 1
3
lub 1

4
, w zale»no±ci od wybranej miary (czyli

ustalenia przestrzeni probabilistycznej).
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Dalsze przykªady Wyobra¹nia przestrzenna

Paradoks Bertranda

1 1
3
: wykorzystujemy dªugo±¢ ªuku.

2 1
2
: wykorzystujemy dªugo±¢ odcinka.

3 1
4
: wykorzystujemy pole.

Rysunek z: Ciesielski, K., Pogoda, Z. 2013. Królowa bez nobla. Rozmowy
o matematyce. Demart, Warszawa, 229.
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Dalsze przykªady Oswajanie niesko«czono±ci

Rodzaje niesko«czono±ci

Pytania:

Niesko«czenie du»e?

Niesko«czenie maªe?

Niesko«czenie zªo»one?

Odpowiedzi:

Teoria mnogo±ci

Analiza niestandardowa

Struktury niearchimedesowe

Zªo»ono±¢ obliczeniowa
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Dalsze przykªady Oswajanie niesko«czono±ci

Klasyczne zagadki dotycz¡ce niesko«czono±ci

Niesko«czone ªapówki

Aporie Zenona

Supertasks

Hotel Hilberta

Gra Smullyana

Spirale

Róg Gabriela

Wypeªnianie przestrzeni

Krzywe patologiczne

Zbiór Cantora

Te oraz bardziej zªo»one przykªady omówimy na dalszych wykªadach.
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Dalsze przykªady Nieoczekiwany egzamin

Nauczyciel zapowiada uczniom w poniedziaªek: Którego± dnia w tym
tygodniu b¦dzie egzamin. B¦dzie niespodziewany, w tym sensie, »e w dniu
poprzedzaj¡cym nie b¦dziecie wiedzieli, »e nast¦pnego dnia jest egzamin.
Uczniowie rozumuj¡ wtedy tak: w pi¡tek nie mo»e by¢ egzaminu, bo wtedy

w czwartek wiedzieliby±my, »e egzamin b¦dzie w pi¡tek. A wi¦c pi¡tek

odpada. Skoro tak, to i w czwartek nie mo»e by¢ egzaminu, bo w

przeciwnym razie wiedzieliby±my o tym ju» w ±rod¦. I tak dalej, ostatecznie

uczniowie konkluduj¡, »e »adnego dnia w tym tygodniu egzaminu by¢ nie

mo»e. Wtedy nauczyciel ogªasza, »e wªa±nie dzi± przeprowadza egzamin.

Oczywi±cie, egzamin ten jest niespodziewany.

W istocie, profesor powiedziaª dwie rzeczy:

1 Którego± dnia w tym tygodniu b¦dziesz zdawaª egzamin.

2 Rankiem w dniu egzaminu nie b¦dziesz wiedziaª, »e jest to wªa±nie

dzie« egzaminu.
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Dalsze przykªady Nieoczekiwany egzamin

S¡dz¦, »e wa»ne jest, aby te dwa stwierdzenia oddzieli¢ od siebie. Mogªo by¢ tak,

»e profesor miaª racj¦ w pierwszym stwierdzeniu, a nie miaª jej w drugim. W

pi¡tek rano nie mógªbym bez popadania w sprzeczno±¢ wierzy¢, »e profesor miaª

racj¦ w obu stwierdzeniach, ale mógªbym bez sprzeczno±ci wierzy¢ w jego

pierwsze stwierdzenie. Je±li tak jednak uczyni¦, to nie ma on racji w swoim

drugim stwierdzeniu (poniewa» wierz¦, »e b¦d¦ poddany egzaminowi tego dnia).

Z drugiej strony, je±li w¡tpi¦ w pierwsze stwierdzenie profesora, to nie wiem, czy

b¦d¦ miaª egzamin tego dnia czy nie, a to znaczy, »e obietnica profesora

z drugiego stwierdzenia zostaje speªniona (zakªadaj¡c, »e dotrzymuje on sªowa i

przeprowadza egzamin). Zaskakuj¡c¡ (nieoczekiwan¡) rzecz¡ jest wi¦c to, »e

drugie stwierdzenie profesora jest prawdziwe lub faªszywe w zale»no±ci �

odpowiednio � od tego, czy wierz¦, czy te» nie w jego pierwsze stwierdzenie.

Jedyny zatem sposób, aby profesor miaª (caªkowicie) racj¦, to ten, gdy w¡tpi¦

o jego racji; moje w¡tpliwo±ci wzgl¦dem niego sprawiaj¡, »e ma on racj¦, podczas

gdy moje peªne do niego zaufanie sprawia, »e racji on nie ma! Nie wiem, czy ten

do±¢ szczególny punkt widzenia byª kiedykolwiek dot¡d brany pod uwag¦.

Smullyan: Na zawsze nierozstrzygni¦te, 2007.
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