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Pz ey
Czy masz wyobraznie matematyczng?

Kazdy z nas ma wyobraznie matematycznga.
Wazne: w jakim zakresie i w jaki sposéb z niej korzystamy.

Nagroda: satysfakcja poznawcza, ozdrowienie ze ztudzen.

e 6 o6 o

Wyobraznia matematyczna a myslenie szybkie i wolne. Kilka
klasycznych ilustracji:

Butelka z korkiem.
Brakujacy dolar.
Wyscig profesorow.

Sznurek dookofa Ziemi.

Wedrowki niedzwiedzia.
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Pz ey
Czy masz wyobraznie matematyczng?

Butelka z korkiem. Butelka z korkiem kosztuje 1,10 zt. Butelka jest o
ztotéwke drozsza od korka. lle kosztuje butelka, a ile korek?

Niech cena korka w groszach wynosi x. Wtedy ceng butelki jest x 4+ 100.
Butelka wraz z korkiem kosztuje 110 groszy, a zatem: (x + 100) + x = 110,
czyli x = 5. Korek kosztuje 5 groszy, a butelka (bez korka) 105 groszy.
Brakujacy dolar. Do hotelu przybyto trzech gosci i zdecydowali sie wynajaé
wspdlny pokdj. Hotelarz zazadat 30 dolaréw, a wiec kazdy z gosci dat 10 i
zajeli pokéj. Nieco pézniej hotelarz (mozna przypuszczaé, ze byt
protestantem) uznat, ze zazadat zbyt wiele i ustalit cene za pokéj réwng 25
dolaréw. Wreczyt 5 dolaréw chtopcu hotelowemu z poleceniem, aby zwrdcit
te kwote gosciom. Chtopiec (mozna przypuszcza¢, ze nie byt protestantem)
zatrzymat dla siebie dwa dolary, a pozostate trzy wreczyt gosciom, kazdemu
po dolarze. Policzmy teraz: kazdy z gosci zaptacit ostatecznie za pokdj
dziewie¢ dolaréw, co daje razem 27 dolaréw, a chtopiec zatrzymat dwa
dolary, a wiec w sumie mamy 29 dolaréw. Gdzie zniknat brakujacy dolar?

V.
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Pz ey
Wedréwki pieniedzy

Hotelarz | Chiopiec | Goscie | Etap:
ma: ma: maja:
0 0 30 Goscie przychodza do hotelu
30 0 0 Goscie ptaca za hotel
25 5 0 Hotelarz daje piatke chtopcu
25 2 3 Chtopiec daje tréjke gosciom.

Na korcu tej przygody hotelarz ma zatem 25 dolaréw, chtopiec ma 2 dolary
(czyli obaj tacznie maja 27 dolaréw), a goscie maja 3 dolary. Poniewaz
25 4+ 2 + 3 = 30, wiec wszystko sie zgadza, nie ma zadnego ,brakujacego”

dolara.
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Pz ey
Stare i mtode niedzwiedzie

o Wyscig profesoréw. Gdy prof. U. konczy wyscig na 100m, to prof. W.
ma jeszcze 10m do mety, a gdy prof. W. konczy, to prof. P. ma
jeszcze 10m do mety (kazdy biegnie ze swoja stata predkoscia). Jak
daleko byt U. przed P., gdy U. ukonczyt wyscig?

o Sznurek dookota Ziemi. Obwéd Ziemi to ok. 40000km. Opasujemy
Ziemie ciasno sznurkiem, a potem dodajemy do sznurka 12m i
tworzymy okrag luzno opasujacy Ziemie. Czy ten luz wystarczy, aby
przepetzta pod sznurkiem mréwka? Aby przeczotgat sie pod nim Kot
Prezesa? Aby dumnie wyprostowany przeszedt pod nim sam Prezes?

o Wedréwki niedzwiedzia. Podréznik maszerowat kilometr na potudnie,
potem kilometr na wschéd, wreszcie kilometr na pétnoc i wrécit do
punktu wyjscia. Gdzie byt ten punkt?
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Pz ey
Wstajemy z kolan

o Wyscig profesoréw. Predkosci: vy = 190 vu, Vp = % v, czyli
vp = (1%)2 vy = 8T vy. Gdy U. triumfuje, P. ma jeszcze 19m do

mety.

e Sznurek dookofa Ziemi. Niech r bedzie promieniem kuli, a dtugoscia
dodanego sznurka, x szukana wysokoéciq Wtedy:
2-m-(r+x)=2-m-r+a, czyli x = 5. Dla a = 12m nawet Prezes
przejdzie w podskokach.

o Wedrowki niedzwiedzia. Biegun Pétnocny to zwykle podawane
rozwigzanie. Jest jednak nieskonczenie wiele innych poprawnych
rozwigzan. Wskazéwki: pomysl tez o okolicach Bieguna Potudniowego
i przypomnij sobie powiesci podréznicze Juliusza Verne'a.
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Witz B omffkneE e et
Odkrycie i uzasadnienie

@ Proto-intuicje (intuicje przededukacyjne), zwigzane z naszym
uposazeniem poznawczym: np. subitacja, odréznienie wewngatrz — na
zewnatrz.

@ Intuicje wyksztatcone przez przemoc symboliczna szkoty: np. os
liczbowa.

@ Zaawansowane intuicje profesjonalnych matematykéw.

o Umiejetnosci algorytmiczne.

@ Dowodzenie (kontekst uzasadnienia) jest potwierdzaniem intuigji
(kontekst odkrycia). Publikowany wynik matematyczny nie ukazuje
kontekstu odkrycia (styl Gaussa a nie styl Eulera).
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DEIZW.ICYSELIVA \Wiedza wihasna i cudza

Czekajac na Lesniczego

e Czarownica zfapata Jasiota i Mgtosie. Kazde z nich ma w
odosobnieniu rzuci¢ moneta i podac¢ wynik rzutu drugiego. Jesli oboje
pomyla sie, zostana pozarci. Jesli co najmniej jedno odgadnie wynik
drugiego, przezyja dany dzien. Jasiotowi udato sie szepna¢ Mgtosi, co
powinni méwi¢, aby odwlekac pozarcie. Jaka strategie zaproponowat?

y

o Konkurs pieknosci. Kazda z grupy oséb ma wybra¢ w sekrecie liczbe
od 0 do 20. Wygraja te osoby, ktérych liczba jest najblizsza dwéch
trzecich sredniej arytmetycznej wszystkich podanych liczb. Kto wygra?

o Dzielenie tupéw. Piraci A, B, C dzielg tup 100 sztuk ztota. Proponuja
podziat w porzadku swojej rangi (A > B > C). Jesli propozycja nie
zostaje przyjeta wiekszoscia gloséw, jej autor laduje za burta (i
proponuje nastepny ranga, gtos wazniejszego decyduje). Jak podzielg
sie tupem (ceniac wtasne zycie bardziej od ztota)?
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DEIZW.ICYSELIVA \Wiedza wihasna i cudza

Gtodna czarownica, przekora, przekupstwo

Mgtosia ma poda¢ swéj wynik (jako wynik Jasiota), a Jasiot wynik
odwrotny do swojego (jako wynik Mgtosi):

Wynik M: | Wynik J: | M méwi: | J méwi: | Trafia:
O O O R M
R R R 0] M
R 0] R R J
O R O O J

@ Konkurs pieknosci. Jesli wszyscy wybiora te sama liczbe, to wszyscy
wygrywaja. A co pokazaty eksperymenty?

o Dzielenie tupéw. A powinien pozyska¢ gtos C. Ciekawie robi sie, gdy
piratéw jest wiecej: zob. Stewart, . 1999. A puzzle for pirates.
Scientific American, May 1999, 98-99.
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Wittt FressiEnE
tyzwiarki i parasole

@ Mucha i kropla miodu. Mucha na zewnatrz powierzchni bocznej
szklanki, kropla miodu wewnatrz tej powierzchni. Podaj najkrétsza
droge dreptania muchy do kropli.

@ Obfte otoczaki. Nazwijmy sredniczka figury majacej srodek symetrii
dowolny odcinek taczacy jej brzegi, przechodzacy przez éw srodek
symetrii. Czy figura o wszystkich Sredniczkach réwnych jest kotem?

o Osemki na pfaszczyznie. Pamietasz, ze roztacznych okregéw na
ptaszczyznie jest tyle samo, co liczb rzeczywistych. lle roztacznych
6semek oo narysowaé mozna na ptaszczyznie?

@ Paradoks Bertranda. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze losowo
wybrana cieciwa okregu jest dtuzsza od boku tréjkata réwnobocznego
wpisanego w ten okrag?
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Wittt FressiEnE
Niekonwencjonalni cyklisci

@ Mucha i kropla miodu. Rozwijamy powierzchnie boczng walca i
korzystamy z twierdzenia Herona.

@ Obfe otoczaki. Niekoniecznie: zob. wielokaty Reuleaux. Konstrukcja
tréjkata Reuleaux: z wierzchotkéw tréjkata rownobocznego zakresl
tuki o promieniu réwnym dtugosci boku tréjkata.

o Osemki na ptaszczyznie. Kazdej 6semce przyporzadkujmy pare
punktéw o obu wspétrzednych wymiernych, po jednym takim punkcie
wewnatrz kazdej z petli tej 6semki. Wtedy zadne dwie ésembki nie
moga mie¢ wspdlnej takiej pary punktéw. Par liczb wymiernych jest
przeliczalnie wiele (tyle samo, co liczb naturalnych).

@ Paradoks Bertranda. % % lub %, w zaleznosci od wybranej miary (czyli
ustalenia przestrzeni probabilistycznej).
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Wittt FressiEnE
Paradoks Bertranda

o
2]
o

: wykorzystujemy dtugos¢ tuku.
wykorzystujemy dtugos¢ odcinka.

B NI W=

. wykorzystujemy pole.

Rysunek z: Ciesielski, K., Pogoda, Z. 2013. Krélowa bez nobla. Rozmowy
o matematyce. Demart, Warszawa, 229.
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Dalsze przyktady Oswajanie nieskofczonosci

Rodzaje nieskonczonosci

Pytania:
@ Nieskonczenie duze?

@ Nieskonczenie mate?

o Nieskoriczenie ztozone?

Odpowiedzi:

@ Teoria mnogosci

@ Analiza niestandardowa

@ Struktury niearchimedesowe

o Ztozonoéé obliczeniowa
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Oy wild e
Klasyczne zagadki dotyczace nieskonczonosci

Nieskonczone tapéwki
Aporie Zenona
Supertasks

Hotel Hilberta

Gra Smullyana

Spirale

Rég Gabriela
Woypetnianie przestrzeni
Krzywe patologiczne
Zbiér Cantora

Te oraz bardziej ztozone przyktady oméwimy na dalszych wyktadach.
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Dalsze przyktady Nieoczekiwany egzamin

Nauczyciel zapowiada uczniom w poniedziatek: Ktdregos dnia w tym
tygodniu bedzie egzamin. Bedzie niespodziewany, w tym sensie, ze w dniu
poprzedzajacym nie bedziecie wiedzieli, ze nastepnego dnia jest egzamin.
Uczniowie rozumuja wtedy tak: w piagtek nie moze by¢ egzaminu, bo wtedy
w czwartek wiedzielibysmy, ze egzamin bedzie w pigtek. A wiec pigtek
odpada. Skoro tak, to i w czwartek nie moze by¢ egzaminu, bo w
przeciwnym razie wiedzielibySmy o tym juz w érode. | tak dalej, ostatecznie
uczniowie konkluduja, ze zadnego dnia w tym tygodniu egzaminu by¢ nie
moze. Wtedy nauczyciel ogtasza, ze whasnie dzi§ przeprowadza egzamin.
Oczywiscie, egzamin ten jest niespodziewany.

W istocie, profesor powiedziat dwie rzeczy:

O Ktdregos dnia w tym tygodniu bedziesz zdawat egzamin.

@ Rankiem w dniu egzaminu nie bedziesz wiedziat, ze jest to witasnie

dzien egzaminu.
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Dalsze przyktady Nieoczekiwany egzamin

Sadze, ze wazne jest, aby te dwa stwierdzenia oddzieli¢ od siebie. Mogfo by¢ tak,
ze profesor miat racje w pierwszym stwierdzeniu, a nie miat jej w drugim. W
piatek rano nie mégtbym bez popadania w sprzeczno$¢ wierzy¢, ze profesor miat
racje w obu stwierdzeniach, ale mégtbym bez sprzeczno$ci wierzy¢ w jego
pierwsze stwierdzenie. Jesli tak jednak uczynie, to nie ma on racji w swoim
drugim stwierdzeniu (poniewaz wierze, ze bede poddany egzaminowi tego dnia).
Z drugiej strony, jesli watpie w pierwsze stwierdzenie profesora, to nie wiem, czy
bede miat egzamin tego dnia czy nie, a to znaczy, ze obietnica profesora
z drugiego stwierdzenia zostaje spetniona (zaktadajac, ze dotrzymuje on stowa i
przeprowadza egzamin). Zaskakujaca (nieoczekiwang) rzecza jest wiec to, ze
drugie stwierdzenie profesora jest prawdziwe lub fatszywe w zaleznosci —
odpowiednio — od tego, czy wierze, czy tez nie w jego pierwsze stwierdzenie.
Jedyny zatem sposéb, aby profesor miat (catkowicie) racje, to ten, gdy watpie
o jego racji; moje watpliwosci wzgledem niego sprawiaja, ze ma on racje, podczas
gdy moje petne do niego zaufanie sprawia, ze racji on nie ma! Nie wiem, czy ten
dos¢ szczegdlny punkt widzenia byt kiedykolwiek dotad brany pod uwage.
Smullyan: Na zawsze nierozstrzygniete, 2007.
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