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J¦zyk KRZ Alfabet j¦zyka KRZ

J¦zyk Klasycznego Rachunku Zda«

W skªad alfabetu j¦zyka KRZ wchodz¡:

zmienne zdaniowe: p1, p2, p3, . . . (zbiór wszystkich tych zmiennych
oznaczymy przez VKRZ )

spójniki (prawdziwo±ciowe):

¬ (negacja),
∧ (koniunkcja),
∨ (alternatywa [nierozª¡czna]),
→ (implikacja [materialna]),
≡ (równowa»no±¢ [materialna]).

symbole pomocnicze: (,) � nawias lewy oraz nawias prawy.

To jedna z wielu mo»liwo±ci wyboru alfabetu. Inna podana zostaªa na
poprzednim wykªadzie (j¦zyk L♥).
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J¦zyk KRZ Formuªy j¦zyka KRZ

J¦zyk KRZ

Zbiór FKRZ wszystkich formuª j¦zyka KRZ de�niowany jest indukcyjnie:

(1) ka»da zmienna zdaniowa jest formuª¡

(2) je±li α ∈ FKRZ , to ¬(α) jest elementem FKRZ

(3) je±li α ∈ FKRZ oraz β ∈ FKRZ , to: (α) ∧ (β) ∈ FKRZ ,
(α) ∨ (β) ∈ FKRZ , (α)→ (β) ∈ FKRZ , (α) ≡ (β) ∈ FKRZ

(4) ka»da formuªa KRZ jest b¡d¹ zmienn¡ zdaniow¡, b¡d¹ powstaje z
formuª KRZ poprzez zastosowanie reguªy (2) lub reguªy (3).

Zwró¢my uwag¦, »e procedura rozstrzygania, czy dowolny (sko«czony) ci¡g
elementów alfabetu j¦zyka KRZ jest formuª¡ KRZ jest efektywna: w
sko«czonej liczbie kroków (bior¡cych pod uwag¦ jedynie ksztaªt symboli
oraz ich kolejno±¢) daje odpowied¹.
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J¦zyk KRZ Umowy notacyjne

J¦zyk KRZ

Przyjmiemy pewne umowy notacyjne:

opuszczamy nawiasy otaczaj¡ce pojedyncze zmienne (np. zamiast
¬(pi ) piszemy ¬pi );
zmienne zdaniowe zapisujemy zwykle: p, q, r , s, t;

symbole α, β, γ oznaczaj¡ dowolne formuªy j¦zyka KRZ;

symbole X , Y , Z oznaczaj¡ dowolne zbiory formuª j¦zyka KRZ.

Na razie b¦dziemy rygorystycznie przestrzega¢ u»ywania nawiasów. Po
nabraniu wprawy wprowadzimy pewne reguªy ich opuszczania.

Uwaga. O j¦zyku KRZ mówimy teraz w pewnym metaj¦zyku. Podobnie, o
semantyce j¦zyka KRZ b¦dziemy mówi¢ w metaj¦zyku.
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J¦zyk KRZ Algebra j¦zyka KRZ

J¦zyk KRZ

Zauwa»my, »e zbiór FKRZ formuª jest uniwersum algebry, której funkcje
wyznaczone s¡ przez spójniki prawdziwo±ciowe. Oznaczmy t¦ algebr¦ przez:

F = 〈FKRZ ,¬,∧,∨,→,≡〉

Spójniki mo»na traktowa¢ jako operacje na wyra»eniach:

∧ : FKRZ × FKRZ → FKRZ ∧(α, β) = (α) ∧ (β)

∨ : FKRZ × FKRZ → FKRZ ∨(α, β) = (α) ∨ (β)

→: FKRZ × FKRZ → FKRZ → (α, β) = (α)→ (β)

≡: FKRZ × FKRZ → FKRZ ≡ (α, β) = (α) ≡ (β)

¬ : FKRZ → FKRZ ¬(α) = ¬(α)

Algebr¦ F nazywamy algebr¡ j¦zyka KRZ.
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J¦zyk KRZ Drzewa skªadniowe

J¦zyk KRZ

Ka»d¡ formuª¦ j¦zyka KRZ reprezentowa¢ mo»na przez drzewo. Jedna z
mo»liwych drzewowych reprezentacji budowy skªadniowej np. formuªy

((p → q) ∧ (¬p → q))→ q

wygl¡da nast¦puj¡co:
→

∧

→

p q

→

¬

p

q

q

Jerzy Pogonowski (MEG) Logika Matematyczna (2�4) Semantyka KRZ 6 / 72



J¦zyk KRZ Drzewa skªadniowe

J¦zyk KRZ

Inna z mo»liwych drzewowych reprezentacji budowy skªadniowej formuªy:

((p → q) ∧ (¬p → q))→ q

wygl¡da nast¦puj¡co:

((p → q) ∧ (¬p → q))→ q

(p → q) ∧ (¬p → q)

p → q

p q

¬p → q

¬p

p

q

q
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Semantyka KRZ: podstawowe de�nicje Warto±ciowania

Warto±ciowania

Niech dane b¦d¡ dwa ró»ne przedmioty: 0 oraz 1. Niewa»ne, czym one s¡,
istotne jest aby byªy ró»ne. Pierwszy z nich (tj. 0) mo»esz nazwa¢ Faªszem
(albo np. �ciem¡), drugi (tj. 1) mo»esz nazwa¢ Prawd¡ (albo np.
Odlotem). Elementy zbioru {0, 1} nazwiemy warto±ciami logicznymi.

Warto±ciowaniem formuª w KRZ nazywamy ka»d¡ funkcj¦
h : FKRZ → {0, 1} tak¡, »e:

h(¬(α)) = 1 wtedy i tylko wtedy, gdy h(α) = 0

h((α) ∧ (β)) = 1 wtedy i tylko wtedy, gdy h(α) = 1 i h(β) = 1

h((α) ∨ (β)) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy h(α) = 0 i h(β) = 0

h((α)→ (β)) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy h(α) = 1 i h(β) = 0

h((α) ≡ (β)) = 1 wtedy i tylko wtedy, gdy h(α) = h(β).
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Semantyka KRZ: podstawowe de�nicje Warto±ciowania

Warto±ciowania

Uwaga. Inna mo»liwo±¢ (któr¡ zaraz przedstawimy) wprowadzenia poj¦cia
warto±ciowania jest nast¦puj¡ca:

warto±ciowaniem zmiennych zdaniowych (wzz) nazywamy dowoln¡
funkcj¦ h : VKRZ → {0, 1} (a wi¦c dowolny niesko«czony ci¡g o
wyrazach 0 i 1)

warto±¢ formuªy przy danym wzz okre±lamy indukcyjnie, korzystaj¡c z
wybranych funkcji prawdziwo±ciowych skojarzonych ze spójnikami
prawdziwo±ciowymi.

Dowoln¡ funkcj¦, która ka»demu sko«czonemu ci¡gowi warto±ci logicznych
przyporz¡dkowuje warto±¢ logiczn¡ nazywamy funkcj¡ prawdziwo±ciow¡.
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Semantyka KRZ: podstawowe de�nicje Funkcje prawdziwo±ciowe

Jednoargumentowe funkcje prawdziwo±ciowe

arg 1 2 3 4

0 0 0 1 1
1 0 1 0 1

Pierwsza kolumna tabeli podaje wszystkie warto±ci argumentu, kolumny o
numerach 1�4 podaj¡ warto±¢ dla tego argumentu ka»dej z czterech
jednoargumentowych funkcji prawdziwo±ciowych. Funkcja o warto±ciach z
kolumny 3 nazywana jest Negacj¡. Oznaczmy j¡ symbolem Ng . Zatem:

Ng(0) = 1, Ng(1) = 0.
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Semantyka KRZ: podstawowe de�nicje Funkcje prawdziwo±ciowe

Dwuargumentowe funkcje prawdziwo±ciowe

a1 a2 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1
0 1 0 0 0 0 1 1 1 1 0 0 0 0 1 1 1 1
1 0 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1
1 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1

Pierwsze dwie kolumny podaj¡ wszystkie ukªady warto±ci argumentów,
kolumny o numerach 1�16 podaj¡ warto±¢ dla tego ukªadu argumentów
ka»dej z szesnastu dwuargumentowych funkcji prawdziwo±ciowych.
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Semantyka KRZ: podstawowe de�nicje Funkcje prawdziwo±ciowe

Funkcje prawdziwo±ciowe

Wprowadzamy oznaczenia dla niektórych z tych funkcji:

Funkcja o warto±ciach z kolumny nazywana jest i oznaczana
2 Koniunkcj¡ Kn

8 Alternatyw¡ Al

14 Implikacj¡ Im

10 Równowa»no±ci¡ Rw

Uwaga. Nie pogub si¦: masz spójniki prawdziwo±ciowe (¬, ∧, ∨, →, ≡)
oraz funkcje prawdziwo±ciowe (Ng , Kn, Al , Im, Rw). Te pierwsze to
symbole j¦zykowe, te drugie to pewne elementy pozaj¦zykowe.
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Semantyka KRZ: podstawowe de�nicje Funkcje prawdziwo±ciowe

Funkcje prawdziwo±ciowe

Zapami¦tanie warto±ci wymienionych funkcji uªatwi¢ powinna poni»sza
tabelka:

Kn(x , y) = 1 wtedy i tylko wtedy, gdy x = 1 oraz y = 1
Al(x , y) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy x = 0 oraz y = 0
Im(x , y) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy x = 1 oraz y = 0
Rw(x , y) = 1 wtedy i tylko wtedy, gdy x = y

Uwaga. Mo»na rozwa»a¢ dowolne n-argumentowe funkcje
prawdziwo±ciowe. Dla prezentacji semantyki KRZ nie jest to jednak
potrzebne.
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Semantyka KRZ: podstawowe de�nicje Funkcje prawdziwo±ciowe

Warto±¢ logiczna formuªy

Je±li w jest wzz, to niech wi oznacza i-ty element ci¡gu w .
Funkcja Val : (FKRZ × {0, 1}ω) −→ {0, 1} przyporz¡dkowuje ka»dej parze
(α,w) zªo»onej z formuªy α oraz wzz w jednoznacznie wyznaczon¡ warto±¢
logiczn¡, nazywan¡ warto±ci¡ formuªy α przy wzz w .
De�nicja funkcji Val jest indukcyjna (tzw. indukcja strukturalna po
budowie formuªy α):

Val(pi ,w) = wi ;

Val(¬(α),w) = Ng(Val(α,w));

Val((α) ∧ (β),w) = Kn(Val(α,w),Val(β,w));

Val((α) ∨ (β),w) = Al(Val(α,w),Val(β,w));

Val((α)→ (β),w) = Im(Val(α,w),Val(β,w));

Val((α) ≡ (β),w) = Rw(Val(α,w),Val(β,w)).
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Semantyka KRZ: podstawowe de�nicje Uproszczenia w podr¦cznikach

Uproszczenia w podr¦cznikach

Mamy zatem wzajemnie jednoznaczn¡ odpowiednio±¢ mi¦dzy spójnikami
prawdziwo±ciowymi oraz funkcjami prawdziwo±ciowymi. Cz¦sto spotykamy
w podr¦cznikach uproszczone tabelki, wi¡»¡ce warto±ci logiczne
bezpo±rednio ze spójnikami (w pierwszej kolumnie warto±¢ pierwszego
argumentu, w pierwszym wierszu � warto±¢ drugiego, na przeci¦ciu
wiersza i kolumny � warto±¢ formuªy dla danych argumentów):

∧ 0 1
0 0 0
1 0 1

∨ 0 1
0 0 1
1 1 1

→ 0 1
0 1 1
1 0 1

≡ 0 1
0 1 0
1 0 1

¬
0 1
1 0
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Semantyka KRZ: podstawowe de�nicje Jeszcze o warto±ciowaniach

Jeszcze o warto±ciowaniach

Powinno by¢ jasne, »e ka»da funkcja jednoargumentowa postaci
Val( ,w) : FKRZ → {0, 1} dla pewnego wzz w jest warto±ciowaniem formuª
j¦zyka KRZ.

Niech funkcja π : FKRZ × {0, 1} → FKRZ b¦dzie okre±lona warunkiem:
π(α,w) = α dla dowolnej formuªy α oraz wzz w .

Ka»de warto±ciowanie h formuª j¦zyka KRZ mo»na jednoznacznie
przedstawi¢ w postaci:

h(π(α,w)) = Val(α,w).

Mamy zatem wzajemnie jednoznaczn¡ odpowiednio±¢ mi¦dzy obydwoma
sposobami wprowadzania poj¦cia warto±ciowania formuª j¦zyka KRZ.
Mo»emy posªugiwa¢ si¦ ka»dym z nich, co te» b¦dziemy czyni¢.
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Semantyka KRZ: podstawowe de�nicje Jeszcze o warto±ciowaniach

Jeszcze o warto±ciowaniach

Warto±¢ formuªy przy danym wzz zale»y tylko od sko«czonej liczby
elementów tego wzz (bo ka»da formuªa zawiera jedynie sko«czon¡ liczb¦
zmiennych). Ustalanie warto±ci formuªy przy danym wzz jest procedur¡
obliczaln¡: dla dowolnej formuªy oraz wzz mo»na w sko«czonej liczbie
prostych, mechanicznych kroków (jawnie opisanych w podanych wy»ej
tabelkach) ustali¢ warto±¢ tej formuªy przy tym wzz. Przy tym, je±li
formuªa α zawiera n zmiennych zdaniowych, to przy ustalaniu jej warto±ci
wystarczy bra¢ pod uwag¦ najwy»ej 2n wzz.

Przypomnij sobie drzewow¡ reprezentacj¦ budowy skªadniowej formuª:
ka»de wzz umieszcza 0 oraz 1 na li±ciach drzewa, a funkcje
prawdziwo±ciowe pozwalaj¡ w sposób jednoznaczny wyznaczy¢ warto±¢
ka»dego w¦zªa na podstawie warto±ci jego bezpo±rednich potomków. I tak
a» do przypisania warto±ci korzeniowi drzewa.
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Semantyka KRZ: podstawowe de�nicje Jeszcze o warto±ciowaniach

Demokratyczne Upowa»nienie Poprzez Aplauz

Przypomnijmy jedn¡ z mo»liwych drzewowych reprezentacji budowy skªadniowej
formuªy ((p → q) ∧ (¬p → q))→ q

((p → q) ∧ (¬p → q))→ q

(p → q) ∧ (¬p → q)

p → q

p q

¬p → q

¬p

p

q

q

Jakkolwiek rozmie±cimy 0 oraz 1 na li±ciach drzewa, to warto±¢ korzenia b¦dzie
równa 1, gdy warto±ci poszczególnych w¦zªów oblicza¢ b¦dziemy korzystaj¡c z
tablic dla funkcji prawdziwo±ciowych. Formuªy o tej wªasno±ci nazwiemy
tautologiami KRZ.
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Semantyka KRZ: podstawowe de�nicje Poj¦cie tautologii KRZ

Poj¦cie tautologii KRZ

Tautologi¡ KRZ nazywamy ka»d¡ formuª¦ j¦zyka KRZ, która przy ka»dym
warto±ciowaniu przyjmuje warto±¢ 1.

Tak wi¦c, formuªa α jest tautologi¡ KRZ, gdy dla ka»dego warto±ciowania
h, mamy: h(α) = 1.
Formuªa α nie jest tautologi¡ KRZ, gdy istnieje warto±ciowanie h takie, »e
h(α) = 0.

Uwaga. Badamy nie konkretne formuªy, lecz raczej schematy formuª. Dla
przykªadu, (α) ∨ (¬(α)) jest schematem tautologii KRZ dla dowolnej
formuªy α, za± np. (α)→ ((α) ∧ (β)) nie jest schematem tautologii KRZ
� bo np. szczególny przypadek tego schematu: p1 → (p1 ∧ p2) nie przy
ka»dym warto±ciowaniu przyjmuje warto±¢ 1. W dalszym ci¡gu b¦dziemy
u»ywa¢ terminu �tautologia KRZ� zarówno dla poszczególnych formuª
j¦zyka KRZ, jak i dla schematów formuª.
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Semantyka KRZ: podstawowe de�nicje Poj¦cie tautologii KRZ

Poj¦cie tautologii KRZ

Tautologiami KRZ s¡ zatem dokªadnie te formuªy α, dla których
Val(α,w) = 1 dla ka»dego wzz w .
Formuªa α nie jest tautologi¡ KRZ, gdy istnieje co najmniej jedno wzz w

takie, »e Val(α,w) = 0.

Rozwa»my matryc¦ logiczn¡ B2 = 〈{0, 1},Ng ,Kn,Al , Im,Rw , {1}〉 z
uniwersum zªo»onym z warto±ci logicznych i z jednoelementowym zbiorem
{1} warto±ci wyró»nionych. Przypomnijmy, »e F = 〈FKRZ ,¬,∧,∨,→,≡〉
jest algebr¡ formuª j¦zyka KRZ.

Tautologiami KRZ s¡ dokªadnie te formuªy α, które przy ka»dym
homomor�zmie h : F→ B2 przyjmuj¡ warto±¢ wyró»nion¡ w matrycy B2,
tj. dla których zachodzi h(α) = 1.
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Semantyka KRZ: podstawowe de�nicje Poj¦cie tautologii KRZ

Poj¦cie tautologii KRZ

Zauwa»my, »e tautologie KRZ s¡ dokªadnie tymi formuªami j¦zyka KRZ,
które przyjmuj¡ warto±¢ wyró»nion¡ przy ka»dym warto±ciowaniu jedynie
przez wzgl¡d na swoj¡ budow¦ skªadniow¡ oraz wprzódy ustalone znaczenie
staªych logicznych j¦zyka KRZ (tj. spójników prawdziwo±ciowych).
Gdy dokonujemy �przekªadu�, tj. podstawiamy konkretne zdania za
zmienne zdaniowe, wynik takiego podstawienia w tautologii jest zawsze
zdaniem prawdziwym, niezale»nie od tre±ci podstawianych zda«.

Formuªy, które przy ka»dym warto±ciowaniu przyjmuj¡ warto±¢ 0 nazywamy
kontrtautologiami KRZ.
Formuªa α nie jest zatem kontrtautologi¡ KRZ, gdy przy co najmniej jednym
warto±ciowaniu h mamy: h(α) = 1.

Wszystkie formuªy j¦zyka KRZ podzieli¢ mo»na na trzy klasy:
• tautologie KRZ • kontrtautologie KRZ • pozostaªe formuªy

(nie b¦d¡ce ani tautologiami,
ani kontrtautologiami).
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Semantyka KRZ: podstawowe de�nicje De�nicja wynikania logicznego w KRZ

Wynikanie logiczne w KRZ

Wynikanie logiczne to relacja mi¦dzy zbiorami formuª. Powiemy, »e zbiór Y
wynika logicznie (w KRZ) ze zbioru X , gdy przy ka»dym warto±ciowaniu,
przy którym wszystkie formuªy zbioru X maj¡ warto±¢ 1, równie» wszystkie
formuªy zbioru Y maj¡ warto±¢ 1.
Zbiór Y nie wynika logicznie ze zbioru X , gdy istnieje co najmniej jedno
warto±ciowanie, przy którym wszystkie formuªy z X maj¡ warto±¢ 1, a
pewna formuªa ze zbioru Y ma warto±¢ 0.

Gdy Y wynika logicznie z X , to piszemy X |=krz Y , a gdy Y jest zbiorem
jednoelementowym {α}, to piszemy X |=krz α (mówimy wtedy krótko, »e
formuªa α wynika logicznie ze zbioru X ).

Tautologie KRZ to dokªadnie te formuªy, które wynikaj¡ logicznie ze zbioru
pustego ∅.
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Semantyka KRZ: podstawowe de�nicje De�nicja wynikania logicznego w KRZ

Wynikanie logiczne w KRZ

Gdy Y nie wynika logicznie z X w KRZ, to piszemy X 2krz Y . Oto
niektóre wªasno±ci relacji |=krz :

|=krz jest zwrotna: X |=krz X dla ka»dego X

|=krz jest przechodnia: je±li X |=krz Y oraz Y |=krz Z , to X |=krz Z ,
dla wszystkich X , Y , Z

|=krz jest monotoniczna wzgl¦dem pierwszego argumentu: je±li
X |=krz Y oraz X ⊆ Z , to Z |=krz Y

|= jest antymonotoniczna wzgl¦dem drugiego argumentu: je±li
X |=krz Y oraz Z ⊆ Y , to X |=krz Z

∅ |=krz α wtedy i tylko wtedy, gdy α jest tautologi¡ KRZ.
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Semantyka KRZ: podstawowe de�nicje Semantyczna niesprzeczno±¢ w KRZ

Semantyczna niesprzeczno±¢ w KRZ

Mówimy, »e zbiór X formuª j¦zyka KRZ jest:

semantycznie niesprzeczny, gdy istnieje warto±ciowanie h takie, »e
h(α) = 1 dla wszystkich α ∈ X ;

semantycznie sprzeczny, gdy X nie jest semantycznie niesprzeczny.

Z powy»szej de�nicji wynika, »e X jest semantycznie sprzeczny, gdy dla
ka»dego warto±ciowania h istnieje α ∈ X taka, »e h(α) = 0.

Aby pokaza¢, »e X jest semantycznie niesprzeczny wystarczy znale¹¢ jedno
warto±ciowanie h takie, »e dla wszystkich α ∈ X mamy: h(α) = 1.
Aby pokaza¢, »e X jest semantycznie sprzeczny trzeba pokaza¢, »e dla
»adnego warto±ciowania h nie zachodzi h(α) = 1 dla wszystkich α ∈ X .
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Semantyka KRZ: podstawowe de�nicje Wnioskowania w j¦zykach etnicznych

Dygresja: wnioskowania w j¦zykach etnicznych

Wnioskowania przeprowadzamy w j¦zykach etnicznych. Wnioskowaniem
(np. w j¦zyku polskim) nazywamy dowolny ukªad zªo»ony ze zbioru zda«
(przesªanek) oraz zdania (wniosku).

Mi¦dzy przesªankami oraz wnioskiem mog¡ zachodzi¢ ró»ne zale»no±ci:
syntaktyczne, semantyczne oraz pragmatyczne. W zastosowaniach
Elementarza Logicznego bada si¦ tzw. wnioskowania dedukcyjne, tj. takie,
w których budowa skªadniowa u»ytych w nich zda« przes¡dza o tym, »e
je±li przesªanki s¡ prawdziwe, to tak»e wniosek jest prawdziwy.

We wnioskowaniach dedukcyjnych zwi¡zek mi¦dzy przesªankami oraz
wnioskiem oparty jest na wynikaniu logicznym. Za chwil¦ podamy
precyzyjn¡ de�nicj¦ wnioskowa« dedukcyjnych.
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Semantyka KRZ: podstawowe de�nicje De�nicja reguªy niezawodnej

Poj¦cie reguªy niezawodnej

Reguª¡ (reguª¡ wnioskowania) nazywamy dowoln¡ relacj¦
R ⊆ 2FKRZ × FKRZ , której poprzedniki s¡ sko«czonymi zbiorami formuª.

Ka»dy ukªad postaci (X , α) ∈ R nazywamy sekwentem reguªy R .

Poprzedniki relacji R nazywamy przesªankami reguªy R , a nast¦pniki
wnioskami reguªy R .

Reguªa R jest niezawodna, gdy dla ka»dego (X , α) ∈ R zachodzi:
X |=krz α, czyli gdy α wynika logicznie z X w KRZ.
W przeciwnym przypadku R jest zawodna.
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Semantyka KRZ: podstawowe de�nicje De�nicja reguªy niezawodnej

Poj¦cie reguªy niezawodnej

Z powy»szej de�nicji wida¢, »e reguªa R jest:

niezawodna wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnego jej sekwentu
(X , α) ∈ R oraz ka»dego warto±ciowania, przy którym wszystkie
elementy X (tj. przesªanki) maj¡ warto±¢ 1, tak»e α (tj. wniosek) ma
warto±¢ 1;

zawodna, wtedy i tylko wtedy, gdy istniej¡: co najmniej jeden sekwent
(X , α) ∈ R oraz co najmniej jedno warto±ciowanie przy którym
wszystkie elementy X maj¡ warto±¢ 1, a α ma warto±¢ 0.

Uwaga. Reguªy wnioskowania interesuj¡ce z logicznego punktu widzenia
opisywane s¡ zwi¦¹le przez podanie ksztaªtu wszystkich sekwentów
skªadaj¡cych si¦ na reguª¦, np. tak, jak w poni»szych przykªadach:
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Semantyka KRZ: podstawowe de�nicje Kilka przykªadów reguª niezawodnych

Przykªady reguª niezawodnych

Oto schematyczne zapisy kilku wa»nych niezawodnych reguª wnioskowania
(zapis poni»szy wskazuje ksztaªt wszystkich sekwentów poszczególnych
reguª):

(r1) ({α→ β, α}, β)
(r2) ({α→ β,¬β},¬α)
(r3) ({α→ β, β → γ}, α→ γ)
(r4) ({α,¬α}, β)

(r5) ({α ∨ β,¬α}, β)
(r6) ({α→ β, β → α}, α ≡ β)
(r7) ({α→ (β → γ)}, (α ∧ β)→ γ)
(r8) ({(α ∧ β)→ γ}, α→ (β → γ))

Reguª¦ wnioskowania o przesªankach α1, . . . , αn oraz wniosku β zapisujemy

cz¦sto w postaci: α1,...,αn
β , albo w postaci:

α1
...
αn
β
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Semantyka KRZ: podstawowe de�nicje Reguªy zachowuj¡ce tautologiczno±¢

Reguªy zachowuj¡ce tautologiczno±¢

Reguªa R zachowuje wªasno±¢ bycia tautologi¡ wtedy i tylko wtedy, gdy:
dla ka»dego (X , α) ∈ R , je±li wszystkie elementy zbioru X s¡ tautologiami,
to tak»e α jest tautologi¡.

Twierdzenie 2.1. Ka»da reguªa niezawodna zachowuje wªasno±¢ bycia
tautologi¡.
Dowód. Niech R b¦dzie niezawodna i przypu±¢my, »e nie zachowuje ona
wªasno±ci bycia tautologi¡. Istnieje zatem sekwent (X , α) ∈ R taki, »e X jest
zbiorem tautologii, a α nie jest tautologi¡. Istnieje wi¦c warto±ciowanie h takie, »e
h(α) = 0. Oczywi±cie h(β) = 1 dla ka»dej formuªy β z X . Zatem X 2 α, a to
jest sprzeczne z niezawodno±ci¡ R. Zachodzi wi¦c teza twierdzenia.

�wiczenie. Udowodnij, »e reguªy (r1)-(r8) s¡ niezawodne.
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Semantyka KRZ: podstawowe de�nicje De�nicja wnioskowania dedukcyjnego

Dygresja: wnioskowania dedukcyjne

Spójniki logiczne w danym j¦zyku etnicznym (tu: polskim) to wyra»enia: i,
lub, je±li..., to..., nieprawda, »e, itp.

Zdaniem prostym (j¦zyka etnicznego) nazywamy ka»de zdanie A takie, »e:

»adna cz¦±¢ A nie jest zdaniem

A jest zdaniem w sensie logicznym, tj. mo»e by¢ prawdziwe lub
faªszywe.

Zdania zªo»one to zdania, które nie s¡ proste. Bierzemy pod uwag¦ tylko
zªo»enia zda« z u»yciem spójników logicznych.

Schematem zdania A nazywamy formuª¦ j¦zyka KRZ otrzyman¡ z A

poprzez zast¡pienie zda« prostych zmiennymi zdaniowymi, a wyra»e«
reprezentuj¡cych spójniki logiczne spójnikami prawdziwo±ciowymi.
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Semantyka KRZ: podstawowe de�nicje De�nicja wnioskowania dedukcyjnego

Dygresja: wnioskowania dedukcyjne

Schematem wnioskowania zªo»onego ze zbioru przesªanek A oraz wniosku
A nazywamy ukªad (X , α), gdzie:

X jest zbiorem schematów zda« z A
α jest schematem A.

Wnioskowanie (A,A) nazywamy dedukcyjnym, je±li jego schemat jest
sekwentem reguªy niezawodnej.

Wnioskowanie jest zatem dedukcyjne, gdy schemat jego wniosku wynika
logicznie ze zbioru schematów jego przesªanek.

Uwaga. Pami¦taj: wnioskowania przeprowadzamy w j¦zykach etnicznych,
schematy wnioskowa« i reguªy to konstrukcje z j¦zyka KRZ.
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Semantyka KRZ: podstawowe de�nicje Teksty semantycznie niesprzeczne

Dygresja: teksty semantycznie niesprzeczne

Mówimy, »e zbiór A zda« j¦zyka etnicznego jest semantycznie niesprzeczny,
gdy zbiór schematów wszystkich zda« A jest semantycznie niesprzecznym
zbiorem formuª j¦zyka KRZ.

Mówimy, »e zbiór A zda« j¦zyka etnicznego jest semantycznie sprzeczny,
gdy zbiór schematów wszystkich zda« A jest semantycznie sprzecznym
zbiorem formuª j¦zyka KRZ.

Mówimy, »e zdanie A j¦zyka etnicznego jest prawd¡ logiczn¡, gdy schemat
A jest tautologi¡ KRZ.

Mówimy, »e zdanie A j¦zyka etnicznego jest faªszem logicznym, gdy
schemat A jest kontrtautologi¡ KRZ.
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Semantyka KRZ: podstawowe de�nicje Twierdzenia o dedukcji

Twierdzenia o dedukcji

2.2. Twierdzenie o dedukcji wprost (wersja semantyczna).
Dla dowolnych X ⊆ FKRZ , α ∈ FKRZ , β ∈ FKRZ zachodz¡ nast¦puj¡ce
implikacje:

Je±li X ∪ {α} |=krz β, to X |=krz α→ β.

Je±li X |=krz α→ β, to X ∪ {α} |=krz β.

Na mocy powy»szego twierdzenia (oraz praw eksportacji i importacji)
reguªa α1,...,αn

β jest niezawodna wtedy i tylko wtedy, gdy implikacja
(α1 ∧ . . . ∧ αn)→ β jest tautologi¡ KRZ.

Prawo importacji: (α→ (β → γ))→ ((α ∧ β)→ γ)
Prawo eksportacji: ((α ∧ β)→ γ)→ (α→ (β → γ))
�wiczenie: poka», »e te prawa s¡ tautologiami KRZ.
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Semantyka KRZ: podstawowe de�nicje Twierdzenia o dedukcji

Twierdzenia o dedukcji

2.3. Twierdzenie o dedukcji nie wprost (wersja semantyczna).
Dla dowolnych X ⊆ FKRZ , α ∈ FKRZ , β ∈ FKRZ zachodz¡ nast¦puj¡ce
równowa»no±ci:

X ∪ {α} |=krz {β,¬β} wtedy i tylko wtedy, gdy X |=krz ¬α.
X ∪ {¬α} |=krz {β,¬β} wtedy i tylko wtedy, gdy X |=krz α.

Z twierdzenia o dedukcji nie wprost korzystamy przeprowadzaj¡c dowody
nie wprost (dowody apagogiczne).

Dowody obu semantycznych twierdze« o dedukcji przedstawiono w
Dodatku 1.

�wiczenie. Wykorzystaj twierdzenie o dedukcji wprost dla uzyskania z reguª
(r1)-(r8) odpowiednich tautologii KRZ.
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Semantyczna równowa»no±¢ formuª i postacie normalne Semantyczna równowa»no±¢ formuª

Semantyczna równowa»no±¢ formuª

Formuªy α i β nazywamy (semantycznie) równowa»nymi (co
oznaczamy przez α ∼ β), je±li dla dowolnego wzz w warto±¢ α jest
równa warto±ci β.

Formuª¦ α nazywamy speªnialn¡, je±li dla pewnego wzz formuªa ta
przyjmuje warto±¢ 1.

Formuª¦ α nazywamy odrzucaln¡, je±li dla pewnego wzz formuªa ta
przyjmuje warto±¢ 0.

Przypominamy, »e α jest tautologi¡ KRZ, gdy dla ka»dego wzz
formuªa ta przyjmuje warto±¢ 1.

Przypominamy, »e α jest kontrtautologi¡ KRZ, gdy dla ka»dego wzz
formuªa ta przyjmuje warto±¢ 0.

�wiczenia. 1. Poka», »e α ∼ β wtedy i tylko wtedy, gdy α ≡ β jest
tautologi¡ KRZ. 2. Poka», »e dowolne dwie tautologie KRZ s¡
semantycznie równowa»ne.
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Semantyczna równowa»no±¢ formuª i postacie normalne Semantyczna równowa»no±¢ formuª

Notacja

Literaªami nazywamy zmienne zdaniowe oraz negacje zmiennych
zdaniowych. Je±li literaª L ma posta¢ pn, to literaªem sprz¦»onym z L

jest ¬pn. Je±li literaª L ma posta¢ ¬pn, to literaªem sprz¦»onym z L

jest pn.

Wieloczªonow¡ koniunkcj¦ formuª α1, α2, . . ., αn zapisywa¢ b¦dziemy
bez u»ycia nawiasów: α1 ∧ α2 ∧ . . . ∧ αn.
Podobnie, wieloczªonow¡ alternatyw¦ formuª α1, α2, . . ., αn zapisywa¢
b¦dziemy bez u»ycia nawiasów: α1 ∨ α2 ∨ . . . ∨ αn.

�wiczenie: Dlaczego takie uproszczenie zapisu nie prowadzi do
niejednoznaczno±ci semantycznej?
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Semantyczna równowa»no±¢ formuª i postacie normalne Postacie normalne formuª

Postacie normalne formuª

Koniunkcj¡ elementarn¡ nazwiemy dowoln¡ koniunkcj¦ literaªów.

Alternatyw¡ elementarn¡ nazwiemy dowoln¡ alternatyw¦ literaªów.

Alternatywn¡ postaci¡ normaln¡ (apn) nazwiemy dowoln¡ alternatyw¦
koniunkcji elementarnych.

Koniunkcyjn¡ postaci¡ normaln¡ (kpn) nazwiemy dowoln¡ koniunkcj¦
alternatyw elementarnych.

Apn (odpowiednio: kpn) α nazywamy istotn¡ i oznaczamy iafn

(odpowiednio: ikpn), je±li ka»da zmienna zdaniowa formuªy α
wyst¦puje w ka»dej elementarnej koniunkcji (odpowiednio:
alternatywie) dokªadnie raz, zaprzeczona b¡d¹ niezaprzeczona.

Ka»d¡ apn (odpowiednio: kpn, iapn, ikpn) semantycznie równowa»n¡
danej formule α nazywamy apn (odpowiednio: kpn, iapn, ikpn)
formuªy α.

Jerzy Pogonowski (MEG) Logika Matematyczna (2�4) Semantyka KRZ 37 / 72



Semantyczna równowa»no±¢ formuª i postacie normalne Postacie normalne formuª

Dlaczego postacie normalne s¡ wa»ne

Dla ka»dej formuªy α j¦zyka KRZ istnieje formuªa β taka, »e α ∼ β i β jest
kpn. Dla dowodu wystarczy zauwa»y¢, »e tautologiami KRZ s¡:

(α ≡ β) ≡ ((α→ β) ∧ (β → α))

(α→ β) ≡ ((¬α) ∨ β)
¬(α ∧ β) ≡ (¬α ∨ ¬β)
¬(α ∨ β) ≡ (¬α ∧ ¬β)
¬¬α ≡ α
(α ∨ (β ∧ γ)) ≡ ((α ∨ β) ∧ (α ∨ γ))
(α ∧ (β ∨ γ)) ≡ ((α ∧ β) ∨ (α ∧ γ))

Podobnie, dla ka»dej formuªy α j¦zyka KRZ istnieje formuªa β taka, »e
α ∼ β i β jest apn.
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Semantyczna równowa»no±¢ formuª i postacie normalne Koniunkcyjne postacie normalne

Dlaczego koniunkcyjne postacie normalne s¡ wa»ne

Po pierwsze: je±li α jest tautologi¡ KRZ oraz α ∼ β, to tak»e β jest
tautologi¡ KRZ.

Po drugie: je±li α jest kpn, to jest postaci: A1 ∧ A2 ∧ . . . ∧ An,
gdzie ka»da formuªa Ai jest alternatyw¡ elementarn¡ postaci:
L1i ∨ L2i ∨ . . . ∨ Lmi , gdzie z kolei ka»da formuªa Lji jest literaªem.
Koniunkcja A1 ∧A2 ∧ . . .∧An jest tautologi¡ KRZ wtedy i tylko wtedy, gdy
wszystkie formuªy Ai s¡ tautologiami.
Formuªa Ai (czyli formuªa L1i ∨ L2i ∨ . . . ∨ Lmi ) jest tautologi¡ KRZ wtedy i
tylko wtedy, gdy w±ród L1i , L

2
i , . . ., L

m
i wyst¦puje co najmniej jedna para

literaªów sprz¦»onych.

Tak wi¦c: sprowadzanie formuª do kpn dostarcza algorytmu sprawdzaj¡cego
tautologiczno±¢.
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Semantyczna równowa»no±¢ formuª i postacie normalne Alternatywne postacie normalne

Dlaczego alternatywne postacie normalne s¡ wa»ne

Po pierwsze: je±li α jest kontrtautologi¡ KRZ oraz α ∼ β, to tak»e β jest
kontrtautologi¡ KRZ.

Po drugie: je±li α jest apn, to jest postaci: A1 ∨ A2 ∨ . . . ∨ An, gdzie ka»da
formuªa Ai jest koniunkcj¡ elementarn¡ postaci:
L1i ∧ L2i ∧ . . . ∧ Lmi , gdzie z kolei ka»da formuªa Lji jest literaªem.
Alternatywa A1 ∨ A2 ∨ . . . ∨ An jest kontrtautologi¡ KRZ wtedy i tylko
wtedy, gdy wszystkie formuªy Ai s¡ kontrtautologiami.
Formuªa Ai (czyli formuªa L1i ∧ L2i ∧ . . . ∧ Lmi ) jest kontrtautologi¡ KRZ
wtedy i tylko wtedy, gdy w±ród L1i , L

2
i , . . ., L

m
i wyst¦puje co najmniej jedna

para literaªów sprz¦»onych.

Tak wi¦c: sprowadzanie formuª do apn dostarcza algorytmu sprawdzaj¡cego
kontrtautologiczno±¢.
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Funkcje prawdziwo±ciowe

Jeszcze o funkcjach prawdziwo±ciowych

Pami¦tamy, »e (n-argumentow¡) funkcj¡ prawdziwo±ciow¡ nazywamy
dowoln¡ funkcj¦ f : {0, 1}n → {0, 1}, dla n > 1.

Wszystkich n-argumentowych funkcji prawdziwo±ciowych jest 22
n

. W
szczególno±ci, jest 16 dwuargumentowych funkcji prawdziwo±ciowych oraz
s¡ 4 jednoargumentowe funkcje prawdziwo±ciowe.

Do wa»nych problemów (tak»e praktycznych) nale»¡:

de�niowanie jednych funkcji prawdziwo±ciowych przez inne

reprezentacje dowolnych funkcji prawdziwo±ciowych przez stosowne
postacie normalne

znajdowanie zupeªnych ukªadów funkcji prawdziwo±ciowych.
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Funkcje prawdziwo±ciowe Kodowanie funkcji prawdziwo±ciowych

Kodowanie funkcji prawdziwo±ciowych

Ka»da z 16 dwuargumentowych funkcji prawdziwo±ciowych mo»e zosta¢
zakodowana czteroelementowym ci¡giem 0 i 1 (zob. tabel¦ z poprzedniego
wykªadu), a wi¦c dwójkowym przedstawieniem jednej z liczb od 0 do 15.

Ogólnie, ka»da n-argumentowa funkcja prawdziwo±ciowa mo»e zosta¢
zakodowana 2n-elementowym ci¡giem 0 i 1, a wi¦c dwójkowym
przedstawieniem jednej z liczb od 0 do 2n − 1.

Wszystkie n-argumentowe funkcje prawdziwo±ciowe mo»na zatem ªatwo
wypisa¢ w formie tabeli o 2n wierszach oraz n + 22

n

kolumnach. Na
pierwszych n miejscach w i-tym wierszu nale»y umie±ci¢ dwójkow¡
reprezentacj¦ liczby i − 1. W kolumnach od n + 1 do 22

n

umieszczamy
kolejno (pionowo) reprezentacje dwójkowe liczb od 0 do 22

n − 1.
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Funkcje prawdziwo±ciowe J¦zyk termów opisuj¡cych funkcje prawdziwo±ciowe

Termy opisuj¡ce funkcje prawdziwo±ciowe

Klas¦ wszystkich funkcji prawdziwo±ciowych oznaczymy przez C . Niech
G ⊂ C . Z ka»d¡ n-argumentow¡ funkcj¡ f z G stowarzyszymy symbol
funkcyjny f . Niech Vbl = {v0, v1, v2, . . .} b¦dzie przeliczalnym zbiorem
symboli, zwanych zmiennymi (nazwowymi). Zde�niujemy poj¦cie termu:

(a) ka»da zmienna vi jest termem;

(b) je±li f jest n-argumentow¡ funkcj¡ z G , a T1, . . . ,Tn s¡ termami,
to f (T1, . . . ,Tn) jest termem;

(c) nie ma innych termów oprócz utworzonych na mocy warunków (a)
i (b).

Uwaga. Termy to wyra»enia opisuj¡ce funkcje prawdziwo±ciowe w pewnym
(nowym!) j¦zyku formalnym.
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Funkcje prawdziwo±ciowe J¦zyk termów opisuj¡cych funkcje prawdziwo±ciowe

Warto±ci termów

Warto±ciowaniem zmiennych nazwowych (wzn) nazwiemy ka»d¡ funkcj¦
w : Vbl → {0, 1}. Przyjmujemy oznaczenie: w(vi ) = wi .
Oczywi±cie w ka»dym termie wyst¦puje jedynie sko«czona liczba zmiennych
(nazwowych).

Okre±lamy warto±¢ termu T dla danych warto±ci zmiennych okre±lonych
przez wzn w :

(a) je±li T jest zmienn¡ vi , to warto±ci¡ T dla wzn w jest wi ;

(b) je±li T = f (T1, . . . ,Tn) i warto±ciami T1, . . . ,Tn s¡ odpowiednio
ε1, . . . , εn, to warto±ci¡ T jest f (ε1, . . . , εn).
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Funkcje prawdziwo±ciowe Reprezentowalno±¢

Reprezentowalno±¢

Mówimy, »e n-argumentowa funkcja prawdziwo±ciowa g jest
reprezentowana przez term T , je±li wszystkie zmienne T s¡ w±ród
v1, . . . , vn i dla dowolnych warto±ci (przy ka»dym wzn) zmiennych
v1, . . . , vn warto±¢ termu T jest identyczna z warto±ci¡ termu g(v1, . . . , vn).

Mówimy, »e funkcja g jest zªo»eniem funkcji f1, . . . , fn, je±li g jest
reprezentowana przez term, którego wszystkie symbole funkcyjne znajduj¡
si¦ po±ród f 1, . . . , f n.

Uwaga. W praktyce, fakt »e jaka± funkcja jest zªo»eniem innych wyra»amy
bezpo±rednio w metaj¦zyku. Piszemy np.: Im(x , y) = Al(Ng(x), y). Zwró¢
uwag¦, »e zachodzenie tej równo±ci zwi¡zane jest z faktem, »e
(α→ β) ≡ ((¬α) ∨ β) jest tautologi¡ KRZ.
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Funkcje prawdziwo±ciowe Zbiory: zupeªne, zamkni¦te, niezale»ne

Zbiory funkcji: zupeªne, zamkni¦te, niezale»ne

Zbiór funkcji G nazywamy zupeªnym, je±li dowolna funkcja
prawdziwo±ciowa jest zªo»eniem pewnych funkcji z G . Zbiór funkcji G
nazywamy niezale»nym, je±li »adna funkcja f z G nie daje si¦ przedstawi¢
jako zªo»enie funkcji z G − {f }.

Klas¦ funkcji G nazywamy zamkni¦t¡, je±li zawiera ona wszystkie zªo»enia
funkcji, które s¡ jej elementami. Zamkni¦t¡ klas¦ G nazywamy prapeªn¡,
je±li G 6= C i G nie jest zawarta w »adnej klasie zamkni¦tej, ró»nej od C .
Niezale»ny zbiór funkcji G nazywamy baz¡ klasy zamkni¦tej K , je±li ka»da
funkcja nale»¡ca do K jest zªo»eniem funkcji nale»¡cych do G .

Do wa»nych funkcji prawdziwo±ciowych nale»¡ omówione poprzednio: Ng ,
Kn, Al , Im, Rw . B¦dziemy posªugiwa¢ si¦ tak»e funkcj¡ n-argumentowej
koniunkcji: Kn(x1, . . . , xn) = 1 wtedy i tylko wtedy, gdy x1 = . . . = xn = 1.
Podobnie dla n-argumentowej alternatywy.
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Funkcje prawdziwo±ciowe Klasy funkcji prawdziwo±ciowych

Klasy funkcji prawdziwo±ciowych

Przez C 1 oznaczamy klas¦ funkcji speªniaj¡cych warunek
f (1, 1, . . . , 1) = 1.

Przez C 0 oznaczamy klas¦ funkcji speªniaj¡cych warunek
f (0, 0, . . . , 0) = 0.

L jest klas¡ wszystkich funkcji liniowych, tj. funkcji postaci
x1 + . . .+ xn + ε, gdzie ε ∈ {0, 1}.
D jest klas¡ funkcji samodualnych, tj. funkcji speªniaj¡cych warunek
f (x1, . . . , xn) = Ng(f (Ng(x1), . . . ,Ng(xn))).

przez M oznaczymy klas¦ wszystkich funkcji monotonicznych, tj.
funkcji speªniaj¡cych warunek: je±li x1 6 y1, . . . , xn 6 yn, to
f (x1, . . . , xn) 6 f (y1, . . . , yn).

Uwaga. Symbolu 6 u»ywamy dla relacji niewi¦kszo±ci na zbiorze {0, 1}
traktowanym jako zbiór liczb. Symbol + oznacza dodawanie modulo 2 w
tym zbiorze.
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Funkcje prawdziwo±ciowe Przedstawialno±¢

Przedstawialno±¢: zapis formalny

Mówimy, »e funkcja f jest przedstawialna za pomoc¡ funkcji f1, . . ., fk , je±li
równo±¢ f (v1, . . . , vn) = T zachodzi dla wszystkich warto±ci
przyporz¡dkowanych (przez ka»de wzn) zmiennym v1, . . . , vn, gdzie T jest
pewnym termem zbudowanym z symboli funkcyjnych f 1, . . ., f k
(niekoniecznie wszystkich) oraz zmiennych v1, . . . , vn (równie»
niekoniecznie wszystkich).

Przykªady:

Kn jest przedstawialna przez Ng oraz Al :

Kn(v1, v2) = Ng(Al(Ng(v1),Ng(v2)))

Al jest przedstawialna przez Ng oraz Kn:

Al(v1, v2) = Ng(Kn(Ng(v1),Ng(v2)))
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Funkcje prawdziwo±ciowe Przedstawialno±¢

Przedstawialno±¢: zapis uproszczony

Im jest przedstawialna przez Ng oraz Al :
Im(x , y) = Al(Ng(x), y)

Im jest przedstawialna przez Ng oraz Kn:
Im(x , y) = Ng(Kn(x ,Ng(y)))

Al jest przedstawialna przez Ng oraz Im:
Al(x , y) = Im(Ng(x), y)

Kn jest przedstawialna przez Ng oraz Im:
Kn(x , y) = Ng(Im(x ,Ng(y)))

Uwaga. Powy»sze równo±ci (z tego slajdu), zapisane w metaj¦zyku,
dotycz¡ bezpo±rednio funkcji prawdziwo±ciowych. Milcz¡co wykorzystujemy
tu pewne wªasno±ci termów opisuj¡cych funkcje prawdziwo±ciowe.
Równo±ci z poprzedniego slajdu zapisane byªy w j¦zyku termów.
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Funkcje prawdziwo±ciowe Przedstawialno±¢

Nie pogub si¦!

By¢ mo»e, jeste± wstrz¡±ni¦ta (cho¢ nie zmieszana) u»ywanymi w tym
wykªadzie subtelno±ciami notacyjnymi. Tak trzeba, trust me. Zauwa», »e:

gdy piszemy np. równo±¢ Im(x , y) = Al(Ng(x), y), to jest to zapis w
metaj¦zyku, mówi¡cy co± o funkcjach prawdziwo±ciowych;

gdy piszemy równo±¢ termów Im(v1, v2) = Al(Ng(v1), v2), to jest to
zapis w j¦zyku formalnym opisuj¡cym funkcje prawdziwo±ciowe;

gdy piszemy równowa»no±¢ (α→ β) ≡ ((¬α) ∨ β), to jest to formuªa
j¦zyka KRZ.

Mo»na ustanowi¢ precyzyjn¡ odpowiednio±¢ mi¦dzy: spójnikami
prawdziwo±ciowymi ¬, ∧, ∨, → oraz ≡, a symbolami funkcyjnymi,
odpowiednio: Ng , Kn, Al , Im oraz Rw .
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Funkcje prawdziwo±ciowe Postacie normalne dla funkcji prawdziwo±ciowych

Postacie normalne dla funkcji prawdziwo±ciowych

W j¦zyku termów opisuj¡cych funkcje prawdziwo±ciowe mo»na zde�niowa¢
postacie normalne termów:

Ka»de wyra»enie postaci x lub Ng(x), gdzie x jest zmienn¡
(nazwow¡), nazywamy literaªem.
Wyra»enia postaci L1 ∧ L2 ∧ . . . ∧ Ln, gdzie ka»de Li jest literaªem,
nazywamy koniunkcjami elementarnymi.
Wyra»enia postaci L1 ∨ L2 ∨ . . . ∨ Ln, gdzie ka»de Li jest literaªem,
nazywamy alternatywami elementarnymi.
Wyra»enie w koniunkcyjnej postaci normalnej (kpn) jest to wyra»enie
ksztaªtu A1 ∧ A2 ∧ . . . ∧ An, gdzie ka»de Ai jest alternatyw¡
elementarn¡.
Wyra»enie w alternatywnej postaci normalnej (apn) jest to wyra»enie
ksztaªtu A1 ∨ A2 ∨ . . . ∨ An, gdzie ka»de Ai jest koniunkcj¡
elementarn¡.
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Funkcje prawdziwo±ciowe Postacie normalne dla funkcji prawdziwo±ciowych

Postacie normalne dla funkcji prawdziwo±ciowych

Zachodzi nast¦puj¡ce wa»ne twierdzenie o postaciach normalnych:

Twierdzenie 4.1. Ka»da funkcja prawdziwo±ciowa jest przedstawialna
zarówno w koniunkcyjnej, jak i w alternatywnej postaci normalnej.
Dowód w Dodatku 1.

Przykªad:

apn dla Rw : Rw(x , y) = Al(Kn(x , y),Kn(Ng(x),Ng(y)))

kpn dla Rw : Rw(x , y) = Kn(Al(Ng(x), y),Al(x ,Ng(y))).

�wiczenie. Sprowad¹ do kpn oraz apn formuª¦ α ≡ β j¦zyka KRZ i
porównaj otrzymane rezultaty z powy»szymi postaciami normalnymi dla
Rw . Jakie± re�eksje?
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Zupeªne ukªady funkcji prawdziwo±ciowych Ukªady zupeªne i niezupeªne

Zupeªne ukªady funkcji prawdziwo±ciowych

Z twierdzenia o postaciach normalnych wynika, »e nast¦puj¡ce ukªady
funkcji s¡ zupeªne:

{Ng ,Kn} {Ng ,Al} {Ng , Im}.

Zupeªny jest tak»e ukªad funkcji {Ar ,Kn, 1}, gdzie 1 jest funkcj¡ staª¡
równ¡ 1, a funkcja Ar (alternatywa rozª¡czna) odpowiada dodawaniu
modulo 2. Zauwa»my, »e Ng(x) = Ar(x , 1(x)) oraz »e Kn odpowiada
(zwykªemu) mno»eniu w zbiorze {0, 1}.

Czasami zamiast Kn(x , y) piszemy xy , zamiast Ar(x , y) piszemy x + y , a
zamiast 1 po prostu 1. Iloczyny zmiennych nazywamy jednomianami, sumy
jednomianów wielomianami �egaªkina, a pusty iloczyn zmiennych
uto»samiamy ze staª¡ 1.
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Zupeªne ukªady funkcji prawdziwo±ciowych Ukªady zupeªne i niezupeªne

Zupeªne ukªady funkcji prawdziwo±ciowych

Twierdzenie 4.2. Ka»da funkcja prawdziwo±ciowa ma dokªadnie jedno
przedstawienie w postaci wielomianu �egaªkina (z dokªadno±ci¡ do
kolejno±ci czynników w jednomianach i skªadników w wielomianie).
Dowód w Dodatku 1.

Zauwa»my, »e:

(a) funkcje liniowe s¡ przedstawialne jako sumy sko«czenie wielu
jednomianów prostych (tj. jednomianów bez mno»enia)

(b) funkcje przedstawialne przez funkcje liniowe tak»e s¡ liniowe

(c) z (a) oraz (b) wynika, »e nie s¡ zupeªne np. ukªady: {+, 1} oraz
{Ng ,Rw}.

Nie s¡ zupeªnymi tak»e np. ukªady: {Rw ,Ar}, {Al ,Kn, Im}.
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Zupeªne ukªady funkcji prawdziwo±ciowych Binegacja i kreska She�era

Binegacja i kreska She�era

Dalsze dwie wa»ne funkcje prawdziwo±ciowe to:

binegacja: ↓ (x , y) = Ng(Al(x , y))

kreska She�era: |(x , y) = Ng(Kn(x , y))

Zauwa»my, »e:
Ng(x) = |(x , x) Al(x , y) =↓ (↓ (x , y), ↓ (x , y))
Ng(x) =↓ (x , x) Kn(x , y) = |(|(x , y), |(x , y))

Binegacja odpowiada spójnikowi �ani . . ., ani . . .�, a kreska She�era spójnikowi
�co najwy»ej jedno z dwojga . . ., . . .�.

Twierdzenie 4.3.
Jedyne zupeªne jednoelementowe ukªady funkcji to: {|} oraz {↓}.
Dowód w Dodatku 1.
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Zupeªne ukªady funkcji prawdziwo±ciowych Zbiory niezale»ne i bazy

Przykªady zbiorów niezale»nych i baz

Przykªadami niezale»nych ukªadów funkcji s¡:
(a) {Ng ,Rw}; (b) {Ng ,Ar}; (c) {Rw ,Ar}; (d) {Rw ,Al}.

Zupeªne i niezale»ne s¡ np. nast¦puj¡ce ukªady funkcji:
(a) {Im, /}, gdzie /(x , y) = Ng(Im(y , x));
(b) {Rw ,Al , 0}, gdzie 0 jest funkcj¡ staª¡ równ¡ 0.

{Kn, Im} jest baz¡ dla C 1

{Kn,Ar} jest baz¡ dla C 0

{Al ,Kn, 0, 1} jest baz¡ dla M

{0,Rw} jest baz¡ dla L

{Ng ,f} jest baz¡ dla D, gdzie f(x , y , z) = xy + xz + yz .
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Zupeªne ukªady funkcji prawdziwo±ciowych Klasy prapeªne i twierdzenie Posta

Klasy prapeªne i twierdzenie Posta

Klasy: C 1,C 0, M , D, L s¡ wszystkie prapeªne.

Dowolna klasa zamkni¦ta K 6= C zawiera si¦ w pewnej klasie
prapeªnej.

Ukªad funkcji jest zupeªny wtedy i tylko wtedy, gdy nie jest zawarty w
»adnej klasie prapeªnej.

4.4. Twierdzenie Posta. Nie istniej¡ klasy prapeªne ró»ne od C 1, C 0, L,
D oraz M .
Dowód opuszczamy.

Ka»dy zamkni¦ty zbiór funkcji prawdziwo±ciowych ma sko«czon¡ baz¦.

Rodzina wszystkich zamkni¦tych zbiorów funkcji prawdziwo±ciowych
jest przeliczalna.

Ka»da baza dla C zawiera nie wi¦cej ni» cztery funkcje.
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Zadanie domowe

Zadania domowe

Zaleca si¦ wykonanie wszystkich podanych zada«.

Mo»esz tak»e korzysta¢ z (powszechnie dost¦pnego) zbioru zada« Pani
Profesor Barbary Stanosz: �wiczenia z logiki, Wydawnictwo Naukowe
PWN, Warszawa (kilkana±cie wyda«) i rozwi¡za¢ zadania 1�27.

Uwaga! Bez umiej¦tno±ci rozwi¡zywania zada« nie zdasz egzaminu z logiki
matematycznej. Wybór nale»y do ciebie.
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Zadanie domowe

Przykªady poprawnych rozwi¡za«

Poprawne rozwi¡zania przykªadowych zada« dot. omawianych problemów
znale¹¢ mo»na pod adresami:

www.logic.amu.edu.pl/images/8/87/Egzlogmat2007.pdf

Zadania (z obu grup): 2 (rozwi¡zania 2.1. i 2.2.) oraz 5 (rozwi¡zania 5.2.
i 5.3.).

www.logic.amu.edu.pl/images/4/4f/Logjiin2007.pdf

Zadania z 4 czerwca 2007: 1 (rozwi¡zania 1.1. i 1.2.), 2 (rozwi¡zania 2.1.
i 2.2.), 3 (rozwi¡zania 3.1. i 3.2.), a tak»e zadania z 6 czerwca 2007: 2
(rozwi¡zania 2.1. i 2.2.) oraz 4 (rozwi¡zanie 4.2.).

Jerzy Pogonowski (MEG) Logika Matematyczna (2�4) Semantyka KRZ 59 / 72



Zadanie domowe J¦zyk KRZ

J¦zyk KRZ

Narysuj drzewa skªadniowe formuª:

(((p → q) ∧ ¬q)→ ¬p)
(((p ∨ ¬p) ∧ (p → q)) ∧ (¬p → r))→ (q ∨ r)

((p ≡ ¬(q ∨ r))→ (¬(q ∧ p))).

Wstaw jakie± warto±ci logiczne na li±cie tych drzew i oblicz warto±¢
przyporz¡dkowan¡, zgodnie z tablicami opisuj¡cymi funkcje
prawdziwo±ciowe, korzeniowi.
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Zadanie domowe J¦zyk KRZ

J¦zyk KRZ

Na ile sposobów mo»na wstawi¢ w poni»sze ci¡gi symboli j¦zyka KRZ
nawiasy, aby otrzyma¢ formuªy j¦zyka KRZ:

p → ¬q ∨ q → r

p → q → r → ¬p
p ≡ ¬p ∨ q ∧ r .

W ka»dym z powy»szych przypadków podaj wszystkie podformuªy
otrzymanych formuª.

Jerzy Pogonowski (MEG) Logika Matematyczna (2�4) Semantyka KRZ 61 / 72



Zadanie domowe Tautologie KRZ

Tautologie KRZ

Poka», »e s¡ tautologiami KRZ:

(p → q) ∨ (q → p)

p → (q → p)

((p → q)→ p)→ p
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Zadanie domowe Tautologie KRZ

Tautologie KRZ

Poka», »e s¡ kontrtautologiami KRZ:

(¬(p → q)) ≡ ((¬p) ∨ q)

(p ∧ q) ≡ ((¬p) ∨ (¬q))
(p ∧ (¬q))→ (p → q)
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Zadanie domowe Tautologie KRZ

Tautologie KRZ

Zbadaj, czy s¡ tautologiami KRZ:

(p → (q → (r → (s → t))))→ (¬t → (q → (p → (s → ¬r))))
(p → (q ∨ r))→ ((q ∧ r)→ ¬p)
(p → (q → r)) ≡ (r → ¬(p ∧ q))
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Zadanie domowe Wynikanie logiczne w KRZ

Wynikanie logiczne w KRZ

Zbadaj, czy nast¦puj¡ce reguªy s¡ niezawodne:

(p ∨ q) ≡ r

¬p
¬q

¬(r ∧ s)

¬(p ∨ q)→ r

¬q
p → s

s ∨ r

p → (q → r)
s → ¬r
p → ¬q
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Zadanie domowe Semantyczna niesprzeczno±¢ w KRZ

Semantyczna niesprzeczno±¢ w KRZ

Zbadaj, czy s¡ semantycznie niesprzecznymi zbiorami formuª:

p → (q → r)
q

¬(p → r)

p → ¬(q ∨ ¬r)
p

r → q

p

¬q
¬r

p → (s ∨ t)
t → (r ∧ q)

¬p → q

p → r

p

¬r ∨ ¬q

p → q

p ∨ q

¬q

p → q

r → q

(p ∨ r)→ q
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Zadanie domowe Wnioskowania dedukcyjne

Wnioskowania dedukcyjne

Zbadaj, czy s¡ wnioskowaniami dedukcyjnymi:

Je±li wycofamy nauk¦ religii ze szkóª, to nie jest prawd¡, »e

jednocze±nie: Polska b¦dzie normalnym krajem oraz Episkopat b¦dzie

zachwycony. Panie kochany, mówi¦ Panu: normalnym krajem to ta

nasza Polska w ko«cu b¦dzie. No to sam Pan widzi, »e Episkopat nie

b¦dzie, delikatnie rzecz ujmuj¡c, zachwycony, je±li nauk¦ religii

wycofamy ze szkóª.

Mówi¦ wam, je±li Ala wyjdzie za m¡», to b¦dzie awantura na weselu.

Nie wierzycie? Wystarczy si¦ tylko zastanowi¢: je±li Ala wyjdzie za

m¡», to na pewno i Kasia i Dorota b¦d¡ druhnami. A przecie» jest

jasne, »e dojdzie do awantury, gdy co najmniej jedna z nich b¦dzie

druhn¡, znamy je nie od dzi±.
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Zadanie domowe Wnioskowania dedukcyjne

Wnioskowania dedukcyjne

Zbadaj, czy s¡ wnioskowaniami dedukcyjnymi:

Ten pogrzeb nie ma prawa si¦ uda¢, o ile nie jest plotk¡, »e odszedª

ostatni z Wielkich Przywódców Post¦powej Ludzko±ci. Dlaczego? To

chyba oczywiste. Je±li istotnie ju» Go nie ma, to Lewus lub Prawus

b¦dzie przemawiaª na pogrzebie. Gdy jednak pojawi¡ si¦ tam obaj ze

swoimi tekstami, to skandal murowany, inaczej mówi¡c pogrzeb

nieudany.

Je±li masz 1 dolara, to mo»esz sobie kupi¢ lody. Ciasteczko mo»esz

sobie kupi¢, je±li masz 1 dolara. Tak wi¦c, drogie dziecko, je±li masz 1

dolara, to mo»esz sobie kupi¢ i lody i ciasteczko. Masz tu 1 dolara i

wypad!

Jestem, o ile my±l¦. No i przecie» my±l¦. Wynika st¡d, »e jestem.
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Zadanie domowe Teksty semantycznie niesprzeczne

Teksty semantycznie niesprzeczne

Zbadaj, czy s¡ tekstami semantycznie niesprzecznymi:

Agentem byª Marszaªek lub Prezydent. Przewodnicz¡cy byª agentem,

o ile Prezydent byª agentem. Prymas byª agentem, je±li Marszaªek byª

agentem. Ale przecie» � na lito±¢ bosk¡ � ani Prymas, ani

Przewodnicz¡cy nie byli agentami.

Je»eli Polska b¦dzie katolicka, to je»eli przeprowadzi si¦ (rzeteln¡, do

trzeciego pokolenia) lustracj¦, to zapanuje prawdziwa (na wieki)

demokracja. A je±li zapanuje demokracja, to ju» zaraz b¦dzie

dobrobyt, o ile oczywi±cie przeprowadzi si¦ lustracj¦. Polska b¦dzie

katolicka. I lustracj¦ si¦ przeprowadzi, a jak»e. Tylko dobrobytu nie

b¦dzie, mili sªuchacze.

Tekst taki sam, jak wy»ej, oprócz ostatniego zdania, zamiast którego
wstawi¢: I b¦dzie dobrobyt, »e hej.
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Zadanie domowe Zupeªne ukªady funkcji

Zupeªne ukªady funkcji

1. Przedstawi¢ wszystkie dwuargumentowe funkcje prawdziwo±ciowe
(z tabeli podanej na wykªadzie drugim) poprzez funkcje z poni»szych
ukªadów:

{Ng ,Kn} {Ng ,Al} {Ng , Im}
{Im, 0} {|} {↓}

2. Dla ka»dego z tych przedstawie« zapisa¢ odpowiadaj¡c¡ mu tautologi¦
KRZ (w przypadku |, ↓ oraz 0 wymaga to rozszerzenia j¦zyka KRZ o te
symbole).
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Dodatek dla ciekawych

Dla ciekawych: KRZ a rachunek zbiorów

Przekªad 1. Niech T b¦dzie termem reprezentuj¡cym pewn¡ funkcj¦
prawdziwo±ciow¡, w zapisie którego wyst¦puj¡ tylko znaki Kn, Al i Ng oraz
zmienne v1, . . . , vk . Przez ε(T , x) oznaczymy formuª¦ j¦zyka teorii mnogo±ci
otrzyman¡ z termu T przez podstawienia w miejsce zmiennych v1, . . . , vk
odpowiednio wyra»e« x ∈ Z1, . . . , x ∈ Zk .

Przekªad 2. T jak wy»ej. Przez Z (T ) oznaczymy wyra»enie, które otrzymujemy
z termu T poprzez zamian¦ zmiennych vi symbolami Zi , a symboli Kn, Al i Ng
odpowiednio symbolami ∩, ∪ oraz −.

Podaj przykªady zbiorów, które mo»na tworzy¢ z termów opisuj¡cych funkcje
prawdziwo±ciowe, posªuguj¡c si¦ przekªadem 1.

Podaj przykªady praw rachunku zbiorów odpowiadaj¡ce prawom dotycz¡cym
funkcji prawdziwo±ciowych przy przekªadzie 2.

Podaj przykªady praw rachunku zbiorów odpowiadaj¡ce tautologiom KRZ.
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Koniec

Koniec

To byªa najªatwiejsza cz¦±¢ Elementarza Logicznego.

Na wszystkich dalszych wykªadach w semestrze zimowym b¦dziemy
zajmowa¢ si¦ ró»nymi operatorami konsekwencji w KRZ.
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