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Konwersatorium jest poswiecone omdéwieniu matematycznych reprezentacji
pojecia obliczalnosci.
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Wprowadzenie

Konwersatorium jest poswiecone omdéwieniu matematycznych reprezentacji
pojecia obliczalnosci.

Nie trzeba chyba przekonywaé nikogo, kto (jak wtasnie Panstwo Studenci i
Studentki Jezykoznawstwa i Nauk o Informacji) aspiruje do przynaleznosci
do Elity Intelektualnej Rzeczpospolitej Polskiej, Unii Europejskiej, itd., ze
jest to problematyka nalezaca do rudymentéw wyksztatcenia w
spoteczenstwie informatycznym.
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Program konwersatorium:

@ Intuicje dotyczace obliczania oraz algorytméw.
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Wprowadzenie

Program konwersatorium:

Intuicje dotyczace obliczania oraz algorytméw.

°
@ Pojecie nieskonczonosci — charakterystyki numeryczne.
o Nieskonczona ztozonosé strukturalna — fraktale.

°

Pojecie efektywnosci w matematyce.
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Program konwersatorium:
Intuicje dotyczace obliczania oraz algorytméw.
Pojecie nieskofnczonosci — charakterystyki numeryczne.
Nieskoniczona ztozonos¢ strukturalna — fraktale.
Pojecie efektywnosci w matematyce.
Maszyny Turinga. Algorytmy Markowa.
Rachunek lambda. Numeracje Kleene'go i Posta.

®© 6 6 6 6 o o

Funkcje rekurencyjne — podstawowe wtasnosci. Teza Churcha.
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Reprezentowalnos¢ funkgji i relacji rekurencyjnych w arytmetyce
Peana.
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@ Twierdzenia Goadla.
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Wyktadowca bedzie korzystat takze z pozycji obcojezycznych
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Plan na dzis:

Intuicje dotyczace obliczania.

Przypomnienie: pojecie algorytmu.

°
°
@ Przypomnienie: sposoby definiowania funkgji.
@ Przypomnienie: grafy, drzewa.

°

Przypomnienie: gramatyki i automaty.

Uwaga: uczestnicy tego konwersatorium wystuchali wczes$niej wyktadéw z:

o Logiki matematyczney;
o Wstepu do matematyki;
o Lingwistyki matematyczney;

w
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Plan na dzis:

Intuicje dotyczace obliczania.
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°
°
@ Przypomnienie: sposoby definiowania funkgji.
@ Przypomnienie: grafy, drzewa.

°

Przypomnienie: gramatyki i automaty.

Uwaga: uczestnicy tego konwersatorium wystuchali wczesniej wyktadéw z:
o Logiki matematyczney,
o Wstepu do matematyki,
o Lingwistyki matematyczney;
o Wstepu do informatyki,

o Wspétczesnych probleméw informatyki.
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Plan na dzis:

Intuicje dotyczace obliczania.

Przypomnienie: pojecie algorytmu.

°
°
@ Przypomnienie: sposoby definiowania funkgji.
@ Przypomnienie: grafy, drzewa.

°

Przypomnienie: gramatyki i automaty.

Uwaga: uczestnicy tego konwersatorium wystuchali wczes$niej wyktadéw z:
Logiki matematyczney,

Wstepu do matematyki,

Lingwistyki matematycznej,

Wstepu do informatyki,

Wspétczesnych probleméw informatyki.

Zaktada sie, ze stuchali tego ze zrozumieniem.
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Liczy¢ kazdy umie. Czy zastanawiatas$ sie jednak kiedykolwiek, co wtasciwie
robisz, kiedy liczysz?
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Co wyniostas ze szkoty?
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Liczebniki indoeuropejskie
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Obliczanie — intuicje

Liczebniki indoeuropejskie
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Liczenie w jezyku z klasyfikatorami
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Obliczanie — intuicje

Liczenie w jezyku z klasyfikatorami

o = _ - Ha o
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Liczenie na paluszkach
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Liczenie na paluszkach

Rys. 2.8. llustracja ,sztuki rachowania na palcach”: system liczenia na pal-
cach Bedy Czcigodnego, odtworzony tysiac lat pézniej przez Jacoba Leupolda
i opublikowany w Niemczech w 1727 roku. Zwré¢my uwage, ze liczenie polega
tu na zginaniu palcow lewej dtoni, a nie, jak u nas jest w zwyczaju, rozprosto-
wywaniu palcéw zacisnietej dion.
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Perta Filozoficzna

Jerzy Pogonowski (MEQG) Funkcje rekurencyjne (1) (JiNol I11) 14 lutego 2007 11 / 42



Perta Filozoficzna

Jerzy Pogonowski (MEQG) Funkcje rekurencyjne (1) (JiNol I11) 14 lutego 2007 11 / 42



Obliczanie — intuicje
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Obliczanie — intuicje

Rys. 2.28. Drzeworyt Gregora Reischa z poczatku XVI wieku zatytulowany
Margarita philosophica, co oznacza .Peria filozofii”. Ukazuje on kiepsko wygla-
dajacego Pitagorasa, ktory liczy na abakusie, przyrzadzie bedacym, jak glosi
tradycja. wynalazkiem tego uczonego. Z lewej strony Pitagoras ustawil sobie
liczbe 1241: widzimy jeden Zeton w gornym rzedzie tysiecy, dwa zetony w rze-
dzie setek, cztery w rzedzle dziesigtek oraz jeden na samym dole. Z prawej zas
starozytny matematyk ustawil wlasnie liczbe 82: jeden zeton jest w polowie
odleglosci migdzy rzedem dziesigtek a rzedem setek, co oznacza liczbe pie¢-
dziesiat, trzy Zetony sa w rzedzie dziesigtek, a jeden w rzedzie jednosci. Prze-
ciwnikiem Pitagorasa jest sledzacy z lewej, zadowolony z siebie Boecjusz, kto-
ry pracuje nad algorytmicznym obliczeniem, uzywajac cyfr indoarabskich,
kiore dodaje rzedami. Widzimy, ze postuguje si¢ symbolem zera i radzi sobie
z ulamkami. Jak si¢ domyslamy, obaj uczeni cheq dowiesé¢ wyzszosci swoje
metody, a stojaca nad nimi postac to, jak glosi lacinski napis, Dame Arithme-
tica, ktéra ma rozstrzygna¢, kto zwyciezyl. Gdybym to ja byl Pitagorasem,
czulbym si¢ nieco zaniepokojony faktem, ze bezstronna rzekomo sedzina ma
wyhaftowane na sukni indoarabskie cyfry.
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Metafora Turingowska
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Metafora Turingowska

znaki na tagmie

Rys. 5.12. Ummnmmw.wﬂmpmmmwhA
tach trzydzlestych XX wieku. Sklada sie ona ze: skoriczonego zbloru znakow;
sknnmmgozbiomalamw.wkm:ychnmdcmjm: nieskonczonej ta-
smy podzielone na kratki, z ktorych kazda zawiera pojedynczy znak;: czujni-
ka, ktéry analizuje tasme kratka po kratce, odczytuje jg 1 ewentualnie pisze
na nief; listy instrukcji podajacych reguty, ktore mowia, jaka zmiana (i czy
wagoie]mmstqucmmmc.hedydmykwa&nukmmm
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Niektore ,szybko rosnace” funkcje
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Obliczanie
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Niektore ,szybko rosnace” funkcje
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Przyktad: wzrost wartosci funkgji
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Przyktad: wzrost wartosci funkgji

Notacja Mosera-Steinhausa uzywana jest do zapisu pewnych wielkich liczb:
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Przyktad: wzrost wartosci funkgji

Notacja Mosera-Steinhausa uzywana jest do zapisu pewnych wielkich liczb:

@ n w tréjkacie oznacza n";
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Przyktad: wzrost wartosci funkgji

Notacja Mosera-Steinhausa uzywana jest do zapisu pewnych wielkich liczb:

@ n w tréjkacie oznacza n";

@ n w kwadracie oznacza n w n tréjkatach;
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Przyktad: wzrost wartosci funkgji

Notacja Mosera-Steinhausa uzywana jest do zapisu pewnych wielkich liczb:

n w tréjkacie oznacza n";

°
@ n w kwadracie oznacza n w n tréjkatach;

@ n w pieciokacie foremnym oznacza n w n kwadratach;
°

n w k-kacie foremnym oznacza n w n (k — 1)-katach foremnych.
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Obliczanie — intuicje

Przyktad: wzrost wartosci funkgji

Notacja Mosera-Steinhausa uzywana jest do zapisu pewnych wielkich liczb:

n w tréjkacie oznacza n";

°

@ n w kwadracie oznacza n w n tréjkatach;

@ n w pieciokacie foremnym oznacza n w n kwadratach;
°

n w k-kacie foremnym oznacza n w n (k — 1)-katach foremnych.

Np. 2 w kwadracie to 2 w dwéch tréjkatach, czyli 4* = 256. Do czesto
wymienianych liczb zapisywanych w tej notacji naleza: mega, czyli 2 w
pieciokacie oraz moser, czyli 2 w mega-kacie.
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Obliczanie — intuicje

Przyktad: wzrost wartosci funkgji

Notacja Mosera-Steinhausa uzywana jest do zapisu pewnych wielkich liczb:

n w tréjkacie oznacza n";

°

@ n w kwadracie oznacza n w n tréjkatach;

@ n w pieciokacie foremnym oznacza n w n kwadratach;
°

n w k-kacie foremnym oznacza n w n (k — 1)-katach foremnych.

Np. 2 w kwadracie to 2 w dwéch tréjkatach, czyli 4* = 256. Do czesto
wymienianych liczb zapisywanych w tej notacji naleza: mega, czyli 2 w
pieciokacie oraz moser, czyli 2 w mega-kacie.

Inne, czesto wymieniane (dla oszotomienia publicznosci) wielkie liczby to
m.in. liczba Grahama oraz liczba Skewesa.

Jerzy Pogonowski (MEQG) Funkcje rekurencyjne (1) (JiNol I11) 14 lutego 2007 15 / 42



Przyktad: wzrost wartosci funkgji
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Przyktad: wzrost wartosci funkgji

Funkcja Ackermanna:
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Przyktad: wzrost wartosci funkgji

Funkcja Ackermanna:
n+1 gdy m=0

A(m,n) = ¢ A(m—1,1) gdy n=0
A(m—1,A(m,n—1)) w innych przypadkach
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Obliczanie — intuicje

Przyktad: wzrost wartosci funkgji

Funkcja Ackermanna:
n+1 gdy m=0
A(m,n) = ¢ A(m—1,1) gdy n=0

A(m—1,A(m,n—1)) w innych przypadkach

Jest to funkcja rekurencyjna (ale nie jest pierwotnie rekurencyjnal). Jej
wartosci rosng dos¢ szybko, np. A(4,2) = 265536 __ 3
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Przyktad: wzrost wartosci funkgji

Funkcja Ackermanna:
n+1 gdy m=0
A(m,n) = ¢ A(m—1,1) gdy n=0
A(m—1,A(m,n—1)) w innych przypadkach
Jest to funkcja rekurencyjna (ale nie jest pierwotnie rekurencyjnal). Jej
wartosci rosng dos¢ szybko, np. A(4,2) = 205536 _ 3,

Innego interesujacego przyktadu (poczatkowo!) bardzo szybko rosnacej
zaleznosci funkcyjnej dostarczaja ciggi Goodsteina, ktérych wartosci jednak
dla odpowiednio duzego argumentu staja sie réwne zeru. Ciagi te byty
wykorzystane w podaniu przykfadu zdania nierozstrzygalnego w arytmetyce
Peana, posiadajacego konkretng tres¢ matematyczng.
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Intuicje dotyczace obliczania.
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Obliczanie — intuicje

Intuicje dotyczace obliczania.

Na jednym z nastepnych wyktadéw pokazemy przyktady kilku ,dziwnych”
funkgji, tj. takich, o ktérych zapewne nie méwiono ci w szkole: np.
ciagtych w kazdym punkcie, ale nierézniczkowalnych w zadnym punkcie.
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Na jednym z nastepnych wyktadéw pokazemy przyktady kilku ,dziwnych”
funkgji, tj. takich, o ktérych zapewne nie méwiono ci w szkole: np.
ciagtych w kazdym punkcie, ale nierézniczkowalnych w zadnym punkcie.
Nie znaczy to, ze takie ,dziwactwa” nie s dobrze okreslonymi tworami
matematycznymi.
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Intuicje dotyczace obliczania.

Na jednym z nastepnych wyktadéw pokazemy przyktady kilku ,dziwnych”
funkgji, tj. takich, o ktérych zapewne nie méwiono ci w szkole: np.
ciagtych w kazdym punkcie, ale nierézniczkowalnych w zadnym punkcie.
Nie znaczy to, ze takie ,dziwactwa” nie s dobrze okreslonymi tworami
matematycznymi.

Oznacza natomiast, ze nasze ,intuicje dnia powszedniego” niekoniecznie s3
dobrym przewodnikiem w krainie obiektéw matematycznych. Potrzeba tam
o wiele wiekszej subtelnosci (nawet wiekszej, niz dostarcza jej wyobraznia
poetéw).
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Intuicje dotyczace obliczania.

Na jednym z nastepnych wyktadéw pokazemy przyktady kilku ,dziwnych”
funkgji, tj. takich, o ktérych zapewne nie méwiono ci w szkole: np.
ciagtych w kazdym punkcie, ale nierézniczkowalnych w zadnym punkcie.
Nie znaczy to, ze takie ,dziwactwa” nie s dobrze okreslonymi tworami
matematycznymi.

Oznacza natomiast, ze nasze ,intuicje dnia powszedniego” niekoniecznie s3
dobrym przewodnikiem w krainie obiektéw matematycznych. Potrzeba tam
o wiele wiekszej subtelnosci (nawet wiekszej, niz dostarcza jej wyobraznia
poetéw).

Nadto, jak dowiemy sie pézniej, wiekszos¢ funkcji (ze zbioru liczb
naturalnych w tenze zbidr) jest nieobliczalna. Wszystkich funkgji
obliczalnych jest tylko nieskonczenie (przeliczalnie) wiele, natomiast
wszystkich funkgji (ze zbioru liczb naturalnych w tenze zbidr) jest wiecej.
Dowiemy sie tez, c6z znaczy owo ,wiecej”.
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Przypomnienie: pojecie algorytmu
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Przypomnienie: pojecie algorytmu

Stowo algorytm pochodzi od
nazwiska arabskiego
matematyka Al Chwarizmiego.
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Przypomnienie: pojecie algorytmu

Stowo algorytm pochodzi od
nazwiska arabskiego
matematyka Al Chwarizmiego.

Metoda obliczalna (efektywna): w skoriczonej liczbie prostych,
mechanicznych krokéw daje odpowiedz dla dowolnych danych ustalone;j
postaci.
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Przypomnienie: pojecie algorytmu

Stowo algorytm pochodzi od
nazwiska arabskiego
matematyka Al Chwarizmiego.

Metoda obliczalna (efektywna): w skoriczonej liczbie prostych,
mechanicznych krokéw daje odpowiedz dla dowolnych danych ustalone;j
postaci.

Definicja algorytmu. Obliczenie za pomoca metody efektywnej nazywa
sie algorytmem.
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Przypomnienie: pojecie algorytmu

Stowo algorytm pochodzi od
nazwiska arabskiego
matematyka Al Chwarizmiego.

Metoda obliczalna (efektywna): w skoriczonej liczbie prostych,
mechanicznych krokéw daje odpowiedz dla dowolnych danych ustalone;j
postaci.

Definicja algorytmu. Obliczenie za pomoca metody efektywnej nazywa
sie algorytmem.

Podane wyzej pojecie obliczalno$ci ma charakter intuicyjny. Mozliwe s3
jego rézne matematyczne precyzacje. | o tym wtasnie bedziemy gwarzy¢ w
tym semestrze.
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Przypomnienie: pojecie algorytmu

Przyktady algorytméw (tu ogladamy inne pliki, wytowione ad hoc z sieci):

v
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Przypomnienie: pojecie algorytmu

Przyktady algorytméw (tu ogladamy inne pliki, wytowione ad hoc z sieci):

o algorytm Wedkowanie ... jak najbardziej serio [Mariola Strézyk]
algorytm naryby.ppt
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Przypomnienie: pojecie algorytmu

Przyktady algorytméw (tu ogladamy inne pliki, wytowione ad hoc z sieci):
o algorytm Wedkowanie ... jak najbardziej serio [Mariola Strézyk]
algorytm naryby.ppt

e Czego informatyka potrzebuje od jezykoznawstwa [Wiestaw
Lubaszewski] kom _pan.pdf

v
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Przyktady algorytméw (tu ogladamy inne pliki, wytowione ad hoc z sieci):
o algorytm Wedkowanie ... jak najbardziej serio [Mariola Strézyk]
algorytm naryby.ppt

e Czego informatyka potrzebuje od jezykoznawstwa [Wiestaw
Lubaszewski] kom _pan.pdf

@ algorytm Wyznaczania liczb Fibonacciego fibonacci2.pdf
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Przypomnienie: pojecie algorytmu

Przyktady algorytméw (tu ogladamy inne pliki, wytowione ad hoc z sieci):
o algorytm Wedkowanie ... jak najbardziej serio [Mariola Strézyk]
algorytm naryby.ppt

e Czego informatyka potrzebuje od jezykoznawstwa [Wiestaw
Lubaszewski] kom _pan.pdf

@ algorytm Wyznaczania liczb Fibonacciego fibonacci2.pdf

@ algorytm Pseudokolorowania obrazéw medycznych [Marcin
Ciecholewski] elektro01.pdf
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Jerzy Pogonowski 1EG) Funkcje rekurencyjne (1) (JiNol I1I) 14 lutego 2007 20 / 42



Przypomnienie: pojecie algorytmu

o algorytm Okreslania symetrii czasteczek [Witold Piskorz]
algorytm _symetrii.pdf
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o algorytm Okreslania symetrii czasteczek [Witold Piskorz]
algorytm _symetrii.pdf

@ algorytm Football Teams Tactics football team stactics.pps
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Hematopoetycznych Uktadu Krwiotwérczego Do Transplantacji
algorytmpostepowania.pdf

@ Samostabilizujacy sie algorytm kolorowania graféw dwudzielnych oraz
kaktuséw [Adrian Kosowski, tukasz Kuszner| zkpn06.pdf
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o algorytm Okreslania symetrii czasteczek [Witold Piskorz]
algorytm _symetrii.pdf

@ algorytm Football Teams Tactics football team stactics.pps

@ algorytm Uruchomienia oscyloskopu Oscyloskop ABC.pdf

@ algorytm Wstepnej oceny skuteczno$ci ruchéw w grze w szachy
[Cezary Dendek] 01-12-04.ppt

@ algorytm Wyznaczanie powierzchni widocznych [Politechnika Gdanskal]
wyklad6-p3.pdf

@ Algorytm Poszukiwania Niespokrewnionego Dawcy Komérek
Hematopoetycznych Uktadu Krwiotwérczego Do Transplantacji
algorytmpostepowania.pdf

@ Samostabilizujacy sie algorytm kolorowania graféw dwudzielnych oraz
kaktuséw [Adrian Kosowski, tukasz Kuszner| zkpn06.pdf

Pytanie metafizyczne: czy wiedza racjonalna tozsama jest z wiedza
osiggana algorytmicznie?

v
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Przypomnienie: pojecie algorytmu

Algorytm Euklidesa
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Przypomnienie: pojecie algorytmu

Przyktad metody efektywnej: algorytm ustalania, czy dana formuta jezyka
Klasycznego Rachunku Zdan jest prawem (tautologia) tego rachunku.
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Przypomnienie: pojecie algorytmu

Przyktad metody efektywnej: algorytm ustalania, czy dana formuta jezyka
Klasycznego Rachunku Zdan jest prawem (tautologia) tego rachunku.

o Wejscie: formuta jezyka KRZ (o n zmiennych zdaniowych)
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Przypomnienie: pojecie algorytmu

Przyktad metody efektywnej: algorytm ustalania, czy dana formuta jezyka
Klasycznego Rachunku Zdan jest prawem (tautologia) tego rachunku.

o Wejscie: formuta jezyka KRZ (o n zmiennych zdaniowych)

@ Obliczenie: znajdowanie wartosci logicznej tej formuty dla kazdego z
2" podstawien wartosci logicznych za zmienne
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Przypomnienie: pojecie algorytmu

Przyktad metody efektywnej: algorytm ustalania, czy dana formuta jezyka
Klasycznego Rachunku Zdan jest prawem (tautologia) tego rachunku.

o Wejscie: formuta jezyka KRZ (o n zmiennych zdaniowych)

@ Obliczenie: znajdowanie wartosci logicznej tej formuty dla kazdego z
2" podstawien wartosci logicznych za zmienne

e Wyjscie: odpowiedz — TAK (gdy przy kazdym takim podstawieniu
formuta jest prawdziwa), NIE (w przeciwnym przypadku).
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Przypomnienie: pojecie algorytmu

Przyktad problemu, dla ktérego nie istnieje metoda obliczalna: ustalanie,
czy dowolna formuta jezyka Klasycznego Rachunku Predykatéw jest
prawem (tautologia) tego rachunku.
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Przypomnienie: pojecie algorytmu

Przyktad problemu, dla ktérego nie istnieje metoda obliczalna: ustalanie,
czy dowolna formuta jezyka Klasycznego Rachunku Predykatéw jest
prawem (tautologia) tego rachunku.

Dla ustalenia, czy dowolna formuta jezyka KRP jest tautologia KRP
potrzeba sprawdzi¢ nieskonczong liczbe interpretacji, a wiec istnienie
algorytmu jest w tym przypadku wykluczone.
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Przyktad problemu, dla ktérego nie istnieje metoda obliczalna: ustalanie,
czy dowolna formuta jezyka Klasycznego Rachunku Predykatéw jest
prawem (tautologia) tego rachunku.

Dla ustalenia, czy dowolna formuta jezyka KRP jest tautologia KRP
potrzeba sprawdzi¢ nieskonczong liczbe interpretacji, a wiec istnienie
algorytmu jest w tym przypadku wykluczone.

Np. ta formuta nie jest tautologia KRP: ]

Vx3y A(x,y) — yV¥x A(x,y) )

Uwaga: KRP jest pétrozstrzygalny — jesli formuta A jest tautologia
KRP, to mozna to w skonczonej liczbie krokéw sprawdzié. J
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Przypomnienie: pojecie algorytmu

Dla przyktadu, formuta: )
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Przypomnienie: pojecie algorytmu

Dla przyktadu, formuta: )

IxVy R(y,x) — Vy3Ix R(y, x)
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Przypomnienie: pojecie algorytmu

Dla przyktadu, formuta: )

IxVy R(y,x) — Vy3Ix R(y, x)

jest tautologia Klasycznego Rachunku Predykatéw, a wiec mozna tego
dowies¢ w skonczonej liczbie krokéw (pokazujac, iz negacja tej formuty nie
jest prawdziwa w zadnej interpretacji):
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Przypomnienie: pojecie algorytmu
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Przypomnienie: pojecie algorytmu

——

—=(IxVy R(y,x) T Vy3x R(y,x))
(1g) IxVy R(y,x) 22
(Lg) —¥y3x R(y,x) >
(2) vy R‘(y,a) b
(3) —3x R‘(b,x) 5.3
(4) R(b,a)
(5) —R(b,a)

X4.5
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Przypomnienie: pojecie algorytmu
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Przypomnienie: pojecie algorytmu

Natomiast np. formuta:
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Przypomnienie: pojecie algorytmu

Natomiast np. formuta:

dx Px AVydz yQz
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Przypomnienie: pojecie algorytmu

Natomiast np. formuta:

dx Px AVydz yQz

nie jest tautologia Klasycznego Rachunku Predykatéw, co mozna wykazac
konstruujac model dla jej zaprzeczenia (i korzystajac z Twierdzenia o
Petnosci KRP). Formuta ta nie jest tez kontrtautologia (formuta fatszywa
we wszystkich interpretacjach), ale nie mozna tego wykazaé uzywajac
pétalgorytmu stosowanego w poprzednim przypadku (wymagane drzewo
dowodowe jest nieskoficzone):
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Przypomnienie: pojecie algorytmu
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Przypomnienie: pojecie algorytmu

dx Px AVy3z yQz 1"
|
(1) 3x Px 2.Va

|
(10') Vyﬂz sz 3.3 5%b 7.%¢
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Kto sie boi dowodéw komputerowych?
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Kto sie boi dowodéw komputerowych?

Dowody komputerowe.
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Przypomnienie: pojecie algorytmu

Kto sie boi dowodéw komputerowych?

Dowody komputerowe.

Czy stosowanie maszyn liczacych w tworzeniu dowodéw twierdzen
matematycznych moze odmieni¢ postaé matematyki?

Jerzy Pogonowski (MEQG) Funkcje rekurencyjne (1) (JiNol I1I) 14 lutego 2007 28 / 42



Kto sie boi dowodéw komputerowych?

Dowody komputerowe.
Czy stosowanie maszyn liczacych w tworzeniu dowodéw twierdzen
matematycznych moze odmieni¢ postaé matematyki?

Od niedawna w dowodzeniu twierdzen matematycznych wspomagamy sie
komputerami — przede wszystkim wtedy, gdy trzeba sprawdzi¢ jakas
bardzo wielka liczbe przypadkéw. Jak wiadomo, wszystkie bogatsze
systemy matematyczne s3 nierozstrzygalne, a wiec nie s3 mozliwe czysto
mechaniczne (rekurencyjne) procedury wyliczajace wszystkie twierdzenia
takich systeméw.
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Przypomnienie: pojecie algorytmu

Kto sie boi dowodéw komputerowych?

Dowody komputerowe.
Czy stosowanie maszyn liczacych w tworzeniu dowodéw twierdzen
matematycznych moze odmieni¢ postaé matematyki?

Od niedawna w dowodzeniu twierdzen matematycznych wspomagamy sie
komputerami — przede wszystkim wtedy, gdy trzeba sprawdzi¢ jakas
bardzo wielka liczbe przypadkéw. Jak wiadomo, wszystkie bogatsze
systemy matematyczne s3 nierozstrzygalne, a wiec nie s3 mozliwe czysto
mechaniczne (rekurencyjne) procedury wyliczajace wszystkie twierdzenia
takich systeméw.

Mozemy jednak spekulowaé o matematyce uprawianej przez sztuczne
inteligencje o wystarczajaco duzym stopniu ztozonosci.
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Cytat stale aktualny
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Cytat stale aktualny

Wyobrazmy sobie, ze matematyk chce sprawdzi¢, czy jakies wyrazenie jest
twierdzeniem badanej przez niego teorii. Dowdd tego twierdzenia wymaga
jednak milionéw badz miliardéw operacji, tak ze wykonanie ich przez
cztowieka jest praktycznie niemozliwe. A wiec o twierdzeniu tym nie mozna
orzec czy jest ono prawdziwe czy nie. Zastosowanie w tym przypadku
maszyny pozwoli przeprowadzi¢ dowdd; powstaje jednak pytanie, czy
dowdd ten moze by¢ przez cztowieka rozumiany? W dotychczasowym
sensie — chyba nie. Jezeli nie, to za pomoca maszyn matematycznych
mozna dowodzi¢ twierdzen, ktérych nie mozna zrozumieé, ewentualnie
pojecie zrozumienia wymaga innej interpretacji.

Pawlak 1965, 6
Pawlak, Z. 1965. Automatyczne dowodzenie twierdzen. Panstwowe
Zaktady Wydawnictw Szkolnych, Warszawa (seria: Biblioteczka
Matematyczna, 19).
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Przypomnienie: pojecie algorytmu
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Przypomnienie: pojecie algorytmu

Tworzenie teorii przez matematyka nie sprowadza sie do kolejnego
wypisywania twierdzen i ich dowoddw; teorie te sa budowane w celach
poznawczych. A wiec twierdzenia teorii musza by¢ zrozumiate, musza da¢
sie czytac przez cztowieka ze zrozumieniem. Wiadomo za$, ze zdolnosci
recepcyjne cztowieka s3 ograniczone. Zbyt dtugie ciagi symboli nie moga
by¢ przez cztowieka rozpoznawane i czytane ze zrozumieniem.

Pawlak 1965, 25
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Przypomnienie: pojecie algorytmu

Tworzenie teorii przez matematyka nie sprowadza sie do kolejnego
wypisywania twierdzen i ich dowoddw; teorie te sa budowane w celach
poznawczych. A wiec twierdzenia teorii musza by¢ zrozumiate, musza da¢
sie czytac przez cztowieka ze zrozumieniem. Wiadomo za$, ze zdolnosci
recepcyjne cztowieka s3 ograniczone. Zbyt dtugie ciagi symboli nie moga
by¢ przez cztowieka rozpoznawane i czytane ze zrozumieniem.
Pawlak 1965, 25

Zatézmy, ze kryterium takie [kryterium ,ciekawosci” twierdzenia — JP]
udafo sie znalez¢ i ze maszyna produkuje rzeczywiscie ciekawe twierdzenia.
Przy dzisiejsze] szybkosci liczenia maszyna matematyczna moze w krétkim
czasie wyprodukowac¢ kilkaset tysiecy twierdzen teorii. Pojawia sie wiec
pytanie, kto bedzie mégt te twierdzenia czyta¢, rozumiec i wykorzystywaé?
Whasciwie nalezatoby zapyta¢, czy w jakiejkolwiek teorii moze by¢
rzeczywiscie sto tysiecy interesujacych twierdzen?

Pawlak 1965, 141
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Tesknoty za platonizmem. ..

A computing machine can solve very complex problems owing to some
software and data based on strong assumptions due to the bold Platonian
approach. To opt for such an approach, going very far beyond the mundane
realm of first-order logic, it is a human affair and human responsibility.
Marciszewski 2002, 5

Marciszewski, W. 2002. On going beyond the first-order logic in testing the
validity of its formulas. A case study. Mathesis Universalis, nr 11: On the
Decidability of First Order Logic.
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Przypomnienie: sposoby definiowania funkcji

Przypomnienie: sposoby definiowania funkcji

Funkcje okreslane moga by¢ na réznorakie sposoby, np.:
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Przypomnienie: sposoby definiowania funkcji

Przypomnienie: sposoby definiowania funkcji

Funkcje okreslane moga by¢ na réznorakie sposoby, np.:

@ wzorem
@ wykresem
o uktadem warunkéw
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Przypomnienie: sposoby definiowania funkcji

Przypomnienie: sposoby definiowania funkcji

Funkcje okreslane moga by¢ na réznorakie sposoby, np.:

@ wzorem

@ wykresem

o uktadem warunkéw
@ przez rekursje.
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Przypomnienie: sposoby definiowania funkcji

Przypomnienie: sposoby definiowania funkcji

Funkcje okreslane moga by¢ na réznorakie sposoby, np.:

@ wzorem

@ wykresem

o uktadem warunkéw
@ przez rekursje.

Na pewno kazano ci juz (np. na Wstepie do informatyki) napisa¢ jakis
program obliczajacy (powiedzmy) silnie, lub kolejne wyrazy ciagu
Fibonacciego. W tych przypadkach stosowatas wtasnie procedury
rekurencyjne: obliczanie wartosci funkgji dla kolejnego argumentu
wykorzystywato wartosci obliczone dla argumentéw mniejszych. O tym
bedzie wiele pézniej.
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Przypomnienie: sposoby definiowania funkcji

Funkcje okreslane moga by¢ na réznorakie sposoby, np.:

@ wzorem
@ wykresem

o uktadem warunkéw
@ przez rekursje.

Na pewno kazano ci juz (np. na Wstepie do informatyki) napisa¢ jakis
program obliczajacy (powiedzmy) silnie, lub kolejne wyrazy ciagu
Fibonacciego. W tych przypadkach stosowatas wtasnie procedury
rekurencyjne: obliczanie wartosci funkgji dla kolejnego argumentu
wykorzystywato wartosci obliczone dla argumentéw mniejszych. O tym
bedzie wiele pézniej.

To, ze funkcja okreslona jest jakim$ wzorem, nie oznacza jeszcze, ze mozna

podac jej wykres. Pomysl o funkcji okreslonej dla wszystkich liczb

rzeczywistych i przyjmujacej wartosé¢ 0 dla liczb wymiernych, a wartos$¢ 1

dla liczb niewymiernych.
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Przypomnienie: grafy, drzewa
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Przypomnienie: grafy, drzewa

Grafem nazywamy dowolng pare (X, R), gdzie X jest zbiorem, a R jest
podzbiorem X x X. Elementy zbioru X nazywamy wierzchotkami, a
elementy zbioru R krawedziami grafu (X, R).

Jerzy Pogonowski (MEQG) Funkcje rekurencyjne (1) (JiNol I1I) 14 lutego 2007 33 /42



Przypomnienie: grafy, drzewa

Przypomnienie: grafy, drzewa

Grafem nazywamy dowolng pare (X, R), gdzie X jest zbiorem, a R jest
podzbiorem X x X. Elementy zbioru X nazywamy wierzchotkami, a

elementy zbioru R krawedziami grafu (X, R).

Wykorzystuje sie rézne reprezentacje graféw:
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Przypomnienie: grafy, drzewa

Przypomnienie: grafy, drzewa

Grafem nazywamy dowolng pare (X, R), gdzie X jest zbiorem, a R jest
podzbiorem X x X. Elementy zbioru X nazywamy wierzchotkami, a

elementy zbioru R krawedziami grafu (X, R).

Wykorzystuje sie rézne reprezentacje graféw:

@ rysunki — wierzchotki grafu zaznacza sie kropkami, a krawedzie
liniami: ze strzatkami (graf zorientowany) lub bez (graf
niezorientowany);
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Przypomnienie: grafy, drzewa

Grafem nazywamy dowolng pare (X, R), gdzie X jest zbiorem, a R jest
podzbiorem X x X. Elementy zbioru X nazywamy wierzchotkami, a
elementy zbioru R krawedziami grafu (X, R).

Wykorzystuje sie rézne reprezentacje graféw:

@ rysunki — wierzchotki grafu zaznacza sie kropkami, a krawedzie
liniami: ze strzatkami (graf zorientowany) lub bez (graf
niezorientowany);

@ macierze — w macierzy kwadratowej (gdzie liczba wierszy réwna jest
liczbie wierzchotkéw grafu) umieszcza sie na miejscu (i,j) np. liczbe
1, gdy (xi,xj) € R, a na pozostatych miejscach np. liczbe 0.
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Przypomnienie: grafy, drzewa

Drzewem (o korzeniu xp) nazwiemy kazdy uktad (X, R, xp) taki, ze: ]
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Przypomnienie: grafy, drzewa

Drzewem (o korzeniu xp) nazwiemy kazdy uktad (X, R, xp) taki, ze: ]

@ (X, R) jest grafem;
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Przypomnienie: grafy, drzewa

Drzewem (o korzeniu xp) nazwiemy kazdy uktad (X, R, xp) taki, ze:

@ (X, R) jest grafem;

@ xp jest elementem R-najmniejszym w X
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Przypomnienie: grafy, drzewa

Drzewem (o korzeniu xp) nazwiemy kazdy uktad (X, R, xp) taki, ze:

@ (X, R) jest grafem;
@ xp jest elementem R-najmniejszym w X

@ R jest przechodnia w X;
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Przypomnienie: grafy, drzewa

Drzewem (o korzeniu xp) nazwiemy kazdy uktad (X, R, xp) taki, ze: ]

@ (X, R) jest grafem;
@ xp jest elementem R-najmniejszym w X
@ R jest przechodnia w X;

@ R jest asymetryczna w X;
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Przypomnienie: grafy, drzewa

Drzewem (o korzeniu xp) nazwiemy kazdy uktad (X, R, xp) taki, ze: ]
@ (X, R) jest grafem;
@ xp jest elementem R-najmniejszym w X
@ R jest przechodnia w X;
@ R jest asymetryczna w X;
@ R kazdy element zbioru X — {xp} ma dokfadnie jeden bezposredni

R-poprzednik.
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Przypomnienie: grafy, drzewa

Drzewem (o korzeniu xp) nazwiemy kazdy uktad (X, R, xp) taki, ze: ]

@ (X, R) jest grafem;

@ xp jest elementem R-najmniejszym w X
@ R jest przechodnia w X;

@ R jest asymetryczna w X;

@ R kazdy element zbioru X — {xp} ma dokfadnie jeden bezposredni
R-poprzednik.

To jedna z wielu definicji drzewa, uzywanych w matematyce. |
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Przypomnienie: grafy, drzewa
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Przypomnienie: grafy, drzewa

Niech D = (X, R, xo) bedzie drzewem o korzeniu xg. |
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Przypomnienie: grafy, drzewa

Niech D = (X, R, xo) bedzie drzewem o korzeniu xg. ]

Lisémi drzewa D nazywamy wszystkie te jego wierzchotki, ktére nie maja
R-nastepnikéw. J
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Przypomnienie: grafy, drzewa

Niech D = (X, R, xo) bedzie drzewem o korzeniu xg. |

Lisémi drzewa D nazywamy wszystkie te jego wierzchotki, ktére nie maja
R-nastepnikéw.

Jesli (x,y) € R jest krawedzig w D, to x nazywamy przodkiem y, a y
nazywamy potomkiem x. Jesli (x,y) € R — R? jest krawedziag w D, to x
nazywamy bezposrednim przodkiem y, a y nazywamy bezposrednim
potomkiem x.
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Przypomnienie: grafy, drzewa

Niech D = (X, R, xo) bedzie drzewem o korzeniu xg. |

Lisémi drzewa D nazywamy wszystkie te jego wierzchotki, ktére nie maja
R-nastepnikéw.

Jesli (x,y) € R jest krawedzig w D, to x nazywamy przodkiem y, a y
nazywamy potomkiem x. Jesli (x,y) € R — R? jest krawedziag w D, to x
nazywamy bezposrednim przodkiem y, a y nazywamy bezposrednim
potomkiem x.

Kazdy podzbiér zbioru wierzchotkéw drzewa D, ktéry jest uporzadkowany
liniowo przez R nazywamy fancuchem w D. Kazdy tancuch maksymalny
(wzgledem inkluzji) w D nazywamy gatezig w D.
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Przypomnienie: grafy, drzewa

Pniem drzewa D nazywamy cze$¢ wspdlng wszystkich gatezi D. )
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Przypomnienie: grafy, drzewa

Pniem drzewa D nazywamy cze$¢ wspdlng wszystkich gatezi D. |

Rzedem wierzchotka x nazywamy moc zbioru wszystkich potomkéw x.
Rzedem drzewa D jest kres gérny rzedéw wszystkich wierzchotkéw drzewa
D.
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Przypomnienie: grafy, drzewa

Pniem drzewa D nazywamy cze$¢ wspdlng wszystkich gatezi D. |

Rzedem wierzchotka x nazywamy moc zbioru wszystkich potomkéw x.
Rzedem drzewa D jest kres gérny rzedéw wszystkich wierzchotkéw drzewa
D.

Drzewo D jest skonczone, jesli zbiér jego wierzchotkéw jest skonczony.
Drzewo D jest nieskoriczone, jesli zbidr jego wierzchotkéw jest
nieskonczony. Drzewo D jest rzedu skoriczonego, jesli jego rzad jest
liczbg skorczona.
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Przypomnienie: grafy, drzewa

Pniem drzewa D nazywamy cze$¢ wspdlng wszystkich gatezi D. )

Rzedem wierzchotka x nazywamy moc zbioru wszystkich potomkéw x.
Rzedem drzewa D jest kres gérny rzedéw wszystkich wierzchotkéw drzewa
D.

Drzewo D jest skoriczone, jesli zbiér jego wierzchotkéw jest skonczony.
Drzewo D jest nieskoriczone, jesli zbidr jego wierzchotkéw jest
nieskonczony. Drzewo D jest rzedu skoriczonego, jesli jego rzad jest
liczbg skorczona.

Kazde drzewo, w ktérym kazdy wierzchotek nie bedacy lisciem ma najwyzej
dwéch bezposrednich potomkéw nazywamy drzewem nierozwojowym.
Kazde drzewo, w ktérym kazdy wierzchotek nie bedacy lisciem ma
doktadnie dwéch bezposrednich potomkéw nazywamy drzewem
dwdjkowym.
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Przypomnienie: grafy, drzewa
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Przypomnienie: grafy, drzewa

Waznym twierdzeniem dotyczacym drzew jest nastepujacy: )
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Przypomnienie: grafy, drzewa

Waznym twierdzeniem dotyczacym drzew jest nastepujacy: )

Lemat Koniga.
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Przypomnienie: grafy, drzewa

Waznym twierdzeniem dotyczacym drzew jest nastepujacy: )

Lemat Koniga.

Jesli D jest drzewem rzedu skoriczonego i dla kazdej liczby naturalnej n w
D istnieja faficuchy o co najmniej n elementach, to D ma tanhcuch
nieskonczony.
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Przypomnienie: grafy, drzewa

Waznym twierdzeniem dotyczacym drzew jest nastepujacy: )

Lemat Koniga.

Jesli D jest drzewem rzedu skoriczonego i dla kazdej liczby naturalnej n w
D istnieja faficuchy o co najmniej n elementach, to D ma tanhcuch
nieskonczony.

Méwimy, ze (Y, Q, yo) jest poddrzewem drzewa (X, R, xp), gdy:
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Przypomnienie: grafy, drzewa

Waznym twierdzeniem dotyczacym drzew jest nastepujacy: )

Lemat Koniga.

Jesli D jest drzewem rzedu skoriczonego i dla kazdej liczby naturalnej n w
D istnieja faficuchy o co najmniej n elementach, to D ma tanhcuch
nieskonczony.

Méwimy, ze (Y, Q, yo) jest poddrzewem drzewa (X, R, xp), gdy:
1) YC X oraz

Jerzy Pogonowski (MEQG) Funkcje rekurencyjne (1) (JiNol I1I) 14 lutego 2007 37 / 42



Przypomnienie: grafy, drzewa

Waznym twierdzeniem dotyczacym drzew jest nastepujacy: )

Lemat Koniga.

Jesli D jest drzewem rzedu skoriczonego i dla kazdej liczby naturalnej n w
D istnieja faficuchy o co najmniej n elementach, to D ma tanhcuch
nieskonczony.

Méwimy, ze (Y, Q, yo) jest poddrzewem drzewa (X, R, xp), gdy:
1) YC X oraz
@ 2) (Y, Q, yo) jest drzewem o wierzchotku yy.
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Przypomnienie: grafy, drzewa
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Przypomnienie: grafy, drzewa

Graficzne reprezentacje drzew s3 rysunkami, na ktérych wierzchotki (jakos
znakowane — punktami, liczbami, formutami, itd.) pofaczone sa liniami,
odpowiadajacymi krawedziom. Przy tym, jesli (X, R, xg) jest drzewem, to
na rysunku zaznaczamy tylko krawedzie nalezace do R — R? (przy tym,
poprzedniki R umieszczane s3 nad nastepnikami).

Jerzy Pogonowski (MEQG) Funkcje rekurencyjne (1) (JiNol I1I) 14 lutego 2007 38 / 42



Przypomnienie: grafy, drzewa

Graficzne reprezentacje drzew s3 rysunkami, na ktérych wierzchotki (jakos
znakowane — punktami, liczbami, formutami, itd.) pofaczone sa liniami,
odpowiadajacymi krawedziom. Przy tym, jesli (X, R, xg) jest drzewem, to
na rysunku zaznaczamy tylko krawedzie nalezace do R — R? (przy tym,
poprzedniki R umieszczane s3 nad nastepnikami).

Wspomnijmy na marginesie, ze dla dowolnego drzewa mozna liniowo
uporzadkowa¢ wszystkie jego wierzchotki (odpowiednio je kodujac).
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Przypomnienie: grafy, drzewa

Graficzne reprezentacje drzew s3 rysunkami, na ktérych wierzchotki (jakos
znakowane — punktami, liczbami, formutami, itd.) pofaczone sa liniami,
odpowiadajacymi krawedziom. Przy tym, jesli (X, R, xg) jest drzewem, to
na rysunku zaznaczamy tylko krawedzie nalezace do R — R? (przy tym,
poprzedniki R umieszczane s3 nad nastepnikami).

Wspomnijmy na marginesie, ze dla dowolnego drzewa mozna liniowo
uporzadkowa¢ wszystkie jego wierzchotki (odpowiednio je kodujac).

Dwa takie porzadki s szczegdlnie wazne: wzdtuzny i poprzeczny. Bedzie o
tym mowa pdzniej.
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Przypomnienie: grafy, drzewa
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Przypomnienie: grafy, drzewa

W tym drzewie s3 cztery gatezie, zaczynajace sie w korzeniu drzewa
(wierzchotek oznaczony przez (1)) i konczace sie lis¢mi drzewa: &, &, ©
oraz #. Pien drzewa jest tu zbiorem jednoelementowym: {(1)}.
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Przypomnienie: grafy, drzewa

(3) (11)
(4) (12)
(5)

N

) (8
7 (9
(10)

W drzewie powyzszym s3 trzy gatezie, zaczynajace sie w korzeniu drzewa
(wierzchotek oznaczony przez (1)), konczace sie lisémi: (7), (10) oraz (12).
Pien drzewa stanowia wierzchotki o numerach: (1) i (2).
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Przypomnienie: gramatyki i automaty
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Przypomnienie: gramatyki i automaty

Przypomnienie: gramatyki i automaty

Nie bedziemy korzysta¢ ze wszystkich wiadomosci, ktére przekazano ci na
zajeciach z Lingwistyki matematycznej (oraz, ewentualnie, Wstepu do
Jezykoznawstwa). Jednak warto przypomnie¢ sobie niektére z nich: np.
znajomos$¢ pojecia automatu przyda sie w rozwazaniach dotyczacych
maszyn Turinga, znajomos$¢ pojecia gramatyki formalnej bedzie uzyteczna
przy omawianiu algorytméw Markowa, itp.
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Przypomnienie: gramatyki i automaty

Nie bedziemy korzysta¢ ze wszystkich wiadomosci, ktére przekazano ci na
zajeciach z Lingwistyki matematycznej (oraz, ewentualnie, Wstepu do
Jezykoznawstwa). Jednak warto przypomnie¢ sobie niektére z nich: np.
znajomos$¢ pojecia automatu przyda sie w rozwazaniach dotyczacych
maszyn Turinga, znajomos$¢ pojecia gramatyki formalnej bedzie uzyteczna
przy omawianiu algorytméw Markowa, itp.

Niech zatem bedzie zadaniem domowym: odszukanie notatek
dotyczacych teorii automatéw oraz teorii gramatyk formalnych. Chetnie je
zobacze. Utatwi to nam dalsza prace.
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Koniec na dzi$
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Koniec na dzi$

Inne zadania.
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Koniec na dzi$

Inne zadania.

e Wskaz réznice miedzy modlitwa a obliczaniem.
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Koniec na dzi$

Inne zadania.

e Wskaz réznice miedzy modlitwa a obliczaniem.

e Pomysl o przyktadach procedur (intuicyjnie) nieobliczalnych.
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Koniec

Koniec na dzi$

Inne zadania.

e Wskaz réznice miedzy modlitwa a obliczaniem.

e Pomysl o przyktadach procedur (intuicyjnie) nieobliczalnych.

@ Na nastepnym wyktadzie bedzie mowa o pojeciu nieskonczonosci.
Sprébuj samodzielnie zdefiniowac to pojecie, w sposéb czysto
numeryczny, a wiec nie odwotujac sie np. do zaleznosci przestrzennych

i czasowych, nie uzywajac poetyckich (lub zdroworozsadkowych)
metafor, itd.
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Koniec na dzi$

Inne zadania.

e Wskaz réznice miedzy modlitwa a obliczaniem.
e Pomysl o przyktadach procedur (intuicyjnie) nieobliczalnych.

@ Na nastepnym wyktadzie bedzie mowa o pojeciu nieskonczonosci.
Sprébuj samodzielnie zdefiniowac to pojecie, w sposéb czysto
numeryczny, a wiec nie odwotujac sie np. do zaleznosci przestrzennych
i czasowych, nie uzywajac poetyckich (lub zdroworozsadkowych)
metafor, itd.

@ Pobaw sie funkcja Ackermanna. Sprébuj uswiadomié sobie, jak (w
jakiej kolejnosci) liczymy wartosci A(m, n) dla m, n < 3.
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