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Wprowadzenie

Konwersatorium jest po±wi¦cone omówieniu matematycznych reprezentacji
poj¦cia obliczalno±ci.

Nie trzeba chyba przekonywa¢ nikogo, kto (jak wªa±nie Pa«stwo Studenci i
Studentki J¦zykoznawstwa i Nauk o Informacji) aspiruje do przynale»no±ci
do Elity Intelektualnej Rzeczpospolitej Polskiej, Unii Europejskiej, itd., »e
jest to problematyka nale»¡ca do rudymentów wyksztaªcenia w
spoªecze«stwie informatycznym.

Ze wzgl¦du na to, i» Wasze studia okre±lane s¡ jako Humanistyczne,
prezentacji materiaªu stawiane s¡ okre±lone wymogi, inne ni» np. w
przypadku audytorium matematycznego lub informatycznego.

B¦dziemy wi¦c starali si¦ poª¡czy¢ niezb¦dn¡ ±cisªo±¢ wykªadu z jego
przyst¦pno±ci¡ � ma to by¢ Wykªad Humanistycznie Obliczalny.
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Wprowadzenie

Program konwersatorium:

Intuicje dotycz¡ce obliczania oraz algorytmów.

Poj¦cie niesko«czono±ci � charakterystyki numeryczne.

Niesko«czona zªo»ono±¢ strukturalna � fraktale.

Poj¦cie efektywno±ci w matematyce.

Maszyny Turinga. Algorytmy Markowa.

Rachunek lambda. Numeracje Kleene'go i Posta.

Funkcje rekurencyjne � podstawowe wªasno±ci. Teza Churcha.

Arytmetyka Peana.

Reprezentowalno±¢ funkcji i relacji rekurencyjnych w arytmetyce
Peana.

Zbiory rekurencyjnie przeliczalne. Hierarchia arytmetyczna.

Arytmetyzacja skªadni.

Twierdzenia Gödla.

Twierdzenie Tarskiego i twierdzenie Löba.

O teoriach rozstrzygalnych i nierozstrzygalnych.
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Wprowadzenie

Zalecana literatura (w j¦zyku polskim):

Grzegorczyk, A. 1973. Zarys logiki matematycznej. PWN, Warszawa.

Krajewski, S. 2003. Twierdzenie Gödla i jego interpretacje �lozo�czne.
Od mechanicyzmu do postmodernizmu. Wydawnictwo Instytutu
Filozo�i i Socjologii PAN, Warszawa.

�awrow, I.A., Maksimowa, L.L. 2004. Zadania z teorii mnogo±ci,
logiki matematycznej i teorii algorytmów. Wydawnictwo Naukowe
PWN, Warszawa.

Moczurad, M. 2002. Wybrane zagadnienia z teorii rekursji.
Wydawnictwo Uniwersytetu Jagiello«skiego, Kraków.

Murawski, R. 20003. Funkcje rekurencyjne i elementy
metamatematyki. Problemy zupeªno±ci, rozstrzygalno±ci, twierdzenia
Gödla. Wydawnictwo Naukowe UAM, Pozna«.

Wykªadowca b¦dzie korzystaª tak»e z pozycji obcoj¦zycznych
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Wprowadzenie

Plan na dzi±:

Intuicje dotycz¡ce obliczania.

Przypomnienie: poj¦cie algorytmu.

Przypomnienie: sposoby de�niowania funkcji.

Przypomnienie: grafy, drzewa.

Przypomnienie: gramatyki i automaty.

Uwaga: uczestnicy tego konwersatorium wysªuchali wcze±niej wykªadów z:

Logiki matematycznej;

Wst¦pu do matematyki;

Lingwistyki matematycznej;

Wst¦pu do informatyki;

Wspóªczesnych problemów informatyki.

Zakªada si¦, »e sªuchali tego ze zrozumieniem.
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Obliczanie � intuicje

Czym jest obliczanie?

Liczy¢ ka»dy umie. Czy zastanawiaªa± si¦ jednak kiedykolwiek, co wªa±ciwie
robisz, kiedy liczysz?
Na czym polega obliczanie?

Licz¡ nie tylko ludzie, ale tak»e inne Zwierz¦ta.
Licz¡ równie» maszyny licz¡ce.

W obliczaniu mamy jakie± dane wej±ciowe.
Co± (a mianowicie obliczanie) si¦ z tymi danymi robi.
W wyniku otrzymuje si¦ znowu jakie± dane (wyj±ciowe).
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Obliczanie � intuicje

Co wyniosªa± ze szkoªy?
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Obliczanie � intuicje
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Obliczanie � intuicje

Liczenie w j¦zyku z klasy�katorami
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Perªa Filozo�czna
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Metafora Turingowska
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Obliczanie � intuicje

Niektóre �szybko rosn¡ce� funkcje
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Obliczanie � intuicje

Przykªad: wzrost warto±ci funkcji

Notacja Mosera-Steinhausa u»ywana jest do zapisu pewnych wielkich liczb:

n w trójk¡cie oznacza nn;

n w kwadracie oznacza n w n trójk¡tach;

n w pi¦ciok¡cie foremnym oznacza n w n kwadratach;

n w k-k¡cie foremnym oznacza n w n (k − 1)-k¡tach foremnych.

Np. 2 w kwadracie to 2 w dwóch trójk¡tach, czyli 44 = 256. Do cz¦sto
wymienianych liczb zapisywanych w tej notacji nale»¡: mega, czyli 2 w
pi¦ciok¡cie oraz moser, czyli 2 w mega-k¡cie.
Inne, cz¦sto wymieniane (dla oszoªomienia publiczno±ci) wielkie liczby to
m.in. liczba Grahama oraz liczba Skewesa.
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Obliczanie � intuicje

Przykªad: wzrost warto±ci funkcji

Funkcja Ackermanna:

A(m, n) =


n + 1 gdy m = 0

A(m − 1, 1) gdy n = 0

A(m − 1,A(m, n − 1)) w innych przypadkach

Jest to funkcja rekurencyjna (ale nie jest pierwotnie rekurencyjna!). Jej
warto±ci rosn¡ do±¢ szybko, np. A(4, 2) = 265536 − 3.

Innego interesuj¡cego przykªadu (pocz¡tkowo!) bardzo szybko rosn¡cej
zale»no±ci funkcyjnej dostarczaj¡ ci¡gi Goodsteina, których warto±ci jednak
dla odpowiednio du»ego argumentu staj¡ si¦ równe zeru. Ci¡gi te byªy
wykorzystane w podaniu przykªadu zdania nierozstrzygalnego w arytmetyce
Peana, posiadaj¡cego konkretn¡ tre±¢ matematyczn¡.
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Obliczanie � intuicje

Intuicje dotycz¡ce obliczania.

Na jednym z nast¦pnych wykªadów poka»emy przykªady kilku �dziwnych�
funkcji, tj. takich, o których zapewne nie mówiono ci w szkole: np.
ci¡gªych w ka»dym punkcie, ale nieró»niczkowalnych w »adnym punkcie.
Nie znaczy to, »e takie �dziwactwa� nie s¡ dobrze okre±lonymi tworami
matematycznymi.
Oznacza natomiast, »e nasze �intuicje dnia powszedniego� niekoniecznie s¡
dobrym przewodnikiem w krainie obiektów matematycznych. Potrzeba tam
o wiele wi¦kszej subtelno±ci (nawet wi¦kszej, ni» dostarcza jej wyobra¹nia
poetów).
Nadto, jak dowiemy si¦ pó¹niej, wi¦kszo±¢ funkcji (ze zbioru liczb
naturalnych w ten»e zbiór) jest nieobliczalna. Wszystkich funkcji
obliczalnych jest tylko niesko«czenie (przeliczalnie) wiele, natomiast
wszystkich funkcji (ze zbioru liczb naturalnych w ten»e zbiór) jest wi¦cej.
Dowiemy si¦ te», có» znaczy owo �wi¦cej�.
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Przypomnienie: poj¦cie algorytmu

Przypomnienie: poj¦cie algorytmu

Sªowo algorytm pochodzi od
nazwiska arabskiego
matematyka Al Chwarizmiego.

Metoda obliczalna (efektywna): w sko«czonej liczbie prostych,
mechanicznych kroków daje odpowied¹ dla dowolnych danych ustalonej
postaci.
De�nicja algorytmu. Obliczenie za pomoc¡ metody efektywnej nazywa
si¦ algorytmem.
Podane wy»ej poj¦cie obliczalno±ci ma charakter intuicyjny. Mo»liwe s¡
jego ró»ne matematyczne precyzacje. I o tym wªa±nie b¦dziemy gwarzy¢ w
tym semestrze.
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Przykªady algorytmów (tu ogl¡damy inne pliki, wyªowione ad hoc z sieci):

algorytm W¦dkowanie . . . jak najbardziej serio [Mariola Stró»yk]
algorytm_naryby.ppt

Czego informatyka potrzebuje od j¦zykoznawstwa [Wiesªaw
Lubaszewski] kom_pan.pdf

algorytm Wyznaczania liczb Fibonacciego �bonacci2.pdf

algorytm Pseudokolorowania obrazów medycznych [Marcin
Ciecholewski] elektro01.pdf

algorytm Ustalania wysoko±ci stypendium szkolnego
algorytm_projekt.pdf

algorytm Post¦powania z osobami kieruj¡cymi pojazdami
mechanicznymi podejrzanymi o u»ycie ±rodków dziaªaj¡cych podobnie
do alkoholu algorytm-narkotyki.pdf

Kwantowy algorytm Shora [Wiesªaw Pªaczek] Shor.pdf

algorytm Okre±lania nazw grup studenckich algrupstud.pdf
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Przypomnienie: poj¦cie algorytmu

algorytm Okre±lania symetrii cz¡steczek [Witold Piskorz]
algorytm_symetrii.pdf

algorytm Football Teams Tactics football_team_stactics.pps

algorytm Uruchomienia oscyloskopu Oscyloskop_ABC.pdf

algorytm Wst¦pnej oceny skuteczno±ci ruchów w grze w szachy
[Cezary Dendek] 01-12-04.ppt

algorytm Wyznaczanie powierzchni widocznych [Politechnika Gda«ska]
wyklad6-p3.pdf

Algorytm Poszukiwania Niespokrewnionego Dawcy Komórek
Hematopoetycznych Ukªadu Krwiotwórczego Do Transplantacji
algorytmpostepowania.pdf

Samostabilizuj¡cy si¦ algorytm kolorowania grafów dwudzielnych oraz
kaktusów [Adrian Kosowski, �ukasz Kuszner] zkpn06.pdf

Pytanie meta�zyczne: czy wiedza racjonalna to»sama jest z wiedz¡
osi¡gan¡ algorytmicznie?
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wyklad6-p3.pdf

Algorytm Poszukiwania Niespokrewnionego Dawcy Komórek
Hematopoetycznych Ukªadu Krwiotwórczego Do Transplantacji
algorytmpostepowania.pdf

Samostabilizuj¡cy si¦ algorytm kolorowania grafów dwudzielnych oraz
kaktusów [Adrian Kosowski, �ukasz Kuszner] zkpn06.pdf

Pytanie meta�zyczne: czy wiedza racjonalna to»sama jest z wiedz¡
osi¡gan¡ algorytmicznie?
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Przypomnienie: poj¦cie algorytmu

Algorytm Euklidesa
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Przypomnienie: poj¦cie algorytmu

Przykªad metody efektywnej: algorytm ustalania, czy dana formuªa j¦zyka
Klasycznego Rachunku Zda« jest prawem (tautologi¡) tego rachunku.

Wej±cie: formuªa j¦zyka KRZ (o n zmiennych zdaniowych)

Obliczenie: znajdowanie warto±ci logicznej tej formuªy dla ka»dego z
2n podstawie« warto±ci logicznych za zmienne

Wyj±cie: odpowied¹ � TAK (gdy przy ka»dym takim podstawieniu
formuªa jest prawdziwa), NIE (w przeciwnym przypadku).
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Przypomnienie: poj¦cie algorytmu

Przykªad problemu, dla którego nie istnieje metoda obliczalna: ustalanie,
czy dowolna formuªa j¦zyka Klasycznego Rachunku Predykatów jest
prawem (tautologi¡) tego rachunku.

Dla ustalenia, czy dowolna formuªa j¦zyka KRP jest tautologi¡ KRP
potrzeba sprawdzi¢ niesko«czon¡ liczb¦ interpretacji, a wi¦c istnienie
algorytmu jest w tym przypadku wykluczone.

Np. ta formuªa nie jest tautologi¡ KRP:

∀x∃y A(x , y) → ∃y∀x A(x , y)

Uwaga: KRP jest póªrozstrzygalny � je±li formuªa A jest tautologi¡
KRP, to mo»na to w sko«czonej liczbie kroków sprawdzi¢.
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Przypomnienie: poj¦cie algorytmu

Dla przykªadu, formuªa:

∃x∀y R(y , x) → ∀y∃x R(y , x)

jest tautologi¡ Klasycznego Rachunku Predykatów, a wi¦c mo»na tego
dowie±¢ w sko«czonej liczbie kroków (pokazuj¡c, i» negacja tej formuªy nie
jest prawdziwa w »adnej interpretacji):
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Przypomnienie: poj¦cie algorytmu

¬(∃x∀y R(y , x) → ∀y∃x R(y , x)) 1.¬→

(1g ) ∃x∀y R(y , x) 2.
√
a

(1d ) ¬∀y∃x R(y , x) 3.
√
b

(2) ∀y R(y , a) 4.?b

(3) ¬∃x R(b, x) 5.?a

(4) R(b, a)

(5) ¬R(b, a)

×4,5
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Przypomnienie: poj¦cie algorytmu

Natomiast np. formuªa:

∃x Px ∧ ∀y∃z yQz

nie jest tautologi¡ Klasycznego Rachunku Predykatów, co mo»na wykaza¢
konstruuj¡c model dla jej zaprzeczenia (i korzystaj¡c z Twierdzenia o
Peªno±ci KRP). Formuªa ta nie jest te» kontrtautologi¡ (formuª¡ faªszyw¡
we wszystkich interpretacjach), ale nie mo»na tego wykaza¢ u»ywaj¡c
póªalgorytmu stosowanego w poprzednim przypadku (wymagane drzewo
dowodowe jest niesko«czone):
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Przypomnienie: poj¦cie algorytmu

∃x Px ∧ ∀y∃z yQz 1.∧

(1g ) ∃x Px 2.
√
a

(1d ) ∀y∃z yQz 3.?a 5.?b 7.?c

(2) Pa

(3) ∃z aQz 4.
√
b

(4) aQb

(5) ∃z bQz 6.
√
c

(6) bQc

(7) ∃z cQz

...
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Przypomnienie: poj¦cie algorytmu

Kto si¦ boi dowodów komputerowych?

Dowody komputerowe.
Czy stosowanie maszyn licz¡cych w tworzeniu dowodów twierdze«
matematycznych mo»e odmieni¢ posta¢ matematyki?

Od niedawna w dowodzeniu twierdze« matematycznych wspomagamy si¦
komputerami � przede wszystkim wtedy, gdy trzeba sprawdzi¢ jak¡±
bardzo wielk¡ liczb¦ przypadków. Jak wiadomo, wszystkie bogatsze
systemy matematyczne s¡ nierozstrzygalne, a wi¦c nie s¡ mo»liwe czysto
mechaniczne (rekurencyjne) procedury wyliczaj¡ce wszystkie twierdzenia
takich systemów.

Mo»emy jednak spekulowa¢ o matematyce uprawianej przez sztuczne
inteligencje o wystarczaj¡co du»ym stopniu zªo»ono±ci.
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komputerami � przede wszystkim wtedy, gdy trzeba sprawdzi¢ jak¡±
bardzo wielk¡ liczb¦ przypadków. Jak wiadomo, wszystkie bogatsze
systemy matematyczne s¡ nierozstrzygalne, a wi¦c nie s¡ mo»liwe czysto
mechaniczne (rekurencyjne) procedury wyliczaj¡ce wszystkie twierdzenia
takich systemów.

Mo»emy jednak spekulowa¢ o matematyce uprawianej przez sztuczne
inteligencje o wystarczaj¡co du»ym stopniu zªo»ono±ci.
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Przypomnienie: poj¦cie algorytmu

Cytat stale aktualny

Wyobra¹my sobie, »e matematyk chce sprawdzi¢, czy jakie± wyra»enie jest
twierdzeniem badanej przez niego teorii. Dowód tego twierdzenia wymaga
jednak milionów b¡d¹ miliardów operacji, tak »e wykonanie ich przez
czªowieka jest praktycznie niemo»liwe. A wi¦c o twierdzeniu tym nie mo»na
orzec czy jest ono prawdziwe czy nie. Zastosowanie w tym przypadku
maszyny pozwoli przeprowadzi¢ dowód; powstaje jednak pytanie, czy
dowód ten mo»e by¢ przez czªowieka rozumiany? W dotychczasowym
sensie � chyba nie. Je»eli nie, to za pomoc¡ maszyn matematycznych
mo»na dowodzi¢ twierdze«, których nie mo»na zrozumie¢, ewentualnie
poj¦cie zrozumienia wymaga innej interpretacji.

Pawlak 1965, 6
Pawlak, Z. 1965. Automatyczne dowodzenie twierdze«. Pa«stwowe
Zakªady Wydawnictw Szkolnych, Warszawa (seria: Biblioteczka
Matematyczna, 19).
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Przypomnienie: poj¦cie algorytmu

Tworzenie teorii przez matematyka nie sprowadza si¦ do kolejnego
wypisywania twierdze« i ich dowodów; teorie te s¡ budowane w celach
poznawczych. A wi¦c twierdzenia teorii musz¡ by¢ zrozumiaªe, musz¡ da¢
si¦ czyta¢ przez czªowieka ze zrozumieniem. Wiadomo za±, »e zdolno±ci
recepcyjne czªowieka s¡ ograniczone. Zbyt dªugie ci¡gi symboli nie mog¡
by¢ przez czªowieka rozpoznawane i czytane ze zrozumieniem.

Pawlak 1965, 25
Zaªó»my, »e kryterium takie [kryterium �ciekawo±ci� twierdzenia � JP]
udaªo si¦ znale¹¢ i »e maszyna produkuje rzeczywi±cie ciekawe twierdzenia.
Przy dzisiejszej szybko±ci liczenia maszyna matematyczna mo»e w krótkim
czasie wyprodukowa¢ kilkaset tysi¦cy twierdze« teorii. Pojawia si¦ wi¦c
pytanie, kto b¦dzie mógª te twierdzenia czyta¢, rozumie¢ i wykorzystywa¢?
Wªa±ciwie nale»aªoby zapyta¢, czy w jakiejkolwiek teorii mo»e by¢
rzeczywi±cie sto tysi¦cy interesuj¡cych twierdze«?

Pawlak 1965, 141
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Przypomnienie: poj¦cie algorytmu

T¦sknoty za platonizmem. . .

A computing machine can solve very complex problems owing to some
software and data based on strong assumptions due to the bold Platonian
approach. To opt for such an approach, going very far beyond the mundane
realm of �rst-order logic, it is a human a�air and human responsibility.

Marciszewski 2002, 5

Marciszewski, W. 2002. On going beyond the �rst-order logic in testing the
validity of its formulas. A case study. Mathesis Universalis, nr 11: On the
Decidability of First Order Logic.
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Przypomnienie: sposoby de�niowania funkcji

Przypomnienie: sposoby de�niowania funkcji

Funkcje okre±lane mog¡ by¢ na ró»norakie sposoby, np.:

wzorem

wykresem

ukªadem warunków

przez rekursj¦.

Na pewno kazano ci ju» (np. na Wst¦pie do informatyki) napisa¢ jaki±
program obliczaj¡cy (powiedzmy) silni¦, lub kolejne wyrazy ci¡gu
Fibonacciego. W tych przypadkach stosowaªa± wªa±nie procedury
rekurencyjne: obliczanie warto±ci funkcji dla kolejnego argumentu
wykorzystywaªo warto±ci obliczone dla argumentów mniejszych. O tym
b¦dzie wiele pó¹niej.
To, »e funkcja okre±lona jest jakim± wzorem, nie oznacza jeszcze, »e mo»na
poda¢ jej wykres. Pomy±l o funkcji okre±lonej dla wszystkich liczb
rzeczywistych i przyjmuj¡cej warto±¢ 0 dla liczb wymiernych, a warto±¢ 1
dla liczb niewymiernych.
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Przypomnienie: grafy, drzewa

Przypomnienie: grafy, drzewa

Grafem nazywamy dowoln¡ par¦ 〈X ,R〉, gdzie X jest zbiorem, a R jest
podzbiorem X × X . Elementy zbioru X nazywamy wierzchoªkami, a
elementy zbioru R kraw¦dziami grafu 〈X ,R〉.

Wykorzystuje si¦ ró»ne reprezentacje grafów:

rysunki � wierzchoªki grafu zaznacza si¦ kropkami, a kraw¦dzie
liniami: ze strzaªkami (graf zorientowany) lub bez (graf
niezorientowany);

macierze � w macierzy kwadratowej (gdzie liczba wierszy równa jest
liczbie wierzchoªków grafu) umieszcza si¦ na miejscu (i , j) np. liczb¦
1, gdy (xi , xj) ∈ R , a na pozostaªych miejscach np. liczb¦ 0.
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1, gdy (xi , xj) ∈ R , a na pozostaªych miejscach np. liczb¦ 0.
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Przypomnienie: grafy, drzewa

Drzewem (o korzeniu x0) nazwiemy ka»dy ukªad 〈X ,R, x0〉 taki, »e:

〈X ,R〉 jest grafem;

x0 jest elementem R-najmniejszym w X ;

R jest przechodnia w X ;

R jest asymetryczna w X ;

R ka»dy element zbioru X − {x0} ma dokªadnie jeden bezpo±redni
R-poprzednik.

To jedna z wielu de�nicji drzewa, u»ywanych w matematyce.
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Przypomnienie: grafy, drzewa

Niech D = 〈X ,R, x0〉 b¦dzie drzewem o korzeniu x0.

Li±¢mi drzewa D nazywamy wszystkie te jego wierzchoªki, które nie maj¡
R-nast¦pników.

Je±li (x , y) ∈ R jest kraw¦dzi¡ w D, to x nazywamy przodkiem y , a y
nazywamy potomkiem x . Je±li (x , y) ∈ R − R2 jest kraw¦dzi¡ w D, to x
nazywamy bezpo±rednim przodkiem y , a y nazywamy bezpo±rednim
potomkiem x .

Ka»dy podzbiór zbioru wierzchoªków drzewa D, który jest uporz¡dkowany
liniowo przez R nazywamy ªa«cuchem w D. Ka»dy ªa«cuch maksymalny
(wzgl¦dem inkluzji) w D nazywamy gaª¦zi¡ w D.

Jerzy Pogonowski (MEG) Funkcje rekurencyjne (1) (JiNoI III) 14 lutego 2007 35 / 42



Przypomnienie: grafy, drzewa

Niech D = 〈X ,R, x0〉 b¦dzie drzewem o korzeniu x0.

Li±¢mi drzewa D nazywamy wszystkie te jego wierzchoªki, które nie maj¡
R-nast¦pników.

Je±li (x , y) ∈ R jest kraw¦dzi¡ w D, to x nazywamy przodkiem y , a y
nazywamy potomkiem x . Je±li (x , y) ∈ R − R2 jest kraw¦dzi¡ w D, to x
nazywamy bezpo±rednim przodkiem y , a y nazywamy bezpo±rednim
potomkiem x .

Ka»dy podzbiór zbioru wierzchoªków drzewa D, który jest uporz¡dkowany
liniowo przez R nazywamy ªa«cuchem w D. Ka»dy ªa«cuch maksymalny
(wzgl¦dem inkluzji) w D nazywamy gaª¦zi¡ w D.

Jerzy Pogonowski (MEG) Funkcje rekurencyjne (1) (JiNoI III) 14 lutego 2007 35 / 42



Przypomnienie: grafy, drzewa

Niech D = 〈X ,R, x0〉 b¦dzie drzewem o korzeniu x0.

Li±¢mi drzewa D nazywamy wszystkie te jego wierzchoªki, które nie maj¡
R-nast¦pników.

Je±li (x , y) ∈ R jest kraw¦dzi¡ w D, to x nazywamy przodkiem y , a y
nazywamy potomkiem x . Je±li (x , y) ∈ R − R2 jest kraw¦dzi¡ w D, to x
nazywamy bezpo±rednim przodkiem y , a y nazywamy bezpo±rednim
potomkiem x .

Ka»dy podzbiór zbioru wierzchoªków drzewa D, który jest uporz¡dkowany
liniowo przez R nazywamy ªa«cuchem w D. Ka»dy ªa«cuch maksymalny
(wzgl¦dem inkluzji) w D nazywamy gaª¦zi¡ w D.

Jerzy Pogonowski (MEG) Funkcje rekurencyjne (1) (JiNoI III) 14 lutego 2007 35 / 42



Przypomnienie: grafy, drzewa

Niech D = 〈X ,R, x0〉 b¦dzie drzewem o korzeniu x0.

Li±¢mi drzewa D nazywamy wszystkie te jego wierzchoªki, które nie maj¡
R-nast¦pników.

Je±li (x , y) ∈ R jest kraw¦dzi¡ w D, to x nazywamy przodkiem y , a y
nazywamy potomkiem x . Je±li (x , y) ∈ R − R2 jest kraw¦dzi¡ w D, to x
nazywamy bezpo±rednim przodkiem y , a y nazywamy bezpo±rednim
potomkiem x .

Ka»dy podzbiór zbioru wierzchoªków drzewa D, który jest uporz¡dkowany
liniowo przez R nazywamy ªa«cuchem w D. Ka»dy ªa«cuch maksymalny
(wzgl¦dem inkluzji) w D nazywamy gaª¦zi¡ w D.

Jerzy Pogonowski (MEG) Funkcje rekurencyjne (1) (JiNoI III) 14 lutego 2007 35 / 42



Przypomnienie: grafy, drzewa

Niech D = 〈X ,R, x0〉 b¦dzie drzewem o korzeniu x0.

Li±¢mi drzewa D nazywamy wszystkie te jego wierzchoªki, które nie maj¡
R-nast¦pników.

Je±li (x , y) ∈ R jest kraw¦dzi¡ w D, to x nazywamy przodkiem y , a y
nazywamy potomkiem x . Je±li (x , y) ∈ R − R2 jest kraw¦dzi¡ w D, to x
nazywamy bezpo±rednim przodkiem y , a y nazywamy bezpo±rednim
potomkiem x .

Ka»dy podzbiór zbioru wierzchoªków drzewa D, który jest uporz¡dkowany
liniowo przez R nazywamy ªa«cuchem w D. Ka»dy ªa«cuch maksymalny
(wzgl¦dem inkluzji) w D nazywamy gaª¦zi¡ w D.

Jerzy Pogonowski (MEG) Funkcje rekurencyjne (1) (JiNoI III) 14 lutego 2007 35 / 42



Przypomnienie: grafy, drzewa

Pniem drzewa D nazywamy cz¦±¢ wspóln¡ wszystkich gaª¦zi D.

Rz¦dem wierzchoªka x nazywamy moc zbioru wszystkich potomków x .
Rz¦dem drzewa D jest kres górny rz¦dów wszystkich wierzchoªków drzewa
D.

Drzewo D jest sko«czone, je±li zbiór jego wierzchoªków jest sko«czony.
Drzewo D jest niesko«czone, je±li zbiór jego wierzchoªków jest
niesko«czony. Drzewo D jest rz¦du sko«czonego, je±li jego rz¡d jest
liczb¡ sko«czon¡.

Ka»de drzewo, w którym ka»dy wierzchoªek nie b¦d¡cy li±ciem ma najwy»ej
dwóch bezpo±rednich potomków nazywamy drzewem nierozwojowym.
Ka»de drzewo, w którym ka»dy wierzchoªek nie b¦d¡cy li±ciem ma
dokªadnie dwóch bezpo±rednich potomków nazywamy drzewem
dwójkowym.
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Przypomnienie: grafy, drzewa

Wa»nym twierdzeniem dotycz¡cym drzew jest nast¦puj¡cy:

Lemat Königa.

Je±li D jest drzewem rz¦du sko«czonego i dla ka»dej liczby naturalnej n w
D istniej¡ ªa«cuchy o co najmniej n elementach, to D ma ªa«cuch
niesko«czony.

Mówimy, »e 〈Y ,Q, y0〉 jest poddrzewem drzewa 〈X ,R, x0〉, gdy:

1) Y ⊆ X oraz

2) 〈Y ,Q, y0〉 jest drzewem o wierzchoªku y0.

Jerzy Pogonowski (MEG) Funkcje rekurencyjne (1) (JiNoI III) 14 lutego 2007 37 / 42



Przypomnienie: grafy, drzewa

Wa»nym twierdzeniem dotycz¡cym drzew jest nast¦puj¡cy:

Lemat Königa.

Je±li D jest drzewem rz¦du sko«czonego i dla ka»dej liczby naturalnej n w
D istniej¡ ªa«cuchy o co najmniej n elementach, to D ma ªa«cuch
niesko«czony.

Mówimy, »e 〈Y ,Q, y0〉 jest poddrzewem drzewa 〈X ,R, x0〉, gdy:

1) Y ⊆ X oraz

2) 〈Y ,Q, y0〉 jest drzewem o wierzchoªku y0.

Jerzy Pogonowski (MEG) Funkcje rekurencyjne (1) (JiNoI III) 14 lutego 2007 37 / 42



Przypomnienie: grafy, drzewa

Wa»nym twierdzeniem dotycz¡cym drzew jest nast¦puj¡cy:

Lemat Königa.

Je±li D jest drzewem rz¦du sko«czonego i dla ka»dej liczby naturalnej n w
D istniej¡ ªa«cuchy o co najmniej n elementach, to D ma ªa«cuch
niesko«czony.

Mówimy, »e 〈Y ,Q, y0〉 jest poddrzewem drzewa 〈X ,R, x0〉, gdy:

1) Y ⊆ X oraz

2) 〈Y ,Q, y0〉 jest drzewem o wierzchoªku y0.

Jerzy Pogonowski (MEG) Funkcje rekurencyjne (1) (JiNoI III) 14 lutego 2007 37 / 42



Przypomnienie: grafy, drzewa

Wa»nym twierdzeniem dotycz¡cym drzew jest nast¦puj¡cy:

Lemat Königa.

Je±li D jest drzewem rz¦du sko«czonego i dla ka»dej liczby naturalnej n w
D istniej¡ ªa«cuchy o co najmniej n elementach, to D ma ªa«cuch
niesko«czony.

Mówimy, »e 〈Y ,Q, y0〉 jest poddrzewem drzewa 〈X ,R, x0〉, gdy:

1) Y ⊆ X oraz

2) 〈Y ,Q, y0〉 jest drzewem o wierzchoªku y0.

Jerzy Pogonowski (MEG) Funkcje rekurencyjne (1) (JiNoI III) 14 lutego 2007 37 / 42



Przypomnienie: grafy, drzewa

Wa»nym twierdzeniem dotycz¡cym drzew jest nast¦puj¡cy:

Lemat Königa.

Je±li D jest drzewem rz¦du sko«czonego i dla ka»dej liczby naturalnej n w
D istniej¡ ªa«cuchy o co najmniej n elementach, to D ma ªa«cuch
niesko«czony.

Mówimy, »e 〈Y ,Q, y0〉 jest poddrzewem drzewa 〈X ,R, x0〉, gdy:

1) Y ⊆ X oraz

2) 〈Y ,Q, y0〉 jest drzewem o wierzchoªku y0.

Jerzy Pogonowski (MEG) Funkcje rekurencyjne (1) (JiNoI III) 14 lutego 2007 37 / 42



Przypomnienie: grafy, drzewa

Wa»nym twierdzeniem dotycz¡cym drzew jest nast¦puj¡cy:

Lemat Königa.

Je±li D jest drzewem rz¦du sko«czonego i dla ka»dej liczby naturalnej n w
D istniej¡ ªa«cuchy o co najmniej n elementach, to D ma ªa«cuch
niesko«czony.

Mówimy, »e 〈Y ,Q, y0〉 jest poddrzewem drzewa 〈X ,R, x0〉, gdy:

1) Y ⊆ X oraz

2) 〈Y ,Q, y0〉 jest drzewem o wierzchoªku y0.

Jerzy Pogonowski (MEG) Funkcje rekurencyjne (1) (JiNoI III) 14 lutego 2007 37 / 42



Przypomnienie: grafy, drzewa

Wa»nym twierdzeniem dotycz¡cym drzew jest nast¦puj¡cy:

Lemat Königa.

Je±li D jest drzewem rz¦du sko«czonego i dla ka»dej liczby naturalnej n w
D istniej¡ ªa«cuchy o co najmniej n elementach, to D ma ªa«cuch
niesko«czony.

Mówimy, »e 〈Y ,Q, y0〉 jest poddrzewem drzewa 〈X ,R, x0〉, gdy:

1) Y ⊆ X oraz

2) 〈Y ,Q, y0〉 jest drzewem o wierzchoªku y0.

Jerzy Pogonowski (MEG) Funkcje rekurencyjne (1) (JiNoI III) 14 lutego 2007 37 / 42



Przypomnienie: grafy, drzewa

Gra�czne reprezentacje drzew s¡ rysunkami, na których wierzchoªki (jako±
znakowane � punktami, liczbami, formuªami, itd.) poª¡czone s¡ liniami,
odpowiadaj¡cymi kraw¦dziom. Przy tym, je±li 〈X ,R, x0〉 jest drzewem, to
na rysunku zaznaczamy tylko kraw¦dzie nale»¡ce do R − R2 (przy tym,
poprzedniki R umieszczane s¡ nad nast¦pnikami).

Wspomnijmy na marginesie, »e dla dowolnego drzewa mo»na liniowo
uporz¡dkowa¢ wszystkie jego wierzchoªki (odpowiednio je koduj¡c).
Dwa takie porz¡dki s¡ szczególnie wa»ne: wzdªu»ny i poprzeczny. B¦dzie o
tym mowa pó¹niej.
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tym mowa pó¹niej.
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Przypomnienie: grafy, drzewa
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♥

W tym drzewie s¡ cztery gaª¦zie, zaczynaj¡ce si¦ w korzeniu drzewa
(wierzchoªek oznaczony przez (1)) i ko«cz¡ce si¦ li±¢mi drzewa: ♣, ♦, ♥
oraz ♠. Pie« drzewa jest tu zbiorem jednoelementowym: {(1)}.
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Przypomnienie: grafy, drzewa
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W drzewie powy»szym s¡ trzy gaª¦zie, zaczynaj¡ce si¦ w korzeniu drzewa
(wierzchoªek oznaczony przez (1)), ko«cz¡ce si¦ li±¢mi: (7), (10) oraz (12).
Pie« drzewa stanowi¡ wierzchoªki o numerach: (1) i (2).
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Przypomnienie: gramatyki i automaty

Przypomnienie: gramatyki i automaty

Nie b¦dziemy korzysta¢ ze wszystkich wiadomo±ci, które przekazano ci na
zaj¦ciach z Lingwistyki matematycznej (oraz, ewentualnie, Wst¦pu do
j¦zykoznawstwa). Jednak warto przypomnie¢ sobie niektóre z nich: np.
znajomo±¢ poj¦cia automatu przyda si¦ w rozwa»aniach dotycz¡cych
maszyn Turinga, znajomo±¢ poj¦cia gramatyki formalnej b¦dzie u»yteczna
przy omawianiu algorytmów Markowa, itp.

Niech zatem b¦dzie zadaniem domowym: odszukanie notatek
dotycz¡cych teorii automatów oraz teorii gramatyk formalnych. Ch¦tnie je
zobacz¦. Uªatwi to nam dalsz¡ prac¦.
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Koniec

Koniec na dzi±

Inne zadania.

Wska» ró»nice mi¦dzy modlitw¡ a obliczaniem.

Pomy±l o przykªadach procedur (intuicyjnie) nieobliczalnych.

Na nast¦pnym wykªadzie b¦dzie mowa o poj¦ciu niesko«czono±ci.
Spróbuj samodzielnie zde�niowa¢ to poj¦cie, w sposób czysto
numeryczny, a wi¦c nie odwoªuj¡c si¦ np. do zale»no±ci przestrzennych
i czasowych, nie u»ywaj¡c poetyckich (lub zdroworozs¡dkowych)
metafor, itd.

Pobaw si¦ funkcj¡ Ackermanna. Spróbuj u±wiadomi¢ sobie, jak (w
jakiej kolejno±ci) liczymy warto±ci A(m, n) dla m, n 6 3.
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