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Wstep

Metalogika to dyscyplina, ktérej przedmiotem badan jest logika. Na oznaczenie
badan nad matematyka uzywa si¢ terminu metamatematyka. Niektorzy utozsamiajq
zakresy tych pojeé, albo méwia jedynie o metamatematyce. Nie przejmujmy si¢
tym. Celem dzisiejszego wyktadu jest przyblizenie stuchaczom uzyskanych w XX
wieku ustalenn dotyczacych refleksji nad systemami logicznymi oraz wybranymi
teoriami matematycznymi. Podzielimy ten materiat na cztery czgsci:

1. Wybrane twierdzenia metalogiczne.
2. Wybrane ustalenia metamatematyki.
3. Algebraiczne ujgcie metalogiki.

4. Semantyczne ujecie metalogiki.

1 Wybrane twierdzenia metalogiczne

W pierwszej kolejnosci przypomnijmy niektére wyniki metalogiczne dotyczace
klasycznej logiki pierwszego rzedu FOL, omawianej na pierwszym wyktadzie oraz
klasycznego rachunku zdan, o ktérym zakladaliSmy, iz — cho¢by powierzchownie
— znany jest stuchaczom. Zamiast przytaczania catego szeregu precyzyjnych defi-
nicji poje¢ uzywanych w sformutowaniach tych twierdzen podamy jedynie krétkie
komentarze, ukazujace znaczenie tych rezultatow.



1.1 Niektore wlasnosci klasycznego rachunku zdan

Rachunki zdaniowe — w szczegdlnosci klasyczny rachunek zdan (dla skrétu: KRZ)
— byty, jesli mozna tak rzec, pierwszymi obiektami badanymi w laboratorium lo-
gicznym. Pierwsze prawa KRZ podane zostaty juz przez Stoikéw, choé nie bytly
one ujete w ramach systemu logicznego we wspétczesnym rozumieniu tego ter-
minu. Sredniowieczna nauka o konsekwencjach takze takiej postaci jeszcze nie
ma. Formalne cato$ciowe podstawy KRZ opracowywane sg od wieku XIX, a roz-
kwit tych badafi przypada na pierwsza potowe wieku XX. Mdwienie o KRZ jest
tu pewnym skrétem mysSlowym — jak pamigtamy z pierwszego wyktadu system
logiczny wyznaczony jest zawsze przez pewien jezyk oraz okre§lona w nim ope-
racje¢ konsekwencji. Tak wigc, dla pelnej precyzji, nalezatoby raczej méwic o réz-
nych wersjach KRZ, wyznaczonych dla jezyka zdaniowego z wybranym zestawem
funktoréw (zdaniotwodrczych od argumentéw zdaniowych) poprzez przyjecie od-
powiedniej operacji konsekwencji. Do najbardziej popularnych takich operacji na-
leza:

1. Konsekwencje aksjomatyczne.

2. Konsekwencje bazujqce na dedukcji naturalne;j.

3. Konsekwencje rezolucyjne.

4. Konsekwencje bazujqce na systemach tablicowych.

5. Konsekwencje wyznaczone przez rachunki sekwentow Gentzena.

Dla kazdej z tych operacji konsekwencji precyzyjnie okreslony jest ogét jej tez
— formut wyprowadzalnych, posiadajacych dowdd.

Kazda z tych konsekwencji jest — swobodnie méwiac — konfrontowana z tym,
co dane jest w spos6b w pewnym sensie obiektywny, niezalezny od sktadni, a wigc
z semantyka KRZ. Oczywiscie owa niezalezno$¢ semantyki od sktadni jest jedy-
nie relatywna — Srodki jezykowe KRZ pozwalaja bowiem ,,méwié” o takich, a nie
innych aspektach odniesienia przedmiotowego KRZ.

Poszczegdlne operacje konsekwencji dla KRZ sa (w $cisle okre§lonym sensie)
rownowazne. Stanowi to uzasadnienie dla owego skrétowego méwienia o klasycz-
nym rachunku zdan, bez wyraZznego podawania, o ktéra operacj¢ konsekwencji
chodzi.

Najwazniejsze metalogiczne wilasnosci (réznych systeméw) KRZ to m.in.:

1. Petnosé. Ogoét tez (ustalonej operacji konsekwencji) pokrywa si¢ z ogétem
tautologii klasycznego rachunku zdan. To podstawowa wtasnos¢: jej posia-



danie oznacza, ze czysto syntaktycznymi dzialaniami na napisach (formu-
tach i ciggach formut) potrafimy odzwierciedli¢ trafnie i kompletnie wszyst-
kie zaleznoSci semantyczne systemu.

. Zwartos¢. Jesli formuta o wynika (w sensie ustalonej operacji konsekwen-
cji) ze zbioru formut X, to o wynika ze skoficzonego podzbioru zbioru X.
Ta wlasnos¢ wynika z tego, ze rozwazamy jedynie reguty wnioskowania o
skoniczonej liczbie przestanek, a co za tym idzie, jedynie dowody bgdace
skoficzonymi ciagami formut.

. Rozstrzygalnosé. Istnieja algorytmy pozwalajace (,,w skoriczonej liczbie pro-
stych, mechanicznych krokéw”) ustalaé¢ czy dowolnie wybrana formuta je-
zyka klasycznego rachunku zdan jest czy tez nie jest prawem (tautologia)
tego rachunku. Wiasno$¢ rozstrzygalnosci zapewnia mozliwo$¢ automatycz-
nego (przez program komputerowy) ustalania tautologiczno$ci formut.

. Funkcyjna petnosé. Méwiac swobodnie, istnieja zestawy funktoréw praw-
dziwosciowych, za pomoca ktérych mozna zdefiniowaé wszystkie pozostate
funktory klasycznego rachunku zdan. Takie zestawy to np.:

(a) koniunkcja, negacja
(b) alternatywa, negacja
(c) implikacja, negacja
(d) binegacja

(e) kreska Sheffera.

Funkcyjna pelno$¢ pozwala m.in. na wybdr niektdrych tylko funktoréw (jako
pierwotnych) dla prezentacji catego klasycznego rachunku zdan.

. Maksymalnosé. Méwimy, ze logika jest zupetna w sensie Posta, gdy ogét jej
tez jest niesprzeczny oraz nie istnieje niesprzeczne rozszerzenie tej logiki.
Klasyczny rachunek zdan jest zupelny w sensie Posta, a wigc ma wlasnos¢
maksymalnosci.

. Postacie normalne. Nazwiemy literatami zmienne zdaniowe oraz ich nega-
cje. Alternatywa elementarna to alternatywa literatéw. Koniunkcja elemen-
tarna to koniunkcja literatéw. Kazda formuta jezyka klasycznego rachunku
zdan jest rownowazna formule w tzw.:

(a) koniunkcyjnej postaci normalnej — czyli formule bedacej koniunkcja
alternatyw elementarnych;



(b) alternatywnej postaci normalnej — czyli formule bedacej alternatywa
koniunkcji elementarnych.

Twierdzenia o istnieniu postaci normalnych sa wielce uzyteczne m.in. w au-
tomatycznym dowodzeniu twierdzen (np. wykorzystujacym metodg rezolu-
cji).

7. Twierdzenia o dedukcji. Twierdzenia te maja postaé semantycznqg lub syntak-
tyczng. Ponadto, maja wersje wprost lub nie wprost. Sformutujmy je, przy-
ktadowo, dla aksjomatycznego ujecia klasycznego rachunku zdas (tu |= jest
relacja wynikania logicznego w klasycznym rachunku zdan, za$ F relacja
wyprowadzalnoSci, czyli posiadania dowodu z aksjomatéw):

(a) Semantyczne Twierdzenie o Dedukcji Wprost. Dla dowolnego zbioru
formut X oraz formut o, 8: X U {a} | [ wtedy i tylko wtedy, gdy
XEa—pg.

(b) Semantyczne Twierdzenie o Dedukcji Nie Wprost. Dla dowolnego zbioru
formut X oraz formut o, 3:

1. X U{a} = {B, 8} wtedy i tylko wtedy, gdy X = —a.
2. X U{—a} = {B,~p} wtedy i tylko wtedy, gdy X = a.
(c) Syntaktyczne Twierdzenie o Dedukcji Wprost. Dla dowolnego zbioru

formut X oraz formut o, 8: X U {a} F [ wtedy i tylko wtedy, gdy
XkFa—pg.

(d) Syntaktyczne Twierdzenie o Dedukcji Nie Wprost. Dla dowolnego zbioru
formul X oraz formuly a:
1. X F -« wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje formuta /3 taka, ze X U
{a} F{B,-8}.
2. X F «a wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje formuta 3 taka, ze X U
{—a} F{B, -8}

Twierdzenia o dedukcji pozwalaja na uproszczenie wielu dowodow.

Ponadto mamy oczywiscie wiele twierdzen ustalajacych wtasnosci szczegdlne
kazdej z wybranych operacji konsekwencji.
1.2 Wybrane wlasnosci logiki pierwszego rzedu

O pewnych wiasnoSciach FOL wspominaliSmy w pierwszym wyktadzie. Za histo-
rycznie pierwsze ujecie FOL uzna¢ mozemy aksjomatyke Fregego dla tego sys-
temu. Podobnie jak w przypadku klasycznego rachunku zdan, FOL moze zostaé
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przedstawiona przez rézne (acz réwnowazne) operacje konsekwencji. Najczesciej
stosowane z nich to:

1. Konsekwencje aksjomatyczne.

2. Konsekwencje bazujqce na dedukcji naturalnej.

3. Konsekwencje rezolucyjne.

4. Konsekwencje bazujqce na systemach tablicowych.

5. Konsekwencje wyznaczone przez rachunki sekwentow Gentzena.

Dowodzi sig, ze poszczegdlne operacje konsekwencji dla FOL sa (w $cisle
okreslonym sensie) rownowazne, co usprawiedliwia (podobnie jak w przypadku
KRZ) skrétowy sposéb wyrazania si¢, gdy méwimy po prostu o klasycznej logice
pierwszego rzgdu.

O semantyce FOL opowiedzieliSmy na pierwszym wyktadzie. Przypomnijmy,
ze jest ona o wiele bogatsza od semantyki dla klasycznego rachunku zdan: obej-
muje wszak wszelkie uktady zlozone z uniwersum jakichkolwiek przedmiotéw
oraz okreslonych migdzy nimi relacji i dzialajacych na tych przedmiotach funk-
cji.

Wyliczmy niektére najbardziej podstawowe wtasnosci metalogiczne FOL (po-
wiedzmy, w wersji aksjomatycznej):

1. Petnosé. Ogét tez FOL pokrywa si¢ z ogétem jej tautologii. Tak wigc, row-
niez w przypadku tego systemu logicznego potrafimy ogét jego (semantycz-
nych) praw scharakteryzowac w sposéb trafny i kompletny metodami czysto
syntaktycznymi, odwolujacymi si¢ jedynie do napiséw (formut oraz ciagdéw
formul). Waga tego wyniku jest wielce znaczaca: pamigtajmy, ze jezyk FOL
ma nieskoriczenie wiele interpretacji.

2. Zwartos¢. W wersji semantycznej wiasnoS$¢ zwartosci wyrazi€ mozna na na-
stepujace (réwnowazne) Sposoby:

(a) Zbiér zdan X ma model wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy jego skon-
czony podzbiér ma model.

(b) Zbiér zdann X nie ma modelu wtedy i tylko wtedy, gdy co najmnie;j
jeden z jego skoficzonych podzbioréw nie ma modelu.

Wilasno$¢ zwartosci jest istotnie wykorzystywana w konstrukcji modeli —
m.in. modeli niestandardowych.



. Potrozstrzygalnosé. Jesli formuta o jest tautologia FOL, to mozna to po-
twierdzi¢ za pomoca algorytmu (,,w skoficzonej liczbie prostych, mecha-
nicznych krokéw”). Jesli « nie jest tautologia FOL, to stwierdzenie tego na
sposob algorytmiczny moze by¢ niemozliwe. Istotnie, znalezienie kontrprzy-
ktadu, czyli struktury, w ktérej o bytaby fatszywa, wymaga przejrzenia nie-
skoriczonej liczby interpretacji, a tego w skonczone;j liczbie krokéw zrobié¢
nie mozna. Nierozstrzygalno$¢ FOL stwierdza twierdzenie Churcha.

. Postacie normalne. Przez formute w prefiksowej postaci normalnej rozu-
miemy kazda formule rozpoczynajaca si¢ od ciagu kwantyfikatoréw, po kté-
rym nastgpuje formula nie zawierajaca kwantyfikatoréw. Kazda formuta je-
zyka FOL jest r6wnowazna formule w prefiksowej postaci normalnej. Twier-
dzenie to wykorzystywane jest we wprowadzaniu dalszych, uzytecznych w
dowodach, postaci normalnych formut.

. Twierdzenie Lowenheima-Skolema-Tarskiego. Jesli T jest teoria niesprzeczng
(bez modeli skoficzonych), to 7" ma modele w kazdej mocy nieskoriczone;.
Moéwiac swobodnie, twierdzenie to wyraza fakt, ze FOL nie odréznia mocy
nieskoficzonych. Podobnie jak twierdzenie o zwartosci, to twierdzenie stuzy
do budowania modeli teorii (w tym modeli niestandardowych).

. Lemat Lindenbauma. Kazda teoria niesprzeczna ma niesprzeczne rozszerze-
nie zupetne.

. Twierdzenia o dedukcji. Twierdzenia te maja, podobnie jak w klasycznym ra-
chunku zdan, postacie: semantyczna i syntaktyczna, a takze wersje: wprost
i nie wprost. Wymagaja jednak (w postaci syntaktycznej) pewnych dodat-
kowych zalozen. Podobnie jak w klasycznym rachunku zdan, znacznie ufa-
twiajg przeprowadzanie dowoddw.

(a) Semantyczne Twierdzenie o Dedukcji Wprost. Dla dowolnego zbioru
formut X oraz formut o, 8: X U {a} | [ wtedy i tylko wtedy, gdy
XEa—p

(b) Semantyczne Twierdzenie o Dedukcji Nie Wprost. Dla dowolnego zbioru
formut X oraz formut o, 3:

1. X U{a} E {8, B} wtedy i tylko wtedy, gdy X | —a.
2. X U{-a} = {8, -8} wtedy i tylko wtedy, gdy X = a.

(c) Syntaktyczne Twierdzenie o Dedukcji Wprost. Dla dowolnego zbioru
formut X oraz formut a, 3, jezeli « jest zdaniem (czyli formuta bez
zmiennych wolnych), to: X U {a} F § wtedy i tylko wtedy, gdy X F
a— f.
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(d) Syntaktyczne Twierdzenie o Dedukcji Nie Wprost. Dla dowolnego zbioru
formut X oraz zdania a:

1. X F -« wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje formuta 3 taka, ze X U
{a} {8, -8}

2. X F «a wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje formuta g taka, ze X U
{ma} = {8,-6}.

Twierdzenie Herbranda. Dla kazdego zdania « jezyka FOL istnieje nieskon-
czony ciag aq, ao,...formut jezyka klasycznego rachunku zdan taki, ze o
jest teza FOL wtedy i tylko wtedy, gdy pewna alternatywa «;, V ...V a4,
jest teza klasycznego rachunku zdan.

Nieskoniczony ciag, o ktérym mowa w tym twierdzeniu jest dla kazdego
zdania « jezyka FOL wyznaczony w sposéb efektywny. Jezeli « jest teza
FOL, to odnajdujemy stosowna alternatywe, bedaca teza klasycznego ra-
chunku zdarh w skoficzonej liczbie krokéw. Nie mozna jednak — w ogdélnosci
— oszacowad, jak dtugo, dla ustalonego «, nalezy przeszukiwaé 6w nieskon-
czony ciag. Twierdzenie Herbranda ukazuje zwiazek migdzy dowodliwos$cia
w FOL a dowodliwos$cig w klasycznym rachunku zdan.

. Twierdzenie Robinsona. Niech X oraz Y beda niesprzecznymi, roztacznymi

zbiorami zdaf jezyka FOL. Jedli zbiér X U'Y jest sprzeczny, to istnieje zda-
nie « takie, ze « jest konsekwencja X, -« jest konsekwencja Y oraz predy-
katy wystepujace w o to wylacznie predykaty wystepujace jednoczesnie w
zdaniach z X oraz zdaniachz Y.

Jedna z intuicji zwiazanych z tym twierdzeniem mozna wyrazié tak: potacze-
nie dwoéch niesprzecznych teorii w jezyku FOL jest sprzeczne tylko wtedy,
gdy teorie te chocby czgsciowo ,,méwia” o tym samym.

Twierdzenie Craiga. Jesli o oraz 3 sa zdaniami jezyka FOL zawierajacymi
jakie$ wspdlne predykaty, przy czym zaréwno {«} jak i {—} sa niesprzeczne
oraz o« — 3 jest tezg FOL, to istnieje zdanie -y takie, ze « — y oraz v — f3
sa tezami FOL, a przy tym v zawiera wylacznie predykaty wystgpujace jed-
noczesnie w « oraz (3.

Twierdzenie Betha. Podamy je w nieco uproszczonej formie, dla predykatéw
jednoargumentowych. Niech S bedzie skoriczonym zbiorem zdan, w ktérych
wystepuja jedynie predykaty P, Pi,...,FP,. Mowimy, ze P jest definiowalny
explicite poprzez Py,..., P, na gruncie S, gdy istnieje formuta (), ktérej
predykaty sa wytacznie wsréd Pi,...,P, taka, ze S - Vz (P(x) = ¢(x)).
Niech teraz () bedzie nowym predykatem, nie wystgpujacym w zdaniach



z S i réznym od kazdego z Pi,...,P,. Niech Sp,o oznacza wynik zasta-
pienia P przez () we wszystkich zdaniach zbioru S. Méwimy, ze P jest
definiowalny implicite poprzez Py,...,P, na gruncie S, gdy S U Sp/g
Vx (P(x) = Q(z)). Nietrudno udowodnic, ze jesli P jest definiowalny
explicite poprzez Pi,...,P, na gruncie S, to P jest takze definiowalny impli-
cite poprzez Pi,...,P, na gruncie S. Twierdzenie Betha ustala, ze zachodzi
takze implikacja odwrotna: jesli P jest takze definiowalny implicite poprzez
Py,...,P, na gruncie S, to P jest definiowalny explicite poprzez Pi,...,P,
na gruncie S.

12. Twierdzenie o neutralnosci statych pozalogicznych. Méwiac do§¢ swobod-
nie, twierdzenie to gtosi, ze FOL nie wyr6znia zadnej statej pozalogiczne;j,
zadnego predykatu, zadnego symbolu funkcyjnego. To, co mozna udowod-
ni¢ o pewnym predykacie, mozna tez udowodni¢ o dowolnym innym (o tej
samej liczbie argumentéw); podobnie dla symboli funkcyjnych i statych in-
dywiduowych.

Dla kazdej z operacji konsekwencji w FOL mamy tez, rzecz jasna, osobne
twierdzenia charakteryzujace szczegdlne wlasnosci tej operacji.

Stuchacze zwrécili z pewnos$cia uwage na réznice migdzy klasycznym rachun-
kiem zdan a FOL. Oto kilka najwazniejszych:

1. Sktadnia. Jezyk FOL jest o wiele bogatszy od jezyka klasycznego rachunku
zdan. W tym drugim postugujemy si¢ tylko zmiennymi zdaniowymi, funk-
torami prawdziwoS$ciowymi i formutami tworzonymi z nich wedle znanych
zasad. W jezyku FOL, oprécz zmiennych indywiduowych oraz statych lo-
gicznych (funktory prawdziwosciowe, kwantyfikatory) mamy do dyspozycji
catkiem dowolne predykaty oraz symbole funkcyjne.

2. Semantyka. Semantyka jezyka klasycznego rachunku zdan jest do$¢ uboga:
méwimy w niej o dwoch przedmiotach (mozesz nazywac je Prawdq i Fat-
szem) oraz dwudziestu funkcjach prawdziwosciowych operujacych na tych
przedmiotach. W jezyku FOL ,,méwié¢” mozemy o catkiem dowolnych uni-
wersach, zlozonych z jakichkolwiek przedmiotéw oraz o wszelakich rela-
cjach taczacych te przedmioty i funkcjach na owych przedmiotach okreslo-

nych.

3. Rozstrzygalnosé. W przypadku klasycznego rachunku zdan mozliwe jest po-
danie algorytmu (w istocie, wielu algorytméw), ktéry pozwala rozstrzygaé
dla dowolnej formuly jezyka tego rachunku, czy jest ona czy tez nie jest
jego prawem (tautologia). W przypadku FOL juz tak nie jest, sytuacja jest



mianowicie nastgpujaca. Jesli jaka$ formuta jest tautologia FOL, to mozna —
postugujac si¢ stosowna metoda algorytmiczng — fakt ten potwierdzic. Jesli
jednak jakas formuta nie jest tautologia FOL, to wspomniana metoda moze
nie poda¢ odpowiedzi w skoniczonej liczbie krokow.

1.3 Bardzo kroétko o teorii modeli

Semantyke dla FOL opisuje doktadniej (klasyczna oraz wspétczesna) teoria mo-
deli. Uwzglednia ona przy tym wiasnosci teorii wyrazonych w jezyku FOL.

1.3.1 Klasyczna teoria modeli

O klasycznej teorii modeli wypowiadano slogan, iz jest ona potaczeniem logiki
oraz algebry uniwersalnej. Do najwazniejszych rodzajéw ustalef uzyskanych w tej
teorii naleza, m.in.:

1. Badania relacji migdzy modelami: izomorfizmu, elementarnej réwnowazno-
Sci, bycia elementarnym podmodelem, czgSciowego izomorfizmu, itd.

2. Charakteryzowanie klas formut zachowywanych przez réznorodne operacje
na modelach (np. branie podstruktur, tworzenie taficuchéw, tworzenie pro-
duktéw oraz ultraproduktéow).

3. Charakteryzowanie poje¢ semantycznych (np. elementarnej réwnowazno-
Sci) Srodkami matematycznymi (np. poprzez rodziny czg$ciowych izomor-
fizméw).

4. Ustalenia dotyczace zupetnosci oraz kategorycznosci (w mocy) teorii.

5. Badania szczegdlnych rodzajéw modeli: pierwszych, atomowych, jednorod-
nych, nasyconych, uniwersalnych.

Zaktadamy, ze stuchacze pamigtaja definicje pojec: izomorfizmu i elementarne;j
réwnowaznosci. Mowimy, ze 2 jest elementarng podstrukturq 8, gdy 20 C B oraz
dla kazdej formuty a jezyka L(o) (rachunku predykatéw o sygnaturze o) oraz
kazdego wartoSciowania w zachodzi: 2 =, a wtedy i tylko wtedy, gdy B =, a.
Jesli 2 jest elementarng podstruktura B, to piszemy 2 < B. Mdéwimy, ze teoria
T jest modelowo zupetna, gdy dla kazdych jej modeli 2( oraz B: jesli 2 C ‘B, to
2A < B.

Podajmy, dla ilustracji, kilkanascie wybranych waznych twierdzen klasycznej
teorii modeli (stuchaczy zainteresowanych ich pelnym zrozumieniem uprzejmie
zapraszamy do konsultowania podrgcznikéw teorii modeli):
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. Twierdzenie o Istnieniu Modelu. Zbiér zdan T jest niesprzeczny wtedy i tylko

wtedy, gdy ma model.

. Jedli teoria T' ma modele dowolnie duzych mocy skoriczonych, to ma model

nieskoiczony.

. Test Tarskiego-Vaughta. Niech 2 C ‘B. Wtedy nastgpujace warunki sg réw-

nowazne:

(a) A < B.

(b) Dla dowolnej formuty o oraz wartoSciowania w w strukturze 2l takich,
ze B =y Jr,aistnieje a € dom () taki, ze B Fypa .

. Kazda struktura nieskoficzona ma wtasciwe elementarne rozszerzenie, czyli

dla kazdej nieskonczonej 2 istnieje B rézna od A taka, ze A < *B.

. A =B wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje € taka, ze A < € oraz B < €.

Test Losia-Vaughta. Jesli T jest teorig niesprzeczng bez modeli skoriczonych,
k-kategoryczna w pewnej mocy nieskoniczonej «, to 1" jest zupetna.

Test Robinsona na Modelowq Zupetnosé. Teoria T' jest modelowo zupetna
wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnych jej modeli 2l oraz ‘B, jesli 2 C ‘B,
to dla kazdej formuly pierwotnej ¢ oraz dowolnego wartoSciowania w (W
20): jesli B =y ¢, to A =y .

Twierdzenie Lfosia. Niech {2; : i € I} bedzie dowolna rodzing struktur
tego samego typu, a F' ultrafiltrem nad zbiorem . Dla dowolnej formuty

Y(x1,...,2,) o zmiennych wolnych x1, ..., z, i dowolnych ay,...,a, €
[ dom(;) nastgpujace warunki sa réwnowazne:
i€l
@ [[2/F E¢la]r,....[a]F]
i€l

) {iel: A E=yYlat,...,a ]} €F.

Kazda ultrapotgga 2! / F' jest elementarnie réwnowazna ze struktura 2l (czyli
2!/ F spetnia doktadnie te same zdania, co 21).

Twierdzenie Tarskiego. Niech (g)g<. bedzie taficuchem elementarnym.

Wtedy g < |J g dla wszystkich 8 < o
B<a
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11. Jesli T jest teoria modelowo zupelna, to suma kazdego taiicucha modeli T'
jest modelem T'.

12. Twierdzenie Lindstroma. Jedli T' jest teoria (w jezyku przeliczalnym) taka,
ze:

(a) wszystkie modele 1" sa nieskoficzone;
(b) suma dowolnego taricucha modeli teorii 1" jest modelem teorii 7'

(c) T jest k-kategoryczna w jakiej$ mocy nieskornczonej «,
to 1" jest modelowo zupetna.

OczywiScie, pelne rozumienie podanych wyzej przykladowo twierdzefi wy-
maga znajomosci calego szeregu pojec, ktoérych tu nie zdefiniowaliSmy. Przyktady
te podaliSmy nie dla straszenia stuchaczy, ale raczej dla pokazania, ze klasyczna se-
mantyka logiczna nie koriczy si¢ na podaniu definicji pojeé takich jak: spetnianie,
prawda, wynikanie logiczne, itp. OpusciliSmy m.in.: przyktady twierdzen dotycza-
cych zachowawczosci okre§lonych rodzajow formut wzgledem réznych operacji
na modelach, twierdzenia charakteryzujace pojecia semantyczne w terminach al-
gebraicznych. Przyktady twierdzen zwiazanych z realizacja oraz omijaniem typéw
podajemy nizej, cho¢ niektére z nich naleza jeszcze do klasycznej, a nie wspotcze-
snej teorii modeli.

1.3.2 Preludium do wspoélczesnej teorii modeli

Zagadnienia dotyczace realizowania oraz omijania typow stanowity niejako punkt
wyjScia do wspblczesnej teorii modeli, mniej wigcej pot wieku temu.

Sa to wszystko zagadnienia matematycznie do$¢ zaawansowane i stuchacze
tych wyktadéw maja petne prawo zapytaé, dlaczego ich wtasnie — jezykoznawcéw
oraz filologéw — miatyby one ciekawié. OdpowiedzZ na to zasadne pytanie mogtaby,
naszym zdaniem, wskaza¢ na dwie co najmniej sprawy:

1. Stuchacze chcieli ustyszeé, czym zajmuje si¢ logika wspétczesna. Podane
nizej konstrukcje i twierdzenia udzielaja na to czg¢sciowej odpowiedzi — dla
tego fragmentu badan logicznych, ktéry wyrdst z podstaw semantyki logicz-
nej.

2. Konstrukcje zwigzane z typami elementéw dotycza lokalnych wtasnos$ci mo-
deli. S to zagadnienia, ktére interesowaé powinny jezykoznawce — zastana-
wia si¢ on przeciez, czym jest np. miejsce jednostki jezykowej w systemie
Jjezyka. Budujac swoje teorie lingwistyczne powinien tez zwraca¢ baczng
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uwage na to, ktére z jego konstrukcji sa definiowalne (i w jaki sposéb) na
gruncie przyjetych zatozen wyjsciowych.

Przed szczegélowym wypisaniem szeregu formalnych definicji, podajmy kilka
intuicji. Typy to pewne zbiory formul ze zmiennymi wolnymi, dla ktérych zacho-
dza okreSlone warunki zwigzane ze spetnianiem formut w modelach. Formuly ze
zmiennymi wolnymi definiuja pewne podzbiory uniwersum modelu (lub jakiej$ po-
tegi kartezjaniskiej tego uniwersum). Badanie typow to zatem badanie zbioréw defi-
niowalnych w modelach. Zdania opisuja modele jako catoSci. Natomiast elementy
(uniwersum) modelu charakteryzowane moga by¢ przez formuty (z jedna zmienng
wolng), ktére sa o tych elementach prawdziwe. Tak wigc, element a € dom(2l)
moze zosta¢ scharakteryzowany przez zbiér tych formut (), dla ktérych 2 =
Y(z)]a]. Ogot takich formut opisuje wige ,,miejsce, ktére a zajmuje w modelu A.”
Podobnie dla uktadéw n elementéw uniwersum modelu, dla dowolnej n. W zbiorze
wszystkich zdan dowolnej teorii 7' wprowadzi¢ mozna relacj¢ rownowaznosci =7
w sposob nastepujacy: ¢ =71 ¢ wtedy i tylko wtedy, gdy T F ¢ = . Zbior ilora-
zowy tej relacji to uniwersum algebry Lindenbauma dla teorii T', oznaczanej przez
L. Podobnie, w zbiorze formut Fmil (o co najwyzej n zmiennych wolnych)
jezyka teorii 1" mozna wprowadzi¢ (dla kazdej n) relacje rownowaznosci =7
Y =1} ¢ doktadnie wtedy, gdy T - V1 ... Vo, (Y(z1,...,2,) = @(z1,...,25)).
Ten warunek jest z kolei rownowazny temu, ze: dla kazdego modelu 2 dla T" oraz
kazdego ciagu (a1, ..., a,) elementéw dom(A): A = (Y = p)[a1, ..., an)].

Dla dowolnej struktury 2 sygnatury o, teorii 7' w jezyku L(o) oraz ciagu n-
elementowego @ elementéw uniwersum struktury 2 niech:

Tpa(d) ={¢ € Fml} - A | ¢[a]}.

Zbiér Tpg[(E)) nazywamy n-typem elementu @ (w strukturze 2). Czasami m6-
wimy krétko: typ elementu a, gdy liczba n jest jasna z kontekstu lub nieistotna.
Wprost z definicji widzimy, ze typ elementu d w strukturze 2 to og6t formut
spetnionych w 2 przy warto$ciowaniu zmiennych wolnych tych formul elemen-
tami ciggu « . OczywiScie, rézne ciagi a moga mieé¢ w strukturze 2 ten sam typ.

Dla dowolnej n > 0, dowolnego ¥ C F'ml! oraz dowolnej teorii 7', méwimy,
ze:

1. W jest n-typem teorii T', gdy istnieje model 2 teorii 1" oraz n-elementowy
ciag @ elementéw jego uniwersum takie, ze U C Tpy(@);

2. U jest domknigtym n-typem teorii T', gdy W jest n-typem dla T oraz T' C ¥
i dla kazdej v € FmlL, jesli U = 1, to ) € T;
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3. U jest zupetnym n-typem teorii T', gdy W jest domknigtym n-typem teorii T'
oraz dla kazdej v € Fmll, - € ¥ wtedy i tylko wtedy, gdy ¢ & V.

4. Typy teorii 7', ktére nie sa zupetne nazywamy jej typami czesciowymi.

Bezposrednio z tej definicji wynikaja nastgpujace ustalenia. Niech ¥ C Fmll
i niech ¢ bedzie ciagiem nowych statych, a L(?) rozszerzeniem jezyka L o te
state. Wreszcie, niech U(¢) = {1(¢) : ¢» € U}. Wtedy dla dowolnej n > 0,
dowolnego ¥ C F'mi’ oraz dowolnej teorii T w jezyku L:

1. W jest n-typem teorii 1" doktadnie wtedy, gdy 7'U \11(7) jest niesprzecznym
zbiorem zdan w jezyku L(72).

2. U jest domknigtym n-typem teorii 1" doktadnie wtedy, gdy \11(7) jest nie-
sprzeczna teoria (w jezyku L(?)), rozszerzajaca T

3. W jest zupetnym n-typem teorii 7' doktadnie wtedy, gdy W (@) jest zupetna
teoria (w jezyku L(?)), rozszerzajaca T.

4. U jest zupelnym n-typem teorii 7' doktadnie wtedy, gdy ¥ = T'py (@) dla
pewnego modelu 2 dla 7" oraz pewnego ciagu @ element6w dom(2A).

Dla dowolnej teorii 7' i formuty ¢(Z') jezyka tej teorii, méwimy, ze ¢( )
jest T-niesprzeczna, gdy nie zachodzi T = —t(2) (lub, réwnowaznie, gdy nie
zachodzi T |= V@ —)(7')). Mamy wtedy:

1. () jest T-niesprzeczna wtedy i tylko wtedy, gdy [w(?)]% #0cn.

2. () jest T-niesprzeczna wtedy i tylko wtedy, gdy 7' U {32 (')} jest
niesprzeczna.

3. Jesli T jest zupetna, to ¢( @) jest T-niesprzeczna wtedy i tylko wtedy, gdy
T =37 (7).

Dla dowolnej n > 0, dowolnego ¥ C F'ml,, oraz dowolnej teorii 7', nastgpu-
jace warunki sa rownowazne (co wynika do$¢ prosto z definicji):

1. U jest n-typem dla 7'
2. Koniunkcja kazdego skoriczonego podzbioru zbioru W jest T-niesprzeczna.

3. Rodzina {[¢|} : ¢ € ¥} ma wlasno$¢ przekrojéw skoficzonych w L7
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Dla dowolnej n > 0, dowolnej teorii T' oraz dowolnej (@) € FmiZ, naste-
pujace warunki sa rOwnowazne:

1. [o()] jest atomem w L.

2. Dla %szystkich o(T) e FmIT: T = (7)) = o(Z) b T = (7)) —
~p(7).
3. {o(@) : T = (&) = p(2)} jest zupetnym n-typem dla T

Kazda formule ¢(Z) spetniajaca ktorys (dowolny) z powyzszych warunkéw
nazywamy formutq zupetnq (wzgledem T'). Dla dowolnej teorii 7', dowolnej n >
0 i dowolnego n-typu ¥ dla T', méwimy, ze: ¥ jest gtowny, gdy istnieje T'-nie-
sprzeczna formuta (') taka, ze dla wszystkich ¢ € ¥ zachodzi T = 1) — .
W takim przypadku 1) nazywamy generatorem V. Typy gtéwne nazywamy takze
izolowanymi. Zauwazmy, ze w ogdlnosci generator typu gtéwnego nie musi by¢
jego elementem, ale gdy T jest zupetna, to generator typu gtéwnego zawsze do
niego nalezy. Jesli bowiem W jest typem zupetnym w 7', a 1/}(?) jego generatorem,
to (na mocy T-niesprzecznosci ¢(@)): T + 37 ¢(Z). To z kolei implikuje, ze
nie zachodzi: T - VZ (Y(Z) — —()). Tak wiec, ~)(Z) nie nalezy do .
Poniewaz W jest typem zupeinym, do ¥ musi nalezec @D(?)

Dla dowolnej teorii T, niech S™(T') oznacza zbidr wszystkich jej n-typow zu-
petnych. Wtedy S™(T') jest zbiorem wszystkich n-typéw o postaci Tpy (@), gdzie
2l jest modelem 7', a a ciagiem n elementéw z dom(2l). Istnieje bijekcja miedzy
S™(T') a rodzing wszystkich ultrafiltréw w algebrze L. Dla dowolnej teorii 7',
dowolnej n oraz dowolnej ¢» € FmlL, jesli 1 jest T-niesprzeczna, to: [4]7: nie jest
atomem w L7 wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje ¢ € F'ml, taka, Ze zaréwno ¥ A ¢
jak iy A —p sa T-niesprzeczne.

Dla dowolnego modelu 2 teorii T oraz n-typu W:

1. Méwimy, ze U jest realizowany w 2, gdy istnieje ciag @ elementéw dom (2)
taki, ze U C Tpy (@ ). Méwimy w takim przypadku, ze @ realizuje ¥ w 2.

2. Méwimy, ze realizowalny, gdy jest realizowany w jakim§ modelu 2(. Ten
termin moze niezbyt zrgcznie brzmi po polsku. Powiemy, ze typ jest nie-
sprzeczny, gdy istnieje model, ktéry go realizuje.

3. Jesli ¥ nie jest realizowany w 2(, to méwimy, ze 2 omija V.

Whprost z definicji wynika, ze kazdy typ dla T jest realizowany w jakims mo-
delu teorii T'. Z (dolnego) twierdzenia Lowenheima-Skolema wynika ponadto, ze
U jest n-typem dla 7" wtedy i tylko wtedy, gdy jest realizowany w pewnym przeli-
czalnym modelu teorii T'. Zwr6émy uwage na réznicg migdzy:
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2. A realizuje V.

W pierwszym przypadku, gdy ¥ C Fmll, to 2 = ¥ oznacza, ze dla kazdej
formuty ¢)(2’) € ¥ mamy 2 |= (7). To ostatnie ma miejsce doktadnie wtedy,
gdy A = V& (). Na mocy definicji relacji |= zachodzi to, gdy dla wszystkich
ciagéw @ elementéw dom () mamy: 2 = ¢(Z)[d]. Z drugiej strony, to, ze 2
realizuje ¥ oznacza, dla co najmniej jednego ciagu @ elementéw dom(21) mamy:
A (7))

Nadto, na mocy twierdzenia o zwarto$ci otrzymujemy natychmiast:

1. Niech ¥ bedzie zbiorem formut, ktérych zmienne wolne znajduja si¢ wsréd
T1,T2,...,Tn. ¥ jest realizowany w jakim§ modelu doktadnie wtedy, gdy
kazdy skonczony podzbiér ¥ jest realizowany w jakim§ modelu.

2. (x) W konsekwencji, jeSli T jest teoria zupelng oraz W jest zbiorem for-

mut, ktérych zmienne wolne znajduja si¢ wéréd 1, xo, ..., Ty, to: U jest
n-typem dla T' doktadnie wtedy, gdy kazdy skoriczony podzbiér ¥ jest n-
typem dla 7.

Podajmy, dla ilustracji, kilka wybranych waznych twierdzen dotyczacych reali-
zowania i omijania typéw (stuchaczy zainteresowanych ich pelnym zrozumieniem
uprzejmie zapraszamy do konsultowania podrgcznikéw teorii modeli):

1. Jesli T jest teorig zupelna, a U jej n-typem, to dla dowolnego modelu 2 dla
T istnieje elementarne rozszerzenie modelu 2, w ktérym W jest realizowany.

2. Jesli T jest zupetna, a W jest jej typem izolowanym, to W jest realizowany w
kazdym modelu T'.

3. Twierdzenie o omijaniu typow. Niech ¥ bedzie typem dla T', ktéry nie jest
gtéwny. Istnieje wtedy przeliczalny model teorii 7', ktéry omija W.

4. Twierdzenie Rylla-Nardzewskiego. Dla dowolnej teorii zupelnej 1" nastgpu-
jace warunki sa réwnowazne:

(a) T jest Np-kategoryczna.

(b) Dla kazdej n > 0, kazdy niesprzeczny n-typ jest izolowany.
(c) Dlakazdejn > 0, kazdy zupelny n-typ jest izolowany.

(d) Dlakazdejn > 0, zbiér S™(T') jest skoriczony.
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(e) Dlakazdej n > 0, zbiér L7}, jest skoficzony.

Modele danej teorii moga by¢ ,,mate” lub ,,duze”, ,,ubogie” badz ,,bogate”. Po-
jecia wprowadzone ponizej oraz charakteryzujace je twierdzenia maja zdaé sprawe
z tej réznorodnosci. Modele atomowe to modele ,,ubogie”. Z kolei, modele uni-
wersalne i modele nasycone to modele ,,duze” i ,,bogate”.

Niech T bedzie teorig zupetna (w jezyku przeliczalnym), ktéra ma modele nie-
skoriczone. Jesli zbiér wszystkich typéw zupetnych teorii 7', czyli zbiér S(T'), jest
przeliczalny, to czasem mowimy, ze 1" jest malq teoria. Przypominamy, ze S(7)
jest zbiorem wszystkich typéw zupetnych, ktére zawieraja 1" jako podzbior. Jesli T’
jest mata, to wsréd modeli 7" istnieje przeliczalny model ,,najmniejszy” oraz prze-
liczalny model ,,najwigkszy”. Nie chodzi przy tym oczywiscie 0 moc uniwersum
modelu, lecz o liczbg typéw w nim realizowanych.

Model A jest atomowy, gdy kazdy typ zupelny Tpg[(E)) jest typem izolowa-
nym teorii 7h(2), dla kazdego ciagu @ elementéw dom(2). Jest dosé oczywiste,
ze jesli teoria zupetna T' jest mata, to istnieje jej przeliczalny model atomowy. Istot-
nie, na mocy Twierdzenia o Omijaniu Typdéw istnieje model dla 7', ktéry omija
wszystkie typy niegtéwne. Dalej, na mocy Dolnego Twierdzenia Lowenheima-
Skolema, istnieje tez przeliczalny model o tej wlasnosci. Modele atomowe to zatem
te modele, ktére realizuja jedynie te typy, ktére muszq by¢ zrealizowane.

Moéwimy, ze struktura 2 jest Rg-jednorodna, gdy dla dowolnych ciagéw a, ?
elementéw 2, jesli (A, @) = (2, 7), to dla kazdego ¢ € dom(2) istnieje d €
dom(2) taki, 7e (A, @, ¢) = (A, b, d).

Dla dowolnej teorii zupetnej T' méwimy, ze struktura 2l jest przeliczalnie uni-
wersalna, gdy B — 2 dla kazdego przeliczalnego modelu ‘B teorii 7.

Dla dowolnej teorii zupetnej 7' méwimy, ze struktura 2 jest sfabo nasycona, je-
§li kazdy typ w T’ jest realizowany w 2. Méwimy, ze struktura 2{ jest Ry-nasycona,
gdy dla dowolnego skorficzonego ciagu @ elementéw U struktura (A, 7) jest stabo
nasyconym modelem teorii Th((2, @)). Tak wigc, stabe nasycenie oznacza, ze
model realizuje dowolny typ, ktéry moze by¢ niesprzecznie opisany w samym jg-
zyku. Natomiast Ng-nasycenie jest wlasno$cia mocniejsza: oznacza, iz model reali-
zuje dowolne typy, ktére moga by¢ niesprzecznie opisane w jezyku ze skonczenie
wielu parametrami, nazywajacymi elementy modelu.

U jest (zupelnym) n-typem w 2, gdy v jest (zupetnym) n-typem teorii 7'h(21).
S™(2() oznacza S™(Th(2l)), czyli zbiér wszystkich n-typéw zupetnych struktury
2. s™(2) oznacza moc zbioru S™(A). 2 jest Ny-kategoryczna, gdy Th(2l) jest
No-kategoryczna. Jesli A C dom(2l), to typem nad zbiorem A jest typ, w kt6-
rego formutach wystapi¢ moga stale, nazywajace elementy zbioru A. Jesli A C
dom(2A) oraz (ai,...,a,) jest ciagiem elementéw z dom(2l), to przez typ (zu-
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petny) ciqgu (ay, . .., ay) nad A w2l rozumiemy zbiér Tpg((al, e.yGp)) WSZYSt-

kich formut ¥ z jezyka L 4 (czyli jezyka L rozszerzonego o nowe stale nazywa-

jace elementy A), ktére maja zmienne wolne wsréd x1, . .., x, takich, ze: A

Y(x1,...,zp)la1,...,a,). Niech S4(T") oznacza zbidr wszystkich typéw zupet-

nych nad A, natomiast S’} (T") zbi6r wszystkich n-typéw zupetnych nad A.
Zachodza nastgpujace fakty:

1. Teoria zupetna T ma przeliczalny model Ng-nasycony doktadnie wtedy, gdy
zbiér S(T') jest przeliczalny.

\S]

. Kazdy przeliczalny model Ry-nasycony (teorii zupetnej) jest Ng-jednorodny.

98]

. Kazdy przeliczalny model Np-nasycony (teorii zupeinej) jest przeliczalnie
uniwersalny.

N

. Jesli T jest mata teoria (czyli S(T') jest przeliczalny), to jej model 2 jest
Np-nasycony doktadnie wtedy, gdy jest przeliczalnie uniwersalny oraz Ng-
jednorodny.

5. Dla dowolnej teorii zupetnej 7', T' ma przeliczalny model atomowy wtedy i
tylko wtedy, gdy dla wszystkich n > 0, L7, jest atomowa algebra Boole’a.

6. Dla dowolnej teorii zupetnej 1" oraz dowolnego 2: 2 jest przeliczalnym mo-
delem atomowym dla T" wtedy i tylko wtedy, gdy 2 jest modelem elementar-
nie pierwszym teorii T". [Model 2 teorii 1" nazywamy jej modelem (elemen-
tarnie) pierwszym, jesli istnieja elementarne wlozenia 2 w dowolny model
teorii 7.]

7. Dla dowolnej teorii zupetnej 1" i dowolnego jej modelu 2( istnieje model B
dla T taki, ze:

(a) A < B.
(b) *B jest Ng-nasycony nad 2.

(c) Jesli moc 2 jest niewigksza od 280 to takze moc B jest niewigksza od
%o,

(d) Jesli A jest przeliczalny oraz S™(T') jest przeliczalny dla wszystkich
n > 0, to B jest przeliczalny.

8. Dla dowolnej teorii zupetnej 7':

(a) T ma model Ry-nasycony mocy co najwyzej 280,
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(b) T ma przeliczalny model Nyp-nasycony wtedy i tylko wtedy, gdy dla
wszystkich n > 0 zbiér S™(T') jest przeliczalny.

9. Teoria jest Ng-kategoryczna doktadnie wtedy, gdy ma model atomowy i mo-
del Ng-nasycony i modele te sg izomorficzne.

10. Dla dowolnej teorii zupetnej T" i dowolnych jej modeli 21 i ®8, jesli sa one oba
Np-nasycone, to sa czesciowo izomorficzne. Stad, jesli oba sg przeliczalne,
to sa rOwniez izomorficzne.

Nie bedziemy zadrgczaé stuchaczy omawianiem zagadnien zwigzanych z mo-
delami nieprzeliczalnymi. Dodajmy jedynie dwie definicje, ktére beda potrzebne
w dalszym ciagu.

Dla dowolnej liczby kardynalnej « oraz dowolnej struktury 2, méwimy, ze
2 jest k-nasycona, gdy dla dowolnego zbioru X C dom(2() o mocy mniejszej
od « struktura 2 x jest stabo nasycona. Méwimy, ze 2 jest nasycona, gdy 2 jest
A-nasycona. Przypominamy, ze 2 x jest struktura, interpretujaca jezyk Lig.acxys
gdzie dla kazdego a € X, nazwa a tego elementu jest interpretowana w 2 x jako
ten wlasnie element.

Dla dowolnej teorii 1" oraz dowolnej liczby kardynalnej x méwimy, ze T' jest
k-stabilna, gdy dla kazdego modelu 2 dla T, wszystkich X C dom(2l) takich,
ze moc X jest niewigksza od k oraz wszystkich n > 0 zbiér S™(2(x) jest mocy
co najwyzej k. Zwykle zamiast mowié, ze T jest Ng-stabilna méwimy, iz 1" jest
w-stabilna.

1.3.3 Wspélczesna teoria modeli

Wspdiczesna teoria modeli zaczyna si¢ — umownie — od twierdzenia Morleya.
Gtéwnym tematem badani sa problemy zwiazane z definiowalnosciq. Migdzy in-
nymi, omawiano nastgpujace rodzaje zagadnien:

1. Kategoryczno$¢ teorii w mocach nieprzeliczalnych.

2. Ustalenia dotyczace liczby wzajemnie nieizomorficznych modeli wybranych
teorii.

3. Struktura przestrzeni n-typéw rozmaitych teorii.

WprowadZmy ogélne oznaczenie: dla dowolnej teorii 17" oraz dowolnej nie-
skoriczonej liczby kardynalnej x niech (7', k) oznacza liczbg klas izomorfizmu
modeli teorii 7" mocy k. Tak wigc, jesli T jest x-kategoryczna, to u(7T, k) = 1.
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Liczba p(T, k) jest niemniejsza od liczby klas réwnowaznosci relacji elementar-
nej réwnowaznosci modeli. Przypomnijmy, ze wszystkie modele teorii zupetnej sa
elementarnie réwnowazne. Teoria zupetna moze mie¢ jednak wigksza od 1 liczbe
wu(T, k): np. dla teorii gestych liniowych porzadkéw i k = N liczba ta jest rtéwna
4. Liczba (T, k) odpowiada r6znorodnosci matematycznej modeli teorii 7". Na-
tomiast liczba klas relacji elementarnej rownowaznosci modeli wiaze si¢ z mozli-
wosciami wyrazania jezykow pierwszego rzedu. Wyniki dotyczace niezupetnosci
wielu waznych teorii matematycznych pokazuja ograniczenia w tym wzgledzie je-
zykéw pierwszego rzedu.

Z Dolnego Twierdzenia Lowenheima-Skolema wynika, ze dla dowolnej teorii
niesprzecznej T', u(T,Ry) > 1. Dla kazdej teorii niesprzecznej 7' oraz dowolnej
nieskoniczonej liczby kardynalnej x zachodza nieréwnosci:

1< p(T, k) < 2°.

Jesli T jest teorig zupetna, to algebra Lindenbauma jej zdan jest dwuelementowa i
zawiera doktadnie jeden ultrafiltr (jednostkowy). Dlan > 0 (czyli gdy rozwazamy
formuly ze zmiennymi wolnymi), zaréwno L., jak i S maja o wiele bardziej zto-
zone struktury. Kazdy zupetny n-typ dla T jest nieskoficzonym zbiorem formut i
ma nieprzeliczalnie wiele podzbioréw, ktdre sg typami. Miara ztozonosci (seman-
tycznej) jest zatem liczba zupetnych n-typow teorii T', czyli moc zbioru S™ (7). W
ogolnosci, dla dowolnej zupetnej teorii 7" moc ta jest niemniejsza od 1 oraz nie-
wigksza od 20, Jednym z ciekawych probleméw jest badanie zwiazkéw migdzy
liczba typdw teorii a liczba jej nieizomorficznych modeli w r6znych mocach. Przez
s™(T') oznaczaliSmy moc zbioru S™(T"). Zachodza nastepujace fakty:

1. Dla dowolnej niesprzecznej teorii 1" i kazdej n > 0 zachodzi nierdwnos¢:
Sn(T) < NO X ,u(T, NU)
Wynika stad, ze:

(a) Jesli u(T,Rp) < Ny, to dla wszystkich n > 0: s"(T") < No.
(b) Jesli dla wszystkich n > 0: s™(T) = 2%0, to (T, Rg) = 2%0.

2. Dla dowolnej niesprzecznej teorii 7" i kazdej n > 0, jesli s”(T) < 2%°, to
s" (T) < NU.

Przy zatozeniu Uog6lnionej Hipotezy Kontinuum ostatnie z podanych wyzej

twierdzen jest oczywiste. Natomiast bez tego zatozenia, stale otwarta pozostaje po-
stawiona w 1963 roku Hipoteza Vaughta: Dla dowolnej niesprzecznej teorii 7', jesli
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(T, Rg) < 280, to u(T,Rg) < Wo. Zachodzi nastepujace twierdzenie, udowod-
nione przez Morleya: Dla dowolnej niesprzecznej teorii T, jesli u(T,Rg) < 280,
to M(T, N()) <Ny,

Widma nieprzeliczalne dla teorii przeliczalnych zostaly ustalone. Pozostaja
problemy otwarte dla wartosci u(T, Rg). Wtasnosci widm wiaza si¢ pojeciami nie-
zaleznos$ci; np. kazda teoria 7' silnie minimalna ma widmo nieprzeliczalne okre-
Slone przez u(T, k) = 1.

W 1954 roku Jerzy Lo$ zauwazyl, ze wszystkie znane przeliczalne teorie T’
podpadaja pod jeden z nastgpujacych czterech typow:

1. (+,—): T jest Np-kategoryczna, ale dla wszystkich nieprzeliczalnych liczb
kardynalnych x, T nie jest xk-kategoryczna.

2. (—,+): T nie jest Nyp-kategoryczna, ale dla wszystkich nieprzeliczalnych
liczb kardynalnych &, T jest k-kategoryczna.

3. (4, +): Dla wszystkich liczb kardynalnych x, T jest k-kategoryczna.

4. (—, —): Dla wszystkich liczb kardynalnych &, T nie jest k-kategoryczna.

Los postawil hipoteze, ze sa to jedyne mozliwosci. W 1965 roku Morley udo-
wodnit poprawnos¢ tej hipotezy:

o Twierdzenie Morleya. Jesli teoria T jest k-kategoryczna w jakiej$ mocy nie-
przeliczalnej x, to T jest kategoryczna w kazdej mocy nieprzeliczalne;j.

Przypomnijmy, ze teori¢ 7' nazywaliSmy mata, gdy zbiér S(T") byt przeli-
czalny. Dla matych teorii przytoczyliSmy niektére ustalenia dotyczace istnienia
oraz jednoznacznoS$ci modeli Ny-nasyconych oraz modeli atomowych. Podali§my
takze warunki konieczne i wystarczajace na to, aby mata teoria byta Ry-kategoryczna,
czyli wyznaczala z doktadnoscig do izomorfizmu swéj model przeliczalny. Oka-
zuje sig, ze dla teorii przeliczalnych sa tylko dwie mozliwosci na moc zbioru S(7°):
jest on mianowicie albo przeliczalny, albo ma moc kontinuum, czyli 2%°. Ponadto,
liczba nieizomorficznych modeli przeliczalnej teorii, ktéra nie jest mata wynosi
kontinuum. Jest do$¢ oczywiste, ze jesli T jest teoria przeliczalna, a x liczba kardy-
nalng nieskoficzona, to istnieje co najwyzej 2" nieizomorficznych modeli 7" mocy
K.

Widzimy wige, ze funkcja p(7, Rg) moze osigga¢ swoja maksymalnie moz-
liwa wartosC. Jej pewne wartosci sa jednak wykluczone, jak pokazuje twierdzenie
udowodnione przez Vaughta: Teoria zupelna nie moze mie¢ doktadnie dwéch (nie-
izomorficznych) modeli przeliczalnych.

Moéwimy, ze zupelna i przeliczalna teoria T jest:
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6.

. stabilna, jesli jest k-stabilna dla dowolnie duzych k.

superstabilna, jesli jest k-stabilna dla wystarczajaco duzych «.

. w-stabilna, jesli jest k-stabilna dla wszystkich nieskoiczonych «.
. Scisle stabilna, gdy jest stabilna, ale nie jest superstabilna.

. Scisle superstabilna, gdy jest superstabilna, ale nie w-stabilna.

niestabilna, gdy nie jest stabilna.

Kazda teoria jest jednej z czterech klas: w-stabilna, $ci§le superstabilna, $cisle
stabilna lub niestabilna. Teorie stabilne sa czasem definiowane w terminach po-
rzadkéw definiowalnych w ich modelach. Dowodzi si¢ wtedy warunkéw koniecz-
nych i wystarczajacych na stabilno$¢ wtasnie w terminach takich porzadkéw. Dla
przyktadu, teoria dowolnego nieskoriczonego porzadku liniowego nie jest stabilna.
Dowodzi si¢ réwniez, ze jesli T nie jest stabilna, to u(7, k) = 2" dla wszystkich
k nieprzeliczalnych.

Postugujemy sie (nieostro, intuicyjnie) rozumianymi pojeciami: teorii oswojo-
nych oraz teorii dzikich. Teorie oswojone dopuszczaja analizowanie ich §rodkami
teorii modeli. Teorie dzikie, to te, ktére oswojone nie sg. Oto niektére przyktady
teorii, umieszczone na skali stabilno$ci:

1.
2.

3.

Wsréd teorii dzikich jest nierozstrzygalna teoria arytmetyki.
Teorie oswojone to np. teorie o-minimalne oraz teorie wymienione nize;j.
Teorie proste to np. teoria grafu losowego oraz teorie wymienione ponizej.

Teorie stabilne to teorie superstabilne wymienione nizej oraz takie teorie
Scisle stabilne jak np. teoria przeliczalnie wielu relacji rownowaznosci E;,
»zagniezdzonych” w ten sposob, iz dla kazdej i:

(@) VaVy (Eiv1(z,y) — Ei(x,y))
(b) kazda klasa F;-rownowazno$ci zawiera przeliczalnie wiele klas F;1 ;-
réwnowaznosci.

Ta teoria jest stabilna, ale nie jest superstabilna.

. Teorie superstabilne, wsréd ktérych sa teorie w-stabilne wyliczone nizej oraz

teorie $ciSle superstabilne takie, jak np. teoria przeliczalnie wielu relacji row-
nowaznosci E;, z ktérych kazda ma doktadnie dwie klasy réwnowaznosci i
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takich, ze przekrdj relacji F; oraz E; dla ¢ # j ma dokladnie cztery klasy
réwnowaznosci.

Jest to teoria superstabilna, ktdra nie jest w-stabilna.

6. Teorie w-stabilne, ktére obejmuja wszystkie teorie nieprzeliczalnie katego-
ryczne oraz takie teorie niekategoryczne jak np. teoria jednej relacji rowno-
waznoS$ci majacej dwie klasy nieskoiczone.

7. Teorie nieprzeliczalnie kategoryczne obejmuja wszystkie teorie silnie mini-
malne. Kazda teoria nieprzeliczalnie kategoryczna jest zwigzana z pewna
struktura silnie minimalna. Naleza tu jednak tez teorie nieprzeliczalnie kate-
goryczne, ktére nie sa silnie minimalne, np. teoria struktury liczb catkowi-
tych z funkcja nastgpnika s oraz jedna relacja jednoargumentowa P taka, ze:
Vo (P(z) = —P(s(x))).

8. Teorie silnie minimalne: np. teoria liczb catkowitych z funkcja nastgpnika,
teoria cial algebraicznie domknigtych, teoria przestrzeni wektorowych.

Wszystkie teorie nieprzeliczalnie kategoryczne sg w-stabilne, ale teorie prze-
liczalnie kategoryczne przecinaja pietra powyzszej hierarchii. Istnieja mianowicie
teorie przeliczalnie kategoryczne, ktdre:

1. sg silnie minimalne (np. teoria klik)
2. s niestabilne (teoria grafu losowego)

3. nie sg proste (geste liniowe porzadki).

Czes¢ pracy matematyka polega na klasyfikowaniu. Nalezy przy tym podkre-
§lié, ze nie jest to praca podobna np. do dziatai botanika, zoologa czy bibliotekarza.
Matematyk klasyfikuje struktury, a po to aby dokona¢ klasyfikacji nie wystarcza
przygladac¢ sig strukturom. NajczeSciej trzeba dowodzié, ze struktury rozwazanego
rodzaju mozna poklasyfikowad, a ta procedura wcale nie musi by¢ tatwa.

Wedle jakich kryteriéow klasyfikujemy struktury? Pierwsza odpowiedzig jest
zwykle: z doktadno$cia do izomorfizmu, czyli za nieodréznialne uwazamy struk-
tury izomorficzne. Istotnie, izomorfizm struktur relacyjnych (badz algebr) jest bar-
dzo naturalng podstawa klasyfikacji: struktury izomorficzne nie r6znig si¢ ani liczba
elementéw, ani budowa. Jak widzieliSmy powyzej, izomorfizm nie jest jednak je-
dyna relacja rownowazno$ci miedzy strukturami, ktéra jest interesujaca z punktu
widzenia teorii modeli. Klasyfikujemy struktury np. takze ze wzgledu na:

1. relacj¢ elementarnej réwnowaznosci;
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2. relacj¢ czgSciowego izomorfizmu,

3. liczbe typéw spetnianych w modelach.

Tak wigc, klasyfikowanie ze wzglgdu na izomorfizm (lub czgSciowy izomor-
fizm) odzwierciedla podobiefistwo struktur (a nawet nieodréznialnos¢) ze wzgledu
na budowg. Z kolei, klasyfikowanie ze wzglgdu na elementarng réwnowaznos¢ od-
daje niedr6znialno$¢ struktur jesli chodzi o spetniane w nich zdania (jezyka pierw-
szego rzedu). Podobnie, klasyfikowanie ze wzgledu na liczbe typéw spetnianych w
modelu jest poréwnywaniem modeli bioracym pod uwage bardziej jeszcze ztozone
wlasnosci semantyczne i wiaze sig¢ takze z rozmaitoscig zbioréw definiowalnych w
poszczegdlnych modelach.

Przy okazji, dodajmy jeszcze komentarz dotyczacy zupetnosci teorii, czyli ele-
mentarnej réwnowaznosci wszystkich jej modeli. Jak juz wiemy, wiele podsta-
wowych, interesujacych matematykéw teorii to teorie niezupelne: arytmetyka PA,
teoria mnogosci, by wymieni¢ te dwie najczesciej przywotywane w tym kontek-
Scie. Jednak w wielu twierdzeniach teorii modeli istotne jest zatozenie zupetno-
Sci rozwazanych teorii. Dlaczego to zatozenie ma tak uprzywilejowana pozycje?
Migdzy innymi dlatego, ze teorie zupelne to takie, ktérych modele nie moga by¢
odréznione poprzez zdania pierwszego rzgdu. W teorii zupelnej jej modele sa scha-
rakteryzowane z cala moca, na ktéra pozwala jezyk logiki pierwszego rzedu.

Oprécz samego klasyfikowania struktur, mozemy tez pytac¢ np. o to, jakiego
rodzaju struktury wystepuja w poszczegdlnych cztonach klasyfikacji (powiedzmy,
czy musza by¢é wyposazone w okreSlona strukture algebraiczna).

Operacje na strukturach zachowuja okreslone typy zdan. Mamy wigc réwniez
klasyfikacje tych operacji, uwzgledniajace to, jakiego rodzaju zdania (uniwersalne,
egzystencjalne, Hornowskie, itp.) sa przez te operacje zachowywane.

Do waznych wynikéw teorii modeli naleza réwniez twierdzenia, ustalajace
zwiazki miedzy poszczegdlnymi klasyfikacjami. Struktury izomorficzne sa oczy-
wiscie elementarnie réwnowazne (lecz nie na odwrét). Znamy zwiazki migdzy ele-
mentarng rownowaznoscia a istnieniem rodzin czg¢sciowych izomorfizméw, posia-
dajacych stosowne wlasnosci rozszerzania. Mamy zatem czysto algebraiczng cha-
rakterystyke semantycznego pojecia elementarnej réwnowaznoS$ci. Takimi charak-
terystykami sg réwniez twierdzenia opisujace klasy elementarne w terminach do-
mknigcia na pewne operacje algebraiczne na strukturach. Dolne i gérne twierdze-
nie Lowenheima-Skolema méwi, wyrazajac si¢ swobodnie, ze logika pierwszego
rzedu nie odréznia mocy nieskoiczonych. W potaczeniu z twierdzeniem o petl-
nosci (lub z twierdzeniem o zwartosci) twierdzenie Lowenheima-Skolema podaje
charakterystyke logiki pierwszego rzgdu. Konsekwencja twierdzenia Lowenheima-
Skolema jest m.in. to, ze zadna teoria, ktéra ma model nieskoriczony, nie moze by¢
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kategoryczna. Tak wigc, jedynie pojecie kategorycznoSci w mocy pozostaje przy-
datne. Logika pierwszego rzgdu nie wyréznia zadnej statej pozalogicznej (predy-
katu, symbolu funkcyjnego, statej indywidualnej), co wiemy z twierdzenia udo-
wodnionego przez Grzegorczyka. Jednak teorie struktur z relacjami okre$§lonego
rodzaju (np. liniowym porzadkiem) sa w pewnym sensie wyrdznione. Teoria ge-
stego liniowego porzadku ma w kazdej mocy nieprzeliczalnej x maksymalna moz-
liwa liczbg modeli nieizomorficznych, co ma pewne wazne konsekwencje dla kla-
syfikowania struktur i teorii. Twierdzenie Rylla-Nardzewskiego charakteryzuje teo-
rie Ng-kategoryczne (czyli takie, ktérych wszystkie modele przeliczalne sa izomor-
ficzne) w terminach semantycznych, poprzez odwotanie si¢ do liczby typéw spet-
nianych w modelach. Z kolei, twierdzenie Morleya ustala, méwiac swobodnie, Ze
zadna moc nieprzeliczalna nie jest wyr6zniona, jesli chodzi o kategoryczno$¢ w
mocy. Pozostaje jednak problem: czy mozemy inaczej jeszcze (niz ze wzgledu na
izomorfizm) klasyfikowac struktury dla teorii, ktdre nie sa kategoryczne w mocach
nieskoriczonych? Czy potrafimy scharakteryzowaé funkcje u(7, k), ktérej warto-
Scig jest liczba nieizomorficznych modeli mocy « dla teorii 7'? Na czym miataby
taka charakterystyka polegac? Czy mialaby si¢ wiazac z liczba typéw spetnianych
w modelach czy moze z innymi semantycznymi wtasno$ciami teorii? Odpowiedzi
na te pytania dostarczyta rozwijana gtéwnie przez Saharona Shelaha feoria klasy-
fikaciji.

Powiedzieé, ze bedziemy klasyfikowaé struktury z doktadnoscia do izomorfi-
zmu to jeszcze za malo. Trzeba mianowicie dodaé, jakie wybierzemy niezmienniki
naszych klasyfikacji. Rozwazmy prosty przyktad. Bierzemy pod uwage teori¢ T’
struktur o postaci (A4, Eq, Fs), gdzie E1, F sa relacjami réwnowaznosci na zbio-
rze A takimi, iz:

1. Eo C Fq (czyli kazda E»-klasa jest zawarta w pewnej Fq-klasie).
2. Kazda Fs-klasa ma nieskonczenie wiele elementow.
3. FE;-klasa zawiera nieskonczenie wiele F5-klas.

4. Istnieje nieskoriczenie wiele E'j-klas.

Wtedy T jest teoria zupetna, co wynika z twierdzenia Vaughta i faktu, ze T’
jest No-kategoryczna. W jaki sposéb (z doktadnoscia do izomorfizmu) klasyfiko-
waé modele tej teorii? Kazda E-klasa mocy N, w modelu teorii 7" jest okre§lona
jednoznacznie (z doktadno$cig do izomorfizmu) przez funkcje, ktéra kazdej liczbie
kardynalnej Ng < R, przyporzadkowuje liczb¢ klas Ea-roéwnowaznosci 0 mocy
Ng zawartych w tej F-klasie. Inaczej méwiac, kazda Ei-klasa mocy N, w mo-
delu teorii 7" jest okreSlona jednoznacznie (z doktadnos$cia do izomorfizmu) przez
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uporzadkowany ciag dlugosci « liczb kardynalnych niewigkszych od R,,. Tak wigc,
jesliA = (A, Eq, Fs) jest modelem 7" mocy K, to typ izomorfizmu struktury 2 jest
catkowicie okreslony poprzez funkcje przyporzadkowujaca kazdemu ciagowi dtu-
gosci « liczb kardynalnych niewigkszych od N, (gdzie X, < k) liczbg F-klas w
2l odpowiadajaca temu ciagowi.

Niech C' bedzie klasg liczb kardynalnych. Przez indukcje pozaskorniczong defi-
niujemy klasy C'%, gdzie « jest liczba porzadkowa:

1. OV jestklasa C.
2. JeSlia =B +1,t0 C* = CP U p(CP).

3. Jesli o jest liczba graniczna, to C® = | J CP.
B<a

Niech T begdzie teoria zupelna, a « liczba porzadkowa. Méwimy, ze T' ma sys-
tem niezmiennikow rzedu «, jesli istnieje funkcja f przyporzadkowujaca kazdemu
modelowi teorii 7" pewien element C“ i to w taki sposéb, ze modele 2 i B sa
izomorficzne wtedy i tylko wtedy, gdy f(2() = f(B).

Moéwimy, ze teoria jest klasyfikowalna, gdy T' ma system niezmiennikéw rzedu
« dla pewnej liczby porzadkowej . Zachodzi nastgpujacy fakt:

e Niech T bgdzie teorig zupelna taka, ze dla kazdej mocy nieprzeliczalnej A
teoria 7' ma 2* parami nieizomorficznych modeli mocy . Wtedy T nie jest
klasyfikowalna.

Tak wigc, jesli wezesniej okreslona funkcja p(7', ) przyjmuje dla kazdego ar-
gumentu A swoja maksymalna mozliwa warto$¢, to teoria 7" jest nieklasyfikowalna.
Teoria gestych liniowych porzadkéw jest Rg-kategoryczna. Jednak w kazdej mocy
nieprzeliczalnej \ teoria ta ma 2* parami nieizomorficznych modeli mocy A, a
zatem jest nieklasyfikowalna. Podobnie, (zupelna) teoria porzadkéw liniowych na
zbiorach nieskoiczonych takze spelnia warunki powyzszego twierdzenia, a wigc
nie jest klasyfikowalna.

2 Wybrane ustalenia metamatematyki

Badania metateoretyczne nie sa ograniczane do samej logiki, do badain poszczegdl-
nych systeméw logicznych oraz zwiazkéw migdzy nimi. Prowadzi si¢ mianowicie
intensywne badania samych teorii matematycznych, zwlaszcza tych o znaczeniu
najbardziej podstawowym dla cato$ci matematyki, jak np. arytmetyka lub teoria
mnogos$ci. W niniejszych notatkach ograniczymy si¢ do przedstawienia informacji
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o wybranych waznych twierdzeniach dotyczacych arytmetyki Peana pierwszego
rzedu PA. Obszerne wyktady tej problematyki znalez¢é mozna obecnie w kazdym
porzadnym podregczniku logiki matematycznej. Nasze przedstawienie wzorujemy
na monografii Murawski 2000.

Uzyskanie wynikéw metamatematycznych dotyczacych arytmetyki PA umoz-
liwione zostato poprzez genialny, acz w gruncie rzeczy prosty pomyst. Nalezato
mianowicie doprowadzi¢ do tego, aby w jezyku arytmetyki mozna byto ,,méwié” o
niej samej. Osiagnigto to poprzez kodowanie wyrazen arytmetyki (terméw, formut)
oraz ciaggéw takich wyrazen (np. dowodéw) liczbami naturalnymi. Kodowanie ta-
kie musi oczywiScie byC jednoznaczne, ale musi tez byé — w §cisle okreslonym
sensie — efektywne. Ten drugi wymoég zaklada, ze potrafimy w precyzyjny sposéb
okresli¢ intuicyjne pojecie efektywnej obliczalnosci. Istotnie, potrafimy to zrobic,
nawet na wiele r6znych (choé réwnowaznych!) sposobéw — stuzy¢ temu celowi
moga np.: funkcje rekurencyjne, maszyny Turinga, algorytmy Markowa, rachunek
lambda Churcha, itd.

Nalezato ponadto wykazac, ze podstawowe pojgcia oraz operacje logiczne moz-
na wlasnie w sposéb efektywny w arytmetyce wyraziC: dla przyktadu, ze znajac
kod formuty (o jednej zmiennej wolnej), kod zmiennej oraz kod termu, efektywnie
mozna obliczy¢ kod wyniku podstawienia tego termu za owa zmienng w rozwa-
zanej formule. Pojeciem, ktére nie jest efektywnie obliczalne, okazuje si¢ pojecie
twierdzenia arytmetyki PA: by¢ twierdzeniem PA znaczy przeciez posiadaé¢ dowod
w PA, a posiadanie dowodu to istnienie pewnego ciagu formut. Mamy wigc w
tej definicji nieograniczony kwantyfikator egzystencjalny. Nie mozna z goéry prze-
sadzi¢, jaka bedzie dlugos¢ dowodu wybranej formuly jezyka PA, o ile jest ona
twierdzeniem PA. W konsekwencji, zbiér wszystkich (kodéw) twierdzein PA nie
jest zbiorem obliczalnym (doktadniej: rekurencyjnym).

Pokazuje si¢ ponadto, ze pojecie dowodliwosci w PA nie pokrywa si¢ zakre-
sowo z pojeciem prawdy arytmetycznej, czyli pojgeciem prawdziwosci w modelu
standardowym arytmetyki PA. Jesli PA jest niesprzeczna, to w PA istnieja zdania
nierozstrzygalne — takie zdania v, ze ani v, ani —¢ nie ma dowodu w PA. Jedno ze
zdan tej pary musi by¢ jednak prawdziwe w modelu standardowym. Otrzymujemy
wigc przyklady zdan, ktére sq prawdziwe, lecz niedowodliwe w PA.

Dalsze wyniki metamatematyczne dotyczace PA glosza np., ze jesli PA jest
niesprzeczna, to jej niesprzecznosci nie mozna udowodnié w niej samej (potrzeba
do tego teorii mocniejszej), ze pojecie prawdy arytmetycznej nie moze zostaé scha-
rakteryzowane w jezyku PA, itd.
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2.1 Funkcje rekurencyjne

Pomijamy caty szereg — koniecznych w cato§ciowym wykladzie tej problematyki
— definicji oraz konstrukcji i dowodéw, staramy si¢ jedynie przyblizy¢ stuchaczom
podstawowe idee. Funkcje rekurencyjne to, przypomnijmy, jedna z mozliwosci
precyzyjnego reprezentowania intuicyjnego pojecia efektywnej obliczalnoSci.

Rozwazamy nie catkiem dowolne funkcje, ale jedynie takie, ktérych warto-
Sci otrzymujemy w spos6b efektywny (obliczalny). Za funkcje obliczalne uznamy
np. funkcje stale (nic nie trzeba liczy¢), funkcje¢ nastgpnika (dodanie jedynki do
liczby), funkcje rzutu (wybranie liczby ze skonczonej listy). Uznamy, ze sktada-
jac funkcje obliczalne otrzymamy funkcje obliczalna. Uznamy tez, ze pewne inne
operacje (rekursja prosta, minimum efektywne) stosowane do funkcji obliczalnych
daja funkcje obliczalne.

Przyjmiemy w tym punkcie nastgpujace ustalenia:

1. w oznacza zbidr wszystkich liczb naturalnych.

2. dom( f) oznacza dziedzing funkcji f, a rng(f) jej przeciwdziedzing. Podob-
nie dla relacji.

3. Uzywamy standardowo przyjetych symboli dla operacji i relacji arytmetycz-
nych.

4. Zaktadamy, ze stuchacze pamigtaja podstawowe wtasnosci operacji i relacji
arytmetycznych.

5. Zaktadamy, ze stuchacze znaja podstawowe pojecia rachunku zbioréw i re-
lacji.

6. W dalszym ciagu tego punktu, uzywajac terminu ,,zbiér” bedziemy mieli na
mySli tylko podzbiory zbioru w wszystkich liczb naturalnych, za$ zbiorami
n-tek (ciqgow dtugosci n) bedziemy nazywac podzbiory zbioru w™ (n > 1).

Czesciowe funkcje liczbowe f(x1,...,x,) (dlan =1,2,...), to funkcje okre-
Slone na pewnym podzbiorze zbioru w™ o warto$ciach bgdacych liczbami natural-
nymi.

Dla dowolnych liczb a1, ..., a, € w oraz funkcji f (k-argumentowej) i g (s-
argumentowej) piszemy

flaj,. .. a5) =glaj,...,aj,),

jesli: albo wartosci (aj,, . .., a;, ) oraz g(aj,, . . ., aj,) sa nieokreslone albo sa obie
okreSlone i identyczne.
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n-argumentowa funkcja f(z1,...,x,) jest catkowita, jesli jej dziedzing jest
caty zbiér w™, czyli gdy dom(f) = w"™.
Nastepujace funkcje catkowite nazywamy prostymi:

1. s(x) = = + 1 (nastepnik),
2. o(x) = 0 (funkcja stata réwna 0),

3. I (x1,...,2p) =2, (dla 1< m < n)(rzut na m-ta wspétrzedna).

Funkcja h(z1,...,2n) = g(fi(z1, ..., Zn)s .-y fn(x1, ..., 2y)) Otrzymywana
jest z funkcji g, fi, - .., fm przez operacje ztozenia.

Funkcje h(x1,...,x,) = g(t1,...,ty) otrzymujemy z pomocg operacji pod-
stawienia z funkcji g, f1,..., fr, gdy ti = fi(zj,,...,x;,), gdzie kazde x;, jest
jedna ze zmiennych x1, ..., x, lub ¢; jest jedna ze zmiennych 1, ..., T,.

Moéwimy, ze funkcje f(x1,...,xn,y) otrzymujemy z funkcji g(x1,...,x,)
oraz h(x1,..., Ty, Yy, z) za pomoca operatora rekursji prostej, gdy moze ona by¢
okreslona nastgpujacym schematem rekursji prostej:

1. f(x1,...,20,0) = g(x1,...,2p),

2. flxy,.. oy xn,y+ 1) =h(xr, ..o 2, Yy, f(X1, .00, T, Y))-
Dla n = 0 schemat rekursji prostej przyjmuje nastgpujaca postaé:
1. f(0)=a,

2. fly+1) =gy, f(y)).

gdzie a jest jednoargumentowa funkcja stala o wartosci a.
Funkcje f(z1, .. ., zy,) otrzymujemy z funkcji g(z1, . . . , £, y) za pomoca ope-
racji minimum (za pomoca u-operatora), CO zaznaczamy nastgpujaco:

f(@1,mn) = py [g(z1, .. 20, y) = 0],

gdy spetniony jest warunek: f(z1,...,x,) jest okreslona i réwna y wtedy i tylko
wtedy, gdy g(z1,...,2n,0),...,9(x1,..., 2,y — 1) sa wszystkie okreslone i
rézne od 0, zas g(x1, ..., 2n,y) = 0.

1. Funkcja f(zx1,...,x,) jest pierwotnie rekurencyjna, jesli moze by¢ otrzy-

mana z funkcji prostych za pomoca skoriczonej liczby zastosowan operacji
ztozenia oraz rekursji proste;j.
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2. Funkcja f(z1,...,x,) jest czesciowo rekurencyjna, jesli moze by¢ otrzy-
mana z funkcji prostych za pomoca skoriczonej liczby zastosowan operacji
ztozenia, rekursji prostej oraz operacji minimum.

3. Funkcja f(x1, ..., xz,) jest ogdlnie rekurencyjna (krétko: rekurencyjna), gdy
jest ona catkowita funkcja czgSciowo rekurencyjna.

Kazda funkcja pierwotnie rekurencyjna jest tez ogélnie rekurencyjna (lecz nie
na odwrot).

Jezeli funkcja g(x1, ..., x,) jest pierwotnie rekurencyjna oraz
(%) dla wszystkich x1, . .., z, istnieje y taka, ze g(x1,...,Zpn,y) =0,
to méwimy, ze funkcja f(x1, ..., x,) okreslona warunkiem:

f(w1, . mn) = py [9(z1, ..o 20, y) = 0]

(czyli f(x1,...,x,) = najmniejsza y taka, ze g(x1,...,Ty,y) = 0) jest zdefinio-
wana przez minimum efektywne. Warunek (x) nazywamy warunkiem efektywnosci.

Funkcje okreSlone za pomoca minimum efektywnego stosowanego do funkcji
catkowitych sa catkowite.

Funkcje f(x1,...,z,) otrzymujemy z funkcji
g(x1,...,xn,y)oraz h(zy,...,z,)
Za pomoca ograniczonego i-operatora, jesli dla wszystkich zy, ..., zy,:

pylg(x1, ..o a0, y) = 0]
jest okreslona i nie wigksza od h(x1, ..., ;) oraz
fx1,.. o zn) = py [g(x1, ..., 20, y) = 0].
W szczegdlnosci, jesli h(xq, ..., z,) = a jest funkcja stata, to piszemy:
flz1,...,zn) = py < alg(z1,...,zn,y) =0].

Niech P bgdzie n-argumentowa relacja na zbiorze w. Funkcje xp(x1, ..., Ty)
nazywamy funkcjq charakterystyczng relacji P, jesli funkcja ta spetnia warunek

{ 0, gdy P(x1,...,z,) zachodzi,
7xn) =

xp(z1, ... 1, gdy P(x1,...,x,) nie zachodzi.

W szczeg6lnosci, funkcje charakterystyczne zbioréw to funkcje charakterystyczne
relacji jednoargumentowych.
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Uwaga. W niektérych podrecznikach przez funkcje charakterystyczna relacji P
rozumie si¢ funkcje 1 — xp(z1,...,x,). To kwestia umowy, przyjmowanej dla
wygody obliczen.

Relacja P jest rekurencyjna (pierwotnie rekurencyjna), jesli jej funkcja charak-
terystyczna jest ogélnie rekurencyjna (pierwotnie rekurencyjna).

Zbiér n-tek M nazywamy rekurencyjnym (pierwotnie rekurencyjnym), jesli re-
lacja:

P(x1,...,x,) zachodzi = (z1,...,2,) € M

jest rekurencyjna (pierwotnie rekurencyjna).
W szczegblnoscei, zbior M C w jest rekurencyjny, gdy jego funkcja charakte-
rystyczna Y s jest rekurencyjna.
W mysél innej definicji zbidr funkcji rekurencyjnych to najmniejszy zbiér funk-
cji:
1. zawierajacy funkcje rzutu I}, dodawania 4, mnozenia - i funkcje charakte-
rystyczng X« relacji mniejszosci <,

2. domknigty na operacje ztozenia funkcji oraz definiowanie przez minimum
efektywne.

Obie te definicji okreslaja t¢ sama klasg funkcji, poniewaz:

1. mozna pokazaé, ze +, - i < sa pierwotnie rekurencyjne;

2. mozna pokazac, ze schemat rekursji prostej daje si¢ wyrazi¢ za pomoca mi-
nimum efektywnego.

Niniejsza notatka w zadnym sensie nie jest wyktadem elementarnej teorii re-
kursji. Przytaczamy tylko te pojecia, ktore potrzebne sg dla rozumienia twierdzen
metamatematycznych dotyczacych arytmetyki PA. W ramach dygresji, podajmy
nieco przykladéw, aby stuchacze poczuli si¢ w miarg¢ swojsko, rozpoznajac w tych
przyktadach znane funkcje. Nastgpujace funkcje sa pierwotnie rekurencyjne:

L f(

2. J(

Sy =x+y;
(
(

x)==

x)=n

w

4. f
. f(z,y) = 2¥ (przyjmujemy 0° = 1);

T,y =1T-Y;

W
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10.

11.
12.
13.
14.

. f(x) = 2! (przyjmujemy 0! = 1);

/0, gdy z=0
.sg(;v)—{ 1, gdy z>0;
] 0, gdy >0
Sg(w)_{ L gdy z=0;
1 0, gdy z=0
'x”l_{aj—l, gdy z>0;
L 0, gdy z<y
x-'y_{:c—y, gdy =>y;
|z —yl;
max(z, y);
min(z, y);

Niech g, «, 8 beda funkcjami pierwotnie rekurencyjnymi. Wtedy nastgpu-
jace funkcje sa pierwotnie rekurencyjne:

Tn41

(a) f(xlv--'axnvl‘nJrl) Z g(l‘l"' s Ty b )

=

0

z

Eg(xlv"-axai)v gdy ng
®) f(21,. e @0y, 2) =3 i !

0, gdy y >z
(C) f(xlw ey Ty Y1, - 7ym) -
ﬁ(ylw"v’ym)
o 9(331, ceey xnai)v gdy 04(3/1, s 7ym) < ﬁ(yla s 7ym)7
i=a(Y1,eYm)
0, w pozostatych przypadkach;

Tn+1

@ f(z1,..., Tn,Tpt1) = H g(x1,.. . T, 1);

=

0
z
I19(z1,...,2n,4), gdy y<z
(e f(xlw"axnayvz): 1=y "

0, gdy y > z;

(f) f(xlw"aanvyla"'vym) =
IB(yl"“7ym)

g(xh sty xnai)7 gdy a(yla s 7ym) g /B(ylv e 7ym),
i=a(y1,--Ym)
0, w pozostatych przypadkach.
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15.
16.
17.
18.
19.

20.
21.

22.
23.
24,

25.

[%] — czg$¢ catkowita z dzielenia x przez y (przyjmujemy, ze [5] = z);
rest(x, y) — reszta z dzielenia x przez y (przyjmujemy, ze rest(z,0) = x);
7(z) — liczba dzielnikéw liczby z, gdzie 7(0) = 0;

o(z) — suma dzielnikéw liczby x, gdzie o(0) = 0;

lh(x) — liczba dzielnikow liczby x, ktdre sa liczbami pierwszymi (przyjmu-
jemy 1h(0) = 0);

m(x) — liczba liczb pierwszych nie wigkszych niz x;

,y) — najmniejsza wspdlna wielokrotnos¢ liczb x i y, gdzie k(z,0) =
y) =0

p, — x-ta liczba pierwsza (pg = 2,p1 = 3,p2 = 5,...);
long(x) — numer najwigkszego dzielnika liczby x, bedacego liczba pierwsza;

ex(z,y) — wyktadnik potegi x-tej liczby pierwszej p, w kanonicznym roz-
ktadzie liczby y na czynniki pierwsze; przyjmujemy, ze ex(x,0) = 0.

Jest nieskoriczenie wiele funkcji pierwotnie (czgSciowo, ogélnie) rekurencyj-
nych. Kazda z tych klas zawiera jednak tylko Ny funkcji. Poniewaz wszystkich
funkcji z w" W w jest kontinuum, wigc prawie wszystkie funkcje sa poza klasa
funkcji ogdlnie rekurencyjnych.

Nastepujace relacje sa pierwotnie rekurencyjne:

1.

. x dzieli y;

. x jest parzyste;

. x oraz y sa wzglednie pierwsze;
CAn(z=12+22+ .+ n?);

San(z=142+4+...+n);
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9. Jezeli relacje P(x1,...,x,) oraz Q(x1,...,x,) sa rekurencyjne (pierwot-
nie rekurencyjne), to nastgpujace relacje sa réwniez rekurencyjne (pierwot-
nie rekurencyjne):

(@ (P(z1,...,20) NQ(Z1,...,2p));

(b) (P(x1,...,20)VQ(x1,...,20));

©) —P(x1,...,zp);

@ (P(x1,...,2n) = Q(z1,...,2p));

(e) P(x1,21,23,...,2n);

) P(f(z1,- -, Tm)s Tmtls - - Tmtn—1)s jeSi f(x1, ..., zy) jest reku-

rencyjna (pierwotnie rekurencyjna).

10. Jezeli relacja R(x1,...,zy,y) jest rekurencyjna (pierwotnie rekurencyjna),
torelacje Jy(y < 2AR(z1, ..., xn,y)) orazVy(y < z = R(x1,...,Tpn,Y))
réwniez sa rekurencyjne (pierwotnie rekurencyjne).

11. Dowolny skoniczony zbiér liczb naturalnych jest pierwotnie rekurencyjny.

12. Jezeli f jest funkcja ogdlnie rekurencyjng (pierwotnie rekurencyjna), zas a
jest ustalong liczba, to zbidr rozwigzai réwnania f(x1,...,z,) = a jest
rekurencyjny (pierwotnie rekurencyjny).

13. Niech f bedzie funkcja czgsciowo, ale nie ogdlnie rekurencyjna. Wtedy
dziedzina funkcji f~! jest zbiorem pierwotnie rekurencyjnym.

14. Jezeli zbiory A oraz B sa rekurencyjne (pierwotnie rekurencyjne), to row-
niez zbiory AN B, AU B, w — A sa rekurencyjne (pierwotnie rekurencyjne).

Niech G begdzie pewng rodzina n-argumentowych funkcji czgsciowych. Funk-
cje n + l-argumentowa F' nazwiemy funkcjq uniwersalng dla G, jesli

G={F(0,z1,...,20), F(1,x1,...,2,), F(2,21,...,2,),...}.

Dla kazdej liczby naturalnej n istniejq funkcje uniwersalne dla klas wszystkich
n-argumentowych funkcji:

1. pierwotnie rekurencyjnych;

2. ogolnie rekurencyjnych.
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Mozna udowodnié, ze dla kazdej liczby naturalnej n istnieje ogdlnie rekuren-
cyjna funkcja uniwersalna dla klasy wszystkich n-argumentowych funkcji pierwot-
nie rekurencyjnych. W dowodzie tego twierdzenia wykorzystuje si¢ mozliwos$¢ ko-
dowania liczb naturalnych. W szczegdlnosci, wykazuje si¢, ze zakodowaé mozna:
definiowanie przez schemat rekursji prostej, definiowanie przez zlozenie oraz defi-
niowanie przez operacj¢ minimum efektywnego. Zachodza nastgpujace fakty:

1. Nie istnieje funkcja pierwotnie rekurencyjna uniwersalna dla rodziny wszyst-
kich n-argumentowych funkcji pierwotnie rekurencyjnych.

2. Nie istnieje funkcja czgsciowo rekurencyjna uniwersalna dla rodziny wszyst-
kich n-argumentowych funkcji ogélnie rekurencyjnych.

Tak wigc, cho¢ mozna skonstruowac funkcje uniwersalne dla rodziny wszyst-
kich n-argumentowych funkcji:

1. pierwotnie rekurencyjnych;

2. ogOlnie rekurencyjnych,

to z powyzszych twierdzen otrzymujemy przyktady (n + 1)-argumentowych
funkcji, ktére nie sa:

e pierwotnie rekurencyjne;

e ogoélnie rekurencyjne.

Inna metoda pokazywania, iz jaka§ funkcja nie nalezy do okreSlonej klasy
funkcji to dowdd, ze funkcja ta ,,ro$nie szybciej” niz kazda z funkcji tej klasy.
W ten sposéb pokazuje si¢ np., ze funkcja Ackermanna nie jest funkcja pierwotnie
rekurencyjna.

Zbiér n-tek M nazywamy rekurencyjnie przeliczalnym (zbiorem r.e.), jesli ist-
nieje (n + 1)-argumentowa relacja pierwotnie rekurencyjna

RM(Z‘L"’ vl'n)y)
spetniajaca dla kazdych z1, . . . , x,, warunek:
(X1,...,xp) € M =3yRp(z1, ..., Tn,Y).

Zbiory i relacje rekurencyjnie przeliczalne stanowia matematyczne odpowiedniki
pojec pozytywnie obliczalnych. Méwimy, ze relacja R C w™ jest pozytywnie obli-
czalna wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnego uktadu liczb naturalnych aq, . . ., ay,
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jezeli zachodzi R(ay,. .., ay), to otrzymamy w skorficzonej liczbie z géry okreslo-

nych krokéw odpowiedz na pytanie: ,,Czy zachodzi R(aq, ..., a,)?”. Jezeli nato-
miast nie zachodzi R(ay,...,ay), to mozemy nie uzyskaé zadnej odpowiedzi na
to pytanie.

Przyktad. Klasyczny Rachunek Predykatéw (FOL) jest nierozstrzygalny. Nie ist-
nieje efektywna metoda rozstrzygania, czy jakas formula jezyka tego rachunku
jest jego tautologia. Klasyczny Rachunek Predykatow jest jednak pétrozstrzygalny:
wlasnos¢ bycia tautologia tego rachunku jest pozytywnie obliczalna. Np. metoda
tablic analitycznych pozwala, gdy jakas formutla jest tautologia tego rachunku, do-
wies¢ tego w sposéb efektywny.

Dla dowolnego zbioru n-tek M zdefiniujemy czesciowq funkcje charaktery-
styczng Xy (21, - - ., Tn) W Spos6b nastepujacy:

. 0, gdy (z1,...,2,) € M,

Xy (@155 Tn) = { nie okre§lona, gdy (x1,...,2,) & M.

Jezeli f jest n-argumentowa funkcja czgsciowa, to zbidr

Ly={(x1,...,2n, f(x1,...,20)) : (®1,...,2,) € dom(f)}

nazywamy wykresem funkcji f.
Wyliczmy niektére fakty dotyczace zbiordéw i relacji rekurencyjnie przeliczal-
nych:

1. Jezelirelacja R(x1, ..., xn,y, 2) jest pierwotnie rekurencyjna, to M = {(x1, . ..

Jy3IzR(x1, ..., Ty, Yy, 2)} jest zbiorem rekurencyjnie przeliczalnym.

2. Jezeli zbiory A i B sa rekurencyjnie przeliczalne, to zbiory AN Bi AU B
tez sa rekurencyjnie przeliczalne.

3. Kazdy zbiér pierwotnie rekurencyjny jest rekurencyjnie przeliczalny.

4. Niech zbiory A i B r6znig si¢ skonczong liczba elementéw. Wtedy:

(a) jesli A jest rekurencyjny, to B jest rekurencyjny;

(b) jesli A jest rekurencyjnie przeliczalny, to B jest rekurencyjnie przeli-
czalny.

5. Twierdzenie Posta. Jezeli zbiér A oraz jego dopehnienie w — A sa rekuren-
cyjnie przeliczalne, to A jest rekurencyjny.

6. Niech M C w". Przyjmijmy:
(M) ={c"(x1,...,xn) : (x1,...,2y) € M},
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

gdzie ¢” jest funkcja Cantora kodujaca ciagi, zdefiniowana w nastgpnym
punkcie. Wtedy:

(a) M jest pierwotnie rekurencyjny wtedy i tylko wtedy, gdy ¢™ (M) jest
pierwotnie rekurencyjny;

(b) M jest rekurencyjny wtedy i tylko wtedy, gdy ¢ (M) jest rekuren-
cyjny;

(c) M jest rekurencyjnie przeliczalny wtedy i tylko wtedy, gdy ¢ (M) jest
rekurencyjnie przeliczalny.

. Niech M C w bedzie zbiorem niepustym. M jest rekurencyjnie przeliczalny

wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje funkcja pierwotnie rekurencyjna f(x) taka,
ze M ={f(z):z € w}.

. Niech M begdzie niepustym zbiorem n-tek. Wtedy zbiér M jest rekurencyj-

nie przeliczalny wtedy i tylko wtedy, gdy istniejg jednoargumentowe funkcje
pierwotnie rekurencyjne f1, ..., f, takie, Ze:

M = {(fi(@),... fal@)) : 2 € w}.

. Niech funkcja ogélnie rekurencyjna f(x) spetnia warunek: f(x) > x dla

wszystkich x € w. Wtedy zbidr wartosci rng( f) funkcji f jest rekurencyjny.

Zbidr nieskonczony A jest rekurencyjny wtedy i tylko wtedy, gdy A jest
zbiorem wartos$ci Scisle rosnacej funkcji ogdlnie rekurencyjne;j.

Niepusty zbidr A jest rekurencyjny wtedy i tylko wtedy, gdy A jest zbiorem
warto$ci rosnacej (niekoniecznie $cisle) funkcji ogdlnie rekurencyjne;j.

Kazdy nieskonczony zbidr rekurencyjnie przeliczalny zawiera nieskonczony
zbidr rekurencyjny.

Kazdy nieskoriczony zbiér rekurencyjnie przeliczalny daje si¢ przedstawi¢ w
postaci A = rng(f), dla pewnej wzajemnie jednoznacznej funkcji ogdlnie
rekurencyjnej f.

Wykres funkcji ogblnie rekurencyjnej jest zbiorem rekurencyjnym.

Jesli wykres I'y funkcji f jest rekurencyjnie przeliczalny, to funkcja f jest
czgSciowo rekurencyjna.

Przeciwobraz zbioru rekurencyjnego wzgledem funkcji ogélnie rekurencyj-
nej jest rekurencyjny.
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17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

Niech A bedzie zbiorem rekurencyjnym, f funkcja ogdlnie rekurencyjna i
przy tym niech rng(f) = w, f(A) N f(w — A) = 0. Wtedy f(A) jest
rekurencyjny.

Niech A, B beda zbiorami rekurencyjnie przeliczalnymi, za$ C' zbiorem re-
kurencyjnym takim, ze ANB =0, A C C C AU B. Wtedy A jest rekuren-

cyjny.

Niech A, B bgda zbiorami rekurencyjnie przeliczalnymi. Wtedy istnieja zbiory
rekurencyjnie przeliczalne Ay C A, By C B takie, ze Ay N By = 0,
AiUB;y = AUB.

Mozna udowodnié, ze:

(a) funkcja otrzymana za pomoca ztozenia z funkcji o wykresie rekuren-
cyjnie przeliczalnym ma wykres rekurencyjnie przeliczalny;

(b) funkcja utworzona za pomoca schematu rekursji prostej z funkcji o
wykresie rekurencyjnie przeliczalnym ma wykres rekurencyjnie prze-
liczalny;

(c) funkcja utworzona z pomoca p-operatora z funkcji o wykresie reku-
rencyjnie przeliczalnym ma wykres rekurencyjnie przeliczalny;

(d) wykres dowolnej funkcji czgSciowo rekurencyjnej jest rekurencyjnie
przeliczalny.

Funkcja jest czgsciowo rekurencyjna wtedy i tylko wtedy, gdy jej wykres jest
rekurencyjnie przeliczalny.

Dziedzina funkcji czgSciowo rekurencyjnej jest zbiorem rekurencyjnie prze-
liczalnym.

Zbidr wartosci funkcji czgSciowo rekurencyjnej jest zbiorem rekurencyjnie
przeliczalnym.

Kazdy zbiér rekurencyjny jest rekurencyjnie przeliczalny.

Zbioér n-tek jest rekurencyjnie przeliczalny wtedy i tylko wtedy, gdy jego
funkcja charakterystyczna jest czgsciowo rekurencyjna.

Mozna udowodnié, ze:

(a) obraz zbioru rekurencyjnie przeliczalnego wzglgdem funkcji czgsciowo
rekurencyjnej jest rekurencyjnie przeliczalny;
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27.

28.

29.

30.

31.

32.

(b) przeciwobraz zbioru rekurencyjnie przeliczalnego wzgledem funkcji
czgSciowo rekurencyjnej jest rekurencyjnie przeliczalny.

Zbiér A rozwigzan réwnania

f(z1,...,2n) =a

jest rekurencyjnie przeliczalny, jesli f jest czgsSciowo rekurencyjna funkcja
n-argumentowa.

Jesli f jest funkcja czgsciowo rekurencyjna, to zbior M = {(x1,...,x,) :
Jy f(x1,...,2n,y) = 0} jest rekurencyjnie przeliczalny.

Funkcje¢ czesciowa f(z1, . . ., o) mozna przedstawi¢ w postaci f(z1, ..., x,) =
wt[g(z1,...,xn,t) = 0] dla stosownej funkcji pierwotnie rekurencyjnej
g(z1, ..., xy,, t) wtedy i tylko wtedy, gdy wykres funkcji f(z1,...,x,) jest
pierwotnie rekurencyjny.

Istnieje funkcja czgsciowo rekurencyjna f(x), ktéra nie daje si¢ przedstawic
w postaci f(z) = pylg(z,y) = 0] dla zadnej ogdlnie rekurencyjnej funkcji
g.

Jesli V(n,x) jest czeSciowo rekurencyjng funkcja uniwersalng dla klasy
wszystkich jednoargumentowych funkcji czgsciowo rekurencyjnych, to zbiér

M = {x : V(z,x) = 0} jest rekurencyjnie przeliczalny, ale nie jest reku-
rencyjny.

Jesli V(n,x) jest czeSciowo rekurencyjna funkcja uniwersalng dla klasy
wszystkich jednoargumentowych funkcji pierwotnie rekurencyjnych, to zbior

G = {n: V(n,x) jest ogdlnie rekurencyjna}

nie jest rekurencyjnie przeliczalny.

Zywimy cicha nadzieje, ze wyliczenie tych faktéw pozwolito stuchaczom na
wyrobienie sobie pewnych intuicji zwiazanych z pojeciem rekurencyjnej przeli-
czalno$ci. Aby uzyska¢ biegto§¢ w operowaniu pojeciami elementarnej teorii re-
kursji trzeba oczywiscie pilnie przestudiowaé stosowne podreczniki, samodzielnie
rozwigzaé wiele zadan, itd.
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2.2 Dygresja: funkcja Ackermanna

Moéwimy, ze funkcja f(x) majoryzuje funkcje g(z1, .. ., x,), gdy istnieje liczba a
taka, ze dla wszystkich x1, ..., z,:

g(x1,...,xy) < f(max(xy,..., 2y, a)).

W szczegblnosci, jesli f jest SciSle rosnaca, to f(z) majoryzuje g(x1, ..., Ty)
doktadnie wtedy, gdy g(z1, . .., x,) < f(max(x1,...,z,)) dla wszystkich, oprécz
skoriczonej liczby, ciagéw (z1, ..., zy).

Podamy przyktad funkcji, ktéra majoryzuje wszystkie funkcje pierwotnie re-
kurencyjne: funkcji Ackermanna. Dowodzi sig, ze:

1. Funkcja Ackermanna nie jest pierwotnie rekurencyjna (wtasnie dlatego, ze
majoryzuje wszystkie funkcje pierwotnie rekurencyjne).

2. Funkcja Ackermanna jest rekurencyjna.

Dla dowolnych m > 0 oraz n > 0 niech:

1. Ack(0,n)=n+1

2. Ack(m,0) = Ack(m —1,1)

3. Ack(m,n) = Ack(m — 1, Ack(m,n — 1)).
WprowadZmy tez oznaczenia:

1. Ap(n) = A(m,n)

2. A(n) = An(n) (czyli A(n) = Ack(n,n)).

Funkcj¢ A(n) nazywamy funkcjq Ackermanna.
Piszac dalej a** mamy na mysli funkcje a(**) (a nie funkcje (a®)¢ — sprawdz,

. L. . . bcd b(cd) .
ze to rézne funkcje!). Podobnie, a” to al ), itd.
Zdefiniujemy teraz funkcje ®a przez warunki:
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3. 3¢ = a(’®) = q¢

a’

4. "a=a (a wystepuje n razy).

Zauwazmy, ze:

l.a-b=a+a+...+ a(awystgpuje b razy)

2. a>=a-a-...-a(awystepuje brazy)

a

3. g = q%

(a wystepuje b razy).
W literaturze wprowadza si¢ oznaczenia:

l.atTb=a-a-... a(awystgpuje brazy)

2.attb=atTat...7Ta(awystgpuje brazy)

a

W

.azatema T b ="a = s (a wystepuje b razy)

4. atttb=at™ (et (...(aTT a)...)) (a wystepuje b razy)
5.atmb=at™ ! (at™ .. (a1™ ' a)...) (a wystepuje b razy).
Formalnie ciag funkcji 1" okre§lamy w nastgpujacy sposob:
l.at"b=ab, gdyn =1,

2.a1"b=1,gdyb=0,

3.at"b=a?t"t (a1 (b—1)),gdyn > 1.

Latwo mozna pokazaé, ze np.:

L.11b=1
2.aft"l1=a
3.2 2=4.

Uwaga. Mozesz pisaé 1" (a,b) zamiast a 1" b, wtedy bodaj tatwiej dokonywac
rachunkow.
Nietrudno tez wykazaé rachunkiem, ze np.:
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L2123=21(212)=2122=214=2"=16

2193=212(2122)=2124=21 (21 (212)) =

=21(214)=21(2Y) =2116 =25 =65536

.3122=317(3121)=31(31(3120)=31(311)=313=

=33=27

L 3132=312(3131) =312 (312(31%0)) =312 (3121) =

=312(31(3120))=312(311)=3123=31(3122) =
= 3127 = 3?7 = 7625597484987.

Mamy teznp.: 313 3 = 312 (313 2) = 3 12 (327) = 3 12 7625597484987 =
'3

(liczba 3 wystepuje tu 7625597484987 razy).
Stuchacze zechca, dla relaksu, uzasadnié, ze:
1.2134=21(21...(212)...) (gdzie 2 wystgpuje 65536 razy)
2. 3124 = 33%7 _ g7625597484987
3.313=31(31...(313)...) (zdzie 3 wystepuje 3?7 razy)
4. 3134=31(371...(313)...) (gdzie 3 wystepuje 3 12 327 razy).
Dla wszystkich n:
l. Aog(n) =n+1
2. Ai(n)=n+2=2+(n+3)-3
3. As(n)=2n+3=2-(n+3) -3
4. Az(n) =2""3 -3=21(n+3) -3
5. Ay(n) =212 (n+3)—3
6. As(n) =213 (n+3)—3
7. Ap(n) =212 (n+3) — 3,dlam > 2.

Ponadto dla wszystkich n > 1: Ay(n) = 244(=1)+3 _ 3,
Dla wszystkich m > 0 warto$¢ A,,(n) jest réwna kolejno:
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p—

An(n) = Ay 1(Ap(n —1)) =

2. = Ay 1(Am—1(Am(n - 2))) =
3. = Am—l(Amfl(Amfl(Am(n - 3)))) =
4. .

5. = Ap-1(Am-1 (e A1 (An(0)) .. ) =

6. = Ap—1(Am—1(... Ap—1(Ap—1(1)) ...)) (tu mamy n + 1 iteracji funkcji
Amfl)-

Mamy ponadto: A;(1) =2, As(1) =3, A3(1) = 13, A4(1) = 65533.
Inny wariant notacyjny otrzymujemy okreslajac ciag funkcji By,:

1. Bo(n)=n+1
2. B11(0) = Bp(1)
3. Bm+1(n + 1) = Bm(Bm+1(n)).

Witedy
l. Bi(n) =2+ (n+3) -3
2. Bo(n)=2-(n+3)—3

3. Bs(n)=21(n+3)—3
4. By(n) =212 (n+3) -3

5. Bp(n) =212 (n+3) - 3.

Zauwazmy jeszcze, ze jesli okre§limy funkcje tréjargumentowq Ac(k, m,n)
nastgpujaco:

1. Ace(l,m,n)=m+n

2. Ac(k+1,m,1)=m

3. Ac(k+1,m,n+1) = Ac(k,m, Ac(k + 1,m,n)),
to zachodza nastgpujace réwnosci:

1. Ac(0,m,n)=m+n
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2. Ac(l,myn) =m-n

3. Ac(2,m,n)=m"=m7Tn

m

m

4. Ac(3,m,n) ="m=m1?n=m (m wystepuje tu n razy)

5. Ac(4,m,n) =m 13 n.

Funkcja Ack(m,n) ,ros$nie bardzo szybko.” Wartos¢ Ack(4,2) ma w zapisie
dziesigtnym 19729 cyfr. Dla dowolnej n warto$¢ A(4,n) mozemy zapisac tez na-

stepujaco:

1. Ack(4,n) = 32 — 3
2

2. Ack(4,n) = 92" _3 (liczba 2 wystepuje tu n + 3 razy).

Widzimy tez, ze przy rozwazaniu tego typu funkcji warto rozwazac inne jesz-
cze (oprécz dodawania, mnozenia i ,,zwyklego” potggowania) operacje arytme-
tyczne na liczbach.

Wartosci n 1" n nazywa si¢ liczbami Ackermana. Mamy zatem:

.171=1

2.2122=22=14

3.3133 = ’33 (tutaj °33 rozumiemy jako (33)3). Ta liczba réwna jest 3%7,
3

czyli 33': (tu 3 wystepuje 7625597484987 razy).

Opis arytmetyczny czwartej liczby Ackermanna 4 14 4 jest dosé¢ ztozony: 4 14
4=413 413 4134)=412412...(412)...), gdzie liczba 4 wystepuje a
razy, gdzie a = 4 12 (412 ... (4 1?)...), gdzie w a liczba 4 wystepuje 4 12 (4 12
(412 (492 4))) razy.

2.3 Funkcje kodujace

Mozna na r6zne sposoby kodowa¢ ciagi liczb naturalnych. Podajmy przyktady ta-
kich kodowan.
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2.3.1 Funkcja numerujaca Cantora

0,0)
(1,0) (0,1
20 @D (0.2)
G0 @D (12 (0.3)
40 G (22 (1,3) (0,4)

Ustawimy te wszystkie pary w jeden ciag nieskoniczony, wedle porzadku pigter
tej nieskonficzonej piramidy (z géry w dét), a w ramach kazdego pietra z lewej do
prawej.

Funkcja numerujqca Cantora

(z+y)*+3c+y
2

C(l’,y) =

ustanawia wzajemnie jednoznaczna odpowiednio$¢ migdzy w X w a w (koduje pary
liczb naturalnych wedle wspomnianego wyzej porzadku). Funkcja c jest pierwotnie
rekurencyjna. Takie sg tez funkcje:

l(x)=pz <z (Ft<xc(zt)=21)

r(x)=pz <z (3t <zc(tz) =2x).

Nadto, I(c(z,y)) = x oraz r(c(z,y)) = vy, a takze c¢(I(z),r(z)) = z. Funkcje
[ oraz r réwniez sa wzajemnie jednoznaczne.

Analogicznie kodujemy tréjki liczb naturalnych: ¢3(z,y,2) = c(xz,c(y, 2))
oraz dowolne n-tki takich liczb:

1. cl(z) =2
2. A(z1,22) = c(x1, 22)
3. Cn+1($1,3327 oy Ty Tpg1) = (w1, T2, C(Tn, Tigt)).

Niektore wtasnosci tego kodowania sg nastgpujace:
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n+l _ 1 n+l _ n
4. ¢ =c,, =0y, ..., cC

n+l _ 2 n n+l 2 n . . . . . ..
5. ¢y =cyocy, ¢, 1 = oy, gdzie o jest operacja ztozenia funkcji.
6. Funkcje c" oraz c}}, sa pierwotnie rekurencyjne.

7. Funkcje ¢"(x1, ..., x,) ustanawiaja wzajemnie jednoznaczne odpowiednio-
$ci migdzy w™ oraz w (koduja ciagi liczb naturalnych dtugosci n).

8. Z jednoargumentowych funkcji czgSciowo rekurencyjnych oraz z funkcji
c"(x1,...,xy,) otrzymaé mozna wszystkie funkcje czesciowo rekurencyjne.

9. Istnieje wzajemnie jednoznaczna funkcja pierwotnie rekurencyjna ze zbioru
wszystkich ciqgow skoriczonych liczb naturalnych w zbiér w.

Jedna z zalet kodowania z uzyciem funkcji Cantora jest to, ze jej zbior wartoSci
jest rowny calemu zbiorowi w.

2.3.2 Funkcja S Godla

Lemat (funkcja 8 Gddla). Istnieje 2-argumentowa funkcja rekurencyjna 3 taka, ze:

1. dla dowolnych a oraz i: (a,i) < a1
2. dla dowolnych ag, ai, ..., a,—1 istnieje a taka, ze 5(a,i) = a;, dlai < n.
Funkcji 5 uzywaé mozemy dla kodowania ciagéw liczb naturalnych:
1. Dla dowolnego ciagu liczb naturalnych aq, . . ., a, niech:
<CL1, e ,CLn>’B = px (6(.7),0) =nA /8($a 1) =ai A\ B(x,n) = an)’
2. 1h¥(a) = B(a,0).
3. (a)? = B(a,i).
4. seq®(a) = Va < a (IhP(z) # 1hP(a) v Fi < IhP(a) (x)7 # (a)?).

5. Dlakazdej n, funkcja (a1, . .., an) — {(ai,...,a,)? jest rekurencyjna. Funk-
cje IhP i ( )ﬁ sa rekurencyjne. seq” jest relacja rekurencyjna.

i
Nastepujace funkcje sa rekurencyjne (co widac z definicji):

L. InP(a,i) = pa (IhP(z) =i AVj < i ()] = (a)]).
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2. a+P b= px (WP (x) = IhP(a) + IhP(b) AVi < IhP(a) (2)? = (a)’A

AVi < IhB(b) (2)°

IhB(a)+i (b)ﬁ)'

(2

W dalszym ciagu bedziemy pomija¢ indeks gérny 3 przy wprowadzonych wy-
zej symbolach.
Bardzo uzyteczne sa nastgpujace pojecia zwiazane z kodowaniem ciggéw:

1. Dla dowolnej funkcji f : w™ — w jej Sciggnigciem nazywamy funkcje:
[f1(a) = f((a)o, .-, (a)n-1)
2. Dla dowolnej relacji R C w™ jej Sciqgnigciem nazywamy relacje:
[R](a) = R((a)o,.--,(a)n-1)-
3. Dla dowolnej funkeji f : w™ — w jej funkcjq-pamigciq nazywamy funkcje:
flay,...,ap—1,b) =
= (f(a1,...,an-1,0), f(ar,...,an-1,1),..., f(ai,...,apn—1,b—1)).

4. flay,...,an) = [fl{a1,...,an)).
5. R(a1,...,an) = [R]({a1,...,an)).

Funkcja-pamig¢ moze tez zostac¢ okreSlona przy uzyciu innych (pierwotnie re-
kurencyjnych) funkcji kodujacych. Funkcja f jest rekurencyjna doktadnie wtedy,
gdy rekurencyjna jest jej funkcja-pamigc f Funkcja-pamig¢ pozwala zastapié pewne
definicje przez schematy rekursji definicjami uzywajacymi tylko funkcji pierwot-
nie rekurencyjnych oraz efektywnego operatora minimum. Jesli g oraz h sa funk-
cjami rekurencyjnymi, to funkcja f okre$lona nastgpujacym schematem rekursji:

1. f(ai,...,an,b) =g(ai,...,an,),gdyb=0,

2. fla1,...,an,b) =h(f(ai,...,an,b),a1,...,an,b),gdy b >0

takze jest rekurencyjna. Wyrazenie schematéw rekursji przez funkcje-pamigé po-
zwala lepiej zrozumie¢ dzialanie tych schematéw. WtasnosSci operacji Sciagnigcia
ukazuja natomiast, ze funkcje (i relacje) wieloargumentowe (na liczbach natural-
nych) mozemy zastapié przez réwne im funkcje (i relacje) jednoargumentowe.
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2.4 Arytmetyka PA: skladnia

Stuchacze znaja arytmetyke szkolna. Sa przeciez doktorantami, a to zakltada, ze
ukonczyli: szkote podstawowa, gimnazjum, liceum oraz studia magisterskie. Przy-
pomnijmy teraz, jak — w postaci aksjomatycznej — wyglada arytmetyka liczb natu-
ralnych.

Alfabet symboli obejmuje:

1.

2.

3.

7.

state logiczne: -, A, V, —, =, V, 3,
zmienne indywidualne: 1, zo, . . .,

predykat (2-arg.) identycznosci: =,

. stala indywidualna (zero): 0,
. symbol funkcyjny (1-arg.) nastgpnika: s,

. symbole funkcyjne (2-arg.) dodawania + oraz mnozenia X,

symbole pomocnicze: nawiasy ( oraz ).

Wyrazeniem jezyka PA jest dowolny skorficzony ciag symboli alfabetu jezyka

PA.

Uwaga. Przecinek jest symbolem metajezykowym.
Zbidr term6w jest najmniejszym zbiorem wyrazen jezyka PA takim, ze:

1.

2.

stata 0 jest termem,

kazda zmienna indywidualna x1, xo, . . . jest termem,

3. jesli « jest termem, to s(«) jest termem,

4. jesli ai [3 sg termami, to («)+(3) oraz (a) X (B) sa termami.

Ze wzgledéw natury psychologicznej piszemy zwykle:

1.

2.

()+(S) zamiast +(c, B)
(a) x(B) zamiast x (e, 3).

Zbiér formut jest najmniejszym zbiorem wyrazen jezyka PA takim, ze:

1. jesli o, 8 sa termami, to o = (3 jest formuta,
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2. jesli ¢ jest formula, a x; zmienng indywidualna, to formutami sa tez —(v)),

Vi (), Jzi (),

3. jesli , ¢ sa formutami, to formutami sa takze: () A (), (¢) V (), (¢) —

(¥), ()

(¥).

Stosujemy konwencje opuszczania nawiasow, znane z elementarnego kursu lo-
giki. Dla wygody, opuszczamy tez czasem indeks przy zmiennych indywidualnych.

Aksjomatami logicznymi sa wszystkie podstawienia formut jezyka PA za zmienne
zdaniowe w nastgpujacych formutach jezyka KRZ:

1))
2)
3)
4)
5)
6)
7

Aksjomatami identycznosci dla PA sa:

2.
3.
4.

8.

p— (¢ —p)
pP—=@=2r)—=>(p—>9—=(@P—r)
(p—q) = (=g = —p)

—p = p

p— —p

PAg) —p

PAg) —q

.=z

T=yYy—=y==zx
(r=yANy=2z)—z==z2

r=y—s(r) = s(y)

. x =y =Ttz =y+2
LT =Y = 24T = 24y

LT =Y S TXZ =YXZ

T =Y = 2XT =2zXY

Aksjomatami specyficznymi PA sa:

e (Al)s(z)=s(y) > z=y

o (A2) -0 = s(z)

e (A3)z4+0 =2z

o (Ad) v+s(y) = s(z+y)
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8)

9)
10)
11)
12)
13)
14)

pP—=q9) = ((p—=r)—=>p—=(qAT))
p—(pVa)

qg—(pVaq)
p—=r)=(g—=7)=((pVeg —7))
=g~ @—q

P=q9) —(@—p)

p—=q) = ((g—=p)—(P=q)



o (AS)zx0=0

e (A6) xxs(y) = (vxy)+x

o (A7) (¢(0) AV (p(2) = @(s(2)))) = Vo ¢()

(A7) jest schematem (nieskoriczenie wielu) aksjomatéw, zwanym aksjomatem
indukcji.
Regutami wnioskowania sa:

1.

2.5

. reguta generalizacji:

reguta podstawiania: %, o ile term « jest podstawialny za zmienna x w
formule 1,

. regufa odrywania: %W

b
Yz

. regula (OV):; £292¥

Y

reguta (DV): (pf}_;;z’ 720 ile x nie jest zmienna wolna w ¢

reguta (Od): w

reguta (DJ): w, o ile z nie jest zmienna wolna w ).

Arytmetyka PA: model standardowy

Sposréd wszystkich modeli PA (a jest ich bardzo wiele!) wyrdznia si¢ model stan-
dardowy 9, w ktérym:

1.

2.

uniwersum stanowia wszystkie liczby naturalne {0,1,2,3,...}

interpretacja statej O jest liczba zero,

. interpretacja predykatu = jest relacja réwnosci =,

. interpretacja symbolu + jest operacja dodawania +,

interpretacja symbolu X jest operacja mnozenia -,

interpretacja symbolu s jest funkcja nastepnika s: s(n) =n + 1.
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To wiasnie Swiat Arytmetyki (liczb naturalnych), ktéry — jak ci sie zdaje — do-
brze znasz ze szkoly. Twierdzenia metamatematyczne, ktére za chwilg oméwimy
ukazuja, jak ztudne sa mniemania, ze Swiat ten jest dobrze poznawalny.

Dodajmy, ze schemat indukcji nie moze zostaé zastapiony zadnym réwnowaz-
nym mu skoficzonym zbiorem aksjomatéw. Nie mozna zastapié go takze zadng
réwnowazng (nawet nieskonczona) liczba przypadkéw szczegdlnych, tj. aksjomatu
indukc;ji dla formut o dowolnie z géry ograniczonej liczbie kwantyfikatoréw.

System w powyzszym jezyku, ale oparty jedynie na aksjomatach (A1)-(A6) (a
wigc bez aksjomatu indukcji) nazywa si¢ Arytmetykq Robinsona i bywa oznaczany
Q. System () jest istotnie stabszy od PA: mozna w nim dowodzié¢ konkretnych
prawd arytmetycznych (np. tego, ze 2 + 2 = 4), ale nie wielu praw ogdlnych (np.
tego, ze dodawanie jest przemienne).

Jesli ¢ jest twierdzeniem PA (czyli posiada dowdd z aksjomatéw PA), to pi-
szemy: PA 1.

Wygodnie jest wprowadzi¢ pewne zdefiniowane predykaty, np. mniejszos¢:

r<y =q¢ Iz (-z=0A2+=1).

Wtedy interpretacja < w g jest relacja mniejszosci <.

Uwaga. Nie myl predykatu < (podkre§lony symbol <) z relacja ,,mniejsze lub
réwne”, ktdéra zapisujemy <. Odrézniaj predykat identycznos$ci = od relacji réw-
nosci =, stata 0 od liczby 0, symbol funkcyjny s od funkcji nastegpnika s, itd.

Niektore proste twierdzenia arytmetyczne sg potrzebne w dowodach twierdzen
o reprezentowalnoSci oraz twierdzen dotyczacych arytmetyzacji sktadni; w niniej-
szej notatce pomijamy ich sformutowanie.

Dla petnej (pedantycznej) poprawnosci trzeba byloby réwniez np. uzywaé in-
nych oznaczen na state logiczne w jezyku przedmiotowym, a inne w tej roli w me-
tajezyku. Podobnie, ksztalt zmiennych jezyka przedmiotowego powinien by¢ rézny
od zmiennych metajezykowych (przebiegajacych, w naszym przypadku, liczby na-
turalne). Nie robimy tego. Ufamy. Ufamy, ze kontekst uzycia symbolu pozwala na
uniknigcie nieporozumiein w rozumieniu, co w tekscie porabia ten symbol, jaki jest
jego status, itd.

2.6 Liczebniki
Definicja liczebnikow:
1. Term O jest liczebnikiem.
2. Jesli term « jest liczebnikiem, to term s(«) jest liczebnikiem.

3. Liczebnikami sg tylko termy opisane w powyzszy sposob.
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Oznaczmy: 10 = s(s(...s(0) . ..)).

n razy
7 jest zatem liczebnikiem nazywajacym liczbe n.

Uwaga. Liczebniki sa symbolami jezykowymi, liczby naturalne sg elementami uni-
wersum modelu standardowego.
Dla dowolnej formuty ) jezyka PA i dowolnej liczby naturalnej n:

PAF ($(0) AY(I) A ... Ap(n—1) Az<m) — P(x).
Dla dowolnej formuty 1) jezyka PA i dowolnej liczby naturalnej n, jezeli:

1. PAF (i) dla wszystkich i < n oraz
2. PAF ¢(7)

to:
PAF ($(x) AVy (y<z = ~b(y)) =7 = 7.
2.7 Reprezentowalnos¢ w PA

Formuta ¢ jezyka PA o n zmiennych wolnych stabo reprezentuje w PA relacje
R C w", wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnych liczb naturalnych kq,..., &k,
zachodzi réwnowaznos$¢:

R(k1,. .., k) wtedy i tylko wtedy, gdy PA = (K, ..., ky).

Relacje R C w™ nazywamy stabo reprezentowalng w PA, jesli istnieje formuta
jezyka PA, ktora stabo reprezentuje R.
Uwaga. Formuta ¢ stabo reprezentuje R w PA wtedy i tylko wtedy, gdy zachodza
implikacje:

1. Jesli R(ky, ..., ky), tol o(k1,... kp).

2. Jesli- o(ky, ... kn), to R(k1,... kn).

Formuta ¢ jezyka PA o n zmiennych wolnych mocno reprezentuje w PA relacje
R C Ww", wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnych liczb naturalnych k1, ..., &k,
zachodzg implikacje:

1. Jesli R(ky, ..., kn), o PAF o(ky, ... ky).
2. Jesli ~R(ky, ..., ky), to PAF =p(ky,. .. kp).
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Relacje R C w” nazywamy mocno reprezentowalng w PA, jesli istnieje for-
muta jezyka PA, ktéra mocno reprezentuje R.
Uwaga. Kazda relacja mocno reprezentowalna w PA jest tez stabo reprezentowalna
w PA, lecz nie na odwrot.

Jesli PA jest niesprzeczna oraz R jest mocno reprezentowana w PA przez for-
mute ¢, to zachodza nastgpujace rownowaznosci:

1. R(ky,..., k) wtedy i tylko wtedy, gdy PA = @(k1, ..., kp).

2. =R(k1,..., k) wtedy i tylko wtedy, gdy PA - = (K, ..., ky).

Na mocy powyzszego twierdzenia, relacja R jest mocno reprezentowalna w PA
wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje formuta ¢ jezyka PA taka, ze:

1. R jest stabo reprezentowana przez ¢,

2. =R jest stabo reprezentowana przez —p.

Formuta ¢ jezyka PA o n + 1 zmiennych wolnych reprezentuje w PA funkcje
[ w" — w wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnych liczb naturalnych k1, . . ., ky:

PAF Yy (p(kr, .. ) = (y = Flk1,- - Fn))).

Funkcje f : w™ — w nazywamy reprezentowalng w PA wtedy i tylko wtedy,
gdy istnieje formuta ¢ jezyka PA o n + 1 zmiennych wolnych taka, ze ¢ reprezen-
tuje f w PA.

Stuchacze nie powinni by¢ zaskoczeni, ze zachodza nastgpujace fakty:

1. Relacja identycznosci jest mocno reprezentowana w PA przez formute z1 =
xZ9.

2. Funkcja dodawania jest reprezentowana w PA przez formute z1+x2 = 3.
3. Funkcja mnozenia jest reprezentowana w PA przez formute 1 Xx9 = x3.
4. Relacja mniejszosci jest mocno reprezentowana w PA przez formule z1 <ws.

5. Relacja R C w™ jest mocno reprezentowalna w PA wtedy i tylko wtedy, gdy
jej funkcja charakterystyczna jest reprezentowalna w PA.

6. Dowolna relacja R C w™ jest mocno reprezentowalna w PA wtedy i tylko
wtedy, gdy jej funkcja charakterystyczna jest reprezentowalna w PA.

7. Dla dowolnej formuty ¢ jezyka PA i dowolnej liczby naturalnej n:

PAF o(0)Ap(I)A...Ap(n—=T1) Az <7 — ¢(x).
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8. Dla dowolnej formuly ¢ jezyka PA i dowolnej liczby naturalnej n, jezeli dla
kazdego i < n, PA + —(i) oraz PA - p(m), to:

PA (p(x) AVy (y <z = —p(y))) = (. =n).
Twierdzenie o reprezentowalnosci:

1. Kazda funkcja rekurencyjna jest reprezentowalna w PA.

2. Kazda relacja rekurencyjna jest mocno reprezentowalna w PA.

Dowdéd twierdzenia o reprezentowalnosci jest tatwy, ale zmudny. Dowodzi sig
mianowicie kolejno, ze:

1. funkcje proste sa reprezentowalne,

2. funkcja powstajaca przez zlozenie z funkcji reprezentowalnych jest repre-
zentowalna,

3. funkcja powstajaca przez schemat rekursji prostej z funkcji reprezentowal-
nych jest reprezentowalna,

4. funkcja powstajaca przez zastosowanie operacji minimum efektywnego do
funkcji reprezentowalnej jest reprezentowalna.
2.8 Arytmetyzacja skladni

Mozliwo$¢ kodowania wyrazen jezyka PA przez liczby naturalne pozwala na ,,m6-
wienie” o arytmetyce w niej samej, i to bez popadania w paradoksy pomieszania
jezyka przedmiotowego i metajezyka. Doktadniej, owo ,,méwienie” w PA o PA
umozliwione jest dodatkowo przez dwa fakty: to, ze pojeciom metalogicznym od-
powiadaja funkcje i relacje rekurencyjne oraz to, ze funkcje i relacje rekurencyjne
sg reprezentowalne w PA. Sa r6zne mozliwosci (jednoznacznego i efektywnego)
kodowania wyrazen (skoriczonych ciagéw symboli), np.:

1. uzycie rozktadu liczb naturalnych na czynniki pierwsze;
2. zastosowanie funkcji kodujacej Cantora;

3. zastosowanie funkcji kodujacej 5 Godla (w dalszym ciagu wybieramy tg
wlasnie mozliwos¢);

4. konkatenacj¢ w bazie dziesigtnej, itd.
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Kazdemu symbolowi X jezyka PA przyporzadkowujemy numer sn(X), np. w
taki sposéb:

X| | VIAN|—
sn(X)

Il
N

W
9]
|
O
—
—
—
W

X |V |s |+ 0
sn(X) | 15|17 | 19|21 |23 |25

Zmiennej x; przyporzadkowujemy liczbe 2i: sn(x;) = 2i.

Zaktadamy, ze kazdy term i kazda formuta jezyka PA s zapisane w notacji pre-
fiksowej (polskiej), czyli: funktor przed swoim argumentami. Tak wigc, kazdy term
jest ciagiem o postaci vv; . . ., vy, gdzie v jest symbolem funkcyjnym, a vy ..., v,
sg termami. Kazda formula jest ciagiem o postaci vv; ..., vy, gdzie: albo v jest
funktorem prawdziwos$ciowym, a v; . .., v, sa formutami lub termami, albo v jest
kwantyfikatorem, a vy . .., v, sa formulami lub termami. Notacja prefiksowa nie
wymaga stosowania nawiasow.

1. Kazdemu termowi lub formule u o postaci vv; . .. v, przyporzadkowujemy
jegoljej numer godlowski v, zdefiniowany nastgpujaco:

Tul = (sn(v),"v1 ... "o, ).

2. Powyzsza definicja moze tez byC ,rozpisana” w sposéb wyrazny, dla kaz-
dego rodzaju termu lub formuty.

Dla przyktadu, numer gédlowski formuty Vz; (z1 = 0 — (z1xs(z1)) = 0)
obliczamy nastgpujaco:

1. Przeksztatcamy formute do postaci prefiksowe;j:
V1 —= 210 = Xx15210 (i W znany spos6b odszukujemy jej podformuty).
2. Ts(a) " = (17,2)
3. Tz xs(xr) ' = (21,2,(17,2))
4. "(zixs(z1) =0)7 = (25,(21,2,(17,2)),23)
5. Ty =07=(25,2,23)
6. "x1 =0 — (r1xs(z1)" = (9,(25,2,23), (25, (21,2, (17, 2)), 23))

7. "Vry (21 =0 — (x1xs(z1)) =0)" = (15,2, (9, (25,2,23), (25, (21,2, (17,2)), 23)))
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Ten sposéb kodowania staje si¢ jasny, gdy spojrzymy na drzewo syntaktyczne
rozwazanej formuty (w istocie kodujemy wtasnie to drzewo):
4

Z1

1 0 X 0
/\
T S
|
Z1

Omoéwione kodowanie wyrazef jest:

1. jednoznaczne (kazdy term lub formuta otrzymuje dokladnie jeden numer
godlowski);

2. efektywne (przypisanie numerow realizowane jest za pomoca funkcji reku-
rencyjnych).

Numery godlowskie terméw i formut sa oczywiscie do§¢ duzymi liczbami. W
praktyce nie ma jednak zadnej potrzeby, aby je oblicza¢. Wystarczy mozliwos¢ ich
jednoznacznego, efektywnego otrzymywania. Ponadto, dla dowolnej liczby natu-
ralnej a mozna w sposob efektywny rozstrzygnac, czy jest ona numerem godlow-
skim termu lub formuty. Wystarczy w tym celu:

1. sprawdzié, czy zachodzi seq(a);
2. jesli tak, to wyznaczy¢ lh(a) oraz (a); dlai = 0,1,...,lh(a);

3. dla tak ,roztozonej” a = (ag,ar,...ay) sprawdzié, czy ap = sn(X) dla
jakiego$ symbolu X alfabetu jezyka PA;

4. jesli tak, to procedurg t¢ powtérzyé dla a;, gdziei = 0, 1,...,1lh(a);

5. poniewaz a; < a, wigc po skoficzonej liczbie krokéw procedura ta si¢ za-
koniczy (i uzyskamy odpowiedz czy a jest numerem godlowskim termu lub
formuty).
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2.8.1 Kodowanie zmiennych

Vble(a) = a = ((a)o) NIy < a ((a)o = 2y)

Vble(a) zachodzi, gdy a jest numerem godlowskim pewnej zmiennej x;, czyli
gdya="x;"

Rekurencyjnos¢ Vble wynika z faktu, ze (a) < a.

Zauwazmy, ze numer godlowski zmiennej to nie to samo, co numer przypisany
jej przez funkcje sn.

2.8.2 Kodowanie termow

Formuta Term(a) jest réwnowazna:

formule jesli

0=0 a = (sn(0))
Term((a1)) a = (sn(s), (@)1)
Term((a)1) A Term((a)a) | a = (sn(5), (@)1, (@)2)
Term((a)1) A Term((a)s) | a = (sn(x), (@)1, ()2)
Vble(a) W p.p.

Term(a) czytamy: a jest numerem gddlowskim termu, czyli a = "« dla pew-
nego termu «v. Skrét ,,w p.p.” czytamy: ,,w pozostalych przypadkach.” Rekurencyj-
nos¢ Term dostajemy z: faktu, iz (a); < a oraz twierdzeri o definiowaniu warun-
kowym i definiowaniu przez schemat rekursji.

2.8.3 Kodowanie formul

AtForm(a) = a = ((a)o, (a)1, (a)2)(a)p = sn(=) A Term((a)1) A Term((a)2).
Formuta Form(a) jest rtéwnowazna:

formule jesli
Form((a)y) @ = {sn (), @)
Form((a)1) A Form((a)2) | a = (sn(V), (a)1, (a)2)
Form((a)1) A Form((a)2) | a = (sn(A), (a)1, (a)2)
Form((a);) A Form((a)2) | a = (sn(—), (a)1, (a)2)
Form((a);) A Form((a)2) | a = (sn(=), (a)1, (a)2)
Vble((a)1) AForm((a)2) | a = (sn(3), (a)1, (a)2)
Vble((a)1) A Form((a)2) | a = (sn(¥), (a)1, (a)2)
AtForm(a) W p.p
Form(a) zachodzi, gdy a jest numerem godlowskim formuty jezyka PA.

2.8.4 Kodowanie operacji syntaktycznych

Funkcja Sub(a, b, ¢):
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ma warto$¢ jeshi
c Vble(a) Aa=1b
{(@)o, Sub{((a)1, b, 0)) a = {(a)o, (@)1)
<(a)07 SUb((a’)lv b, C)v Sub((a)Qv b, C)> a= <(a)07 (a)la (a‘)2>/\

()o # sn(3) A (a)o # sn(Y)
{(@)o: (@)1, Sub((@)3, b, <)) (a = (), (@)1, (@)2)V

— (sn(3), (a)1, (a)a)) A (a)1 £ b

a W p.p.

Dla terméw «, 3, zmiennej = oraz formuty i) mamy:
Sub("a™,"2 7,787 = Ta(x/B) ™ (podstawienie 5 za x W )
Sub(" 7, "™ Ta™) = Ty(x/a) T (podstawienie v za x W 1)).
Formuta Fr(a, b) jest rownowazna:

formule jesli
a="b Vble(a)
Fr((a)1,b) a = ((a)o, ar)

Fr((a)1,b) VFr((a)2,0) | a = ((a)o, a1, az)A
(a)o # sn(3) A (a)o # sn(¥)
Fr((a)2,b) A (a)1 #b | wWp.p.
Dla formuty v oraz zmiennej x zachodzi relacja Fr("¢ 7, "z ™) doktadnie wtedy,

gdy z jest zmienng wolna w .
Formuta Subtl(a, b, ¢) jest rtbwnowazna:

formule jesli
Subtl((a)y, b, ¢) a
Subtl((a)1,b, c) A Subtl((a)2,b,¢) | a =

(a)o # sn(3) A (a)o # sn(V)
Subtl((a)2, b, c)A (a = (sn(3), (a)1, (a)2)V
ACFr((a)2, b) V ~Fr(c, (a)1) | @ = (sn(¥), (@)1, (@)
(a) #b
0=0 W p.p.

Subtl("y™, "2, ") zachodzi doktadnie wtedy, gdy term « jest podstawialny
za zmienng = do formuty .
2.8.5 Kodowanie aksjomatéw logicznych
Formuta LogAx(a) jest alternatywa 14 warunkow:

e Jz < ady < a(Form(z) A Form(y) A a = (9,2, (9,y, z)))

e Jx < ady < adz < a(Form(x) A Form(y) A Form(z)A
a=(9,(9,7,(9,9,2)),(9,(9,z,y), (9,2, 2))))

e Jx < aJy < a(Form(z) A Form(y) Aa = (9,(9,x,y), (9, (3,y), (3,z))))
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e Jz < a(Form(x) Aa = (9, (3,(3,2)),x))
e Jz < a(Form(z) A a = (9,z, (3, (3,z))))
e Jx < aJy < a(Form(z) A Form(y) Aa = (9,(7,z,y),x))
e Jz < ady < a(Form(z) A Form(y) A a = (9,(7,z,y),y))

2.8.6 Kodowanie aksjomatéw logicznych

e Jz < a3y < a(Form(z) A Form(y) A Form(z)A
a= <9’ <97 x) y>7 <97 <9
e Jr < a3y < a(Form(z) A Form(y) A a = (9, z, (5, x,y)

2, 2), (9,2, (7,9, 2)))))
)
e Jz < ady < a(Form(z) A Form(y) A a = (9,y, (5,z,9)))

e Jz < a3y < a(Form(z) A Form(y) A Form(2)A
= (9,9, 2,2), (9, (9,9, 2)

(9
) Aa=(9,(11,z,y), (9, z,y)))
e Jr < aJy < a(Form(z) A Form(y) A a = (9, (11,z,v),(9,y,x)))
ANa=(9,(9,2,9),(9,(9,y, ), (11, 2,9))))

LogAx(a) zachodzi doktadnie wtedy, gdy a jest numerem gddlowskim aksjo-
matu logicznego PA.

»(5,7,9),2))))

e Jz < aJy < a(Form(z) A Form(y)

e Jz < a3y < a(Form(z) A Form(y)

2.8.7 Kodowanie aksjomatow identycznoSci
Formuta EqAx(a) jest alternatywa 8 warunkéw:
e Jdx < a (a=(25,2z,2x))
e Jr<ady<al(a=/(9,(25, 2x,2y), (25, 2y,2x)))
e dx<ady<aiz<ala=(9,(7,(25,2z,2y),(25,2y,2z),(25,2x,2z2)))
e Jx<ady<aiz<alla=(9,(25 2x,2y), (25, (17,2z), (17,2y))))
e Jr<ady<aiz<alla=/(9,(25, 2z,2y),(25,(19,2z,2z), (19, 2y, 2z2))))
e Jr<ady<aiz<alla=/(9,(25, 2z,2y),(25,(19,2z, 2z), (19, 2z, 2y))))
e Jr<ady<adiz<alla=/(9,(25 2z, 2y),(25,(21,2x,2z), (21, 2y, 22))))
e Jr<ady<aiz<al(a=/(9,(25,(25, 2x,2y),(25,(21,2z2,2z), (21, 2z, 2v))))

EqAx(a) zachodzi doktadnie wtedy, gdy a jest numerem godlowskim jednego
z aksjomatow identycznosci PA.
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2.8.8 Kodowanie aksjomatow pozalogicznych

Formuta NLAXx(a) jest alternatywa nastgpujacych warunkow:

o Jv < aJy <y ((Vble(z)AVble(y))Aa = (9, (25, (17, x), (17,y)), (25, z,y)))
)

e Jz < a (Vble(z) Aa = (3,(25,23,(17,x))))

(
) A
e 3z < a (Vble(z) Aa = (25,(19,z,23), z))
o Jz < a Jy < y ((Vble(z)AVble(y))Aa = (25, (19,2, (17, 4)), (17, (19, z,y))})
o Jz < a (Vble(z) Aa = (25, (21, z,23),23))
o Jz < a3y < a ((Vble(z)AVble(y))Aa = (25, (21,2, (17,9)), (19, (21, z, y), )))
o Jz < a3y < a ((Form(z) A Vble(y) A Fr(z, y))A

a = (9, (7,Sub(z, y,23), (15,y, (9, z, Sub(z, y, (17, y))))), (15, 4, 2))).

NLAx(a) zachodzi doktadnie wtedy, gdy a jest numerem godlowskim aksjo-
matu pozalogicznego PA.

Zauwazmy, ze ostatni z powyzszych warunkéw odpowiada nieskoficzonemu
zbiorowi aksjomatow.
2.8.9 Kodowanie regul wnioskowania
Relacja sub(a, b) zachodzi doktadnie wtedy, gdy istnieja x < b oraz y < b takie,
ze:

e Term(x)

e Vble(y)

e Form(a)

e Form(b)

Subtl(a, y, z)
e b= Sub(a,y, ).
sub("¢™, "7) zachodzi doktadnie wtedy, gdy formuta ) powstaje z formuty

(p przez podstawienie w  pewnego termu za pewng zmiennag.
Relacja MP(a, b, ¢) zachodzi, gdy:
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MP(a, b, c¢) zachodzi doktadnie wtedy, gdy formuta o numerze gédlowskim
c jest wnioskiem reguty odrywania, gdzie przestankami sg formuty o numerach
godlowskich a oraz b.

Relacja GR(a, b) zachodzi, gdy istnieje x < b taka, ze:

e Form(a)

e Form(b)

o Vble(z)

o (b)o = sn(V)
o (b1 =2z

o (b)) = a.

GR(a, b) zachodzi doktadnie wtedy, gdy gdy formuta o numerze godlowskim
b jest wnioskiem reguly generalizacji, gdzie przestanka jest formuta o numerze
godlowskim a.

Relacja OA(a, b) zachodzi, gdy istnieja x < a, y < a oraz z < b takie, ze:

e Form(z)
e Form(y)
e Vble(z)

e a=(9,z, (13, 2,y))

b=(9,z,y).
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Relacja OA(a, b) zachodzi doktadnie wtedy, gdy b jest numerem godlowskim
wniosku reguly opuszczania kwantyfikatora generalnego, gdzie przestanka ma nu-
mer godlowski a.

Relacja DA(a, b) zachodzi, gdy istnieja x < a, y < a oraz z < b takie, ze:

e Form(z)

e Form(y)

Vble(z)

a=(9,z,y)
o b= (9,2, (13,2y))

o —Fr(z,2).

Relacja DA(a, b) zachodzi doktadnie wtedy, gdy b jest numerem godlowskim
wniosku reguty dotaczania kwantyfikatora generalnego, gdzie przestanka ma nu-
mer godlowski a.

Relacja OE(a, b) zachodzi, gdy istnieja x < a, y < a oraz z < b takie, ze:

e Form(z)
e Form(y)
o Vble(2)
o a=(9,(13, 2, 1))

e b=(9,x,y).

Relacja OE(a, b) zachodzi doktadnie wtedy, gdy b jest numerem godlowskim
wniosku reguly opuszczania kwantyfikatora egzystencjalnego, gdzie przestanka
ma numer godlowski a.

Relacja DE(a, b) zachodzi, gdy istnieja x < a, y < a oraz z < b takie, ze:

e Form(z)

e Form(y)

Vble(z)

e a=(9,7,9)
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e b=(9,(13,z,x))

e —Fr(y, z).

Relacja DE(a, b) zachodzi doktadnie wtedy, gdy b jest numerem godlowskim
wniosku reguly dotaczania kwantyfikatora egzystencjalnego, gdzie przestanka ma
numer godlowski a.

2.8.10 Kodowanie dowodow

Ax(a) = LogAx V EqAx V NLAx. Relacja ta zachodzi doktadnie dla liczb
bedacych numerami godlowskimi aksjomatéw PA.

Dowody sa ciqgami formul. Nadto, jak pamigtamy, kazdy dowdd jest tez drze-
wem: w korzeniu znajduje si¢ dowodzona formuta, w liSciach aksjomaty, a bezpo-
Srednie poprzedniki kazdego wierzchotka sa przestankami reguly wnioskowania,
ktérej wnioskiem jest wtasnie 6w wierzchotek.

Ciagi numeréw formut mozemy kodowac na tej samej zasadzie, na jakiej ko-
dujemy ciagi symboli. Jesli A = (¢1,12,...,1y,) jest ciagiem formut, to przez
numer godlowski ciagu A rozumiemy (wWyznaczong jednoznacznie i efektywnie)
liczbe:

(T Ty T ).
Relacj¢ Dow(a, b) definiujemy przez koniunkcje warunkéw:

seq(a) Nlh(a) # 0 A (a)ipa)=1 = bA Vi < lh(a) (Form((a);)A

3 < i 3k < i (sub((a);, (a)i) V MP((a);, (a)x, (a);) V GR((a);, (a)i)V

OA((a);. ();) V DA((a);, (a);) V OE((a);, (a);) V DE((a);, (a);))).

Relacja Dow(a, b) zachodzi doktadnie wtedy, gdy a jest numerem godlowskim
dowodu formuly o numerze gédlowskim b.

Jak bowiem pamigtamy, dowdd formuty 9 to ciag formut o ostatnim elemencie
1 taki, ze kazdy z elementéw tego ciagu jest badZ aksjomatem, badZ wnioskiem
ktérejs z regut wnioskowania, ktérej przestankami sa wczesniejsze (od tego wnio-
sku) elementy owego ciagu.

2.8.11 Rekurencyjno$¢ kodowan

Twierdzenie. Wszystkie zdefiniowane powyzej funkcje i relacje sa rekurencyjne.

Dowdd tego twierdzenia wynika bezposSrednio z podanych wyraznych rekuren-
cyjnych definicji. Odwotujemy si¢ przy tym takze do faktéw wspomnianych wyzej,
przy kodowaniu terméw.
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2.8.12 Twierdzenia PA

Wszystkie dotad rozwazane funkcje i relacje odpowiadajace pojeciom metalogicz-
nym okazaly si¢ rekurencyjne. A co z relacja PA F ¢? Gdy zachodzi PA + 1,
to ¢ jest twierdzeniem PA. Okazuje sig¢, ze relacja ta (doktadniej: relacja migdzy
numerami dowodéw a numerami formul) nie jest rekurencyjna, jest jedynie re-
kurencyjnie przeliczalna. Mamy bowiem: PA I 1) doktadnie wtedy, gdy istnieje
dowdd 1 w PA. W definicji pojecia ,,by¢ twierdzeniem PA” wystepuje zatem jeden
nieograniczony kwantyfikator egzystencjalny.

1. Definiujemy: Tw(a) = Jz Dow(z, a).

2. Relacja Tw jest rekurencyjnie przeliczalna.

2.8.13 Inne funkcje kodujace

e Zamiast funkcji 5 Godla mozna uzywaé innych funkcji rekurencyjnych w
arytmetyzacji sktadni. Przy tym, stosowane kodowanie moze uwzgledniaé
budowe sktadniowa wyrazen, badZ kodowac po prostu ciagi symboli.

e W wielu podrgcznikach uzywa si¢ kodowania wykorzystujacego rozktad liczb
na czynniki pierwsze.

e Dla wyrazenia (termu lub formuly) u o postaci: vvivs ... v, jego numer
godlowski gn(u) okreslamy indukcyjnie: gn(u) = 257(v) . 3gn(v1) . son(vz) .

L pIen),
e Tu p, jest n-ta liczba pierwsza (pg = 2, p1 = 3, p2 = 5, itd.)
Dla rozwazanej wczesniej formuty Vz, (1 = 0 — (z1xs(x1)) = 0) mamy
(przy ustalonej uprzednio funkcji sn):
o gn(s(x1)) =217 - 32
e gn(xyxs(ry)) =221.32. 5273

917 52

— 925, 321325 523

o gn(zi1xs(z1)) = 0)
e gn(xy =0)=12%.32.523
o gn(z1 =0 — (z1xs(21)) = 0) = 27 - 3971=0) . 5on(mxs(m1)=0)

o gn(Vay (z1 =0 — (z1xs(21)) = 0)) = 215 - 32 . 5@ =07 {(mxs(z1)=0),
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Kodowanie jest jednoznaczne. Dla dowolnej liczby a mozna ustali¢ czy jest
ona kodem jakiego§ wyrazenia.

e Mozna tez kodowac wyrazenia po prostu jako ciagi symboli. Niech funkcja o
numerujaca symbole alfabetu przyjmuje wartoSci dodatnie. Jesli siso ... s,

jest ciggiem symboli alfabetu, to za kod tego ciagu mozna wziaé liczbe
o(sn)
90(s1) . go(s2) . .pnjl .
e Mozna kodowaé wyrazenia ustalajac np., ze symbole alfabetu kodujemy
liczbami zaczynajacymi si¢ (w zapisie dziesigtnym) od cyfry 8, po ktérej
wystepuje pewna liczba cyfr 1 (inna dla kazdego symbolu alfabetu).

e Mozna kodowa¢ wyrazenia uzywajac funkcji Cantora lub jakiejkolwiek in-
nej (rekurencyjnej) funkcji kodujacej ciagi skonczone.

o Wybdr funkcji kodujacej jest wigc sprawa konwencji. Kodowanie musi byé
jedynie jednoznaczne i rekurencyjne. W rozwazaniach metateoretycznych
nigdy nie obliczamy wartosci funkcji kodujacych wyrazenia.

2.9 Kilka poje¢ metalogicznych

Procedure arytmetyzacji sktadni mozna przeprowadzi¢ dla dowolnej teorii pierw-
szego rzedu, ktérej zbior numeréw godlowskich symboli pozalogicznych jest re-
kurencyjny. Jesli jednak zbiér numeréw godlowskich aksjomatéw pozalogicznych
teorii 7" nie jest rekurencyjny, to relacja Dowr(a, b) (czytaj: a jest numerem godlow-
skim dowodu w teorii 7" formuty o numerze godlowskim b) nie musi by¢ rekuren-
cyjna. W konsekwencji, w takim przypadku zbiér numeréw godlowskich twierdzen
teorii 7' nie musi by¢ rekurencyjnie przeliczalny.

Moéwimy, ze teoria T’ jest (rekurencyjnie) aksjomatyzowalna, gdy zbiér nu-
meréw gddlowskich aksjomatéw teorii 7' jest rekurencyjny. Arytmetyka PA jest
rekurencyjnie aksjomatyzowalna.

Niech T' bedzie teoria pierwszego rzedu, ktérej zbidér numeréw godlowskich
symboli pozalogicznych jest rekurencyjny. Méwimy, ze T jest:

1. zupetna, gdy dla dowolnego zdania 1) jej jezyka: albo T - 1, albo T' F —);
w przeciwnym przypadku T' nazywamy niezupetnq.

2. rozstrzygalna, gdy zbiér numeréw godlowskich jej twierdzen jest rekuren-
cyjny; w przeciwnym przypadku 1" nazywamy nierozstrzygalng.

Teoria 1" jest zatem zupetna, gdy dla dowolnego pytania rozstrzygnigcia sfor-
mutowanego w jej jezyku potrafimy w 7" udowodnié: albo odpowiedZ TAK, albo
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odpowiedZ NIE na to pytanie. Teoria 7" jest rozstrzygalna, gdy istnieje obliczalna
metoda pozwalajaca rozstrzyga¢ o dowolnej formule jej jezyka czy jest ona twier-
dzeniem 7' czy nie jest [zaktadamy tu Tezg¢ Churcha: obliczalne=rekurencyjne].
Niech T' bedzie teorig (pierwszego rzedu), w ktérej jezyku mamy liczebniki
(nazwy liczb naturalnych). Jak zwykle, T' F ¢ oznacza, ze istnieje dowdd formuty
1 w teorii T'. Piszemy T' non F 1, gdy nie zachodzi T' - ). Méwimy, ze teoria
T jest w-niesprzeczna, gdy dla kazdej formuty +(x): jesli T+ +(0), T + (1),
TFY?2),...,TF ¥m),..,t0T non = Iz —p(x). Teorie, ktére nie sa w-
niesprzeczne nazywamy w-Sprzecznymi.
Twierdzenie. Jesli PA jest w-niesprzeczna, to jest niesprzeczna.

2.10 I Twierdzenie Godla i Twierdzenie Rossera
Funkcje num okre§lamy przez schemat rekursji prostej:

1. num(0) = (sn(0))

2. num(a + 1) = (sn(s),num(a)).

Wtedy num(n) jest numerem godlowskim liczebnika 7. Funkcja num jest re-
kurencyjna. Przypominamy, ze ( ) jest tu funkcja kodowania ciagéw zdefiniowana

w poprzednim wyktadzie.
Nie zagub sig¢! Nalezy odrézniaé:

1. liczbg naturalna n
2. liczebnik

3. numer godlowski num(n) liczebnika 7.

Skonstruujemy teraz stynne zdanie Godla. Niech sam bedzie dwuargumentowa
relacja zdefiniowana nastgpujaco:

sam(a,b) = Form(a) A Fr(a,2) A Dow(b, sub(a, 2,num(a))).

Jesli a jest numerem godlowskim formuty, powiedzmy, ¢ (1), to sub(a, 2, num(a))
jest numerem gédlowskim formuty, ktéra powstaje z formuty ¢(z1) poprzez wsta-
wienie za zmienng x liczebnika nazywajacego liczbe a, czyli nazywajacego wia-
$nie numer godlowski samej formuly ¢. Tak wigc, relacja sam zachodzi migdzy
liczbami a oraz b doktadnie wtedy, gdy:

1. a jest numerem godlowskim formuly o zmiennej wolnej x4,
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2. bjest numerem godlowskim dowodu formuty o numerze gédlowskim sub(a, 2, num(a)),
czyli formuly otrzymanej z formuty o numerze godlowskim a w wyzej po-
dany sposob.

Komentarz dydaktyczny. Mamy formutg, powiedzmy, ¥ (x1) o jednej zmiennej
wolnej x1 (wybdr tej wlasnie zmiennej jest nieistotny). Wtedy:

1. Formuta ta ma swdj numer godlowski, powiedzmy, a, czyli "¢ (z1)" = a.
2. Liczba num(a) jest numerem godlowskim liczebnika a.

3. Do formuty 1 (x1) chcemy wstawi¢, w miejsce zmiennej wolnej 1 term @,
czyli chcemy otrzymac¢ formute (@), ktéra (na mocy definicji liczby a) jest

formuta ("¢ (1) 7).

4. Liczba sub(a,2,num(a)) jest wtasnie numerem godlowskim otrzymanej w

ten spos6b formuty: sub(a, 2, num(a)) = " (" (x1)7)

5. Pamigtaj: do formuly podstawiamy (w miejsce zmiennej wolnej) term. W
szczegdlnosci, term ten moze by¢ liczebnikiem.

Poniewaz sam jest relacja rekurencyjna, wigc (na mocy twierdzenia o repre-
zentowalnosci) istnieje co najmniej jedna formuta jezyka PA, ktéra mocno repre-
zentuje t¢ relacje. Niech sam(z, y) bedzie taka formuta. Dalej:

1. Rozwazmy formutg o postaci: Vy — sam(z, y).

2. Niech m = "Vy — sam(z, y) 7, czyli niech m bgdzie numerem gédlowskim
formuty Vy — sam(x, y).

3. Niech god bedzie zdaniem: Vy — sam (77, y).
4. Zdanie god nazywamy zdaniem Godla.

5. Zdanie god stwierdza zatem, ze formuta o numerze godlowskim m nie ma
dowodu w PA.

6. Poniewaz m jest numerem godlowskim formuty Vy — sam(x, y), wigc zda-
nie Godla god stwierdza, ze zdanie god nie jest twierdzeniem PA, czyli glosi
ono samo o sobie: ,,nie jestem twierdzeniem PA.”

I TWIERDZENIE GODLA (O NIEZUPEENOSCI PA). Jesli PA jest w-niesprzeczna,
to ani zdanie god, ani zdanie — god nie ma dowodu w PA:
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1. PAnont god

2. PAnont = god.

Tak wigc, PA jest niezupetna.

Zauwazmy, ze jedno ze zdan: god, = god musi by¢ prawdziwe w modelu stan-
dardowym 91y. Zobaczymy, ze 9y = god. Dla dowodu P A non = god wystarczy
zatozenie niesprzecznosci PA; dowéd PA non - — god wymaga silniejszego za-
tozenia w-niesprzecznosci.

Dowdd, ze PA non - god:

1. Dla dowodu nie wprost przypus¢my, ze PA + god, czyli ze god ma dowdd
w PA.

2. Niech k begdzie numerem godlowskim jakiego§ dowodu zdania god (pamig-
tamy, ze dowody, jako ciagi formut, tez maja numery godlowskie).

3. Zachodzi zatem sam(m, k). Poniewaz sam mocno reprezentuje relacje sam,
wigc PA F sam(m, k).

4. Skoro PA - god, czyli PA - Yy — sam(m, y), to PA - — sam(m, k).

5. Skoro PA I sam(m, k) oraz PA + — sam(m, k), to PA jest sprzeczna,
wbrew zatozeniu (bo zakladamy, ze PA jest nawet w-niesprzeczna).

6. Przypuszczenie dowodu nie wprost trzeba zatem odrzucié. Ostatecznie, PA non

god.
Dowdd, ze PA non + — god:

1. PokazaliSmy, ze PA non b god, a wigc nie istnieje liczba naturalna n, ktéra
bytaby numerem godlowskim dowodu god w PA.

2. Dla kazdej n: nie zachodzi zatem sam(m, n).

3. Poniewaz sam mocno reprezentuje relacje sam, wiec dla wszystkich n mamy:
PAt‘ = sam(m, n).

4. Na mocy w-niesprzecznosci PA mamy: PA non + Jy —— sam(m, y), co
jest rownowazne temu, iz PA non - =Vy — sam(m, y).

5. Poniewaz —Vy — sam(7m, y) jest formuta — god, wigc PA non - — god.
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Dowéd catego twierdzenia zostal tym samym zakorniczony. Zdanie Godla god
jest formuta generalnie skwantyfikowana: Yy — sam(m, y). Poniewaz: PA non -
god oraz sam mocno reprezentuje w PA relacj¢ sam, wigc dla kazdej liczby natural-
nej n mamy: PA  — sam(m, 7). Tak wigc, cho¢ samo (generalnie skwantyfiko-
wane) zdanie Godla jest nierozstrzygalne w PA, to wszystkie jego szczegdlne przy-
padki (gdy pomijamy kwantyfikator generalny i wstawiamy liczebnik za zmienna)
sg twierdzeniami PA. Zalozenie w-niesprzeczno$ci mozna ostabi¢ do zwyklej nie-
sprzecznosci, jak za chwilg zobaczymy.

Zdefiniujmy dwuargumentowa relacje rekurencyjna samneg:

samneg(a,b) = Form(a) A Fr(a,2) A Dow(b, sub((3,a),2,num(a))).

Relacja samneg zachodzi zatem migdzy liczbami a oraz b dokladnie wtedy,
gdy a jest numerem godlowskim pewnej formuty, powiedzmy, ¢ (x1) o zmiennej
wolnej x1, natomiast b jest numerem godlowskim dowodu formuty otrzymanej
przez podstawienie w formule —t)(x1) za zmienna z liczebnika nazywajacego
liczbe a, czyli numer godlowski samej formuty (7).

Relacja samneg jest rekurencyjna, a zatem istnieje co najmniej jedna formuta
jezyka PA, ktoéra ja mocno reprezentuje. Niech samneg bedzie taka formuta. Jak
poprzednio, niech formuta sam mocno reprezentuje relacje sam. A teraz kolejno:

1. Rozwazmy formule: Vy (sam(z,y) — 3z (2<y Asamneg(z, z))). Tu < jest
predykatem o denotacji <.

2. Niech n bgdzie numerem godlowskim tej formuty, czyli: n = "Vy (sam(z,y) —
Jz (2<y A samneg(z, z))) .

3. Niech ros bedzie zdaniem: Vy (sam(7,y) — 3z (2<y A samneg(m, 2))).

4. Zdanie ros nazwiemy zdaniem Rossera.

Dla kazdej liczby naturalnej y mamy:

1. (1) sam(n,y) doktadnie wtedy, gdy y jest numerem gddlowskim dowodu
w PA zdania ros

2. (f) samneg(n,y) doktadnie wtedy, gdy v jest numerem godlowskim do-
wodu w PA zdania — ros.

Zdanie Rossera ros stwierdza zatem, ze jeSli istnieje w PA dowdd zdania ros,
to istnieje w PA réwniez dowdd (o niewigkszym numerze godlowskim) zdania
— r0s. Zdanie ros stwierdza wigc, ze jeSli ono samo jest twierdzeniem PA, to
twierdzeniem PA jest takze jego negacja.

TWIERDZENIE ROSSERA. Jesli PA jest niesprzeczna, to ani zdanie ros, ani zdanie
= ros nie ma dowodu w PA:
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1.

2.

PA nont ros

PA non = —ros.

Tak wigc, PA jest niezupetna.
1. Dowdd, ze PA non & ros:

1.

10.

11.

12.

13.

Przypusémy, dla dowodu nie wprost, ze PA F rosiniech k bedzie numerem
godlowskim jakiego$ dowodu ros w PA.

. Wtedy (na mocy (1)) sam(n, k), a wiec PA I sam(7, k).

. Na mocy przypuszczenia dowodu nie wprost mamy: PA + sam(m, k) —

3z (2<k A samneg (7, 2)).

. Na mocy reguty odrywania mamy: (x) PA I 3z (2<k A samneg(7, 2)).

. Na mocy zatozenia, ze PA niesprzeczna: nie istnieje w PA dowdd zdania

- Tos.

. Namocy (1), dla kazdej y: nie zachodzi samneg(n, y).

. Poniewaz samneg mocno reprezentuje samneg w PA, wigc dla wszystkich ¢

mamy: PA - — samneg(7, 7).

. W szczeg6lnosci: PA + — samneg(7, 0)A— samneg(m, 1)A. . .A— samneg (7, k).

. Na mocy faktu podanego w poprzednim wyktadzie mamy: PA - (- samneg (7, 0)A

- samneg (7, 1) A ... A = samneg(7, k)) — Vz (2<k — — samneg(7, 2)).
Na mocy reguty odrywania mamy: (xx) PAF Vz (2<k — — samneg(7, 2)).
Skoro zachodza () oraz (xx), to PA jest sprzeczna, wbrew zatozeniu.

Tak wigc, przypuszczenie dowodu nie wprost PA + ros trzeba odrzucié
jako fatszywe.

Ostatecznie, PA non F ros.

2. Dowdd, ze PA non = — ros:

1.

Przypusémy, dla dowodu nie wprost, ze PA F — ros i niech r bedzie nume-
rem jakiego$ dowodu — ros w PA.
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2. Na mocy (f) mamy: samneg(n,r), a na mocy mocnej reprezentowalnosci
samneg przez samneg mamy: PA - samneg(7, 7).

3. Z zalozenia niesprzecznos$ci PA oraz przypuszczenia dowodu nie wprost
mamy: PA non F ros.

4. Tak wigc, zadna liczba y nie jest numerem gddlowskim dowodu zdania ros,
co oznacza, ze dla kazdej y: nie zachodzi sam(n, y).

5. W konsekwencji, PA  — sam(7, 1), dla wszystkich i.
6. Mamy wigc: PA + — sam(m,0) A — sam(7, 1) A ... A = sam(7, 7).

7. Tak samo jak w dowodzie punktu 1 otrzymujemy stad: PA - y<r —
- sam(7, y).

8. Skoro PA - samneg(7, 7), to PA F7<y — 3z (2<y A samneg(7, 2)).
9. Z faktu podanego w poprzednim wyktadzie mamy: PA - y<7 V 7<y.

10. Z trzech powyzszych faktow otrzymujemy: PA F — sam(7,y) V 3z (2<y A
samneg(7, z)).

11. Na mocy reguty generalizacji mamy: PA - Vy (- sam(7, y) — 3z (2<y A
samneg(7, z))).

12. OtrzymaliSmy wigc: PA = ros, co (Yacznie z przypuszczeniem dowodu nie
wprost) przeczy zatozeniu o niesprzecznosci PA.

13. Ostatecznie, odrzucamy przypuszczenie dowodu nie wprost i mamy: PA non -
- Tros.

2.11 Lemat Przekatniowy

Oba powyzsze twierdzenia (oraz szereg dalszych) mozna udowodnié, odwotujac
si¢ do pewnego wyniku dotyczacego dowodow przekqtniowych. W dalszym ciagu
przyjmujemy we wszystkich twierdzeniach zatozenie: PA jest niesprzeczna.

LEMAT PRZEKATNIOWY. Dia dowolnej formuty jezyka PA p(x) o jednej zmiennej
wolnej istnieje zdanie 1) tego jezyka takie, ze: PAF ¢ = @(T7).

Tak wigc, dla kazdej wtasnosci (liczb) wyrazalnej w PA znajdziemy zdanie
1, stwierdzajace, ze jego numer godlowski " ma t¢ wlasnos¢. Dowodd Lematu
Przekatniowego:

1. Przypomnijmy, ze dla termu o, zmiennej = oraz formuly ¢ mamy:
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(@) Sub("¢™,"z,"a) = T¢(z/a)” (= numer godlowski formuty otrzy-
manej przez podstawienie termu « za zmienng x w formule ¢).

(b) Sub jest funkcja rekurencyjna, a wigc istnieje co najmniej jedna for-
muta jezyka PA, ktdra ja reprezentuje w PA. Niech Sub(z, y, u, v) bg-
dzie taka formuta.

2. Niech Subst(z,y, z) = Sub(x,y,num(z)) i niech Subst bedzie formuta re-
prezentujaca w PA funkcj¢ Subst.

3. Rozwazmy formule ref(x) o postaci: Vy (Subst(z, 2, z,y) — ¢(y)).

4. W powyzszym (i dalej) zaktadamy, ze x to zmienna x1, y to zmienna x2, 2
to zmienna x3. Wtedy "o ' ="z ' = 2.

5. Niechm = "ref(x)™.
6. Niech 1 bgdzie zdaniem re f ().

7. Wtedy w PA mozna udowodni¢ réwnowaznos$¢ nastgpujacych zdan (co daje
dowdd Lematu Przekatniowego):

(@ v

(b) ref(m)

(c) Vy (Subst(m,2,m,y) — ¢(y)
Y

(d) Yy (Subst("ref(z)”,2,m,y) — ©(y))

e) p("ref(m)”)
) o(T7).

Istniejace na mocy Lematu Przekatniowego zdanie v stwierdza samo o so-
bie, ze (jego numer godlowski) ma wtasno$¢ ¢. Precyzyjne sformulowanie tego
faktu stato si¢ mozliwe dzigki procedurze arytmetyzacji sktadni. Unikamy przy
tym wszelkich niebezpieczenstw, ktére stwarzaja zdania samozwrotne w jezykach
etnicznych. Przypominamy, ze np. zdanie:

Zdanie napisane w tej ramce jest falszywe.

prowadzi do antynomii. Powstaje ona na skutek pomieszania jezyka przedmioto-
wego 1 metajezyka.

Pokazemy teraz, ze I Twierdzenie Gddla jest konsekwencja Lematu Przekat-
niowego. Niech ¢ bedzie zdaniem takim, ze PA - g = — M(W) Zdanie
(¢ istnieje na mocy Lematu Przekatniowego.

I TWIERDZENIE GODLA. Niech ¢ bedzie okreslonym powyzej zdaniem. Wtedy:
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1. PAnont pa.

2. Jezeli dla dowolnego zdania vy zachodzi implikacja:
(x) Jjesli PAF Tw(T¢7), to PAF ),
to PA non F —gq.

Dowod:

1. Dla dowodu nie wprost punktu 1, przypusé¢my, ze PA - ¢q.
2. Wtedy PAF Tw("¢¢ ), astad PA - —pg.
3. To oznacza, ze PA jest sprzeczna, wbrew zalozeniu.

4. Przypuszczenie PA + g trzeba wige odrzuci¢. Ostatecznie, PA non +
YaG-

5. Dla dowodu nie wprost punktu 2, przypusémy, ze PA F —pq.
6. Wtedy PAF ——Tw("pg ), astad PAF Tw("pg ).
7. Namocy (*) mamy wtedy PA - ¢¢, wbrew 1.

8. Przypuszczenie dowodu nie wprost zatem odrzucamy i mamy ostatecznie
PA non F —pg.

Warto zauwazyc¢, ze:

1. Nie zaktadano w-niesprzecznosci PA, a tylko jej niesprzecznos$¢ oraz waru-
nek ().

2. Z w-niesprzecznosci wynika warunek (x).

3. W dowodzie wykorzystywano warunek () tylko dla zdania ¢¢.

4. Zdanie g ma postaé: =3z Dow(x, "pg ).

5. Zdanie @ jest zatem réwnowazne zdaniu ogélnemu: Vo — Dow(z, " pg ).

6. Mozna pokazac, ze dla dowolnej liczby naturalnej n zachodzi PA - — Dow(m, " ™).
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2.12 II Twierdzenie Godla

Poniewaz relacja Dow jest rekurencyjna, wigc istnieje co najmniej jedna formuta
jezyka PA, ktdra ja mocno reprezentuje. Niech Dow(z, y) bedzie taka formuta (o
dwdch zmiennych wolnych). Niech Tw(y) bedzie formuta 32 Dow(zx,y). Wtedy
dla dowolnej formuty 1) jezyka PA: jesli PA - v, to PAF Tw("¢™).

Warunkami dowodliwosci nazywamy nastgpujace trzy warunki, dla dowolnych
zdan ¢ 1 1):

1. D) Jesli PAF ¢, t0 PAF Tw(Tp0).

2. (D2) PAF Tw(TpT) — Tw("Tw(Te)7).
3. (D3) PAF (Tw(T ) ATw(Tp — 7)) — Tw(Ty7).

Jak si¢ okazuje, posta¢ formuty mocno reprezentujacej relacje Tw jest istotna w
dowodach niektérych twierdzen o PA. To samo dotyczy tez postaci formuly mocno
reprezentujacej relacje Dow. Nie mozemy mocno reprezentowac relacji dowodli-
wosci catkiem dowolnie, chcac otrzymaé te twierdzenia. Warunki dowodliwos$ci
sa wlasnie pewnymi ograniczeniami naktadanymi na mocna reprezentacj¢ relacji
dowodliwosci w PA.

Dowodliwos¢é w PA mozna interpretowac jako modalno$¢. Otrzymujemy wtedy
pewna logik¢ modalna, logike dowodliwosci (logike Godla-Loba). Warunki dowo-
dliwosci przektadaja si¢ na aksjomaty tej logiki.

Jak mozna wyrazi¢ w PA niesprzeczno$¢ PA? Wystarczy zapisac, ze w PA nie

mozna dowie$¢ sprzecznosci. Przez Conp 4 rozumiemy formute: - Tw(70 = 17).
Wtedy Conp 4 wyraza niesprzecznos$¢ PA.
II TWIERDZENIE GODLA. (Niedowodliwos¢ niesprzecznosci PA w PA). Przy za-
tozeniach (D1)—(D3): PA nont Conpa.

Pokazemy, ze PA - ¢ = Conp 4. Namocy I Twierdzenia Godla dostaniemy
wtedy: PA non - Conpa.
Dowad:

1. Przypominamy, Ze na mocy Lematu Przekatniowego istnieje zdanie ¢ ta-
kie, ze PA F g = - Tw("¢a ") (czyli zdanie godlowskie, stwierdzajace
swoja wilasng niedowodliwos¢ w PA).

2. Poniewaz dla wszystkich 1 mamy: PAF (0 =1 — ), wiegc PA + (0 =
1= ¢g).

3. Namocy (D1): PA - m(m)
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10.
11.

12.
13.

14.

15.
16.

17.

18.

19.

20.

21.

. Namocy (D3): PAF Tw("0=17) — Tw(Tpg").

. Przez kontrapozycje: PAF — Tw("pg ) — = Tw("0 =17).

. Z definicji o mamy: PAF o — = Tw(Tpg™).

Conpa. Trzeba jeszcze udowodnié implikacje odwrotna.

. Namocy (D2): (1) PAFTw("pg") — m(m)

. Z definicji o mamy: PAF g — = Tw("pg?).

Przez kontrapozycje: PAF = Tw(Tpg ) — —pg.
Na mocy (D1) oraz (D3) otrzymujemy odpowiednio:
PAFTw("Tw("pe™) = ~¢g ")

(1) PAFTw("Tw(Tp ")) = Tw(T=pa ).

Z (1) oraz (f) mamy: (V) PAFTw("pc™) = Tw(T=pg ).

Mamy takze: PAF o — (—pa — (pa A\ —pa)).

. Z powyzszego mamy: PA - o — = Tw("0=17), czyli PA F pg —

Na mocy (D1) oraz (D3) mamy: PA F Tw("¢og") — (Tw("—¢c™) —

Tw("pa A —pa™)).

Mamy wigc tez: (&) PAF Tw(" @) = (Tw("pag ") — Tw("oa A —pa ).

Podstawiamy w prawie KRZ (p — (¢ — 1)) — ((¢ = p) — (¢ = r)):
Tw("—pe ) zap; Tw(Tpg ) za ¢; Tw("pc A ~¢g ) zar i otrzymujemy:

(#) PAF (Tw(T=pe) = (Tw(Tpe?) = Tw(Toe A~peT))) —

(Mw(Tpa™) = Tw(Tpa ) = (Tw(Teg ) = Tw(Tpa A —¢c )

Z (M), (%) oraz (V) dostajemy: (&) Tw("pg ™) = Tw(Tpg A =g ™).

Poniewaz PA  (pg A —pg) = (0 = 1), wiec PAF (pg A —pg) —

).

Na mocy (D1) i (D3) mamy: PA = Tw("pg A~ ") — Tw(T0=17).

A stad oraz z () mamy: PAF Tw(Tpg™) — Tw("0=17).

Przez kontrapozycje mamy: PAF = Tw("0 =17) — — Tw("
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22. Na mocy definicji zdania g oraz formuty Conp 4 otrzymujemy stad po-
trzebng implikacje: PAF Conpa — ¢q.

23. Udowodnili$§my obie implikacje: PA - ¢ — Conpgoraz PAF Conpsg —
pa, awigc mamy: PAF pg = Conpa.

24. Poniewaz (I Twierdzenie Godla) mamy P A non - g, wigc mamy réwniez:
PA nont Conpy, co koniczy dowdd Il Twierdzenia Godla.

Przy zatozeniach (D1)—(D3) kazde zdanie wyrazajace swoja wiasna niedowo-
dliwos¢ jest rownowazne zdaniu Conp4 wyrazajacemu niesprzeczno$é PA. Tak
wiece, przy tych zalozeniach dowolne dwa zdania gddlowskie sa dowodliwie row-
nowazne na gruncie PA: jesli PA - ¢ = =Tw(T¢ ") oraz PA - ¢ = =Tw(T%)7),
to PAF o =1

2.13 Twierdzenie Loba

TWIERDZENIE LOBA. Dla dowolnego zdania o jezyka PA nastepujace warunki sq
rownowazne:

1. PAFTw("e") — ¢
2. PAF .

Dowdd. Implikacja 2 = 1 jest oczywista, na mocy aksjomatu p — (¢ — p).
Dowod implikacji 1 = 2:

1. Zatézmy, ze PAF Tw(" @) — .

2. Na mocy Lematu Przekatniowego istnieje zdanie ¢ takie, ze: PA (v =
(Tw (") = ).

3. Na mocy warunkéw (D1) oraz (D3) mamy:
PAFTw(™)7) = Tw("Tw(T)7) — ¢)7)
PAF Tw(T)T) — (Tw("Tw("$7) ) — Tw(TpT)).

4. Na mocy warunku (D2) mamy:
PAFTw(")7) — Tw("Tw(™)7)7).

5. Korzystamy teraz z Prawa Fregego: (p — (¢ > 7)) = ((p = ¢) = (p —
r)) i otrzymujemy: PA F Tw("¢7") — Tw("¢").
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6. Stad oraz z zatozenia PA - Tw("p ') — ¢ mamy: PA - Tw("¢7) — o.
7. Poniewaz PA dowodzi réwnowaznosci 1 z Tw(Ty) ) — ¢, wigec PA I 1.
8. Z PA F 1) otrzymujemy, na mocy (D1): PA - Tw(™7).

9. Na mocy reguty odrywania mamy ostatecznie: PA + .

Inny jeszcze dowdd Twierdzenia Léba mozna otrzymac wykorzystujac I Twier-
dzenie Godla.

Niech ¢y bedzie zdaniem Henkina (zdaniem stwierdzajacym swoja wiasng
dowodliwos?), czyli takim, iz: PA F vy = Tw("¢g"). Z Twierdzenia Loba
wynika, ze zdanie Henkina jest dowodliwe w PA: PA F v p. Z Twierdzenia Loba
wynika tez, ze kazde dwa zdania Henkina sa rownowazne na gruncie PA.

2.14 Twierdzenie Tarskiego

TWIERDZENIE TARSKIEGO. (Niedefiniowalnosé prawdy arytmetycznej w PA). Nie
istnieje formuta alf(x) jezyka PA taka, Ze dla dowolnego zdania ¢ tego jezyka:
PAF ¢ = alf(Te).

Dowdad:

1. Przypusémy, dla dowodu nie wprost, ze istnieje taka formuta al f.

2. Na mocy Lematu Przekatniowego istnieje zdanie ¢ takie, ze PA - ¢ =
—alf("y).

3. Poniewaz z przypuszczenia dowodu nie wprost mamy: PAF = alf(T7),
wigc otrzymujemy PA F alf("¢ ) = —alf("y7).

4. To oznacza, ze PA jest sprzeczna, wbrew zatozeniu.
5. Przypuszczenie dowodu nie wprost musimy wigc odrzucic.

6. Ostatecznie, nie istnieje taka formuta al f.

Aksjomaty PA sa prawdziwe w modelu standardowym 91y. Wszystkie twier-
dzenia PA sa prawdziwe w modelu standardowym. Konsekwencja Twierdzenia
Tarskiego jest zatem to, ze nie istnieje formuta al f jezyka PA taka, iz dla dowol-
nego zdania ¢ tego jezyka: My = ¢ doktadnie wtedy, gdy Mg = alf(Tp ). To z
kolei oznacza, ze w jezyku PA nie istnieje definicja zbioru tych zdan rozwazanego

jezyka, ktére sa prawdziwe w modelu standardowym.
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2.15 Istotna niezupelnos¢ arytmetyki PA

Z podanych wyzej twierdzen wynika, ze jesli arytmetyka PA jest niesprzeczna, to
jest: niezupelna oraz nierozstrzygalna.

1. Przez rekurencyjne rozszerzenie arytmetyki PA rozumiemy kazda teorig pierw-
szego rzgdu, ktora jest rozszerzeniem PA o rekurencyjny zbiér aksjomatéw
i ktérej zbiér numeréw godlowskich symboli pozalogicznych jest rekuren-

cyjny.

2. Teoria T' (w ktérej mozliwa jest arytmetyzacja sktadni) jest istotnie niezu-
petna, jesli T' jest (niesprzeczna i) niezupelna oraz kazde jej niesprzeczne
rozszerzenie rekurencyjne jest niezupeine.

Podane wyzej twierdzenia implikuja zatem, ze: Jesli arytmetyka PA jest nie-
sprzeczna, to jest istotnie niezupetna.

Twierdzenia Godla uwaza si¢ za najbardziej donioste dokonanie w logice XX
wieku. Istnieje na jego temat olbrzymia literatura. Na stronie tych wyktadéw umiesz-
czono kilkadziesiat plikéw dotyczacych tej problematyki, znalezionych w sieci.
Szczegdlnie polecamy lekture dwdch monografii:

1. Krajewski, S. 2003. Twierdzenie Godla i jego interpretacje filozoficzne. Od
mechanicyzmu do postmodernizmu. Wydawnictwo Instytutu Filozofii i So-
cjologii PAN, Warszawa.

2. Murawski, R. 20003. Funkcje rekurencyjne i elementy metamatematyki. Pro-
blemy zupetnosci, rozstrzygalnosci, twierdzenia Gddla. Wydawnictwo Nau-
kowe UAM, Poznan.

2.16 Tworczos¢ zbioru twierdzen PA i produktywnos¢ zbioru prawd
arytmetycznych

Zbiér wszystkich numeréw godlowskich twierdzen arytmetyki PA jest doS¢ szcze-
gbélnym zbiorem rekurencyjnie przeliczalnym. Z kolei, zbiér wszystkich prawd
arytmetycznych (zdan prawdziwych w modelu standardowym arytmetyki) jest do§¢
szczegdlnym zbiorem, ktdry nie jest rekurencyjnie przeliczalny. Niektére pojecia
uzywane w tym punkcie oméwiono w Dodatku A.

Powiemy, ze zbiér X jest m-sprowadzalny do zbioru Y, gdy istnieje funkcja
pierwotnie rekurencyjna f taka, ze dla dowolnej n: n € X doktadnie wtedy, gdy
f(n) € Y. Jesli dodatkowo f jest injekcja, to méwimy, ze X jest 1-sprowadzalny
do Y. Powiemy, ze zbidér Y jest uniwersalny dla klasy zbioréw X', gdy kazdy zbiér
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X € X jest m-sprowadzalny do zbioru Y. Méwimy, ze zbiory X oraz Y sa re-
kurencyjnie oddzielalne, gdy istnieje zbiér rekurencyjny Z taki, ze: X C Z oraz
Y Cw—Z(czyliY N Z =0).

Przypominamy, ze wszystkie relacje rekurencyjne (a wigc takze wszystkie zbiory
rekurencyjne) sa mocno reprezentowalne w PA. Dla teorii 1" (ktéra dopuszcza aryt-
metyzacje¢ sktadni) mozemy przeprowadzic takie same konstrukcje, jak dla arytme-
tyki PA. W szczegdblnosci, zdefiniowaé mozna (rekurencyjna) relacje Dowr (b, a)
zachodzaca doktadnie wtedy, gdy b jest numerem godlowskim dowodu (na gruncie
T) formuty o numerze gédlowskim a. Dalej, niech:

1. Twy = {a : 3z Dowrp(z,a)}.
2. NegTw, = {a : Formp(a) A =3z Fr(a,x) A (sn(=),a) € Twr}.
3. Twr jest zatem zbiorem numeréw godlowskich twierdzen teorii 7.

4. NegTw jest zbiorem numeréw godlowskich negacji twierdzen teorii 7'

TWIERDZENIE. Nie istnieje zbior uniwersalny dla klasy wszystkich zbiorow reku-
rencyjnych.
Zarys dowodu:

1. Dla dowodu nie wprost przypusémy, ze Y jest zbiorem uniwersalnym dla
klasy wszystkich zbioréw rekurencyjnych.

2. Niech F(z,y) bedzie funkcja rekurencyjna, uniwersalng dla klasy wszyst-
kich jednoargumentowych funkcji pierwotnie rekurencyjnych.

3. Niech Xo = {n: F(n,n) ¢ Y}. Wtedy X jest rekurencyjny.

4. Na mocy przypuszczenia dowodu nie wprost istnieje wigc funkcja pierwot-
nie rekurencyjna f taka, ze: n € X doktadnie wtedy, gdy f(n) € Y.

5. Na mocy uniwersalnoSci F' istnieje liczba ng taka, ze dla wszystkich x:
f(x) = F(no,z).

6. Dla dowolnej n mamy wigc:

n € X doktadnie wtedy, gdy F'(ng,n) € Y.

7. Dlan = ng mamy w szczegdlnosci:

(a) ng € Xo doktadnie wtedy, gdy F'(no,no) € Y (na mocy definicji
funkcji F)).
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(b) ny € X doktadnie wtedy, gdy F'(ng,ng) ¢ Y (na mocy definicji X).

8. Otrzymana sprzeczno$¢ kaze odrzuci¢ przypuszczenie dowodu nie wprost.
Ostatecznie zatem nie istnieje rekurencyjny zbidr uniwersalny dla klasy wszyst-
kich zbioréw rekurencyjnych.

TWIERDZENIE. Jesli wszystkie zbiory rekurencyjne sq mocno reprezentowalne w
T, to zbiory Twr oraz NegTwy nie sq rekurencyjnie oddzielalne. W szczegolno-
sci, zbior numerow godlowskich twierdzeri PA oraz negacji twierdzeri PA nie sq
rekurencyjnie oddzielalne.

Zarys dowodu:

1. Dla kazdego zbioru rekurencyjnego X istnieje formuta 1) x () jezyka teorii
T taka, ze dla dowolnej n mamy:

2. n € X doktadnie wtedy, gdy T+ ¥ x (),
3. n ¢ X doktadnie wtedy, gdy 7'+ - x (7).

4. To z kolei oznacza, ze dla dowolnej n:

(a) n € X doktadnie wtedy, gdy "¢ x (1) € Twp
(b) n ¢ X doktadnie wtedy, gdy "¢ x (1)" € NegTw,.

5. Otrzymujemy stad rOwnowaznosci:

(a) n € X doktadnie wtedy, gdy Sub("¢x, "z, num(n)") € Twr,
(b) n ¢ X doktadnie wtedy, gdy Sub("¢x, "z, num(n)™) € NegTw.
6. Funkcja f(n) = Sub("¢x, 27, num(n)™) jest pierwotnie rekurencyjna.

7. X jest sprowadzalny (za pomoca f) do Twr (a w — X jest sprowadzalny do
NegTw), poniewaz:

(a) n € X dokladnie wtedy, gdy f(n) € Twy
(b) n ¢ X doktadnie wtedy, gdy f(n) € NegTw.

8. Gdyby istnial rekurencyjny zbiér Y oddzielajacy zbiory Twr i NegTwy, to
mielibySmy:

(a) jeslin € X,to f(n) €Y
(b) jeslin ¢ X,to f(n) ew—Y.
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9. Wtedy: n € X doktadnie wtedy, gdy f(n) € Y, czyli Y bylby uniwersalny
dla klasy wszystkich zbioréw rekurencyjnych, co jest niemozliwe. Ostatecz-
nie wigc, Twr oraz NegTw nie sa rekurencyjnie oddzielalne.

Na mocy powyzszego twierdzenia mozemy stwierdzi¢, jak ztozone sa zbiory:
numeréw godlowskich twierdzefi oraz numeréw godlowskich negacji twierdzen
danej teorii.

Jesli w teorii T wszystkie relacje rekurencyjne sa mocno reprezentowalne,
to zbiory: Twr numeréw godlowskich twierdzen teorii 1" oraz NegTw, nume-
row godlowskich negacji twierdzefi teorii 7' nie sa rekurencyjne. W szczeg6lno-
$ci, zbiér numeréw godlowskich twierdzen arytmetyki PA nie jest rekurencyjny.
Podobnie, zbiér numeréw godlowskich negacji twierdzen arytmetyki PA nie jest
rekurencyjny.

Niech T oznacza zbiér numeréw godlowskich zdan jezyka PA prawdziwych w
modelu standardowym 91, za$ IF zbiér numeréw godlowskich zdan jezyka PA fal-
szywych w tym modelu. Wiemy, ze Twp4 C T (inkluzja wiasciwa). Zbiér Twp 4
jest rekurencyjnie przeliczalny, ale nie jest rekurencyjny. A jaki jest zbior T?

Moéwimy, ze zbiér X C w jest:

1. produktywny, gdy istnieje funkcja rekurencyjna f taka, ze dla wszystkich
x,jeSi W, C X, to f(z) € X — W, (tu (W,)zew jest standardowym
wyliczeniem zbioréw rekurencyjnie przeliczalnych);

2. tworczy, gdy X jest rekurencyjnie przeliczalny, a jego dopelnienie w — X
jest zbiorem produktywnym.

3. m-zupetny, gdy X jest rekurencyjnie przeliczalny i kazdy rekurencyjnie prze-
liczalny zbidr A jest m-sprowadzalny do X.

Wprost z definicji wynika, ze:
1. Jesli X jest produktywny, to nie jest rekurencyjnie przeliczalny.
2. Jesli X jest tworczy, to nie jest rekurencyjny.

Zbior W = {{a,m) : In ({a}(m) ~ n)} nazywamy (I-arg.) problemem
stopu. [Tu () jest funkcja kodujaca ciagi.] Zachodza nastepujace fakty:

1. Zbiér W jest rekurencyjnie przeliczalny. Istotnie, wynika to z faktu, ze zbioér
czgSciowych obliczen rekurencyjnych COR jest rekurencyjnie przeliczalny.

80



2. Zbiér W jest m-zupelny. Istotnie, jesli A jest dowolnym zbiorem rekurencyj-
nie przeliczalnym, to jest dziedzing pewnej czg¢Sciowej funkcji rekurencyjnej
{a}, i wtedy dla funkcji rekurencyijnej g(m) = (a, m) mamy: A = g~ (W).

3. Przy okazji: W jest uniwersalny dla klasy wszystkich (1-arg.) relacji semi-
rekurencyjnych (w konsekwencji, nie jest rekurencyjny). [Relacja R jest
semi-rekurencyjna, gdy dla pewnej relacji rekurencyjnej Q(x,y): R(x) do-
ktadnie wtedy, gdy istnieje y taka, ze Q(x,y). Podobnie dla relacji n-arg.]

Zachodza takze nastgpujace twierdzenia:

1. Zbior przekgmiowy K = {x : x € W, } jest rekurencyjnie przeliczalny, a
nie jest rekurencyjny.

2. Zbior przekgtniowy K jest tworczy oraz m-zupetny.

3. Zbior K = {x : x ¢ W, } jest produktywny.

Mamy bowiem: a € K doktadnie wtedy, gdy (a,a) € W. Stad K jest reku-
rencyjnie przeliczalny. Gdyby K byt rekurencyijny, to zaréwno K jak i K bylby
rekurencyjnie przeliczalny (Twierdzenie Posta). W szczegdlnosci, dla pewnej a*
mieliby§my: K = W,«. Ale wtedy: a* € K = a* € Wy» = a* €K = a* ¢ K,
co daje sprzeczno$¢. Tak wigc, K nie jest rekurencyjny. Dla dowodu 3 wystarczy
zauwazy¢, ze dla kazdej a, jesli W, C K, to a € K — W,. Funkcja g(a) = a jest
rekurencyjna. Dla dowodu, ze K jest m-zupetny niech A bgdzie dowolnym zbio-

rem rekurencyjnie przeliczalnym i niech f(z,y) bedzie funkcja czgSciowa zdefi-
niowana nastgpujaco:

l. f(z,y) ~0,gdyz e A
2. f(x,y) 1, w przeciwnym przypadku.

Wykres f jest semi-rekurencyjny, a wigc f jest czeSciowa funkcja rekuren-
cyjna. Niech a bgdzie jakims indeksem f. Wtedy dla wszystkich x € w nastgpujace
warunki sa rownowazne:

l.xe A

2. {Si(a,2)}(y)
3. Si(a,x) € K.
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Tak wiec, A <,,, K, czyli K jest m-zupelny. Wreszcie, K jest twérczy, bo K
jest produktywny.
TWIERDZENIE. Jesli X jest produktywny oraz m-sprowadzalny do 'Y, to' Y jest
produktywny.
Zarys dowodu:

1. Niech h begdzie funkcja produktywna dla X. Dla wszystkich x mamy wigc:
jesli W, C X, to h(z) € X — W

2. Skoro X <, Y, to istnieje funkcja rekurencyjna f taka, ze X = f~1(Y).
Niech b bedzie indeksem f (wyktad 6) oraz niech g(a) = 23+1.31+1. 5o+,
7°+1 Wtedy g(a) € PRI.

3. Wtedy dla wszystkich a mamy W,y = f —1(W,), poniewaz zachodza réw-
nowaznosci:

v € fTH(Wa) = fz) e Wa = {a}(f(2)) L = {g(a)}(z) |.
4. Zatem dla kazdej a:

(a) jesli W, C Y, to Wg(a) C X,

(b) jesli W) € X, to h(g(a)) € X — Wy,

(©) jesli h(g(a)) € X — Wy(ay, 10 [(h(g(a))) € Y ~ Wi,
(d) azatem Y jest produktywny.

Jako wniosek otrzymujemy: Jesli X jest m-zupetny, to w — X jest produk-
tywny. Zauwazmy bowiem, ze jesli X jest m-zupelny, to K <,,, X, a wigc takze
K < (w— X), czyli w — X jest produktywny. Nadto, jesli X jest tworczy i
m-sprowadzalny do Y, to Y jest twdrczy.

X jest 1-zupetny, gdy jest rekurencyjnie przeliczalny i wszystkie zbiory reku-
rencyjnie przeliczalne sa don 1-sprowadzalne. Powiemy, ze X 1Y sa m-réwnowazne,
gdy X <, YorazY <, X. Powiemy, ze X i Y sa 1-rownowazne, gdy X jest
1-sprowadzalny do Y oraz Y jest 1-sprowadzalny do X. Méwimy, ze X i Y sa re-
kurencyjnie izomorficzne, jesli istnieje rekurencyjna bijekcja z X na Y. Zachodza
nastgpujace Twierdzenia Myhilla:

1. Nastgpujace warunki sa réwnowazne, dla dowolnego zbioru X:

(a) X jest tworczy.
(b) X jest 1-zupetny.
(¢c) X jest m-zupelny.
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2. Nastgpujace warunki sa rownowazne, dla dowolnych zbioréw X, Y:

(a) X 1Y sarekurencyjnie izomorficzne.

(b) X 1Y sa l-rownowazne.

Wszystkie zbiory tworcze sa ,,podobne” do K, a wszystkie produktywne do K,
co wynika z twierdzein Myhilla:

1.

2.

Zbior X jest produktywny doktadnie wtedy, gdy K jest m-sprowadzalny do
X.

Zbior X jest tworczy doktadnie wtedy, gdy istnieje rekurencyjna bijekcja z
X naK

Dowody twierdzen Myhilla znaleZ¢ mozna np. w: Bell, Machover 1977, Od-
ifreddi 1989, Rogers 1967, Soare 1987.

TWIERDZENIE. Zbior T jest produktywny. Zbior T nie jest rekurencyjnie przeli-
czalny.
Zarys dowodu:

1.

Zbidr przekatniowy K jest rekurencyjnie przeliczalny, a zatem istnieje rela-
cja rekurencyjna R taka, ze: x € K doktadnie wtedy, gdy istnieje y taka, ze
zachodzi R(x,y).

Na mocy Twierdzenia o Reprezentowalnosci istnieje formuta ¢ jezyka PA,
ktéra mocno reprezentuje R.

. Wtedy dla dowolnej n: n € K doktadnie wtedy, gdy Mo = Jy Yr(7, y).
. Nadto, dla dowolnej n: n € K doktadnie wtedy, gdy Mo = ~Jy ¥r(7, y).

. Funkcja g(n) = "=3y ¥ r(7,y) " jest (catkowita) funkcja rekurencyjna.

Przypominamy, ze T jest zbiorem numeréw gddlowskich formut prawdzi-
wych w modelu standardowym 9.

Nastepujace warunki sa r6wnowazne, dla dowolnej n:

(@) ne K
(b) Ny = ~Jy ¥Yr(7,y)
(c) g(n) € T.
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8. Pokazalismy wiec, ze K <,,, T (przez funkcje g). Poniewaz K jest produk-
tywny, wigc T tez jest produktywny.

9. W konsekwencji, T nie jest rekurencyjnie przeliczalny.

Podobnie dowodzimy, ze zbidr F jest produktywny, a wigc nie jest rekurencyj-
nie przeliczalny.

Pokazemy, ze jeSli PA jest w-niesprzeczna, to zbiér Twp 4 jest twérczy. Mozna
takze udowodnié, ze jesli PA jest niesprzeczna, to zbior Twp 4 jest tworczy. Mozna
tez udowodnié, ze jesli PA jest niesprzeczna, to zbidr Twp 4 jest m-zupelny. W nie-
ktérych dowodach korzysta si¢ z faktu, ze w PA sa stabo reprezentowalne wszyst-
kie zbiory rekurencyjnie przeliczalne. Dowody tych twierdzen znaleZ¢ mozna np.
w: Bell, Machover 1977, Cutland 1980, Hinman 2005, Odifreddi 1989, Rogers
1967, Soare 1987.

Powtdérzmy: zbidr przekatniowy K jest rekurencyjnie przeliczalny, a zatem ist-
nieje relacja rekurencyjna R taka, ze: « € K doktadnie wtedy, gdy istnieje y taka,
ze zachodzi R(x,y). Na mocy Twierdzenia o Reprezentowalno$ci istnieje formuta
YR jezyka PA, ktéra mocno reprezentuje R.

LEMAT 1. Jeslin € K, to PAF Jy Yr(n,y).

Niech bowiem n € K. Wtedy dla pewnej m zachodzi R(n, m). Na mocy moc-
nej reprezentowalnosci R przez ¢yr mamy: PA b ¢ (7, m). Na mocy regut FOL:
PAF 3y yr(m,y).

Dowdéd implikacji w druga strong wykorzystuje zatozenie o w-niesprzecznosci
PA:

LEMAT 2. Zatoimy, zZe PA jest w-niesprzeczna. Wtedy: jesli PA - 3y Yr(n, y), to
n ek

Przypusémy bowiem, dla dowodu nie wprost, ze n ¢ K. Wtedy dla kazdej m:
nie zachodzi R(n,m). Na mocy mocnej reprezentowalnosci R przez ¢)r mamy,
dla wszystkich m: PA + —gr(m,m). Na mocy w-niesprzeczno$ci PA mamy:
PA non & Jy =—pr(m,y), czyli PA non - 3y yr(m,y). To daje sprzecznosé
z zatozeniem, ze PA + Jy ¢ r(7m,y). Przypuszczenie dowodu nie wprost trzeba
wiec odrzucié. Ostatecznie, n € K.

TWIERDZENIE. Jesli PA jest w-niesprzeczna, to zbior Tw p o numerow godlowskich
twierdzeri PA jest tworczy.
Zarys dowodu:

1. Zbiér Twp 4 jest rekurencyjnie przeliczalny, jak juz wiemy.

2. Namocy lematéw 1i2 mamy: n € K doktadnie wtedy, gdy PA F 3y ¥r(7,y),

gdzie relacja R i formuta ¢/ zostaly okreslone powyze;j.
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3. Niech h(n) = "3y ¥ r(7,y)". Wtedy funkcja h jest rekurencyjna.
4. Ponadto, mamy: n € K doktadnie wtedy, gdy h(n) € Twpa.
5. Tak wigc, zbidr K jest m-sprowadzalny do Twp 4.

6. Poniewaz K jest tworczy, wigc takze Twp 4 jest tworczy.

Zbiory produktywne to zbiory, ktére nie sq rekurencyjnie przeliczalne ,,w spo-
sob efektywny”. Jesdli bowiem X jest produktywny, to istnieje funkcja rekuren-
cyjna f taka, ze dla kazdego z rekurencyjnie przeliczalnych kandydatéw W, na
bycie zbiorem X (czyli dla warunku W, C X) znajdujemy liczbg g(x) taka, ze
g(z) € X — Wy, czyli element, ktérym X r6zni si¢ od W,.

Zbiory twércze to zbiory rekurencyjnie przeliczalne, ktére nie sq rekurencyjne
,» W sposob efektywny”. Jesli bowiem X jest tworczy (a wigc jego dopetnienie w —
X jest produktywne), to — poniewaz w — X nie jest rekurencyjnie przeliczalny ,,w
sposdb efektywny” — nie ma szans na skorzystanie z Twierdzenia Posta (zbiér A
jest rekurencyjny doktadnie wtedy gdy A oraz w— A sa rekurencyjnie przeliczalne).

Wtasnos¢ tworczosci zbioru twierdzen wykorzystuje si¢ w dowodach nieroz-
strzygalnosci teorii.

2.17 Przyklady zdan prawdziwych, acz niedowodliwych w PA

Choc¢ zdanie nierozstrzygalne Godla podane jest w sposéb konstruktywny, to uwaza
sig, iz nie jest ono interesujace dla ,,normalnej” matematyki, gdyz ma ,,tre§¢ me-
tatmatematyczng”, a nie dotyczy probleméw, ktérymi zajmujemy si¢ w ,,zwyktej”
teorii liczb. Jednym z probleméw jest zatem poszukiwanie zdaf nierozstrzygal-
nych na gruncie PA, ktére mialyby niebanalng tre§¢ matematyczna. Inny problem
to poszukiwanie zdan nierozstrzygalnych metodami semantycznymi (bez odwo-
tania si¢ do procedury arytmetyzacji). Aby wykazaé niezupetno$¢ PA wystarczy
znalez¢ zdanie 1) oraz modele 2, B dla PA takie, ze: 2 |= 1 oraz B | —.

Dla X C w przez [X|" oznaczamy rodzing wszystkich n-elementowych pod-
zbioréw X . Funkcjq kolorujgcq nazywamy kazda funkcje C' : [X]" — {0,1,2,...
1}. Zbiorem jednorodnym (wzglgdem C') nazywamy taki podzbiér Y C X, dla
ktérego funkcja C' ma wartos¢ stata na [Y]". Zachodza nastepujace twierdzenia:

1. NIESKONCZONE TWIERDZENIE RAMSEYA. Niech n,c > 0. Dla dowolnej
funkcji kolorujgcej C' : [w]™ — {0,1,2,...,¢c — 1} istnieje nieskoriczony
zbior jednorodny wzgledem C'. [Ma dowéd w teorii mnogosci.]

2. SKONCZONE TWIERDZENIE RAMSEYA. Niech m,c > Q0 oraz s > n + 1.
Istnieje liczba R(s, c,n) taka, Ze dla kazdej r > R(s, c,n), kaidego zbioru
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r-elementowego X i kazdej funkcji kolorujacej C : [ X]|" — {0,1,2,...,c—
1} istnieje zbior jednorodny wzgledem C' o s elementach. [To twierdzenie ma
dowdd w PA.]

Zbior X C w jest wzglednie duzy, gdy jego moc jest niemniejsza od jego
najmniejszego elementu. Zdanie Parisa-Harringtona to zdanie g stwierdzajace,
ze: dla dowolnych s, n, ¢ istnieje liczba H (s, n,c) taka, ze dla wszystkich h >
H(s,n,c), dowolnego X o mocy h i dowolnej funkcji kolorujacej C' : [X]* —
{0,1,2,...,c— 1} istnieje wzglgdnie duzy zbiér Y jednorodny wzglgdem C', ma-
jacy co najmniej s elementéw.

TWIERDZENIE PARISA-HARRINGTONA.

1. Zdanie pq jest prawdziwe w modelu standardowym Ny (a zatem PA non
o).

2. Zdanie g jest niezaleine od PA, czyli PA non = q.

Dowdéd tego twierdzenia wykracza poza ramy niniejszego wykladu.

Reprezentacjq liczby m przy zasadzie n nazywamy przedstawienie liczby m
jako sumy poteg liczby n tak, aby uzyte wykladniki byly mniejsze badz réwne n.
Ciggiem Goodsteina dla liczby m nazywamy ciag (my, ) ke taki, ze:

1. mg = m, mp = Giy1(my—1) dla k > 0, gdzie funkcje G,,(m) definiujemy
nastgpujaco:

2. jeslim = 0,to Gp(m) = 0;

3. jeslim # 0, to G, (m) jest liczbg otrzymana przez zastapienie w reprezen-
tacji liczby m przy zasadzie n liczby n przez liczbg n + 1 1 odjecie 1.

Rozwazmy przyktady:

1. Reprezentacija 35 przy zasadzie 2 jest: 22°+1 + 21 4 20,

2. Reprezentacja 266 przy zasadzie 2 jest: 92" 4 92+l 4 9l
Ciag Goodsteina dla liczby 3 wyglada nastgpujaco:
l.mog=3=2"+41

2. my = Ga(mp) = (31 +1) — 1 = 3! (zamienilismy 2 na 3)

3. mg = G3(m1) = 4' — 1 = 3 (zamieniliSmy 3 na 4)
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4. m3 = G4(mz) =3 — 1 = 2 (tu nie ma 4, wigc nie mozna zmieni¢ 4 na 5)
5. mg = G5(m3) =2 — 1 =1 (tu nie ma 5)

6. ms = Gg(my) =1 — 1 = 0 (tu nie ma 6)

7. m,, = 0dla wszystkich n > 5.

Tradycyjnie, rozwazmy jeszcze liczbe 266:

22+1

1. mg =266 =22 22+ 4 2l

2. my = Go(mp) = (337 +331 4-31) =1 = 3" 133+ 131 4 2~ 10
3. my = Ga(my) = (447 444+ £ 9) — 1 = 44" 444+l 41 & 10516

4. mg = Ga(mg) = (5% + 571 +1) —1=5""" 4 551 ~ 1010000
5.

Cho¢ ciagi Goodsteina poczatkowo ,,rosna bardzo szybko”, to jednak kazdy
taki ciag ma od pewnego miejsca wszystkie wyrazy rowne 0. Dla my = 4 mamy
my = Oodk=3- 2402653211'

Zdaniem Parisa-Kirby’ego nazwiemy zdanie ¢ o postaci: Ym3k my = 0.

Twierdzenie Parisa-Kirby’ego.

1. Zdanie @1 jest prawdziwe w modelu standardowym Ny (a zatem PA non
1)

2. Zdanie @ jest niezaleine od PA, czyli PA non = ;.

Funkcja g(m) = pk (my = 0) jest catkowita, ale w PA nie mozna tego do-
wies¢. Dowdd tego twierdzenia réwniez wykracza poza ramy niniejszego wykladu.
Zauwazmy, ze zdania ¢ 1 (o1 maja (niebanalna) treS¢ matematyczng: pierwsze do-
tyczy kombinatoryki, drugie teorii liczb.

Twierdzenie Kruskala, gloszace, ze zbiér drzew skonczonych znakowanych
symbolami dobrze (czgéciowo) uporzadkowanego alfabetu sam jest dobrze (cze-
Sciowo) uporzadkowany, ma (podang przez Friedmana) wersje, ktéra nie jest do-
wodliwa w PA.

Niech ¢(7) bedzie zdaniem (ktére mozna wyrazi¢ w jezyku PA): Istnieje m
taka, ze jesli 11, . . . , T),, jest skoficzonym ciggiem drzew, gdzie T}, ma n+ k wierz-
chotkéw, to dla pewnych i oraz j takich, ze i < j mamy: T; T T} (gdzie C jest
stosownie okreslonym porzadkiem na zbiorze drzew). Twierdzenie Kruskala glosi,
ze:
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1. Dla kazdej n: PA + ¢(n).
2. PAnonkVx ¢(z).

3. Niech f(n) = dlugos¢ najkrétszego dowodu ¢(7) w PA. Wtedy f rosnie
szybciej niz funkcja Ackermanna.

Tak wigc, mamy przyktady twierdzen (nie tylko o tresci metamatematycznej),
o ktérych wiemy, iz sa prawdziwe, lecz niedowodliwe w PA. Dowody tych twier-
dzen wykorzystuja zatem pewne metody niefinitarne. W szczegélnosci, dowody
pewnych wtasnosci obiektéw finitarnych (liczby, skoriczone ciagi liczb) wymagaja
srodkow, ktére istotnie wykraczaja poza metody dowodowe arytmetyki PA.

2.18 Niestandardowy model arytmetyki

Skoro arytmetyka nie jest kategoryczna (ani zupetna), to jak wygladaja jej modele
r6zne od modelu standardowego, nieizomorficzne z nim? Postaramy si¢ teraz po-
kazaé przyktady modeli niestandardowych PA, czyli nieizomorficznych z modelem
standardowym.

PROSTY PRZYKEAD. Wykorzystamy twierdzenie o zwarto$ci. Dodajemy do je-
zyka PA nowa stata c i rozwazamy zbiér zdan:

F={-c=n:ncw},

gdzie = jest predykatem identycznosci, 7 jest liczebnikiem nazywajacym liczbe n,
a w jest zbiorem wszystkich liczb naturalnych. Wtedy kazdy skoficzony podzbidr
tego zbioru ma model: wystarczy jako interpretacje statej ¢ wybra¢ odpowiednio
duza liczbg. Na mocy twierdzenia o zwartoSci, caty zbidr I' réwniez ma model. W
modelu tym interpretacja statej c jest r6zna od kazdej liczby naturalnej, a wigc jest
to model niestandardowy.

CIEKAWSZY PRZYKEAD. Stuchacze moga by¢ zniesmaczeni poprzednim przykta-
dem: to tylko jakies sztuczki z jezykiem, wyciagasz z kapelusza jakaS$ obca stata,
nie lubimy tego. Podamy teraz nieco bardziej skomplikowana konstrukcje (be-
daca szczegblnym przypadkiem konstrukcji ultraproduktu, pochodzacej od Tho-
ralfa Skolema (1933), Edwina Hewitta (1948) i Jerzego Losia (1949)). Rezygnu-
jemy przy tym z formalnego, w petni precyzyjnego jej przedstawienia. Mocno wie-
rz¢, ze stuchacze potrafig — czyniac aktywnym 6w zmyst percepcji wspomniany na
poczatku wyktadu — wyobrazi¢ sobie t¢ konstrukcj¢, bez zapetniania czterech tablic
skomplikowanymi wzorami. Opieramy si¢ na przedstawieniu konstrukcji modelu
niestandardowego w ksiazce Andrzeja Grzegorczyka Zarys arytmetyki teoretycznej
(Grzegorczyk 1971).
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Rozwazmy ogét wszystkich funkcji (jednoargumentowych) ze zbioru wszyst-
kich liczb naturalnych w w ten zbidr. Ze szkoty znasz te funkcje: nazywano je
tam ciggami (o wartoSciach bedacych liczbami naturalnymi). Wybierzmy teraz z
tego ogétu funkcje definiowalne arytmetycznie, czyli takie funkcje, ktérych defi-
nicje mozna zapisa¢ w arytmetyce elementarnej dodawania i mnozenia. Niech ich
0go6t to zbior df . Podobnie, niech D F bedzie ogétem zbiorow definiowalnych aryt-
metycznie, czyli takich zbioréw (liczb naturalnych, relacje nalezenia do ktérych
mozna zdefiniowa¢ w arytmetyce elementarnej dodawania i mnozenia). Zachodza
nastgpujace fakty:

1.

Zbiér DF jest ciatem zbiorow, czyli zawiera jako swéj element cate uniwer-
sum oraz jest domknigty na operacje sumy, przekroju i réznicy.

. Wszystkie zbiory skoniczone sa elementami DF. W konsekwencji, takze

wszystkie zbiory koskoriczone (czyli takie, ktérych dopetnienia sa skoriczone)
sg elementami DF'.

. Przez podstawienie funkcji definiowalnych do formutly arytmetycznej mozna

zdefiniowac jedynie zbiory arytmetycznie definiowalne.

. Zbiér DF jest przeliczalny. Takze zbidr df jest przeliczalny. A zatem wszyst-

kie funkcje z df ustawi¢ mozna w jeden ciag fo, f1, fo, ... (Wykorzystujac
np. kodowanie formut definiujacych te funkcje).

Filtrem w ciele D F nazywamy kazda rodzing D zbioréw, spetniajaca nastgpu-
jace warunki:

1.
2.

3.

Zbiér w wszystkich liczb naturalnych nalezy do D.
Przekrdj dowolnych dwéch zbioréw nalezacych do D réwniez nalezy do D.

Nadzbiér zbioru nalezacego do D réwniez nalezy do D.

O filtrze D méwimy, ze jest:

1.

2.

wtasciwy, gdy zbidr pusty nie jest jego elementem;

niegtowny, gdy jego przekrdj (przekréj wszystkich jego elementéw) nie jest
jego elementem;

. pierwszy, gdy dla dowolnego zbioru arytmetycznie definiowalnego X, albo

X, albo jego dopetnienie jest elementem D.
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Filtry pierwsze to filtry maksymalne (ze wzgledu na relacje inkluzji). Nazy-
wamy je takze ultrafiltrami. Nie kazdy filtr wlasciwy i niegtéwny jest filtrem pierw-
szym, ale (w danym ciele zbioréw) kazdy taki filtr mozna rozszerzy¢ do filtru
pierwszego.

Intuicyjnie, kazdy filtr wtasciwy i niegtéwny to rodzina ,,duzych” podzbioréw
uniwersum. Prosze przeczyta definicje filtru wiasciwego zastgpujac stowa ,,jest
elementem filtru” przez ,,jest duzym podzbiorem uniwersum”.

Zachodza nastgpujace fakty:

1. Rodzina Dy wszystkich zbioréw koskoniczonych jest wiasciwym filtrem nie-
gléwnym w ciele DF'.

2. Istnieje w ciele DF filtr pierwszy, wlasciwy i niegléwny D zawierajacy ro-
dzing wszystkich zbioréw koskonczonych Dy.

Mozemy przystapi¢ do obiecanej konstrukcji modelu niestandardowego. W
zbiorze df okre§lamy relacjg ~:

f~g = {icw: fi)=g(i)} €D.

Jest to relacja réwnowaznosci. Zbior jej wszystkich klas abstrakcji oznaczmy
przez N*. Bedzie to uniwersum naszego modelu. Tradycyjnie, klase abstrakcji
funkcji f (wzgledem relacji ~) bedziemy oznaczali przez [f].

Intuicyjnie, jesli dwie funkcje réznig si¢ wartoSciami jedynie na skoficzonej
liczbie argumentow, to zachodzi migdzy nimi relacja ~. A jesli np. r6znig si¢ na
argumentach nieparzystych, a sa réwne na argumentach parzystych? C6z, wtedy
wszystko zalezy od tego, czy zbidr wszystkich liczb parzystych nalezy do (nieefek-
tywnie konstruowanego) ultrafiltru D. Zbiér wszystkich liczb parzystych nalezy do
DF, a wigc albo on, albo jego dopelnienie nalezy do D.

Zdefiniujmy dwa elementy wyréznione modelu:

1. 0* = [0], gdzie 0/ jest funkcja stata, przyjmujaca wartos¢ 0 dla kazdego
argumentu.

2. 1* = [1'], gdzie 1’ jest funkcja stata, przyjmujaca warto$¢ 1 dla kazdego
argumentu.

Zdefiniujemy operacje dodawania i mnozenia w tym modelu. Najpierw, niech
@ oraz ® beda operacjami dodawania funkcji ,,po wspétrzednych”, czyli:

1. (f®g)(n) = f(n)+ g(n), dla wszystkich n;
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2. (fog)(n) = f(n)-g(n),dla wszystkich n.

Wtedy operacje dodawania +* oraz mnozenia -* w uniwersum /N* okreslamy
nastgpujaco:

L [fl+ gl =[fe@d]
2. [f1 " gl =[fogl

Definicje te sa poprawne, tj. nie zaleza od wyboru reprezentantéw z klas abs-
trakcji. Operacje¢ nastgpnika S* mozemy zdefiniowa¢ wykorzystujac operacje +*
oraz element wyrézniony 1*: S*([f]) = [f] +* 1*. Rowniez ta definicja jest po-
prawna.

Zachodzi twierdzenie, ktérego z niecierpliwo$cia wypatrujq stuchacze:

e Uktad M* = (N*,S* +*, -*,0*) jest niestandardowym modelem arytme-
tyki PA.

Dowdd faktu, ze 91* jest modelem PA wykorzystuje twierdzenie Losia. Poka-
zemy, ze model 1* jest niestandardowy. Elementami standardowymi modelu sg
klasy abstrakcji funkcji statych (o tej samej wartoSci dla wszystkich argumentow).
Uniwersum N* zawiera zatem czgs¢ standardowq, ztozona z klas 0* = [0'], 1* =
[1],2* = [2/],3* = [3],...,n* = [n],..., gdzie dla kazdej n: n/(i) = n dla
wszystkich i.

Niech teraz J bedzie funkcja identycznosciowq, czyli J (i) = i dla wszystkich
argumentow 7. Pokazemy, ze element J* = [J] jest niestandardowy, czyli rézny
od wszystkich elementéw standardowych.

Okreslamy ciag funkcji h,, (Wyznaczajacych pewne elementy niestandardowe):
hn(i) = i=n (gdzie — jest operacja odejmowania liczb naturalnych, okreslona
w znany sposéb). Wprost z definicji otrzymujemy réwnos$¢:

Vi >n (hy(i) +n'(i) = J(i)).
Réwnosé ta implikuje, ze:
[hp] +5 0] = [J] = J*.
W konsekwencji, w modelu 91" prawdziwy jest warunek:
Vn € w3dX € N* (J* =n"4+" X).
Mozna teraz w naturalny spos6b okresli¢ relacje <:

r<y = zew(y=x+2).
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Ma ona swdj odpowiednik <* w uniwersum modelu niestandardowego 91*. Z po-
wyzszych réwnosci otrzymujemy wtedy:

Vn € w (n* <* JY).

A to oznacza, ze element J* jest wigkszy od wszystkich elementéw standardo-
wych. Istotnie wigc model D1* nie jest izomorficzny z modelem standardowym
No.

Wszystkie przeliczalne modele niestandardowe arytmetyki PA maja ten sam
typ porzadkowy, a mianowicie typ w+ (w* 4+ w) - 0. Jest to porzadek liniowy, w kt6-
rym najpierw wystepuje kopia zbioru wszystkich liczb naturalnych, a potem tyle
kopii zbioru wszystkich liczb catkowitych, ile jest liczb wymiernych. Zbudowany
powyzej model niestandardowy réwniez ma wigc ten typ porzadkowy. Czesci stan-
dardowej modelu 91* nie mozemy zdefiniowaé ,,wewnatrz” tego modelu, mozemy
to uczynié jedynie w metajezyku.

Model standardowy 91 jest elementarnie rownowazny z modelem niestandar-
dowym 91*, cho¢ modele te nie sa izomorficzne. Tak wigc, w ramach logiki pierw-
szego rzedu, modele te sa nieodréznialne semantycznie.

Dla modeli niestandardowych arytmetyki PA zachodzi nastgpujace twierdze-
nie:

TWIERDZENIE TENNENBAUMA. Zaden niestandardowy model arytmetyki PA nie
jest rekurencyjny.

Méwiac w uproszczeniu, model 9 = (M, S+ .M M) (o tej same;j sy-
gnaturze co model standardowy) dla PA jest rekurencyjny, jesli mozemy okresli¢
w uniwersum modelu standardowego D funkcje rekurencyjne S”0, +"% .20 oraz
liczbe 07 w taki sposéb, ze M = (M, S™, 47 I ™) oraz My = (w, ™0, 470, I No)
sg izomorficzne. Twierdzenie Tennenbauma glosi zatem, ze model standardowy
jest wyrézniony ze wzgledu na fakt, iz tylko w nim obie operacje — dodawanie i
mnozenie — sg rekurencyjne. Por. cytowang monografi¢ Grzegorczyka (s. 262):

Mozna ogdlnie dowies¢, ze definicja modelu niestandardowego dla
dodawania i mnozenia nie moze mie¢ prostej (rekurencyjnej) postaci
arytmetycznej, ale w arytmetycznej definicji modelu musi wystgpo-
wac kilka kwantyfikatoréw liczbowych.

Konstrukcja przedstawiona w tym punkcie moze by¢ takze uogdlniona na catl-

kiem dowolne ciata zbioréw oraz ultrafiltry niegtéwne. W istocie, konstrukcja ul-
traproduktu jest jedna z najwazniejszych w teorii modeli.
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Niestandardowe liczby naturalne pozwalaja kodowac nieskoficzone zbiory liczb
naturalnych. Ponadto, skoro mamy matematyczny odpowiednik wielkosci liczbo-
wej nieskoriczenie duZej, to otrzyma¢ mozemy takze taki odpowiednik dla wiel-
kosci liczbowej nieskoriczenie matej, a ten fakt ma podstawowe znaczenie np. w
analizie matematycznej, gdzie o takich wielko§ciach méwimy.

Przypomnijmy jeszcze jedna znang konstrukcje. Zbudujemy kontinuum roz-
szerzen arytmetyki PA. Niech Ty = P A iniech ¢y bedzie dowolnym zdaniem nie-
rozstrzygalnym w Tp. Przyjmujemy: Tog = PA U {4} oraz Ty; = PAU {—p}.
Dla dowolnego skoiczonego ciagu o wyrazach 0 i 1 niech:

1. TO’O = TO’ U {%}
2. Tal = Ta U {_'7/)0}'

Otrzymujemy w ten sposob nastgpujace nieskoniczone drzewo dwdjkowe roz-
szerzef PA:

Drzewo to ma kontinuum (280) galezi. Na mocy TWIERDZENIA O ZWARTO-
SCI suma teorii z kazdej galezi jest niesprzeczna (przy zatozeniu o niesprzecznosci
PA). Z kolei, kazda z tych sum ma model przeliczalny, na mocy DOLNEGO TWIER-
DZENIA LOWENHEIMA-SKOLEMA. Zadne dwa z tych modeli nie sa elementarnie
réwnowazne, na mocy konstrukcji powyzszego drzewa.

Jesli rozpoczniemy konstrukcje od zdania vy réwnego Con(PA), a kolejne
¥, tez beda wyrazaty niesprzecznos¢ 1, to modelem ,,najbardziej lewej” gatezi
tego drzewa begdzie model standardowy 1y, pozostate galezie beda mialty modele
niestandardowe. Kazde zdanie o postaci =C'on(T,) bedzie bowiem miato numer
godlowski, ktory jest liczba niestandardowa w odno$nym modelu. Tak wigc, model
standardowy jest tu wyrézniony przez pewna wtasnos$¢ metamatematyczng.

2.19 Teorie rozstrzygalne i teorie nierozstrzygalne

Rozwazamy teorie pierwszego rzgdu 7' w jezykach takich, ze zbiér numeréw godlow-
skich statych pozalogicznych 7' jest rekurencyjny. Jezyk teorii 1" oznaczamy przez
L(T). Definiujemy:
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1. Teoria Ty w jezyku L(T%) jest rozszerzeniem teorii T1 w jezyku L(T7), gdy
kazdy aksjomat teorii 77 jest twierdzeniem teorii 75. Rozszerzenie takie na-
zywamy prostym, gdy L(T1) = L(T%). Jesli T» jest rozszerzeniem T, to T}
nazywamy podteoriq T5.

2. T jest istotnie nierozstrzygalna, gdy jest nierozstrzygalna oraz kazde jej nie-
sprzeczne rozszerzenie proste jest nierozstrzygalne.

3. T jest dziedzicznie nierozstrzygalna, gdy kazda jej podteoria T” taka, ze
L(T) = L(T") jest nierozstrzygalna.

4. Struktura relacyjna 2l jest mocno nierozstrzygalna, gdy kazda teoria T' taka,
ze A |= T jest nierozstrzygalna.

5. T jest mocno nierozstrzygalna, gdy jest niesprzeczna i kazdy jej model jest
mocno nierozstrzygalny.

Ponizej podajemy (bez dowodéw) wybrane fakty dotyczace teorii rozstrzygal-
nych oraz teorii nierozstrzygalnych, korzystajac z ich przedstawienia w monografii
Murawski 2000:

1. Arytmetyka PA jest istotnie nierozstrzygalna.

2. Kazda teoria niesprzeczna, w ktérej mocno reprezentowane sa wszystkie
zbiory rekurencyjne jest istotnie nierozstrzygalna.

3. Model standardowy PA jest mocno nierozstrzygalny.
4. Arytmetyka PA jest mocno nierozstrzygalna.

5. Jesli T jest niesprzeczna, zupelna i aksjomatyzowalna, to 1" jest rozstrzy-
galna.

6. Jesli T jest niesprzeczna, aksjomatyzowalna i nierozstrzygalna, to jest nie-
zupetna.

7. Dla kazdej teorii rozstrzygalnej i niezupetnej istnieje jej rozszerzenie roz-
strzygalne, niesprzeczne i zupelne.

8. Jesli T jest aksjomatyzowalna, to nastgpujace warunki sa rOwnowazne:

(a) T jestistotnie nierozstrzygalna.

(b) T jest niesprzeczna i kazde jej niesprzeczne i aksjomatyzowalne roz-
szerzenie jest niezupetne.
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(c) T jest niesprzeczna i zadne jej niesprzeczne i zupetne rozszerzenie nie
jest aksjomatyzowalne.

9. Jedli PA jest niesprzeczna, to zadne jej niesprzeczne i zupetne rozszerzenie
nie jest aksjomatyzowalne.

10. Struktura 2 jest mocno nierozstrzygalna dokladnie wtedy, gdy jej teoria
Th(2l) jest dziedzicznie nierozstrzygalna.

11. Jesli T ma model nierozstrzygalny, to T jest dziedzicznie nierozstrzygalna.

12. Kazda teoria mocno nierozstrzygalna jest dziedzicznie nierozstrzygalna.

2.19.1 Teorie rozstrzygalne: przyklady

Metody dowodzenia rozstrzygalnosci teorii:
1. metoda eliminacji kwantyfikatoréw,
2. metoda teoriomodelowa,

3. metoda interpretacji.

Wykazanie rozstrzygalnoSci teorii wcale nie przesadza o tym, iz przestaje ona
by¢ interesujaca (w tym sensie, ze dowodzenie jej twierdzen okazuje si¢ czysto
mechanicznym procesem). Znane metody rozstrzygania maja duza ztozonos¢ ob-
liczeniowa. Jednym z najwazniejszych probleméw wspédtczesnej informatyki teo-
retycznej jest problem P = N P, czyli pytanie o to, czy klasa funkcji obliczalnych
za pomocg wielotaSmowych deterministycznych maszyn Turinga jest réwna klasie
funkcji obliczalnych za pomoca wielotaSmowych niedeterministycznych maszyn
Turinga.

Metodaq eliminacji kwantyfikatoréw pokaza¢ mozna, zZe np. nastgpujace teorie
sa rozstrzygalne:

1. Teoria struktury (w, s, +,0).

2. Teoria struktury (w, s, 0).

3. Teoria struktury (w, s, -, 0).

4. Elementarna teoria identycznosci.

5. Teoria skonczenie wielu zbiorow.
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9.
10.

. Teoria porzadku dyskretnego.

Teoria porzadku liniowego liczb wymiernych.

. Teoria ciat algebraicznie domknigtych.

Teoria algebr Boole’a.

Teoria liczb rzeczywistych.

Twierdzenie t.osia-Vaughta glosi, ze jesli teoria 7' ma tylko modele nieskofi-
czone i jest kategoryczna w pewnej mocy nieskonczonej, to T’ jest zupetna. Metodq
teoriomodelowq pokazano, Ze np. nastgpujace teorie sg rozstrzygalne:

1.

2.

5.
6.

Teoria przeliczalnego gestego liniowego porzadku bez kofAcow.

Teoria ciat algebraicznie domknigtych o danej charakterystyce.

. Teoria wszystkich ciat skoiczonych.

Teoria ciat domknigtych w sensie rzeczywistym.
Teoria zbioréw liniowo uporzadkowanych.

Teoria grup abelowych.

Metoda interpretacji. Dana jest rozstrzygalna teoria 77, badamy czy T3 jest
rozstrzygalna. Okreslamy rekurencyjne odwzorowanie f formut z L(7%) na for-
muty z L(T}) takie, ze: T1 F f (1) doktadnie wtedy, gdy 75 F 1. To daje metode
rozstrzygania dla T5. Metoda interpretacji pokazano, ze np. nastgpujace teorie sg
rozstrzygalne:

1.

2.

Monadyczna teoria nastgpnika drugiego rzedu.

Teoria drugiego rzgdu dwdéch nastgpnikéw.

. Teoria zbioréw liniowo uporzadkowanych.

. Monadyczna teoria drugiego rzedu przeliczalnych zbioréw dobrze uporzad-

kowanych.
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2.19.2 Teorie nierozstrzygalne: przyklady

Dwie podstawowe metody dowodzenia nierozstrzygalnosci teorii:

1. wykorzystanie twierdzei Godla o niezupeinosci PA,

2. redukcja zagadnienia rozstrzygalnosci jednej teorii do (juz rozwiazanego)
zagadnienia rozstrzygalnosci innej teorii.

T, jest nieistotnym rozszerzeniem Ty, gdy kazda stata pozalogiczna z L(T5),
ktéra nie wystepuje w L(T}) jest stata indywidualng oraz kazde zdanie ¢ z L(T5),
ktére jest twierdzeniem 75> mozna udowodni¢ w oparciu o aksjomaty z T7. T5 jest
skoriczonym rozszerzeniem 11, gdy T5 jest rozszerzeniem 1) oraz istnieje skofi-
czony zbiér ® twierdzen teorii 75 taki, ze dla dowolnego zdania ¢: jesli T - ¢, to
T U P F . T 1715 sa zgodne, gdy maja wspdlne niesprzeczne rozszerzenie. 15
jest interpretowalna w I, gdy istnieje teoria 1" oraz rekurencyjny zbiér ¢ zdan,
ktére traktujemy jako aksjomaty teorii 1 takie, ze:

1. T jest wspolnym rozszerzeniem 17 i 1o
2. kazda stata jezyka L(T') jest stata L(77) lub L(T5)
3. elementy ® sa definicjami na gruncie 7} statych pozalogicznych jezyka L(7T3)

4. kazda stata pozalogiczna jezyka L(T5) wystepuje w doktadnie jednym zda-
niu ze zbioru ®

5. kazde twierdzenie teorii 7' wynika logicznie ze zbioru zdaf, z ktérych kazde
jest albo twierdzeniem 7 albo nalezy do ®.

T5 jest stabo interpretowalna w Ty, gdy Ts jest interpretowalna w pewnym
niesprzecznym rozszerzeniu prostym teorii 77 . Zaktadamy, ze stuchacze pamigtaja
pojecie relatywizacji 1(") formuty v do predykatu P. Relatywizacjq teorii T' do
predykatu P nazywamy teori¢ 1’ (P) zdefiniowana nastgpujaco:

1. L(TP)) = L(T) U {P}

2. ¢ jest twierdzeniem T') doktadnie wtedy, gdy ¢ wynika logicznie z formut
w(P ), gdzie 9 jest twierdzeniem teorii 7.

Teoria T jest relatywnie interpretowalna (relatywnie stabo interpretowalna) w
teorii 71, gdy istnieje jednoargumentowy predykat P nie nalezacy do jezyka L(T%)
taki, ze teoria TQ(P) jest interpretowalna (stabo interpretowalna) w teorii 77. Mamy
m.in. nastgpujace wyniki dotyczace nierozstrzygalnosci teorii:
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. Jesli 11 jest niesprzecznym rozszerzeniem 715 i T5 jest istotnie nierozstrzy-
galna, to 77 jest istotnie nierozstrzygalna.

. Jesli T5 jest nieistotnym rozszerzeniem 77, to:

(a) T jest nierozstrzygalna dokladnie wtedy, gdy 75 jest nierozstrzygalna.

(b) T jest istotnie nierozstrzygalna doktadnie wtedy, gdy 75 jest istotnie
nierozstrzygalna.

. Niech 77 1 T» beda teoriami w tym samym jezyku takimi, ze 7% jest skofi-
czonym rozszerzeniem 77. Wtedy: jesli T5 jest nierozstrzygalna, to 717 jest
nierozstrzygalna.

. (%) Niech T} i T beda teoriami zgodnymi i niech L(75) C L(77). Wtedy:
jesli T5 jest istotnie nierozstrzygalna i skoniczenie aksjomatyzowalna, to 77
jest dziedzicznie nierozstrzygalna.

. Jezeli T5 jest rozszerzeniem definicyjnym 77 oraz T3 jest nierozstrzygalna,
to 71 jest nierozstrzygalna.

. Niech 77 niesprzeczna, a T5 interpretowalna w 7 lub w pewnym nieistot-
nym rozszerzeniu 7. Wtedy:

(a) Jesli T5 jest istotnie nierozstrzygalna, to 77 jest istotnie nierozstrzy-
galna.

(b) Jedli T ma podteori¢ skoriczenie aksjomatyzowalna oraz istotnie nie-
rozstrzygalna, to rowniez 17 ma taka podteorig.

. Niech 75 stabo interpretowalna w 77. Jesli 75 jest istotnie nierozstrzygalna i
skoniczenie aksjomatyzowalna, to:

(a) T jest dziedzicznie nierozstrzygalna

(b) istnieje skonczone rozszerzenie teorii 77 w tym samym jezyku co 17,
ktore jest istotnie nierozstrzygalne.

. Niech 75 stabo interpretowalna w pewnym nieistotnym rozszerzeniu teorii
Ty. Jesli Ty jest istotnie nierozstrzygalna i skonczenie aksjomatyzowalna,
to:

(a) T jest dziedzicznie nierozstrzygalna

(b) istnieje istotnie nierozstrzygalne skoriczone rozszerzenie teorii 7.
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9. Niech predykat jednoargumentowy P nie nalezy do L(T"). Wtedy:

(a) Teoria TX) jest aksjomatyzowalna doktadnie wtedy, gdy 1 jest aksjo-
matyzowalna.

(b) Jesli w jezyku L(T') wystgpuje skoriczenie wiele symboli funkcyjnych,
to TP jest skoniczenie aksjomatyzowalna doktadnie wtedy, gdy 7" jest
skoniczenie aksjomatyzowalna.

10. Niech predykat jednoargumentowy P nie nalezy do L(T'). Wtedy: ") jest
istotnie nierozstrzygalna dokladnie wtedy, gdy T' jest istotnie nierozstrzy-
galna.

Przypominamy, ze Arytmetyka Robinsona () jest teorig w tym samym jezyku
co PA, ktérej aksjomatami sg aksjomaty PA (A1)-(A6) (a wigc bez aksjomatu in-
dukcji). Zachodza nastgpujace fakty:

1. @ jest skonczenie aksjomatyzowalna.
2. W @ reprezentowalne sa wszystkie funkcje rekurencyjne.
3. @ jest istotnie nierozstrzygalna.

4. Zadna podteoria () otrzymana przez usuniecie jednego z aksjomatéw (A1)—
(A6) nie jest istotnie nierozstrzygalna.

Teoria () jest zatem w pewnym sensie minimalng teorig istotnie nierozstrzy-
galna, w ktérej reprezentowalne sa wszystkie funkcje rekurencyjne. Teorig QQ wy-
korzystujemy w dowodach nierozstrzygalnosci réznych teorii:

1. Teoria modelu standardowego PA jest dziedzicznie nierozstrzygalna.

2. Kazda teoria T zgodna z () i taka, iz kazda stata pozalogiczna jezyka L(Q)
jest stala pozalogiczna jezyka L(T') jest nierozstrzygalna.

3. Model standardowy 91y jest mocno nierozstrzygalny.
4. Teoria () jest mocno nierozstrzygalna.

5. Arytmetyka PA jest mocno nierozstrzygalna.

6. Teoria () jest dziedzicznie nierozstrzygalna.

7. Kazdy model teorii () jest mocno nierozstrzygalny.
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8.

Arytmetyka PA jest dziedzicznie nierozstrzygalna.

Ustalono nierozstrzygalnos¢ niektérych waznych teorii matematycznych:

1.
2.

10.
11.
12.
13.

Teoria liczb catkowitych (z dodawaniem i mnozeniem) jest nierozstrzygalna.

Teoria liczb catkowitych (z dodawaniem i mnozeniem oraz relacja mniejszo-
$ci) jest nierozstrzygalna.

. Istnieja skoniczenie aksjomatyzowalne podteorie teorii liczb catkowitych (z

dodawaniem i mnozeniem), ktére s istotnie nierozstrzygalne.

. Istnieja skoniczenie aksjomatyzowalne podteorie teorii liczb catkowitych (z

dodawaniem i mnozeniem oraz relacja mniejszosci), ktore sa istotnie nieroz-
strzygalne.

. Nierozstrzygalne sa elementarne teorie: pierScieni, pierscieni przemiennych,

pierScieni catkowitych, pierScieni uporzadkowanych, pierscieni uporzadko-
wanych przemiennych, z jedynka lub bez jedynki.

Teoria grup jest dziedzicznie nierozstrzygalna. Istnieje skoficzenie aksjoma-
tyzowalne rozszerzenie teorii grup, ktdre jest istotnie nierozstrzygalne. Teo-
ria grup nie jest istotnie nierozstrzygalna.

. Teoria grupoidéw oraz teoria semigrup (z jedynka lub bez jedynki) sa nie-

rozstrzygalne.

. Teoria liczb wymiernych z dodawaniem i mnozeniem jest dziedzicznie nie-

rozstrzygalna.

. Teoria krat jest nierozstrzygalna.

Teoria krat rozdzielnych jest nierozstrzygalna.
Teoria krat modularnych jest nierozstrzygalna.
Geometria rzutowa jest nierozstrzygalna.

Teoria mnogosci ZF jest nierozstrzygalna.

TWIERDZENIE CHURCHA. Klasyczny Rachunek Predykatow I rzedu (czyli FOL,
w oznaczeniach tego wyktadu) jest dziedzicznie nierozstrzygalny.
Zarys dowodu:

1.

Arytmetyka Robinsona () oraz FOL sa teoriami zgodnymi.
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2.

3.

Nadto, kazda stata pozalogiczna teorii () jest oczywisScie stata pozalogiczng
FOL.

Poniewaz () jest skonczenie aksjomatyzowalna oraz istotnie nierozstrzy-
galna, wigc na mocy twierdzenia () FOL jest dziedzicznie nierozstrzy-

galny.

FOL ma jednak fragmenty rozstrzygalne, jak pokazuje nastgpne twierdzenie.

TWIERDZENIE. Klasyczny monadyczny rachunek predykatow I rzedu jest rozstrzy-

galny.

Zarys dowodu:

1.

Niech ¢ bgdzie formuta klasycznego monadycznego rachunku predykatéw I
rzgdu i niech Py, ..., P, beda wszystkimi predykatami wystgpujacymi w ¢.

. Wtedy ¢ jest teza klasycznego monadycznego rachunku predykatéw I rzedu

doktadnie wtedy, gdy ¢ jest prawdziwa w kazdej strukturze zawierajacej co
najwyzej 2" elementéw.

. Dowdd implikacji prostej jest oczywisty.
. Dla dowodu implikacji odwrotnej, niech 2 bgdzie dowolng strukturg.

. Okreslamy relacjg rownowazno$ci ~ w uniwersum 2l nastgpujaco:

a ~ b doktadnie wtedy, gdy 2l = (P;(z) = P;(y))[a,b] dla wszystkich
1=1,...,n.

. Wtedy: a ~ b doktadnie wtedy, gdy nastgpujace warunki sa réwnowazne,

dla wszystkich? =1,...,n:

(a) A = Pi(v)[a]
(b) 2= Pi(y)[b).

. Niech B bedzie strukturg ilorazowa 2/ ~. Wtedy B ma co najwyzej 2"

elementéw, gdyz kazdy predykat P; wyznacza dwa elementy w strukturze
ilorazowe;j B, a mamy n réznych predykatow.

. Przez indukcje¢ strukturalng po budowie formuty ¢ tatwo pokazujemy, ze

20 = ¢ doktadnie wtedy, gdy B = ¢, co koriczy dowdd.
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3 Algebraiczne ujecie metalogiki

W tym ujeciu bada si¢ — metodami algebraicznymi — klasy operacji konsekwencji.
Badania catkiem og6lnych operacji konsekwencji zapoczatkowane zostaty przez
Alfreda Tarskiego. Przez wiele lat badania te byly ,,polska specjalnoscia” w lo-
gice, dopiero stosunkowo niedawno takze logicy innych krajow wiaczyli si¢ w te
rozwazania. W pierwszym z niniejszych wyktadéw wprowadziliSmy pojecie og6l-
nej operacji konsekwencji, mowiliSmy o regutach dopuszczalnych oraz wyprowa-
dzalnych, itp. Stuchaczy zainteresowanych glebiej problematyka ogélnych operacji
konsekwencji uprzejmie zapraszamy do zajrzenia np. do monografii: Czelakowski
2001, Pogorzelski, Wojtylak 2008, Tarski 2001, Wéjcicki 1988. Tres¢ monogra-
fii Pogorzelski, Wojtylak 2008 omdéwiona zostata w jezyku polskim w tek$cie Dwa
paradygmaty metalogiki, powszechnie dostgpnym na stronach Zaktadu Logiki Sto-
sowanej UAM:

http://www.logic.amu.edu.pl/images/a/a5/Dwaparadygmaty.pdf

W tym punkcie podajemy jedynie wybrane podstawowe pojecia i kilka twier-
dzen. Ogolne operacje konsekwencji dostarczaja algebraicznych metod umozli-
wiajacych m.in.:

1. poréwnywanie logik;

2. formulowanie r6znych wersji petnosci logik (np. zgodnosSci semantyki z ma-
szynerig inferencyjna);

3. okreSlanie stopnia (nie)zupetnosci logik, itp.

Niech S bgdzie zbiorem wszystkich formut jezyka (zdaniowego) J. Niech R
bedzie dowolng rodzing regul wnioskowania w J. Niech N oznacza zbi6r wszyst-
kich liczb naturalnych. Przez operacje konsekwencji w J wyznaczonq przez R ro-
zumiemy kazda funkcje C' : p(S) — ¢(5), zdefiniowana indukcyjnie nastepuja-
cymi warunkami dla dowolnego zbioru formut X jezyka J:

L. C%(X)=X
2. CFFHX)=Ch(X)U{a € S: (3ReR)3P C CL(X)) (P,a) € R}
3. Cr(X) =U{CL(X) : ke N}

Wyrazenie o € Cr(X) czytamy: « jest wyprowadzalna z X za pomoca regut
nalezacych do R. Podamy kilka wlasnosci tak ogdlnie rozumianej operacji konse-
kwencji. Rozwazamy jezyki postaci J = (S;{§; : ¢ € I}), gdzie:
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1. {8 : 4 € I} jest rodzing funktoré6w zdaniotwérczych,

2. S jest (przeliczalnym) zbiorem wszystkich formut (zdefiniowanym induk-
cyjnie, w ten sam sposob, jak dla KRZ, wychodzac od zbioru V' zmiennych
zdaniowych).

Niech Cld(R,X) oznacza, ze zbiér formut X jezyka J jest domknigty na
wszystkie reguty ze zbioru R: Cld(R, X ) wtedy i tylko wtedy, gdy (VR € R)(VP C
S)Va € S)(((P,a) e RAPC X) = ae X).

Niech e : V' — X bedzie dowolnym odwzorowaniem ze zbioru V' zmiennych
zdaniowych w jaki§ zbiér formut X. Funkcje e mozna jednoznacznie rozszerzy¢
do homomorfizmu h® : S — S w nastgpujacy sposob:

L he(pi) = e(pi)
2. he(§31-(a)) = §}(h6(a)) (dla spdjnikéw 1-argumentowych §})
3. (83 (e, B)) = §3(n(), h*(B)) (dla sp6jnik6w 2-argumentowych §%).

Regule podstawiania za zmienne zdaniowe mozna wtedy okresli¢ nastepujaco:
g powstaje z oy przez podstawienie (formut ze zbioru X za zmienne zdaniowe)
wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje funkcjae : V — X taka, ze ag = h¢(aq).

Relacja konsekwencji wyznaczona przez reguly R ma nastgpujace wiasnosci:

1. Jeslin < m, to C(X) C CR(X).

2. a € Cr(X) wtedy i tylko wtedy, gdy o € Y dla kazdego zbioru Y takiego,
ze X CY oraz Cld(R,Y).

3. Jesli (P,a) € RiR € R, to o € Cr(P).
4. Jesli (P,a) e R, RERi P C Cr(X),toa € Cr(X).

5. X CCr(X) (zwrotnos¢).
6. Jesli X CY,to Cr(X) C Cr(Y) (monotonicznos¢).
7. Jesli Ry C Ra, to Cr,(X) C Cr,(X) (monotonicznos¢).
8. Cr(Cr(X)) =Cr(X) (idempotencja).
9. Cr(X)=U{Cr(Y): Y C X NY < No} (finitystycznos¢).
10. Cr(X)=U{Cr/(X): R CRAR <N} (finitystycznosc).
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11. Jesdli dla dowolnych elementéw X, Y niepustej rodziny X zachodzi alterna-
tywa X CYlubY C X, to: Cr(IU{X : X € A}) = U{Cr(X) : X €
X}

Z 2. wynika, ze Cr(X) jest iloczynem wszystkich zbioréw zawierajacych X
i domknigtych ze wzgledu na reguty z R. Zatem C'g (X ) mozna tak wlasnie defi-
niowac. o

Symbol X oznacza moc (liczbe elementéw) zbioru X, a R jest moca zbioru
N.

Zbiér Perm(R, X) wszystkich regut dopuszczalnych ze wzgledu na X i R
definiujemy nastgpujaco: R € Perm(R, X) wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego
P C Sorazkazdeja € S:jesli (P,a) € Ri P C Cr(X),to a € Cr(X). Mozna
wtedy udowodnié, ze: R € Perm(R, X) wtedy i tylko wtedy, gdy Crury (X) C
Cr(X).

Regula R jest zatem dopuszczalna ze wzglgdu na X oraz R wtedy i tylko
wtedy, gdy zbiér C'r (X ) jest domknigty na te regule.

Zbiér Der(R, X) wszystkich regut wyprowadzalnych ze wzglgdu na X i R
definiujemy nastgpujaco: R € Der(R, X ) wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego
P C S oraz kazdej a € S: jesli (P,a) € R,toa € Cr(X U P).

Niektore podstawowe wtasnosci tych zbioréw podaja nastgpujace twierdzenia:

1. R € Der(R,X) wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego zbioru Y C S oraz
kazdej rodziny regut R': Crur/ury (X UY) C Crur/ (X UY).

2. Der(R,X) C Perm(R,X).

3. Istnieja: R oraz X takie, ze Perm(R, X ) — Der(R,X) # 0.
4. R C Perm(R, X).

5. Perm(Perm(R,X),X) = Perm(R, X).

6. Der(R,X) =({Perm(R, X'): RCR' ANX C X'}

Reguta R jest reguly strukturalng w S wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego
sekwentu (X, ) € R oraz kazdego e : V' — S takze sekwent (h°[X], h¢(«))
nalezy do R. Oznaczamy: Sb(X) = {a € S : a € h¢[X] dlapewnego e : V —
St.

Reguta strukturalna to zatem, intuicyjnie (i niezbyt precyzyjnie) mdéwiac, re-
gula zawierajaca wszelkie sekwenty (X, ) bedace podstawieniami jakiegokol-
wiek sekwentu z tej reguly. Reguly strukturalne mozna zapisywac schematycznie,
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np. regute odrywania w postaci:

a— B, a
7ﬁ .

Mozna rozwazaé jeszcze ogélniejsze pojecie konsekwencji, niezrelatywizowane
do zbioru regut R. Niech S < Ng. Powiemy, ze funkcja C' : p(S) — ©(S) jest
(finitystyczna) operacjq konsekwencji w J, gdy spelnione sg nastgpujace warunki,
dla dowolnych XY € p(S5):

(C1) X C C(X) (zwrotnos¢)
(C2) jesli X C Y, t0 C(X) C C(Y) (monotoniczno$¢)
(C3) C(C(X)) C O(X) (idempotencija)
(C4) C(X) CU{C(Y): Y CXAY <X} (finitystycznosc).

Ogdlna (finitystyczna) relacja konsekwencji =C p(S) x S w S okreslona jest
dla dowolnych X,Y C S oraz o € S przez warunki:

(F1) X «adlakazdego o € X
F2)jesli X FaiXCY, oY Fa
(F3) jesli X - S dlakazdej B € YorazY Fa,to X F «
(F4) jesli X I q, to istnieje Y taki, ze: Y C X, Y < NgporazY F a.
Operacje i relacje konsekwencji sa wzajemnie przez siebie definiowalne:
(%) X b «awtedy i tylko wtedy, gdy o € C'(X)

(4. dla kazdej F istnieje C' taka, ze zachodzi (%), a takze dla kazdej C' istnieje -
taka, ze zachodzi (¥)).

Powiemy, ze operacja Cs jest nadkonsekwencjq operacji C7 (wtedy méwimy,
ze C jest podkonsekwencjq operacji Cy i piszemy C7 < Cb), gdy C1(X) C
C5(X), dla kazdego X € p(S).

Relacja < jest czgSciowym porzadkiem w zbiorze Cs wszystkich operacji kon-
sekwencji okreslonych na S. Jesli {Cy : ¢t € T} jest dowolna rodzing operacji
konsekwencji na S, to okreslamy kres dolny N{C: : t € T} oraz kres gérny
V{C;:teT}:

L NC:te THX) = N{Cu(X) : t e T}
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2. \{C;: te THX) = N{C(X):C, X C).

teT

Uktad (Cg; <) jest kratq zupeing, z zerem i jedynka.

Punkty state kazdej operacji C, tj. zbiory X, dla ktérych zachodzi réwnosé
C(X) = X nazywane sa teoriami operacji C.

Kazda operacja konsekwencji okreslona warunkami (C1)-(C4) ma nastgpujaca
wlasnosé:

¢« C(X)=N{Y : XCYACC®Y)) =Y}

Kazda ogdlna relacja konsekwencji I okre§lona warunkami (F 1)-(- 4) ma
wtasnos¢:

e X F «a wtedy i tylko wtedy, gdy o € ({Y € D : X C Y}, gdzie
Dr={XCS:aeX=XFa}.

Oto niektdére podstawowe wiasnosci mogace przystugiwaé operatorom konse-
kwencji:

1. Konsekwencja C jest niesprzeczna, gdy C(0) # S.

2. Konsekwencja C jest zupetna, gdy C({a}) = S dla kazdej o ¢ C(0)).

3. Konsekwencja C jest maksymalna w rodzinie Cg, gdy nie istnieje niesprzeczna
konsekwencja C’ taka, ze C' < C' oraz C' # C’. Konsekwencje maksymalne
to doktadnie wszystkie niesprzeczne konsekwencje zupetne.

4. Konsekwencja C jest zwarta, gdy dla dowolnego X C S: jesli C(X) = S,
to istnieje skoriczony zbiérY taki, ze Y C X oraz C'(Y) = S.

5. Konsekwencja C jest strukturalna, gdy dla dowolnego X C Soraze: V —
S zachodzi inkluzja: h¢[C'(X)] C C(h°[X]).

6. Konsekwencja C' (wyznaczona przez jaki$ zbidr regut) jest strukturalnie zu-
petna, gdy kazda regula strukturalna i dopuszczalna ze wzgledu na C' jest
wyprowadzalna ze wzglgdu na C'.

Ztozenie C1 o (o dwdch operatoréw konsekwencji okre§lone wzorem C] o
C3(X) = C1(C2(X)) nie musi by¢ operatorem konsekwencji. Nastgpujace wa-

runki sa rownowazne:

1. Ci0C3 €Cyq
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2. (71 e} (72 = \/{(71,(72}
3. 01002(01002(X)) QCloCQ(X)
4. (72 o (71 =< (71<)(j2.

Niech C' bedzie operacja konsekwencji, a X C S zbiorem formut. Méwimy,
ze:

1. X jest C-sprzeczny, gdy C(X) = S. W przeciwnym przypadku X jest C-
niesprzeczny.

2. X jest C-zupeiny, gdy X = C(X) jest maksymalnym zbiorem C-niesprzecznym.

Niech Th(C) = {C(X) : X C S}. Dowodzi sig, ze (Th(C); 1,L) jest krata
(zupetna, z zerem i jedynka), gdzie:

LXNY=XnY,AXi=NX;
el el

2. XUY=C(XUY), VX;,=C(U Xy).
el il
Twierdzenie Lindenbauma. Jesli C jest zwarta, a X jest C-niesprzeczny, to istnieje
C-zupetna teoria Y taka,ze X C Y.

Tak wigc, kazda teori¢ C-niesprzeczng mozna rozszerzy¢ do teorii C-zupeinej
(wymaga to jednak zastosowania pewnika wyboru; rownowaznos¢ pewnika wy-
boru z Twierdzeniem Lindenbauma pokazat Wojciech Dzik). Liczba rozszerzen
zupelnych teorii niesprzecznej jest miarg jej (nie)zupetnosci.

Niech M = (U;{ fi}icr, D) bedzie matrycq logiczng, gdzie (U; {f;}icr) jest
algebra podobnq (=tej samej sygnatury) do algebry jezyka J = (S;{§; : i € I})
(ze zbiorem zmiennych zdaniowych V'), a D jest podzbiorem U (zbiorem wartosci
wyrozZnionych matrycy 9). Zawartosciq (zbiorem tautologii) matrycy 9 jest zbiér
E(9M) wszystkich formut « jezyka J takich, ze dla dowolnego e : V' — U mamy
h¢(a)) € D. Dla przyktadu, zawarto$cig matrycy:

B, = ({0,1}; A, V, =, {1})

jest zbiér wszystkich tautologii KRZ.

Niech M = (U;{fi}ier, D) bedzie matryca logiczna. Zdefiniujmy funkcje
Con = p(S) — () nastgpujaco: Cop(X) jest zbiorem wszystkich formut o € S
takich, ze dowolnego e : V' — U mamy:

jesli he[X] C D, to hé() € D.
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Wtedy Coy spetnia warunki (C1)—(C4). Zachodzi: E(9t) = Con(0). Funkcje
Con nazywamy konsekwencjq matrycowq (wyznaczong przez matryce 97). Ozna-
czana ona bywa takze przez D?T

Operacja konsekwencji C’é (wyznaczona przez zbior regut ‘R oraz zbior aksjo-
matéw A) jest:

1. petna (w sensie silnym) wzgledem matrycy 2, gdy dla dowolnego X C S
CR(X) = Cm(X);

2. petna (w sensie stabym) wzgledem matrycy M, gdy: Ca(0) = Cyn(0);

3. jesli C;% jest pelna wzgledem 9N, to M jest adekwatna wzglegdem 07‘%.

Konsekwencja aksjomatyczna w KRZ jest pelna (w obu sensach) wzglgdem
matrycy %Z = <{07 1}7 b Aa ¥7 j? {1}>

Operacja konsekwencji C' jest petna wzgledem klasy matryc K, gdy jest petna
wzgledem kazdej matrycy nalezacej do K.

Matryca 9 jest silnie adekwatna dla C, gdy C' = Cy.

Niech C begdzie operacja konsekwencji w J = (S,{§; : ¢ € I}). Wigzkq
Lindenbauma dla C' nazywamy klasg¢ matryc L¢:

Lo = {<S7{§Z’L€I},C(X)>X - S}

Matrycq Lindenbauma dla operacji Ca jest: M4 = (S, {§; : i € I},Ca(D)).
Zachodza nastgpujace fakty:

1. EONA) = {a € S: Sb(a) C CAD)}.
2. Jesli reguta podstawiania jest dopuszczalna dla C3, to E(M) = CA(0).

3. (Wéjcicki). Kazda konsekwencja strukturalna jest petna wzgledem swojej
wiazki Lindenbauma.

Petnos¢ operacji konsekwencji wzgledem matrycy Lindenbauma (wiazki Lin-
denbauma) nie rozwiazuje jednak catkowicie problematyki petnosci. JesteSmy za-
interesowani pelnoscia konsekwencji np. wzgledem: klasy matryc skoniczonych,
klasy matryc, ktérych algebry maja jaka$ okreslong strukturg (algebraiczna, topo-
logiczna, itd.), doktadnie jednej matrycy, itd. Jest nieprzebrane mnéstwo wynikéw
dotyczacych petnosci logik, np.:

1. Dla systemu modalnego S5 adekwatna jest (nieskoniczona) matryca Wajs-
berga.

108



2. Dla logik (skoniczenie) wielowartos§ciowych fukasiewicza mamy pelnosé
wzgledem (skoniczonych) matryc tukasiewicza.

3. Nieskoniczenie wielowartoSciowa logika Lukasiewicza jest petna wzgledem
nieskoriczonej matrycy (o uniwersum [0, 1]).

4. Logika intuicjonistyczna jest petna wzgledem klasy wszystkich algebr Hey-
tinga.

5. Istnieja matryce skoriczone, ktérych zawarto$¢ nie jest skoniczenie aksjoma-
tyzowalna (P. Wojtylak, K. Patasiniska).

Niech C bedzie operacja konsekwencji. Zdefiniujmy operacje C~! konsekwen-
cji odrzucajqcej (wyznaczonej przez C) nastgpujaco: C~H(X) = {a € S : X N
C({a}) # 0}. Wtedy C~* spetnia warunki (C1)—(C4). W mysl powyzszej defi-
nicji,  jest formuta odrzucong na gruncie zatozen X wtedy i tylko wtedy, gdy
co najmniej jedna formuta z X jest wyprowadzalna z {«}. Tak wiec, formuta «
nie jest odrzucona na gruncie zatozen X wtedy i tylko wtedy, gdy Zadna formuta
z X nie jest wyprowadzalna z {«}. Konsekwencje odrzucajace mozemy charak-
teryzowac poprzez reguty odrzucania formul. Dla przykladu, jedng z takich regut
jest reguta odrzucania przez odrywanie: jesli uznajesz implikacje oraz odrzucasz
jej nastepnik, to odrzuc jej poprzednik. Relacje odrzucania wyrazen oznaczane sg
zwykle symbolem —. Powyzsza regula ma zatem nastgpujacy zapis:

Fa— 8, 408
1« '

Tak jak reguty charakteryzujace relacje wyprowadzalnosSci - maja, intuicyjnie mo-
wiac, gwarantowac, ze sg to relacje zachowujqce prawde, tak stosowne reguty dla
relacji odrzucania 4 maja gwarantowac, ze sa to relacje zachowujqce fatsz. Konse-
kwencjq dualng do konsekwencji C' nazywamy funkcj¢ OC okreslona nastgpujaco:

IC(X)={a€S: (Y CX) (Y <XoA [ C{B}) € C({a}))}-
Bey

Jesli C(0) # 0, to operacja C' spetnia warunki (C1)—(C4). Ponadto, C~! < 9C,
czyli OC jest nadkonsekwencja C~!, oraz:

1. 9(0C)(0) = N C({a}).

a€csS
2. 0C(0) ={a e S:C{a}) =5}
3. Jesli C(0) # 0, to 9(0C)(X) = C(X).
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Niech M = (U;{f; }ic1, D) bedzie matryca logiczna, gdzie (U; {f;}icr) jest
algebra podobna do algebry jezyka J = (S;{§; : i € I}), a D jest podzbiorem
U (zbiorem warto$ci wyr6znionych matrycy 90%). Przez 91* oznaczmy matryce
(U;{ fi}ier, U — D), w ktérej zbiorem warto$ci wyréznionych jest U — D.

Jesli R jest zbiorem regut uznawania, a R* zbiorem regut odrzucania formut,
to zachodzenie ciagu réwnosci:

Cr+ = Cop= = 0Cr = 0Cop

mogliby§my nazywac (silna) petnosciq odrzucajqcq konsekwencji Cr i C'r+« wzgle-
dem matryc 2t i ",

Zabawny, naszym zdaniem, przyktad konsekwencji odrzucajacej znaleZé mozna
w rozdziale 10 ksiazki Raymonda Smullyana Alice in Puzzleland; polskie ttuma-
czenie jest gotowe, spis tresci powszechnie dostgpny:

http://www.logic.amu.edu.pl/images/a/ac/Alicepreface.pdf

Operacje konsekwencji (warunki (C1)—(C3)) sa szczegdlnym przypadkiem ope-
racji domknigcia, waznych w wielu dziatach matematyki:

1. domknigcie topologiczne;
2. rézne typy domknigC algebraicznych;
3. odpowiedniosci Galois;

4. (R;[]), gdzie R jest zbiorem wszystkich liczb rzeczywistych, a funkcja | ]
zdefiniowana jest wzorem: [rr] = najmniejsza liczba catkowita > r;

5. domknigcia zwiazane z definiowalnosciq.

4 Semantyczne ujecie metalogiki

Tytul tej czesci jest moze nieco mylacy — wszak w poprzednich ujeciach takze moé-
wiono o semantyce. Chcemy teraz podkresli¢ fakt, ze omawiane ujecie wychodzi
od aksjomatycznie opisywanej relacji spetniania. Alfred Tarski podat definicje tej
relacji (dla FOL), ale anonsowat tez mozliwos$¢ jej aksjomatycznego opisu. Na tej
drugiej drodze bada sig:

1. Logiki abstrakcyjne. Uzywana tu terminologia zmieniata si¢: méwiono naj-
pierw o soft model theory oraz abstract logics, obecnie czgsto uzywa si¢
terminu model-theoretic logics.

2. Klasy spetniania. Mozna podac tak ogélne ujecie pojecia spetniania, ze kla-
syczna definicja Tarskiego staje si¢ jego szczeg6lnym przypadkiem.
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4.1 Logiki abstrakcyjne

Podamy definicj¢ logiki abstrakcyjnej, wybrane przyktady takich logik oraz krétkie
informacje o waznych twierdzeniach uzyskanych w tym podejsciu. Stuchaczy za-
interesowanych glebiej ta problematyka uprzejmie zachgcamy do zajrzenia np. do
monografii: Barwise, Feferman 1985, Ebbinghaus, Flum, Thomas 1996, Krynicki,
Mostowski, Szczerba (eds.) 1995, Shapiro (ed.) 1996, Stegmiiller, Varga von Kibéd
1984, Westerstahl 1989. Niektére informacje w jezyku polskim znalezZé mozna we
wspomnianym juz wyzej tekScie Dwa paradygmaty metalogiki, powszechnie do-
stepnym na stronach Zaktadu Logiki Stosowanej UAM:

http://www.logic.amu.edu.pl/images/a/a5/Dwaparadygmaty.pdf

W istocie, tre$¢ tego punktu niniejszych notatek pokrywa si¢ zasadniczo z
druga czescia tekstu Dwa paradygmaty metalogiki.

4.1.1 Logiki abstrakcyjne — definicje

Dla naszych celéw wystarczajaca bedzie nastgpujaca definicja logiki abstrakcyjnej
(albo: systemu logicznego, w sensie uogdélnionym).

Przez logike abstrakcyjng rozumiemy kazda pare uporzadkowana £ = (L, =~
), spetniajaca nastgpujace warunki:

e L przyporzadkowuje kazdej sygnaturze o zbiér L(o), zwany zbiorem o-
zdani logiki L. [Uwaga: w niektérych przypadkach trzeba rozwazaé klasy
zamiast zbioréw. ]

e Jeslio C 7,to L(o) C L(7).
o Jesli A =~ o, to dla pewnego o mamy: 2 € Str, oraz ¢ € L(o).
e WARUNEK IZOMORFIZMU. Jesli 2 =X ¢ oraz 2 = B, to B =~ .

e WARUNEK REDUKTU. Jesli 7 C o, ¢ € L(o) oraz 2 € Str,, to A =X ¢
wtedy i tylko wtedy, gdy 2 | 7 =X ¢

Przypominamy, ze 2 | 7 jest 7-reduktem struktury 2, czyli struktura powsta-
jaca z 2 poprzez uwzglednienie tylko interpretacji wszystkich symboli z 7 (a wigc,
gdy A € Str, oraz T C o, to w 2 [ 7 uwzgledniamy tylko interpretacje symboli z
T, pomijajac interpretacje symboli z o — 7).

Dla dowolnej logiki abstrakcyjnej £ oraz ¢ € L(o) miech:

Mod%(p) = {2 : A € Stry AU E=F o}
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(jesli o bedzie jasne z kontekstu, bedziemy pisaé Mod(¢)).

Niech L, oznacza logike pierwszego rzgdu. W tym przypadku funkcja L
przyporzadkowuje kazdej sygnaturze o zbiér wszystkich zdan pierwszego rzedu w
ktérych wystepuja symbole z o. Dla logiki £, bedziemy uzywali relacji =, bez
indeksu, pokrywajacej si¢ z relacja spetniania znana z wyktadu Semantyka KRP.

,»Moc wyrazania” poszczegllnych logik abstrakcyjnych definiowana jest w ter-
minach semantycznych:

e Piszemy £ < Lo wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdej sygnatury o oraz
kazdego ¢ € L1 (o) istnieje ¢ € Lo (o) taka, ze: Modf. () = Modg, (1)).
Moéwimy wtedy, ze £1 ma moc wyraZania nie wigkszq niz Lo.

e Gdy zachodzi £1 < Lo, ale nie zachodzi Lo < L1, to piszemy £1 < Lo i
méwimy, ze Lo ma moc wyrazania wigkszq niz L.

e Gdy zachodzi £1 < L9 oraz zachodzi Lo < L1, to piszemy L1 ~ Lo i
méwimy, ze L1 i £1 maja takq samq moc wyrazania.

Sposréd wszystkich logik abstrakcyjnych wyréznimy klasg logik regularnych,
spetniajacych pewne naturalne warunki.
Powiemy, ze logika £ ma wtasnos¢ spdjnikow Boolowskich, gdy:

e Dlakazdej o oraz ¢ € L(o) istnieje x € L(o) taka, ze dla kazdej 2 € Str,:
2 =X x wtedy i tylko wtedy, gdy nie zachodzi 2 - ¢.

e Dla kazdej o oraz kazdych ¢,9 € L(o) istnieje x € L(o) taka, ze dla
kazdej A € Str,:

A |=£ x wtedy i tylko wtedy, gdy 2 ):5 @ lub A |:£ 0.

Jesli £ ma wtasno$¢ sp6jnikéw Boolowskich, to bedziemy uzywaé oznaczen,
odpowiednio, — oraz ¢ V 1 dla formuly x, o ktérej mowa powyzej. W podobny
sposdb okreslamy tez pozostate spdjniki Boolowskie logiki L. Jest to oczywiscie
uproszczenie notacyjne: dla petnej poprawnosci trzeba byloby uzywaé np. symboli
—£, V£, itd.

Powiemy, ze logika £ ma wlasnos¢ relatywizacji, gdy dla kazdej o oraz ¢ €
L(o) oraz kazdego jednoargumentowego predykatu U istnieje ¢ € L(oc U {U})
takie, ze: (A, U4) =X ¢ wtedy i tylko wtedy, gdy [U4]* =% ¢, dla wszystkich
2l € Str, oraz wszystkich o-domknigtych podzbioréw U4 C A = dom(2A). Tutaj
[U A]m jest podstruktura 21 o uniwersum U#. Jesli £ ma wtasno$é relatywizaciji, to
niech ¢V oznacza formute v, o ktérej mowa w powyzszej definicji.
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% 3k 3k

Przed sformutowaniem nastgpnej wiasnosci logik abstrakcyjnych potrzebne
bedzie przypomnienie pewnych faktéw z semantyki KRP.

Przypomnijmy, ze dla dowolnej o, dowolnego zbioru zdan ¢ z L, oraz sym-
boli: n-argumentowego predykatu P, n-argumentowego symbolu funkcyjnego F'
oraz statej indywidualnej c takich, ze P ¢ o, F' ¢ o oraz ¢ ¢ o0 méwimy, ze:

e formuta vy ... Vv,—1(P(vo,...,vn—1) = @(vo,...,vn_1)) jest o-definicja
Pwo;
e formuta Vg ... Vv, 1Yo, (F(vo, ..., 0n-1) = vn = @(Voy.--,Un-1,0p))

jest o-definicja F'w @, gdy @ = Jlv,o(vo, ...y Un—1,Un);
e formuta Vug(c = vg = ¢(vg)) jest o-definicja c w ®, gdy @ = Flvgp(vo).

Jesli A jest zbiorem o-definicji dla predykatow P € 7 — o, symboli funk-
cyjnych F' € 7 — o oraz stalych indywidualnych ¢ € 7 — o, to dla kazdej
2 € Str, takiej, ze A |= ® istnieje doktadnie jedna struktura A> € Str,_,
taka, ze A | 0 = A oraz A* = A.

Rozwazamy teraz sygnatury o> takie, ze ¢ C o
definicji symboli z 02 — o.

Niech ® bgdzie zbiorem zdan sygnatury o. Wtedy kazdej formule ¢ o n zmien-
nych wolnych mozna przyporzadkowaé formute 1> taka, ze:

A oraz A jest zbiorem o-

o JesliA € Str,, A = Dorazag,...,an_1 € dom(A),to: A = 1plag, . .., an_1]
wtedy i tylko wtedy, gdy 2 = ¥%ao, . . . , Gn_1].

e DUA = =02,

W konsekwenciji, jesli 2 = B, to A> = B2,

Powyzsze fakty pozwalaja na przejscie od dowolnych sygnatur do sygnatur
czysto relacyjnych, tj. takich, ktére zawieraja jedynie predykaty. Inaczej méwiac,
mozemy kazdy n-argumentowy symbol funkcyjny f zamieni¢ na n+1-argumentowy
symbol relacyjny (predykat) F' oraz kazda stala indywidualna c zastapic¢ jednoar-
gumentowym predykatem C'. Niech ¢” oznacza sygnaturg w ten sposéb utworzong
z sygnatury o. Kazdej strukturze A € Str, przyporzadkowujemy wtedy strukture
2" okreslona w sposdb nastgpujacy:

o A" =dom(A") = A = dom();

e dla predykatéw P € o niech: interpretacja P w 2" bedzie identyczna z
interpretacja P w 2;
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e dla n-argumentowego symbolu funkcyjnego f € o niech F*" bedzie wy-
kresem funkcji f%, czyli F* (aq, . .., an_1, a,) wtedy i tylko wtedy, gdy

fm(a(% DRI CLn_]_) = An;
e dla statej indywidualnej ¢ € o, niech C*' (a) wtedy i tylko wtedy, gdy c* =

a.

Dla kazdej formuty ¢ o n zmiennych wolnych w jezyku o sygnaturze o ist-
nieje wtedy formuta 1" w jezyku o sygnaturze o" taka, ze dla wszystkich 2( oraz
wszystkich ag, ...,an,—1 € dom(2): A | ¢Y[ag,...,an—1] wtedy i tylko wtedy,
gdy A" = Y"[ag, ..., an—1].

W konsekwencji, dla dowolnych 2, B € Str,: 2 = ‘B wtedy i tylko wtedy,
gdy A" = B".

Te wiadomosci wystarczaja do sformutowania nastgpnej wtasnosci logik abs-
trakcyjnych.

% 3k 3k

Powiemy, ze logika £ dopuszcza zastgpienie symboli funkcyjnych oraz statych
indywidualnych poprzez symbole relacyjne, gdy dla dowolnej o:

e dlakazdej ¢ € L(o) istnieje ) € L(o") taka, ze dla wszystkich 2 € Str,:
A =, ¢ wtedy i tylko wtedy, gdy A" = .

Jesli logika £ ma powyzsza wlasnosc, to formule ¢ istniejaca na mocy definicji
wyzej bedziemy oznaczaé przez .
Powiemy, ze logika L jest regularna, gdy:

e £ ma wtasno$¢ spdjnikéw Boolowskich;
e £ ma wlasnos¢ relatywizacji;

e [ dopuszcza zastapienie symboli funkcyjnych oraz statych indywidualnych
poprzez symbole relacyjne.

Nastgpujace pojecia przenosimy z KRP na wypadek logik abstrakcyjnych:
e zdanie ¢ € L(o) nazywamy spetnialnym w logice L, gdy Mod%. # 0;

e zbiér & C L(o) nazywamy spetnialnym w logice L, gdy (| Mod% # 0;
ped

e zdanie ¢ € L(o) nazywamy prawdziwym w logice £, gdy Mod%. = Str,;
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e piszemy & =* ¢, gdy kazdy L£-model wszystkich zdari z ® jest takze L-
modelem ¢ (czyli gdy Mod(®) = ({Mod(y)) : b € @} C Mod(p)).

Méwimy, ze logika £ ma wlasnos¢:
o Lowenheima-Skolema, gdy kazde zdanie L£-spetnialne ma model przeliczalny.

e zwartosci, gdy dla dowolnego ® C L(o), jesli kazdy skoriczony podzbiér
zbioru ® jest L-spetnialny, to @ jest L-spetnialny.

Algebraiczna charakteryzacja elementarnej rownowaznosci

Jest rzecza wazna (oraz interesujaca), Ze pojecia semantyczne mozemy charak-
teryzowaC w terminach matematycznych. W szczeg6lnosci, okazuje sig, ze podsta-
wowe pojecia semantyczne moga zostaé scharakteryzowane w (prostych) termi-
nach algebraicznych.

Niech 2,8 € Str,. Méwimy, ze f jest czgsciowym izomorfizmem A w ‘B,

gdy:

e f jestinjekcja o dziedzinie dom(f) zawartej w dom(2l) oraz zbiorze warto-
$ci rng(f) zawartym w dom(*5)

e dla dowolnego n-argumentowego predykatu P € ¢ oraz dowolnych elemen-
t6W ao, . . ., an_1 € dom(f): P(aq,...,a, 1) wtedy i tylko wtedy, gdy
P®(f(ao), -, fan-1));

e dla dowolnego n-argumentowego symbolu funkcyjnego F' € o oraz dowol-

nych ag, ..., an_1 € dom(f): F*(ag,...,an_1) = a wtedy i tylko wtedy,

gdy F%(f(a0>a R f(an—l)) = f(a);
2A

e dla dowolnej statej indywidualnej ¢ € o oraz a € dom(f): ¢
tylko wtedy, gdy c® = f(a).

= a wtedy i

Przez Part(2,B) bedziemy oznaczaé rodzing wszystkich czesciowych izo-
morfizméw z 2 w 8.

Gdy o jest czysto relacyjna oraz ag,...,a,—1 € dom(2l), by,...,bp—1 €
dom(®B), oraz f € Part(2,*B) jest taki, ze f(a;) = b; dla wszystkich i <
n, to dla kazdej formuly atomowej ¢ 0 n zmiennych wolnych zachodzi: A
Ylag, ..., an—1] wtedy i tylko wtedy, gdy B = ¢[bo, . . ., bp—1]-

Pojedyncze czgsciowe izomorfizmy nie zachowuja jednak (w powyzszym sen-
sie) dowolnych formul. Jak si¢ okaze, dopiero pewne rodziny czg$ciowych izomor-
fizméw pozwalaja o takim zachowywaniu dowolnych formut przesadzac, a tym sa-
mym rodziny takie pozwalaja scharakteryzowac elementarng réwnowaznos¢ struk-
tur relacyjnych.
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Bedziemy identyfikowaé odwzorowania z ich (teorio-mnogoSciowymi) wy-
kresami, czyli odwzorowanie f identyfikujemy z wykresem {(z, f(x)) : = €

dom(f)}.

Powiemy, ze 2 oraz B sa skoriczenie izomorficzne, gdy istnieje ciag (I, )new 0
nastgpujacych wilasnosciach:

e Kazdy I, jest niepustym zbiorem czgSciowych izomorfizméw z 2 w 8.

e Jesli f € I, oraz a € dom(2l), to istnieje g € I, taki, ze f C g oraz
a € dom(g).

o Jesli f € I,,11 oraz b € dom(*B), to istnieje g € I, taki, ze f C g oraz
b e rng(g).

Jesli rodzina (1,,)ne,, ma powyzsze wlasnosci, to piszemy: (I, )new : A e B.
Jesli 2 oraz B sg skoficzenie izomorficzne, to piszemy A =, 5.
Powiemy, ze 2 oraz B sa czeSciowo izomorficzne, gdy istnieje zbidr I taki, ze:

e [ jest niepustym zbiorem czgsciowych izomorfizméw z A w 8.

e Jesli f € I oraz a € dom(l), to istnieje g € I taki, ze f C g oraz a €
dom(g).

o Jesli f € I oraz b € dom(l), to istnieje g € I taki, ze f C goraz b €
rng(g).

Jesli rodzina I ma powyzsze wlasnosci, to piszemy: [ : 2 =, 5. Jesli 2l oraz
B s skoficzenie izomorficzne, to piszemy A =, 5.
Zachodza nastgpujace fakty:

o JesliA =B, t0A =, B.

o JesliA =, B, toA =, B.

o Jesli A =2, B oraz A jest skoficzona, to A = ‘B.

o Jesli A =, B oraz A i B s3 co najwyzej przeliczalne, to A = 5.

Charakterystyke elementarnej réwnowaznosci, ktéra nie odwotuje si¢ do wia-
snosci jezyka podaje TWIERDZENIE FRAISSE’ GO:

e Dla dowolnej skoniczonej o oraz 2, B € Str,: 2 = B wtedy i tylko wtedy,
gdy 2 =, B.
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Przypomnijmy pojecie kwantyfikatorowego rzedu formuty:

qr(e) = 0, gdy ¢ jest atomowa;

qr(=p) = qr(p)

qr(e V ¢) = max{qr(e), qr(y))} (podobnie dla innych funktoréw dwuar-
gumentowych);

qr(3ze) = qr(p) + 1.

Powiemy, ze struktury 2l oraz ®8 sa m-izomorficzne, gdy istnieje ciag Iy, .. ., Iy,
niepustych zbioréw czesciowych izomorfizmoéw z 2 w B taki, ze:

Jeslin+1 < m, f € I,41 oraz a € dom(2l), to istnieje g € I, taki, ze
f Cgoraza € dom(g).

Jeslin+1 < m, f € I,41 oraz b € dom(®B), to istnieje g € I, taki, ze
f Cgorazb € rng(g).

Jesli Iy, . . ., I,, jest ciagiem o powyzszych wiasnosSciach, to piszemy (I, )n<m :
2A =, B. Jesli A oraz B sq m-izomorficzne, to piszemy 2 =,, ‘B.
W dowodzie twierdzenia Fraissé’go wykorzystujemy nastgpujace fakty:

X

Niech (Ip)new @ A = B. Wtedy dla kazdej formuty ¢ o k zmiennych
wolnych: jesli gr(p) < n, f € I,, oraz ag, . ..ax—1 € dom(f):

A = plag, ... ak—1] wtedy i tylko wtedy, gdy B = ¢[f(ao), ... f(ax—1)]-

Jedli 2 =2, B, to A oraz B spelniaja te same zdania o rzgdzie kwantyfika-
torowym < m.

Dla kazdych n i r istnieje tylko skoficzenie wiele klas rownowaznosci wzgle-
dem relacji réwnowaznosci logicznej w zbiorze wszystkich formut o r zmien-
nych wolnych i o rzedzie kwantyfikatorowym < n.

Jesli A =B, to A =, B.

Jesli 21 i B spelniaja te same zdania o rzgdzie kwantyfikatorowym < m, to
A=, B.

Niech o bgdzie skoriczona i czysto relacyjna. Wtedy dla kazdych struktur
A, B € Str, nastgpujace warunki sg rtéwnowazne:

1. A=, B
2. A i %8B spetniaja te same zdania o rzedzie kwantyfikatorowym < m.
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4.1.2 Twierdzenia Lindstroma

W tym punkcie rozwazamy logiki regularne £ takie, ze L., < L. Pokazemy m.in.,
ze L, jest <-maksymalng logika o wybranych naturalnych wtasnosciach.

Jesli o jest zdaniem L, sygnatury o, to przez ¢* bedziemy oznacza¢ zdanie
z L o tych samych modelach, co ¢, czyli takie, ze Mod}. = ModZ(p*). Dla
zbioru ® zdan jezyka L., (ustalonej sygnatury o) niech ®* = {p* : ¢ € O}.

Zanim przejdziemy do dowodu twierdzenia Lindstroma udowodnimy kilka le-
matéw potrzebnych w tym dowodzie. Dowéd twierdzenia Lindstroma nie jest cal-
kiem prosty — mozna go roztozy¢ na czg¢éci i Sledzi¢ uwaznie kazda z tych czgsci,
a potem uswiadomi¢ sobie, jak sktadaja si¢ one w catosé.

LEMAT 1.

Jesli L jest zwarta oraz ® U {¢} jest zbiorem zdan logiki £ sygnatury o takim,
ze ® =X o, to istnieje skoficzony zbiér &y C & taki, ze &y =- .

DowOD.

Niech £ bedzie zwarta. Poniewaz £ ma wtasno$¢ spdjnikéw Boolowskich, ist-
nieje formuta —p. Doktadniej, powinniSmy pisaé np.: =2, ale poniewaz istotne
dalej beda jedynie wtasnosci semantyczne logiki, upraszczamy ten pedantyczny
zapis.

Skoro & =X o, to zbiér ® U {—¢} nie jest spetnialny. Na mocy zwartosci £,
istnieje skoriczony podzbior @ C taki, ze Py U {—p} nie jest spelnialny. Wtedy
jednak ®( =~ ¢, co koriczy dowdd lematu 1.

LEMAT 2.

Niech £ bedzie zwarta oraz 1) € L(o). Wtedy istnieje skoriczony zbiér og C o
taki, ze dla wszystkich 2,8 € Str,:jeslil [ o9 &£ B [ gp, to A }:5 1 wtedy 1
tylko wtedy, gdy B =~ .

DowOD.

Ograniczymy si¢ do przypadku, gdy o jest czysto relacyjna (tylko taki przypa-
dek bedzie nam pdZniej potrzebny).

Wybierzmy nowe symbole jednoargumentowe (predykaty): U, V oraz jedno-
argumentowy symbol funkcyjny f. Zbudujemy teraz zbiér ¢ zdan w sygnaturze
o U{U,V, f}, ,méwiacych”, ze f jest izomorfizmem podstruktury generowanej
przez U w podstrukturg generowang przez V. Elementami ® sa:

e Jz U(x)
o Jz V(x)
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o Vo (U(z) = V(f(z)))

o Vy (V(y) = 3z (U(z) A fz) =)

o Vavy (U(z) ANV(y) A flz) = f(y) = 2 =1y)

o Vry... Vo, (U(x)A.. .ANU(xy)) = (R(x1,...,2n) = R(f(z1),..., f(zn)))

(ostatni z warunkéw zapisujemy dla kazdego n-argumentowego predykatu R € o).
Uzywamy tu symbolu = dla predykatu identycznosci; nie nalezy go oczywisScie
myli¢ z symbolem = uzywanym dla relacji identycznos$ci w metajezyku.

Wtedy zachodzi:

(1) & £ (U =yY).

Udowodnimy (1). Jesli 2 € Str, jest taka, ze (A, U4, VA, f4) EX &* (czyli
(A, U4, VA ) = @), to: U4 oraz V4 sa niepuste, a f4 | U4 jest izomorfi-
zmem [U4])* na [V4])*. Przypominamy, Ze stosujemy nastepujace konwencje no-
tacyjne:

e A oznacza dom(2l)
e U4 oznacza interpretacje predykatu U w A

o [U A]m oznacza podstrukture struktury 2, ktérej uniwersum jest zbiér U4 i
ktérej relacje otrzymujemy z relacji w 2, ograniczajac je do U4,

Na mocy wtasnosci izomorfizmu (zobacz: definicja logik abstrakcyjnych) mamy:
[UAT® =X 4 wtedy i tylko wtedy, gdy [VA]® = 4. Poniewaz £ ma wiasnosé
relatywizacji (zobacz: definicja logik regularnych), wiec: (2, U4) =X ¢V wtedy
i tylko wtedy, gdy (A, V4) [=£ V. Poniewaz £ ma wiasnosé spéjnikéw Bo-
olowskich (zobacz: definicja logik regularnych) oraz wiasnosé reduktéw (zobacz:
definicja logik abstrakcyjnych), wige: (A, U4, VA, f4) =X U = V. To koniczy
dowdd warunku (1).

Na mocy zwartosci £ otrzymujemy skoficzony zbiér o C & taki, ze:

(2) @ L WU =),

Poniewaz ® sktada si¢ ze zdan pierwszego rzgdu, mozemy wybraé skoficzony
zbidér o¢ C o taki, ze ®g sktada si¢ z op-zdan (czyli zdan z jezyka o sygnaturze
0p). Pokazemy, ze o spetnia tez¢ lematu 2.

Niech 2,8 € Str, iniech 7w : A [ 09 =2 B | gg. Mozemy zatozyc, ze
dziedziny tych struktur, czyli A i B sa roztaczne: A N B = (). Gdyby tak nie bylo,
to wziglibySmy izomorficzng kopie B o uniwersum roztacznym z A, korzystajac z
wtlasnosci izomorfizmu (zobacz: definicja logik abstrakcyjnych).

Zdefiniujemy strukture (€, UY, V¢, f¢) € Strququ,v,ry- Uniwersum tej struk-
tury to C' = A U B. Jej relacje (i jedna funkcj¢) definiujemy nastgpujaco:
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e R® = RA U RPB dla R € o [uwaga: o jest czysto relacyjna]

e U =4

e V¢=0n

e fC definiujemy tak, aby f¢ | U = 7.

Wtedy (€, U, VY, f¢) jest modelem ®, a wigc mamy takze:
(€U, v, 1) X @

Na mocy (2) dostajemy: (€, U, VC, f¢) =X (v¥ = V).

Poniewaz [UC]® = 2l oraz [V¢]% = 9B, wiec (skoro £ ma wtasnosé spéjnikéw
Boolowskich oraz relatywizacji): A }:‘: 1) wtedy 1 tylko wtedy, gdy B }:‘: 1. To
koniczy dowdd lematu 2.

Niech 2, B € Str,. Powiemy, ze 2 jest L-rownowazna z *5, gdy dla kazdego
o-zdania 1) z £: A =X 1) wtedy i tylko wtedy, gdy B =~ 1. Jesli A i B sa L-
réwnowazne, to piszemy 2l =, B. Relacja elementarnej réwnowaznosci pokrywa
si¢ z relacja L,,,,-rownowaznosci i bedzie, jak dotychczas oznaczana przez =.

LEMAT 3.

Niech £ bedzie zwarta. Jesli kazde dwie elementarnie réwnowazne struktury
sg takze L-réwnowazne, to L ~ L.

DoOwOD.

Poniewaz L, < L (co zaktadaliSmy na poczatku rozwazan w catym tym
punkcie), wigc musimy pokazacd, ze £ < L., czyli ze dla kazdego o oraz kazdego
zdania ¢ € L(0) istnieje o-zdanie pierwszego rzgdu ¢ takie, ze Modr, (@) =
Modr ().

Niech 1) bedzie zdaniem spetnialnym. W przeciwnym przypadku mozemy wziaé
za o np. zdanie Vo -~z = x 1 teza lematu bedzie trywialnie spetniona.

Twierdzimy, ze:

(1) Dla kazdej 20 € Mod, (1)) istnieje o-zdanie pg € L(o) takie, ze
A |= oy oraz = 9.

Dowdd (1) przeprowadzimy metoda wprost. Niech 2 € Mod, (). Wtedy
zachodzi: Th(A)* =X 4. Jest tak, poniewaz jesli B =X Th(A)*, czyli B =
Th(2l), to A = B. Z zatozenia mamy A = B, a wiec B =~ ).

Na mocy zwartosci L istnieje liczba r oraz zdania o, ..., @, € Th(2) takie,
ze {©}, ..., o} =X 1. Niech wg bedzie koniunkcja g A ... A @,. Wtedy oy €
Th(2), czyli A |= py oraz @y =* 1. To koriczy dowéd (1).

Na mocy (1) otrzymujemy teraz:
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(2) Mode(v)= U  Modc(py)-
A€ Mod (1)

Pokazemy, ze istnieja o, ..., 2, € Mod () takie, iz:

(3)  Modc(v) = Modc(py,) Y- .. UModr(py,)-

W przeciwnym przypadku (tj. gdyby (3) miato nie zachodzi¢), dla kazdej skoni-
czonej liczby modeli o, ..., A, € Mod, (1) mielibySmy:

Modr(py,) V... UModc(py,) & Modc(1)).

Wtedy kazdy skonczony podzbiér zbioru {—¢} U {—p} @ A € Mod,(v)}
bylby spetnialny, a wigc na mocy zwartosci £ caty ten zbidr byltby spetnialny, co
daje sprzecznosc¢ z (2).

Na mocy (3) otrzymujemy:

Modg () = Modg,,, (p,) U...UModz, (pa,) = Mode,,, (o, V ... V
P2, )-

Dla ¢ o postaci pg, V ...V @y, zachodzi zatem Mod,,, = Modg(1). To
koniczy dowdd lematu 3.

I TWIERDZENIE LINDSTROMA.

Niech £ bedzie regularna i £, < L. Jesli L jest zwarta i ma wlasnos¢
Lowenheima-Skolema, to £ ~ L.

DowOD.

Wystarczy pokazaé, ze £ < L.

Ponadto, na mocy lematu 3 wystarczy pokazac, ze dla wszystkich o:

(%)  Dla wszystkich 2, B € Str,, jesli A = B, to A =, B.

Mozemy przy tym ograniczy¢ si¢ do sygnatur relacyjnych o, z nastgpujacego
powodu. Jesli (%) zachodzi dla sygnatur relacyjnych o, to gdy 2 = B przecho-
dzimy do o", 2" oraz 8" i otrzymujemy 2" = B". Teraz (%) zachodzi dla sy-
gnatur relacyjnych ¢” i mamy: 2" =, 8". Na mocy wlasnoSci zamiany symboli
funkcyjnych i statych indywidualnych na predykaty (zobacz: definicja logiki regu-
larnej), dla dowolnego ¢ € L(o) nastgpujace warunki sa réwnowazne:

o ALY

o A =L YT

e B" =% 9" (poniewaz A" =, B")
o B,

a zatem zachodzi A =, B.
Dowdd (%) dla sygnatur relacyjnych o poprowadzimy nie wprost. Przypu-
$¢my, ze dla pewnych A, B € Str, oraz pewnej 1) € L(o):

121



(1) A=B,A =5 poraz B =5
(jak pamigtamy, powinniSmy wlasciwie pisa¢ np. —; korzystamy z tego, ze £ ma
wlasnos$¢ spéjnikéw Boolowskich).

Wybieramy 1) spetniajaca (1) oraz (na mocy lematu 2) skorficzong sygnaturg
oo C 0. Wtedy ,,znaczenie ¢ zalezy tylko od skoriczenie wielu symboli”.

Skoro 2l = ‘B, to oczywiscie takze 2 | g =*B | 0, wigc na mocy twierdze-
nia Fraissé’go struktury 2 [ og oraz B | oy sa skoficzenie izomorficzne. Otrzy-
mujemy zatem, dla odpowiedniego (I,)ne.w:

(2)  (Un)new AT 00=eB [ 09,2 ):L ), B ):E .

Istota dowodu zasadza si¢ w tym, aby otrzymac teraz (na mocy wtasnosci zwar-
to$ci oraz wlasno$ci Lowenheima-Skolema) struktury przeliczalne 21" oraz 98’ ta-
kie, ze:

3) A 00 B |ag, A =X, B -~

Gdy otrzymamy (3), to twierdzenie bgdzie udowodnione: poniewaz przeli-
czalne czgsciowo izomorficzne struktury ' | o oraz B’ | o( sa izomorficzne,
a zatem, na mocy wyboru oy mamy: 2’ =% 1 wtedy i tylko wtedy, gdy B’ =~ ),
a to jest sprzeczno$¢ z (3). Trzeba zatem odrzucié przypuszczenie dowodu nie
wprost warunku (¥ ) i twierdzenie zachodzi.

Trzeba wigc jedynie udowodnié (3). Dowdd moze sprawiaé wrazenie nieco
zawitego. Bgdziemy, intuicyjnie méwiac, podawacé ,,opis” warunku (2) w logice
L.

Mozemy zatozy¢, ze A i B, czyli dziedziny struktur 2 i, odpowiednio, ‘B, sa
roztaczne. Pamigtajmy takze, ze sygnatura o jest czysto relacyjna.

Tworzymy sygnature o dodajac do o nowe symbole:

e jednoargumentowy symbol funkcyjny f
e jednoargumentowe predykaty P, U, V
e dwuargumentowe predykaty <, [

e tréjargumentowy predykat G.

Zbudujemy strukturg € € Str .+, ktérej uniwersum C' bedzie zawierato uni-
wersa struktur 2{ oraz B, a takze (jako elementy) wszystkie czgSciowe izomorfizmy
I,,. W ten sposéb L ,,opisze” skoficzong izomorficzno$¢ (I, )new : A [ 09 = B |
09.

Niech zatem:

e )C=AUBUwU U I,

new
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e (b) UY = Aoraz [UY]%l00 =
e (¢) V¢ = Boraz [VY]%70 = %

e (d) < jest naturalnym porzadkiem w w, a f© | w jest funkcja poprzednika,
czyli f€(n+1)=n,a f€(0)=0

e (e)P¢= | I,

new
o (f) I¢(n, p) wtedy i tylko wtedy, gdy n € w oraz p € I,,

e (2) G%(p, a,b) wtedy i tylko wtedy, gdy P (p), a € dom(p) oraz p(a) = b.

Teraz zbudujemy koniunkcj¢ x skoniczenie wielu ponizszych zdan (i)—(viii) z
L(o™), dla ktorej € bedzie modelem.

* () Vp (P(p) = VaVy (G(p,z,y) = (U(x) AV (y))))

o (i) Vp (P(p) — YaVyYuvv ((G(p,z,y) AG(p,u,v)) = (z = uly = v)))

o (iii) VP (P(p) — V... xnv?/l - Yn ((G(p7$1,y1)/\~ . ./\G(p, LTn,s yn)) —
(R(z1,-. . 20) = R(Y1,- .- yn))))

dla kazdego n-argumentowego predykatu R € oy

e (iv) aksjomaty czgSciowego porzadku dla < oraz fakt,ze pole < jest upo-
rzadkowane przez < wraz z funkcja poprzednika f:
Ve (Jy (y<z) = (f(x) <z A3z (f(z) <zAz<7x)))

e VWVz (Fy(x<yVy<z)—3Ip(Pp)AI(z,p)))
(czyli: jesli z jest w polu <, to I, = {p: P(p) A I(z,p)} # 0)

o (V) VaVp¥u ((f(x) < 2AL(x, p)AU (u) — g3v (I(f(x), )AG(q, u, v)A
va'vy' (G(p, 2, y') = Glg.2',y'))))
(to jest, jak widaé, wlasno$§¢ rozszerzania czgSciowych izomorfizméw ,,w
prz6d”)

o (vih) VavpVu ((f(z) < zAI(z,p)AV (v)) — FqFu (I(f(x),q)AG(q,u,v)A
Va'vy' (G(p, 2’ y') = G(g, 2", y/))))

(to jest, jak widaé, wlasno$§¢ rozszerzania czgSciowych izomorfizméw ,,w
ty1”)
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e (viil) 3z U(z) A Jy V(y) AU A ()Y
(pamigtamy, ze U® = A, V¢ = Boraz A =X ¢ i B =X —a).

Uwaga: tu (i wezeSniej) uzywamy predykatu identycznosci =, ktérego nie na-
lezy myli¢ z (metajezykowym) symbolem relacji identycznosci =.

Na mocy (i)—(iii), G opisuje wykres czg¢Sciowego izomorfizmu z og-podstruktury
generowanej przez U w og-podstrukture generowana przez V.

Wybieramy nowa statg indywidualna c. Termy ¢, f(c), f(f(c)), ... bedziemy
oznaczaé fOc, flc, f2c,.... Niech ¥ = {x} U {f""lc < f*;n € w}. Kazdy
skoriczony podzbiér zbioru ¥ ma model, a mianowicie model € = (¢, cc/),
gdzie <’ jest wystarczajaco duzg liczba naturalng. Na mocy zwartosci logiki £
istnieje model (D, c”) dla catego zbioru W. Zbiér D zawiera nieskoficzony ciag
<P_zstepujacy, a mianowicie: . .. (f2¢)P <P (fle)P <P cP. Potrzebujemy prze-
liczalnego modelu o tej wtasnosci. Nie mozemy jednak skorzysta¢ bezposrednio z
wiasnos$ci Lowenheima-Skolema, bo dotyczy ona tylko pojedynczych zdan, a zbiér
U jest nieskoriczonym zbiorem zdan.

Rozszerzamy teraz sygnature o U {c} 0o nowy jednoargumentowy predykat
Q. Niech 9 bedzie (o U {¢, Q})-zdaniem:

Q(c) AVz (Q(z) = (f(x) <z A Q(f(2))))

(wida¢, ze @ jest podzbiorem pola <: () zawiera c¢ i kazdy element () ma bezpo-
Sredni poprzednik, ktéry takze nalezy do Q).

Niech QP = {(f"c)P : n € w}. Wtedy (D,cP,QP) X x A 9.

Poniewaz y A1 jest spelnialna, wigc na mocy wlasnosci Lowenheima-Skolema
istnieje (co najwyzej) przeliczalny model (&, cZ, QF) dla x A 0.

Skoro w & zachodzi (viii), to U # () oraz V' # (). Poniewaz o jest relacyjna,
wiec UF oraz V¥ sa uniwersami podstruktur. Niech:

o A — [UE]@[G
o B = [VE]@[O'.

Pokazemy, ze (co najwyzej) przeliczalne struktury 2’ oraz 98’ spetniaja (3).

Na mocy (viii) mamy: ¢ =% ¢V oraz ¢ =X (—¢)Y, a stad otrzymujemy (na
mocy wlasnosci relatywizacji):

(4) WLy, B L

Z warunkéw (i)—(iii) wiemy, ze kazdy p € P¥ odpowiada czesciowemu izo-
morfizmowi z A" | o9 w B’ | o( (bedziemy kazdy taki czg$ciowy izomorfizm
oznaczaé przez p).
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Poniewaz (&, ¢, QF) = ¥, wigc dla kazdego n € w element e,, = (f"c)F
nalezy do Q¥ oraz elementy e,, tworza ciag zstepujacy:

...€3 <E€2 <E€1 <E€0.

Niech I = {p : istnieje n taka, ze I”(e,,p)}. Na mocy (v) otrzymujemy,
ze I # (). Na mocy (vi) oraz (vii) otrzymujemy, ze ] ma wtasnos¢ rozszerzania w
przéd i w tyt.

Dostajemy zatem:

(5) I:A o9, B | oo

Teraz (4) i (5) daja tacznie (3). Tym samym, dowdd I twierdzenia Lindstroma
jest zakoniczony.

Udowodnimy jeszcze dwa lematy, ktéry beda potrzebne w dowodzie II twier-
dzenia Lindstroma.

LEMAT 4.

Niech £ bedzie logika regularna, £, < £. Niech £ bgdzie zwarta i niech ma
wtasno$¢ Lowenheima-Skolema. Niech wreszcie oy bedzie skoficzong sygnatura
czysto relacyjna, c statg indywidualna spoza o oraz 1) niech bedzie og-zdaniem
logiki £. Niech dla kazdego m € w istnieja struktury 2,,, ‘B, takie, ze:

(F) A = B, W EE 0, B =5 .

Wtedy istnieje o1-zdanie x1, gdzie g U {<,c} C o1 oraz o jest skoriczona,
takie, ze:

o (a)Jesli A =% 1. to (A, <4) jest czgsciowym porzadkiem, a ¢ elementem
A o skoficzonej liczbie <“-poprzednikéw.

e (b) Dla kazdego m € w istnieje 2 taka, ze 2 = x; oraz c*

m <A-poprzednikéw.

ma co najmniej

DoOwOD.

W oznaczeniach poprzedniego dowodu, niech o = 0, 01 = o U {c} oraz x;
niech bedzie koniunkcja x i zdania stwierdzajacego, ze c lezy w polu <.

Najpierw udowodnimy (b). Niech dla danego m € w struktury 2,,, °B,, spel-
niaja (%) oraz niech (Ip,)n<m : Ay = By,

Definiujemy ¢ tak, jak w dowodzie I twierdzenia Lindstroma, z nastgpujacymi
modyfikacjami:

e (i) <¢ jest naturalnym porzadkiem na {0,1, ..., m}
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o (i) PY = | I,.

n<m

Niech ¢ = m. Wtedy (€, %) spetnia (b).

Dla dowodu (nie wprost) (a), przypusémy, ze istnieje model (D, c”) dla x1,
w ktérym P ma nieskoriczenie wiele <”-poprzednikéw. Tak jak w dowodzie I
twierdzenia Lindstroma, z (D, ¢) otrzymujemy dwie izomorficzne struktury 21’ i
B’ takie, ze: A =5 ¢ oraz B’ =X —). To daje sprzeczno$é (izomorficzne mo-
dele musza spetnia¢ doktadnie te same zdania), a wigc przypuszczenie dowodu nie
wprost trzeba odrzucié. Tym samym dowdd (a) oraz catego lematu jest zakoniczony.

LEMAT 5.

Niech £ begdzie logika regularna, £, < L. Niech o bedzie skoniczong sygna-
turg czysto relacyjna. Jesli dla ¢» € L(o) nie istnieje zdanie pierwszego rzgdu o
tych samych modelach, co v, to dla kazdego m € w istnieja struktury 2A,,,,B,, €
Str, takie, ze:

(%) U = B, Ay =X 1) oraz B, =5 .

DowOD.

Zatézmy, ze 1 jest spetnialna. W przeciwnym przypadku, teza lematu spet-
niona jest trywialnie: Modz(v) = Mod,,,, (Fv —v = v).

Przeprowadzimy dowdd nie wprost. Przypusémy, ze dla pewnego m € w oraz
wszystkich struktur A, B € Str,:

(1) jesliA =, B, to A =X o weedy i tylko wtedy, gdy B =* .

Niech (g, . . . , i beda wszystkimi nieréwnowaznymi logicznie zdaniami pierw-
szego rzgdu o rzedzie kwantyfikatorowym < m. Pamigtamy, ze jesli o bedzie
skoficzong sygnatura czysto relacyjna, to istnieje tylko skoriczenie wiele takich
nierownowaznych logicznie formut (dowodzimy tego faktu w KRP, przez indukcje
po ztozonosci formut). Wtedy:

(2) A ¥, B wtedy i tylko wtedy, gdy dla wszystkich 0 < ¢ < k mamy:
A = ¢; wtedy i tylko wtedy, gdy B = ¢;.

Dla 2l € Str, niech gy bedzie koniunkcja wszystkich zdan ze zbioru:

{pi 0<i<kANAE@IU{~¢; :0<i<kAAE g}

Na mocy (2) mamy wtedy, dla dowolnej B:

(3) A=, B wtedy i tylko wtedy, gdy B = ¢q.

Niech ¢ bedzie alternatywg (skoficzenie wielu!) zdan g, dla ktérych zachodzi
A = 1), czyli p jest zdaniem:

(4)  V{pa:2A e Stro NAE Y}

Pokazemy, ze:
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(5)  Modc(v) = Modg,, ()

i uzyskamy sprzeczno$¢ z przypuszczeniem dowodu nie wprost.

Jesli 9B jest modelem 1), to s nalezy do alternatywy (4) (jest jednym z jej
cztonéw). Poniewaz B |= ¢, wiec B = ¢.

Jesli, z drugiej strony, B |= ¢, to (na mocy (4)) istnieje A taka, ze A =5 1)
oraz B |= ¢g. Namocy (3) mamy wtedy 2 =, B, anamocy (1) mamy B = .

Mamy stad sprzecznosé, gdyz réwnowaznosé: B =X ¢ wtedy i tylko wtedy,
gdy B |= ¢ oznacza, ze Mod, () = Mody,,, (varphi). Tak wiec, przypuszcze-
nie dowodu nie wprost musimy odrzucié, co koiczy dowdd lematu 5.

Przed sformutowaniem II twierdzenia Lindstroma trzeba wprowadzic¢ kilka po-
jeé, ktoérych twierdzenie to dotyczy. Zaktadamy, ze czytelnik ma podstawowe wia-
domodci dotyczace elementarnej teorii rekursji, a wigc ze zna np. pojecie zbioru
rekurencyjnego, zbioru rekurencyjnie przeliczalnego, funkcji rekurencyjne;j, itp.

Powiemy, ze logika L jest efektywna, gdy dla kazdej rekurencyjnej sygnatury o
zbiér L(o) jest rekurencyjny oraz dla kazdego zdania ¢ € L(o) istnieje skoriczona
oo C o taka, ze ¢ € L(oy).

Niech logiki £ i £’ beda efektywne. Piszemy:

o (a) L <5y L' wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje funkcja rekurencyjna F'
taka, ze dla kazdego ¢ € L(o) mamy: F(¢) € L'(o) oraz Mod%.(¢y) =
Modf, (F'(1)).

o (b) L ~cpp L' wtedy i tylko wtedy, gdy £ < ff L oraz L' <.t L. Jesli
L ~epp L, to méwimy, ze L i L' sa efektywnie rownowazne.

Dla przyktadu:

e L., logika drugiego rzedu £?, staba logika drugiego rzedu £%2, logika
L(Q1) (czyli logika z kwantyfikatorem ,,istnieje nieprzeliczalnie wiele”) sa
efektywne

o L, nie jest efektywna
o Low geff L2
o L2 Leff L2

Moéwimy, ze logika L jest efektywnie regularna, gdy L jest efektywna oraz dla
kazdej rekurencyjnej sygnatury o zachodza nastgpujace warunki:

e (i) istniejg funkcje rekurencyjne ¢ +— — oraz (¢, 1) — ¢ V 1 (i podobnie
dla pozostatych spdjnikow)
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e (ii) dla kazdego jednoargumentowego predykatu U istnieje funkcja rekuren-
cyjna ¢ — oV

e (iii) istnieje funkcja rekurencyjna ¢ — " (przy tym sygnatura ¢ musi by¢
rekurencyjna).

Niech logika £ bedzie efektywna. Méwimy, ze zbidr zdan prawdziwych logiki
L jest rekurencyjnie przeliczalny, gdy dla kazdej rekurencyjnej sygnatury o zbidr
{p € L(0) : ) =* ¢} jest rekurencyjnie przeliczalny. Méwiac, Ze ten ostatni zbior
jest rekurencyjnie przeliczalny mamy oczywiscie na mySli to, ze zbidr kodéw jego
elementéw (uzyskanych przez jakas funkcjg rekurencyjna, czyli np. przez numera-
cje Godlowska) jest rekurencyjnie przeliczalny.

II TWIERDZENIE LINDSTROMA

Niech £ bedzie efektywnie regularna i L, <cpr L. Jesli £ ma wlasnos¢
Lowenheima-Skolema oraz zbiér zdan prawdziwych logiki £ jest rekurencyjnie
przeliczalny, to Ly, ~efr L.

DoOwOD.

Niech £ spelnia zatozenia twierdzenia. Pokazemy, ze £ <.y L., W dwéch
krokach:

e (x) Najpierw pokazemy, ze spetniony jest nastgpujacy warunek:

(%) Dla kazdej rekurencyjnej sygnatury o oraz kazdego i) € L(o)
istnieje ¢ € Ly, (o) takie, ze Mod,(v) = Mod(p).

e (xx) Potem pokazemy, ze przejscie od ¢ do ¢ jest efektywne.

Poniewaz L jest efektywna, wigc wystarczy rozwazac¢ skonczone sygnatury
rekurencyjne. Poniewaz dla £ istnieje efektywny odpowiednik wtasnosci zastgpo-
wania symboli funkcyjnych i statych indywidualnych przez predykaty, mozemy
ograniczy¢ si¢ do sygnatur o czysto relacyjnych.

Niech zatem ¢ bedzie: rekurencyjna, skoficzona i relacyjna.

Poprowadzimy dowéd kroku () metoda nie wprost, korzystajac z lematéw 4 i
5 oraz z Twierdzenia Traktenbrota.

Przypuszczamy zatem, ze (%) nie zachodzi, czyli ze ¢ € L(o) oraz ze zadne
zdanie pierwszego rzgdu nie ma doktadnie tych samych modeli co .

Na mocy lematu 5, dla kazdej m istnieja ., B, € Str, takie, ze:

o Ay = By
'le):£¢
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L4 EBm ’:ﬁ ﬂb-

Spelnione sg wigc zatozenia lematu 4. Istnieja zatem: sygnatura o oraz zdanie
X1 Z tezy tego lematu.

Rozszerzamy o1 przez dodanie jednoargumentowego predykatu W i rozwa-
zamy zdanie ¢ € L(o1 U {W}) o nastgpujacej postaci:

x1 A Jx W(x) AVae (W(x) = x < c).
Na mocy wiasnosci zdania xy; mamy wtedy:

e (a) Jesli 2 € Str, ypwy oraz 2 =~ 9, to zbiér W4 jest niepusty i skoii-
czony.

e (b) Dla kazdej m > 1 istnieje 2 taka, ze 2 = ¥ oraz W4 ma doktadnie m
elementéw.

Tak wiec, jesli 2 przebiega wszystkie modele ), to W4 przebiega wszyst-
kie (niepuste) zbiory skoriczone (pamigtajmy, ze wszystkie rozwazane logiki maja
wtasno$¢ izomorfizmu).

Z powyzszych warunkéw (a) 1 (b) otrzymamy sprzeczno$¢ z przypuszczeniem
dowodu nie wprost.

Na mocy twierdzenia Traktenbrota istnieje rekurencyjna i skoficzona sygna-
tura o9 taka, ze zbiér wszystkich oo-zdan prawdziwych we wszystkich strukturach
skoficzonych (tej sygnatury) nie jest zbiorem rekurencyjnie przeliczalnym.

Mozemy zatozy¢, ze o2 jest czysto relacyjna i roztaczna z o U {W}.

Niech F' bedzie odwzorowaniem rekurencyjnym ¢ — F'(¢), ze zbioru L(og)
w L(02) taka, ze Mod(p) = Mod(F(y)). Wtedy dla wszystkich zdan ¢ € L(o3):

o (&) (jestprawdziwe we wszystkich strukturach skoriczonych (sygnatury
o9) wtedy i tylko wtedy, gdy =2 9 — (F(¢))W.

Aby udowodni¢ réwnowaznos¢ (#), trzeba dowies¢ implikacji prostej oraz od-
wrotnej.

= Niech ¢ bedzie prawdziwe we wszystkich strukturach skoniczonych oraz
2l € Strg,uiwiue, bedzie taka, ze 2A =X 4. Na mocy (a), W4 jest niepusty
i skoficzony, a wigc [IWA]72 |=£ o, a stad [WAHo2 =X F(p). Weedy 2 |
o2 E (F(p)".

< Na mocy (b), dla kazdej m > 1 istnieje A taka, ze A = 0 i W4 ma
doktadnie m elementéw. Stad 2 =5 (F(0))W, czyli 2 =% ©". W konsekwencji,
A1 = .
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To koriczy dowéd (), a tym samym dowdd kroku ().

Przechodzimy do dowodu kroku (xx). Niech g% bedzie funkcja rekurencyjna,
przypisujaca numery (np. numery Godlowskie) zdaniom logiki £, czyli zdaniom
ustalonej sygnatury rekurencyjnej o. Na mocy faktu, ze zbiér zdan prawdziwych
logiki L jest rekurencyjnie przeliczalny, dla kazdej rekurencyjnej sygnatury o ist-
nieje dwuargumentowa relacja rekurencyjna, powiedzmy R, taka, ze dla wszyst-
kich zdan ¢ € L(o):

o =X o wiedy i tylko wtedy, gdy 3m R(m, g%(p)).

Ustalmy wyliczenie (1, : n € w) wszystkich o-zdai logiki L, takie, ze
przyporzadkowanie n — g7 (1) jest rekurencyjne. Niech G begdzie funkcja
rekurencyjng taka, ze dla o-zdan logiki £:

o G(92(0) = ((u(m,n))R(m, gZ( =¢ (¥n)*))n

(tu () jest np. pierwotnie rekurencyjna funkcja kodujaca (pary) Cantora, a ()1 jest
pierwotnie rekurencyjna funkcja rzutu, na pierwszy argument pary; p x [...] jest
efektywnym p-operatorem, czytanym: ,,najmniejsze x takie, ze |...|”). Powyzej
zaznaczyliSmy wyraZnie, ze bierzemy spéjnik réwnowaznosci z logiki £ oraz, ze
rozwazamy ,,przektad” formuly ¢/, na stosowne zdanie logiki L.

Niech ¢* bedzie formuta wg(gz(w)). Wtedy rekurencyjne odwzorowanie ¢ +—
©* posSwiadcza, ze £ <.fp Low-

Dowdd II twierdzenia Lindstroma zostat tym samym zakoficzony.

Przypomnijmy jeszcze sformutowanie twierdzenia Traktenbrota, na ktére po-
wotujemy si¢ w powyzszym dowodzie (jego dowdd podajemy w Preliminariach
matematycznych, w dziale dotyczacym matematycznych modeli obliczalnosci).

TWIERDZENIE TRAKTENBROTA. Istnieje skoficzona sygnatura o taka,
ze zbiér wszystkich zdan (jezyka KRP o sygnaturze o) prawdziwych
we wszystkich strukturach skoniczonych nalezacych do Str, nie jest
rekurencyjnie przeliczalny.

Oprécz powyzszych twierdzen Lindstroma, znaleziono caty szereg innych jesz-
cze twierdzen, charakteryzujacych logiki abstrakcyjne maksymalne jesli chodzi o
wybrane zestawy wlasnosci. Twierdzenia te dotycza zar6wno logik z uogélnionymi
kwantyfikatorami, jak i logik infinitarnych. Takze logiki wyzszych rzgdéw moga
by¢ oczywiscie traktowane jako logiki abstrakcyjne w oméwionym wyzej sensie.
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4.1.3 Logiki z uogélnionymi kwantyfikatorami

Mostowski rozwazat tzw. kwantyfikatory numeryczne @), gdzie « jest liczba po-
rzadkowa. Znaczenie formuty Q,x () okresla si¢ nastgpujaco:

e M | Qurp(x) wtedy i tylko wtedy, gdy zbiér {a € dom(IM) : M
©(x)[a]} ma moc nie mniejsza od R,.

W szczeg6lnoscei, Qg jest kwantyfikatorem, za pomoca ktérego wyrazi¢ mozna
pojecia: nieskoriczenie wiele oraz skoriczenie wiele, poniewaz formuta Qoxy(z)
jest spetniona w strukturze 90t wtedy i tylko wtedy, gdy w dom(91) istnieje co naj-
mniej Ny obiektéw, spetniajacych formute ¢(x). Jak pamigtamy z elementarnego
kursu logiki, poje¢ tych nie mozna wyrazi¢ w klasycznej logice pierwszego rzedu.

Mostowski formutuje pewne warunki, ktére musza by¢ spetnione, aby tak wpro-
wadzone pojgcie miato porzadna (i zamierzona) semantyke. Do warunkéw takich
nalezy to, ze jesli M = Qqxp(x) oraz struktury 9 i N sa izomorficzne, to za-
chodzi réwniez M | Q,z¢(x). Odpowiada to intuicjom zwiazanym z kwanty-
fikatorem (numerycznym): ma on charakteryzowaé jedynie liczbe obiektow, nie
przesadzajac niczego o ich jakosci.

Kwantyfikatory numeryczne Mostowskiego rozumieé mozna w sposéb rela-
cyjny: kwantyfikatorem (jednoargumentowym) jest rodzina () par zbioréw (U, X),
gdzie X C U oraz jesli (U, X) € Qi |X| =|Y,|U-X|=1|V-Y|, to
(V,Y) € Q. Symbol | X | oznacza, przypomnijmy, moc zbioru X. Dla przyktadu:

Qo = {(U, X) : [X]| = No}.

Kwantyfikatory tak rozumiane moga by¢ traktowane jako operacje () spetnia-
jace nastgpujace warunki:

o Jesli p(x, 7/) jest formuta, to formuta jest réwniez Qzip(z, /).
o M = Qup(x, )b, @] wtedy i tylko wtedy, gdy:
(dom (M), {b: M = oz, ¥)[b, d]}) € Q.

Jesli L, oznacza klasyczna logike pierwszego rzgdu, to niech L, (Q) ozna-
cza jej rozszerzenie otrzymane przez dodanie tak rozumianego kwantyfikatora Q).
Mostowski udowodnit, ze L, (Qo) nie jest (efektywnie) aksjomatyzowalna.
Niech 6 bedzie zdaniem:
Va-Qoy (y < z)

jezyka Ly, (Qo) i niech II bedzie aksjomatyka arytmetyki Peana (w jezyku L., ),
a 91y modelem standardowym tej arytmetyki. Wtedy dla kazdego zdania ¢ jezyka
L, mamy:
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o Ny = ¢ wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego 9, jesli 9 = II, to
M = (0 — 9).

Poniewaz, jak wiadomo, nie ma efektywnej procedury arytmetycznej dla roz-
strzygania lewej strony tej rownowaznos$ci, wigc nie istnieje pelna metoda dowo-
dowa dla L, (Qo).

Postawiony przez Mostowskiego problem, czy L, (@1 ) jest aksjomatyzowalna
zostal rozwiazany przez Keislera.

Mostowski podat takze teorio-modelowa charakterystyke kwantyfikatoréw pierw-
szego rzedu: dowolne rozszerzenie logiki pierwszego rzedu otrzymane przez do-
danie jednoargumentowego kwantyfikatora, ktére spetnia warunek:

e kazde zdanie, ktére ma model nieskoriczony, ma tez model kazdej mocy nie-
skorniczonej

jest réwnowazne z logika pierwwszego rzedu.

Ujecie Mostowskiego doczekalo si¢ wkrétce uogdlnienia, w pracach Lind-
stroma (1969), gdzie rozwaza si¢ nie tylko kwantyfikatory jednoargumentowe, lecz
réwniez wieloargumentowe. Takimi sa, dla przyktadu:

o KWANTYFIKATOR HARTIGA. [ = {(U, X,Y) : | X| = |Y|}

e KWANTYFIKATOR RESCHERA. R = {(U, X,Y) : | X| < |V}

Te kwantyfikatory nie moga zosta¢ wyrazone w formalizmie Mostowskiego.
Definicja Lindstroma ma, w uproszczeniu, posta¢ nastgpujaca:

(Lokalnym) kwantyfikatorem uogdélnionym na M typu (ki, ..., ky) nazywamy
dowolna n-arna relacje pomiedzy podzbiorami M*1, ... AM*»,

Uogolnionym kwantyfikatorom poswigciliSmy osobny wyktad. W wigkszosci
przypadkéw byla mowa o tzw. kwantyfikatorach uogélnionych monadycznych bi-
narnych, czyli typu (1, 1).

Kwantyfikatory rozwazane przez Mostowskiego byty typu (1), kwantyfikatory
Hirtiga i Reschera sa typu (1, 1).

W 1959 roku Henkin rozwazat inne rodzaje kwantyfikatoréw, rézne od kwan-
tyfikator6w numerycznych Mostowskiego.

Pamigtamy, ze przy tworzeniu prefiksowej postaci normalnej formuly jezyka
rachunku predykatéw wszystkie kwantyfikatory poprzedzaja matryce formuty. Przy
skolemizacji takiej formuly eliminujemy kwantyfikatory egzystencjalne, wprowa-
dzajac nowe symbole funkcyjne (dla funkcji Skolema).
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Symbol funkcyjny f wprowadzony przez eliminacje kwantyfikatora 3 z pre-
fiksu kwantyfikatorowego (Q1Q)s ... Q, (gdzie @); sa kwantyfikatorami klasycz-
nymi: V oraz J) ma tyle argumentéw, ile kwantyfikatoréw ogdlnych poprzedza 6w
eliminowany kwantyfikator 3 w prefiksie (103 . . . Q. Powstaje problem, czy ta
procedura dobrze opisuje sytuacje, w ktérych dokonujemy wyboréw niezaleznych.
Henkin wprowadzit uogélnienie tej procedury, dopuszczajac prefiksy czesciowo
uporzadkowane lub inaczej prefiksy rozgatezione, za pomoca ktérych mozna wy-
razi¢ zaleznosci, ktérych nie mozna przedstawi¢ w sposéb liniowy. Kwantyfikator
Henkina ma postaé nastgpujaca:

Ve——3y
SRR

Czesciowy porzadek prefiksu ma oddawac sytuacje, gdy dokonujemy wyboréw
niezaleznych. Semantyke dla tego kwantyfikatora ustala si¢ nastgpujaco:
Kwantyfikator Henkina to kwantyfikator typu (4) taki, ze:

H = {RC M*: istniejq funkcje f, g na M takie,ze
dla dowolnych a,b € M (a, f(a),b, f(b)) € R}.

Jezyk z kwantyfikatorem Henkina ma moc wyrazania istotnie wigksza niz je-
zyk klasycznego rachunku predykatéw. Mozna pokazaé, ze kwantyfikator Qg Mo-
stowskiego jest definiowalny przez kwantyfikator Henkina. Pojecie ,,mocy wyra-
zania” jezyka byto objasnione wczesdniej

Dalszych uogélniert dokonat w latach siedemdziesiatych XX wieku Barwise.
Rozwazal m.in. rozgatezione prefiksy, w ktérych wystgpowaty uogdlnione kwan-

tyfikatory (w sensie Lindstroma).
Oto jeszcze kilka dalszych kwantyfikatoréw uogdélnionych:

Vi = {M},
v ={X CM:X#0},
(Fzn)u ={X C M : [X] = n},
(Qu)m ={X C M :[X]| >R},
(Qr)m ={X CM:|X|>|M—-X|}, (Kwantyfikator Reschera),
(Qr)m ={X C M :|X|=]|M|}, (Kwantyfikator Changa).

Wida¢ zatem, ze réwniez ,,zwykte” kwantyfikatory mozna uwazaé za kwantyfi-
katory uogdélnione (co jest dosé oczywiste — dobre uogélnienie powinno uwzgled-
nia¢ przypadki wyjSciowe).
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Przez L¢ oznaczaé teraz bedziemy jezyk KRP z kwantyfikatorem ). Interpre-
tacje Lo wyznaczone beda przez semantyczng charakterystyke (). Dla jezyka L z
ustalong interpretacja semantyczna () bedziemy tez uzywac terminu ,,logika Lg”.
Niech N, bedzie a-ta moca nieskonczong (gdzie « jest liczba porzadkowa). Za-
miast Ng piszemy czasem w. Jesli x, A sa nieskoficzonymi liczbami kardynalnymi,
to przez L, ) rozumiemy jezyk w ktérym dopuszczalne sa koniunkcje i alternatywy
dtugosci mniejszej niz x oraz prefiksy kwantyfikatorowe dlugos$ci mniejszej niz
A. Tak wige, Ly, to jezyk KRP, klasycznej logiki pierwszego rzgdu. Przez Loy
rozumiemy jezyk, w ktérym dopuszczalne sa koniunkcje i alternatywy dowolnej
dtugosci oraz prefiksy kwantyfikatorowe dtugosci mniejszej niz \.

KWANTYFIKATOR ,,ISTNIEJE NIESKONCZENIE WIELE”
Wyrazenie Qox a(x) czytamy: istnieje nieskoriczenie wiele x takich, ze a(x).
Semantyka )y wyznaczona jest przez warunek:
A = Qox a(x) wtedy i tylko wtedy, gdy zbidr {a € dom(2l) : A = «afal} jest
nieskoiiczony.
Oto niektdre wlasnosci L,

e Standardowy model arytmetyki PA mozna scharakteryzowa¢ w Lq, z do-
ktadnoscia do izomorfizmu.

Wystarczy do aksjomatéw dyskretnego liniowego porzadku < dodaé aksjo-
mat: Ve—=Qoy y < .

e W L, nie zachodzi gorne twierdzenie Lowenheima-Skolema.
e L, nie jest aksjomatyzowalna.

e W L, nie zachodzi twierdzenie o zwartosci.

e W Lg, zachodzi dolne twierdzenie Lowenheima-Skolema.

e Pelnos¢ (systemu dowodowego z nieskoficzonymi dowodami) dla L, mozna
otrzymac¢ przez dodanie reguty infinitarnej:

Iz a(z), 3722 a(z),. ..
Qoz a(x)

e Dowolna przeliczalna Ny-kategoryczna teoria w L, bez modeli skoriczo-
nych jest zupelna.

e Teoria gestych liniowych porzadkéw jest zupelna w L, .
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e L, jest fragmentem Ly, co wida¢ z rownowaznosci:

Qox o) = /\ 7"z a(z).

n<w

KWANTYFIKATOR ,,ISTNIEJE NIEPRZELICZALNIE WIELE”

Wyrazenie Q1 «(x) czytamy: istnieje nieprzeliczalnie wiele x takich, ze
a(z).

Semantyka ()1 wyznaczona jest przez warunek:

A = Qix ax) wtedy i tylko wtedy, gdy zbidr {a € dom(2l) : A = «afal} jest
nieprzeliczalny.

Ograniczamy si¢ do interpretacji nieprzeliczalnych.

Tak jak w L, definiowalne jest pojecie skonczonosci, tak w L, definiowalne
jest pojecie przeliczalnoSci.

Oto niektére wiasnosci L, :

e Teoria gestych liniowych porzadkow nie jest zupetna w Ly, .

e Gorne twierdzenie Lowenheima-Skolema nie zachodzi w L, . Dolne twier-
dzenie LS zachodzi w nastepujacej wersji: jesli teoria w Lg, (mocy co naj-
wyzej N1) ma model, to ma model mocy N;.

e Kazda R;-kategoryczna teoria w L, (mocy co najwyzej N1) jest zupelna.

e Teoria cial algebraicznie domknigtych charakterystyki zero jest zupetna w
Lg,.

e Lg, jest (!) aksjomatyzowalna.

KWANTYFIKATOR CHANGA

Wyrazenie Q.x «(x) czytamy: istnieje tyle x takich, ze «(x) ile jest obiektéw
w catym uniwersum.

Semantyka (). wyznaczona jest przez warunek:

A E Qcx a(x) wtedy i tylko wtedy, gdy zbiér {a € dom(2l) : 2 = afa]} ma
taka sama moc, jak zbidr dom ().

Oto niektére wlasnosci L, :

e W modelach mocy ®; kwantyfikator (). ma taka samg interpretacje, jak
kwantyfikator Q1.

e Teoria gestych porzadkow liniowych nie jest zupetna w L. .
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Teoria ciat algebraicznie domknigtych charakterystyki zero jest zupetna w
Lg. . [Teoria ta dopuszcza eliminacje kwantyfikatorow 3i Q..]

Jesli przeliczalna teoria w L¢, ma model, ktérego moc jest liczba kardynalna
nastgpnikowa, to ma model mocy N;.

Jesli przeliczalna teoria w Lg, ma model mocy Ny, to ma modele kazdej
mocy nieskoniczone;.

Niech Val; bedzie zbiorem wszystkich zdaf L, prawdziwych w modelach
mocy Np i niech Val, bedzie zbiorem wszystkich zdafi L¢, prawdziwych
w modelach mocy R,,. Wtedy (przy zatozeniu uogélnionej hipotezy konti-
nuum):

1. Valy oraz Val,, sa rekurencyjnie przeliczalne.

2. Valy N'Valy, jest zbiorem wszystkich L, -tautologii.

KWANTYFIKATOR ,,JEST WIECEJ A N1Z B”

Wyrazenie Qprx o(x)5(x) czytamy: jest wigcej x takich, ze «(x) niz z takich,
ze B(x).

Semantyka ()s wyznaczona jest przez warunek:

A = Quz afz)s(x) wtedy i tylko wtedy, gdy moc zbioru {a € dom(2) :
2 = alal} jest wigksza od mocy zbioru {a € dom(2) : A = Slal}.

Oto niektdre wlasnosci Lg,,

Standardowy model arytmetyki PA mozna scharakteryzowa¢ w Lg,, z do-
ktadnoscia do izomorfizmu.

Lgq,, nie jest aksjomatyzowalna.

W Lq,, nie zachodzi: ani dolne ani gérne twierdzenie Lowenheima-Skolema,
ani twierdzenie o zwartosci.

Qo oraz (). sa definiowalne w Lg,, .

Lq,, jest logika o znacznej ,,mocy wyrazania”: mozna w niej sformutowac
np. zdanie, ktére ma model wtedy i tylko wtedy, gdy falszywa jest uogél-
niona hipoteza kontinuum.

KWANTYFIKATOR HENKINA
Wyrazenie Qg (z,y,u,v)a(z,y,u,v) jest skrétem dla formuty z nastgpuja-
cym czgSciowo uporzadkowanym prefiksem kwantyfikatorowym:
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Voer——3y
3y 0wy u0)

Semantyka dla tego kwantyfikatora wyznaczona jest przez warunek:

A = Quryuv oz, y, u,v) wtedy i tylko wtedy, gdy istnieja funkcje f oraz g
(okreslone na dom (1) i o wartoSciach w dom (21)) takie, ze A = a(z, f(x), u, g(u)).

Oto niektore wlasnosci Lg,,:

Kwantyfikatory Qo, Q. oraz Qs sa definiowalne w L, .
e Lq,, nie jest aksjomatyzowalna.
e W Lg,, nie zachodzi twierdzenie o zwartosci.

e W L, nie zachodzi ani dolne, ani gérne twierdzenie Lowenheima-Skolema.
Widzimy wigc, ze réwniez L, ma znaczng ,,moc wyrazania’.
* ok %

Niektére z wymienionych wyzej logik (z uogdlnionymi kwantyfikatorami) sa
uporzadkowane nastgpujaco pod wzgledem mocy wyrazania (strzatka oznacza za-
chodzenie relacji <):

/ N
L Loy, — Lu

p /
LQR - LQw

(tu I jest kwantyfikatorem Hirtiga, a ), jest kwantyfikatorem wigkszosci most:
Qura(z)p(x) ma semantyke odpowiadajaca warunkowi, ze wigkszos¢ obiektow,
ktére spetniaja (), spetnia 5(x)).

4.14 Logika drugiego rzedu

W ogdlnosci, rozwaza si¢ dwa rodzaje semantyk dla logiki drugiego rzgdu: w jed-
nej z nich dopuszcza si¢, aby zmienne drugiego rzedu przebiegaly caty zbidér po-
tegowy wszystkich skoriczonych iloczynéw kartezjariskich uniwersum modelu, w
drugiej ogranicza si¢ ten zakres do pewnej podrodziny tego zbioru potggowego.
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W tzw. stabej logice drugiego rzedu dopuszcza si¢ kwantyfikacje po jedynie
skoniczonych podzbiorach uniwersum modelu. Z kolei, w monadycznej logice dru-
giego rzedu postugujemy si¢ jedynie predykatami jednoargumentowymi (czyli mo-
zemy kwantyfikowaé jedynie po podzbiorach uniwersum, a nie po podzbiorach
iloczynéw kartezjafiskich uniwersum).

Sktadnia logiki drugiego rzgdu jest bardzo podobna do tej dla logiki rzedu
pierwszego. Niech L bedzie jezykiem pierwszego rzedu. Aby otrzymac jezyk dru-
giego rzgdu, dodajemy zbiér nowych zmiennych {X,, : n € w}. Rozwazmy teraz
dwa przypadki:

e jezyk L>™ monadycznej logiki drugiego rzedu
e jezyk L? petnej logiki drugiego rzedu.

W przypadku monadycznym zbidr terméw L*™ jest taki sam jak zbi6r terméw
L. Formuty atomowe L*™ obejmuja formuty atomowe L oraz dodatkowo wszelkie
wyrazenia o postaci X,,(t), gdzie ¢ jest termem, a X,, zmienng drugiego rzedu.

Indukcyjna definicja formuty jezyka monadycznej logiki drugiego rzedu wy-
maga dodania warunku:

e Jedli 1) jest formula, to formutami sa réwniez R ) oraz VR ), dla dowol-
nego predykatu R z sygnatury rozwazanego jezyka.

Struktury (interpretacje) dla L?™ sa takie same jak dla L. Wartosciowaniem w
2 jest teraz para funkcji (o, 3), gdzie a przyporzadkowuje zmiennym indywidu-
alnym (pierwszego rzgdu) elementy uniwersum struktury 2, natomiast /3 przypo-
rzadkowuje zmiennym drugiego rzedu podzbiory uniwersum struktury 2. Warto$¢
t*[e, B8] termu ¢ w strukturze 24 przy wartosciowaniu («, 3) jest identyczna z war-
toScia termu ¢ w strukturze 2 przy wartoSciowaniu «. Definicj¢ spetniania formuty
w strukturze przez warto$ciowanie trzeba rozszerzy¢ o warunki:

o AE X,(t)]e, B, gdy t*]a] € B(Xy);

o A 3X, ¢[a, ], gdy istnieje B C dom(2A) taki, ze A |= o, B ], gdzie
B)]?n jest wartoSciowaniem rézniacym sig¢ od 3 co najwyzej tym, iz zmiennej
X, przyporzadkowuje zbior B;

o A= VX, Pla, ], gdy dlawszystkich B C dom(2) taki, ze A |= ¢[a, BT 1.
gdzie ﬁfn jest wartoSciowaniem rézniacym si¢ od 5 co najwyzej tym, iz
zmiennej X, przyporzadkowuje zbiér B.

W pelnej logice drugiego rzedu L? do jezyka dodajemy dwie nieskoriczone
rodziny zbioréw zmiennych (drugiego rzgdu):
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e {RF :n € w} zmienne dla predykatéw k-argumentowych, dla kazdej k € w;

e {F} . n € w} zmienne dla symboli funkcyjnych k-argumentowych, dla
kazdej k € w.

Tworzenie formul jezyka tej logiki jest oczywiste. Strukturami dla tego jezyka
sg struktury dla L. Wartosciowania w strukturze 2 to pary funkcji (o, /3) takich,
ze:

e o przyporzadkowuje kazdej zmiennej RY pewna k-argumentowa relacje mie-
dzy elementami uniwersum struktury 2

e /3 przyporzadkowuje kazdej zmiennej F¥ pewna k-argumentowa funkcje
okreslong na uniwersum struktury 2.

Definicje wartoSci termu w strukturze przy danym wartosciowaniu oraz spet-
niania formuty w strukturze przez wartoSciowanie definiujemy w oczywisty spo-
sob, dla przyktadu:

b (Fs(tla o 7tk))2[[a76] = 5(F7I"f)(t%[a7/8]7 ce 7t%[[0476])

o A = RE(ty,... tx)[a, B] dokladnie wtedy, gdy (7], 8],... th[a, B]) €
B(Ry)

e 2 |= 3FF ¢[a, B] doktadnie wtedy, gdy istnieje funkcja k-argumentowa f
okreslona na uniwersum struktury 2 taka, ze 2 = ¢[a, B{,k]

e 2 = VREF 4a, f] doktadnie wtedy, gdy dla kazdej relacji k-argumentowej
r C (dom(2A))* zachodzi 2 = ¥[a, B |-

W podobny sposéb okresla si¢ podstawowe pojecia sktadniowe i semantyczne
dla logik jeszcze wyzszych rzgdéw (trzeciego, czwartego, itd.). Wreszcie, mozemy
tez okresli¢ jezyk teorii typow, zawierajacy w sobie wszystkie jezyki logik wyz-
szych rzedow i w odpowiedni sposéb podaé dlan definicje pojec¢ sktadniowych i
semantycznych.

W niniejszym punkcie podamy jeszcze jedynie, dla ilustracji, dwie rzeczy:

e przyklady zdan logik L?™ oraz L?, wyrazajacych wazne pojecia matema-
tyczne (niewyrazalne w logice pierwszego rzgdu);

e kilka uwag o wlasno$ciach metalogicznych L?™ oraz L?.
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Rozwazmy wigc nastgpujace zdania:
1. Niech ¥ w jezyku z jednym predykatem dwuargumentowym < bedzie ko-
niunkcja zdan:

e zdania stwierdzajacego, ze < jest ostrym porzadkiem liniowym oraz zdania
o VX (Jy X(y) — Jy (X(y) A3z (X(2) Az <y))).

Wrtedy struktura 2 = (A, <%) dla rozwazanego jezyka spetnia zdanie 1 do-
kladnie wtedy, gdy <* jest dobrym porzadkiem jej uniwersum.

2. Niech 19 bedzie aksjomatem indukcji (w jezyku ze stala O zero oraz symbo-
lem funkcyjnym s nastgpnika), jak w oryginalnym sformutowaniu Peana. Wtedy
modelami zdania v sa dokladnie te struktury 2, dla ktérych: dom/(2) = {R* :
n € w}, gdzie 7 jest liczebnikiem nazywajacym liczbg n.

3. Niech 3 bedzie koniunkcja nastgpujacych zdan:

*
oV (Jyy<z—Jy(y<axAVz(z<z—(2<yVz=y))).

Drugie z tych zdan stwierdza, ze element, ktéry ma jakikolwiek poprzednik ma
tez bezposredni poprzednik (wzgledem porzadku <). Jesli 2 spetnia zdanie 13, to
~<* jest dobrym porzadkiem w jej uniwersum, ktéry jest albo skoriczony, albo ma
typ porzadkowy w. Tak wigc, zdanie 1)3 ma modele skoficzone oraz przeliczalnie
nieskoniczone, ale nie ma modeli nieprzeliczalnych.

4. Przyjmijmy naturalne oznaczenie: z =< y dlax < y V xz = y. Niech 14
bedzie koniunkcja nastgpujacych zdan:

e zdania stwierdzajacego, ze < jest gestym porzadkiem liniowym bez kofncéw
(zobacz rozdziat 2)

o VX (Jy (X(y) AdaVy (X(y) =y 2 2)) = Iz (Vy (X(y) = y =
) AV (Yy (X(y) =y < w) = (2 2 w))).

Drugie z tych zdan wyraza zupetnos¢ porzadku. Tak wigc, modelami 4 sa
te struktury 2, w ktérych < jest interpretowany jako (gesty liniowy bez koficé6w)
porzadek zupelny: kazdy niepusty zbidr ograniczony z géry ma kres gérny. Dla
takich struktur 2{ istnieje wtozenie zbioru liczb rzeczywistych z ich naturalnym
porzadkiem w 2A. Wynika stad, ze zdanie 1), ma modele mocy co najmniej 20, ale
nie ma modeli mocy mniejszych.

5. Niech 5 bedzie zdaniem stwierdzajacym, iz kazda injekcja jest surjekcja:
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o VI (VaVy (F(z) = F(y) — v =y) = Vydz F(x) =y).

Wtedy jedynymi strukturami, ktére spetniaja zdanie 5 sa struktury skoriczone.

6. Niech s bedzie zdaniem 3R 13, gdzie w 3 zastgpujemy wszystkie wy-
stapienia < przez dwuargumentowy predykat R. Struktura 2 spetnia zdanie g
doktadnie wtedy, gdy na jej uniwersum istnieje dobry porzadek bez elementéw
granicznych, a zatem doktadnie wtedy, gdy jest ona przeliczalna.

7. Niech v bedzie zdaniem stwierdzajacym, iz istnieje dobry porzadek uni-
wersum taki, ze kazdy jego segment poczatkowy jest przeliczalny. Struktura 2A
spetnia zdanie v)7 doktadnie wtedy, gdy jej moc jest niewigksza od N;.

8. W logice drugiego rzedu mozna skonstruowac zdanie, ktére jest prawdziwe
(zachodzi we wszystkich strukturach) doktadnie wtedy, gdy prawdziwa jest Hipo-
teza Kontinuum. Wykorzystamy w tym celu zdania: ¢g(Y"), stwierdzajace, ze zbiér
Y jest co najwyzej przeliczalny oraz 14 (stwierdzajace, ze uniwersum ma moc kon-
tinuum). Zdanie 1g(Y’) otrzymujemy ze zdania 13, ograniczajac wszystkie kwan-
tyfikatory pierwszego rzgdu do Y, w znany sposéb. Zdanie, ktérego szukamy, ma
wyraza¢ wtasnos¢: jesli uniwersum jest réwnoliczne ze zbiorem liczb rzeczywi-
stych, to kazdy jego podzbidr jest albo co najwyzej przeliczalny, albo rownoliczny
z uniwersum (nie jest wigc zadnej mocy posredniej miedzy Rg a 280). Niech )y
bedzie zdaniem:

o Yy — VY (¢g(Y) V3G (Vx Y(G(x)) ANVxVy (G(z) = G(y) — = =
y) AVy (Y(y) = 3z G(z) = y))).

Wtedy zdanie 19 jest prawdziwe doktadnie wtedy, gdy zachodzi Hipoteza Kon-
tinuum. Przyktad ten pokazuje, jak silna jest semantyka pelnej logiki drugiego
rzgdu. Nie nalezy si¢ zatem spodziewac, iz petna logika drugiego rzedu moze zo-
sta¢ wyposazona w jakikolwiek efektywny, finitystyczny system dowodowy.

Z podanych wyzej przyktadéw wynikaja pewne wtasnosci metalogiczne logiki
drugiego rzgdu. W szczegdlnosci, jest widoczne, ze w monadycznej logice dru-
giego rzedu nie zachodza twierdzenia:

e 0 zwartosci,
e dolne twierdzenie Lowenheima-Skolema,

e gérne twierdzenie Lowenheima-Skolema.

Dla dowolnych logik abstrakcyjnych (patrz nizej, 25.3 oraz wyktady 4-5) roz-
waza si¢ pewne uogodlnienia pojeé zwiazanych ze zwartoscia, spetnianiem twier-
dzen Lowenheima-Skolema itd. Podamy, bez dowodow, kilka faktéw dotyczacych
tej problematyki.
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Niech £ bedzie logika abstrakcyjna, a s i A liczbami kardynalnymi. Méwimy,
ze:

e logika L jest (k, A) — zwarta, gdy dla dowolnego zbioru A zdafi z £ mocy
niewigkszej od k, jesli kazdy podzbiér mocy mniejszej od A zbioru A ma
model, to A ma model;

e logika £ ma wiasno$¢ Liowenheima-Skolema (k, \)-w dot, gdy dla dowol-
nego zbioru A zdan z £ mocy niewigkszej od «, jesli A ma model, to A ma
model mocy co najwyzej A;

e logika £ ma wtasnos¢ Lowenheima-Skolema (k, \)-w gdre, gdy dla dowol-
nego zbioru A zdan z £ mocy niewigkszej od k oraz kazdej liczby kardy-
nalnej 1 < A, jesli A ma model mocy co najmniej u, to dla kazdej liczby
kardynalnej v > A, A ma model mocy co najmniej v.

Jesli w powyzszych wtasnoSciach x jest dowolnie duza, to uzywamy symbolu
oo; dla przyktadu, logika pierwszego rze¢du:

e jest (0o, w)-zwarta,
e ma wlasnos¢ Lowenheima-Skolema (k, k)-w dot,

e ma whasnos¢ Lowenheima-Skolema (0o, w)-w gore.

Z wymienionymi wilasnoSciami mozemy stowarzyszy¢ pewne liczby kardy-
nalne, charakteryzujace logiki. Dla dowolnej logiki abstrakcyjnej £ oraz liczby
kardynalnej ~ niech:

e t,.(L) bedzie najmniejsza A taka, ze L jest (k, \)-zwarta;
(

)
) bedzie najmniejsza A taka, ze £ ma whasnos¢ Lowenheima-Skolema
)-w dot,

e 1, (L) bedzie najmniejsza A taka, ze £ ma whasnos¢ Lowenheima-Skolema
(K, \)-w gore.

Wtedy, dla niektérych x, uzywamy nastgpujacej terminologii:

e t(L) réwna z definicji ¢, 1, (L) nazywana jest liczbq Tarskiego logiki L;

e /(L) réwna z definicji ¢1 (L) nazywana jest liczbq Lowenheima logiki L;

e 1 (L) réwna z definicji hq (£) nazywana jest liczbq Hanfa logiki L.
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Dla klasycznej logiki pierwszego rzgdu £ zachodza réwnosci:

o t(L)=4U(L)=h(L)=w

e Dla kazdej nieskoriczonej x mamy: ¢,,(L) = x oraz h,(L) = w.
Dla monadycznej logiki drugiego rzgdu mamy wtedy oszacowania:
o ((L%M) > 2%

o h(L%™) >Ny

o t(L%M) > Ny,

Oszacowania te mozna uczyni¢ doktadniejszymi z pomoca nastgpujacego po-
jecia. Definiujemy przez indukcje liczby beth:

e Jy=1Ng
(] :U+1 = 2:[‘7
e 1, =sup{3, : 0 < A} dla granicznych \.

Zauwazmy, ze Uogélniona Hipoteza Kontinuum jest rOwnowazna ze stwier-
dzeniem, ze R, = 3, dla wszystkich . Wprowadzmy teraz oznaczenia:

e ko =N
® Knyl = j/in
o Ky, =sup{ky :n € w}.

Wtedy k., jest najmniejsza liczba kardynalna ) taka, ze A = J,. Ponadto:

W logice pierwszego rzgdu zbidr (numeréw godlowskich) wszystkich kon-
sekwencji logicznych dowolnego rekurencyjnego zbioru (numeréw goédlowskich)
zdan jest rekurencyjnie przeliczalny. W monadycznej logice drugiego rzgdu, a wigc
tym bardziej w pelnej logice drugiego rzedu, zbior zdan logicznie prawdziwych
nie jest rekurencyjnie przeliczalny. Nadto, poniewaz istnienie finitarnego systemu
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dedukcji pelnego wzgledem konsekwencji logicznej w danej logice abstrakcyjnej
pociaga za sobg (oo, w)-zwartos$¢ tej logiki, wigc ani w monadycznej, ani w petnej
logice drugiego rzedu taki system nie istnieje. Mozna takze pokazaé, ze nie istnieja
dla tych logik petne systemy dedukcji z pewnego rodzaju infinitarnymi regutami
wnioskowania.

4.1.5 Logiki infinitarne

Kiedy logike uznajemy za infinitarna? W czesci pierwszej (zwlaszcza w rozdzia-
tach poswigconych typom elementéw i teorii) spotykaliSmy si¢ czgsto z jezykami
nieprzeliczalnymi, ktére miaty nieprzeliczalng wiasnie liczbe statych indywidual-
nych. Pracowalismy jednak w dalszym ciagu w ramach finitarnej logiki pierwszego
rzedu. Logika jest infinitarna, gdy:

e dopuszczamy w jej jezyku infinitarne konstrukcje sktadniowe (infinitarne —
np. przeliczalne — koniunkcje i alternatywy formut),

o dopuszczamy wsrdd jej regut wnioskowania reguly infinitarne (np. w-regule),
co w konsekwencji prowadzi do infinitarnych dowodow.

W jezykach Ly, gdzie x i A sg nieskoriczonymi liczbami kardynalnymi (A <
k) dopuszczalne sa koniunkcje i alternatywy dtugosci mniejszej od x oraz kwan-
tyfikacje na ciggach zmiennych dlugosci mniejszej od A. W jezyku L., mamy
nastgpujace symbole:

e symbole jezyka pierwszego rzgdu L (ustalonej sygnatury);
e zbiér zmiennych zdaniowych Var mocy &;
e symbol operacji /\ (nieskoriczonej koniunkcji).

Zbiér formut jezyka L, okre§lamy w dwdch etapach.
Zbiér preformut jezyka L,;) okre§lamy indukcyjnie:

e kazda formuta L jest preformuta;
e jesli ¢ i 1) sa preformutami, to ¢ A 1) oraz —1) sg preformutami;
e jesli @ jest zbiorem preformut mocy mniejszej od &, to A @ jest preformuta;

e jesli ¢ jest preformuta, a V' C Var jest zbiorem zmiennych mocy mniejszej
od )\, to 3X 1 jest preformuta;

e kazda preformutla jest otrzymana przez powyzsze warunki.
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Pozostate funktory prawdziwosciowe wprowadzamy w zwyktly sposéb. Nadto:

e \/®oznacza - A{—p: @€ D}
e VX 9 oznacza -3X —).

Przez formute jezyka L, ) rozumiemy preformute zawierajaca mniej niz A zmien-
nych wolnych.

Pojecia semantyczne dla L) definiujemy tak jak dla L, z dodatkowymi wa-
runkami:

e 2 spetnia A\ ® przy wartosciowaniu w wtedy i tylko wtedy, gdy 2 spetnia ¢
przy wartoSciowaniu w, dla wszystkich ¢ € ®;

e 2l spetnia 3X ¢ przy wartoSciowaniu w wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje
ciag @ elementow dom(2l) spetniajacy 1 oraz bijekcja migdzy X i .

Pozostate pojecia semantyczne (prawdziwosci, wynikania logicznego, itd.) de-
finiujemy w standardowy sposéb.

Jezyki L), gdzie A > wq ,,zachowuja si¢” podobnie jak jezyki drugiego rzedu.

Przez L, rozumiemy jezyk z koniunkcjami i alternatywami dowolnej dugo-
Sci oraz skoficzonymi prefiksami kwantyfikatorowymi.

Jezyki infinitarne maja, rzecz jasna, moc wyrazania wigksza od jezyka pierw-
szego rzedu. Mamy np.:

e Zdanie Qoz 1 (x) jezyka L, (istnieje nieskoriczenie wiele = o wlasnosci
1)) ma te same modele co nastgpujace zdanie z L, -
=V Jzr. FepVe (Y(z) - (=21 V...V =uxp)).

new

e Pojecie dobrego porzadku nie jest definiowalne w L, ,,, jest natomiast de-
finiowalne w L, ., przez koniunkcje zdania charakteryzujacego porzadki
liniowe i zdania:
(Vep)newdz (V (. =zp) AN (2 < 2p)).

new new

e Predykat prawdziwosci formut jezyka o przeliczalnej liczbie symboli jest
definiowalny w L, .

e W L, ., dowolna przeliczalng strukture z przeliczalng liczba relacji mozna
scharakteryzowaé z doktadnoscia do izomorfizmu (Twierdzenie Scotta).

e Teoria uporzadkowanych ciat archimedesowych jest w L, , skoficzenie ak-
sjomatyzowalna.
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Wtasnosci semantyczne modeli dla logik L,y i Loo (np. elementarng row-
nowazno$¢) mozna charakteryzowaé metodami algebraicznymi (twierdzenie
Karp o czg$ciowych izomorfizmach).

Do niektérych réznic we wilasnosciach logicznych migdzy logika pierwszego
rzedu a logikami infinitarnymi naleza np.:

Dolne twierdzenie Lowenheima-Skolema ma swéj odpowiednik w L, ,, oraz
wiasciwie we wszystkich logikach infinitarnych. Natomiast gérne twierdze-
nie Lowenheima-Skolema-Tarskiego w swojej zwyktej formie nie zachodzi
w tych logikach; dokonuje si¢ jednak podobnych do niego ustalen, wykorzy-
stujac tzw. liczby Hanfa.

W L, zachodzi twierdzenie o pelnosci, gdy na infinitarna regute wniosko-
wania pozwalajaca wywnioskowaé koniunkcje A\ ® ze zbioru przestanek @
narzucimy warunek, aby ® byt przeliczalny.

Aniw L, ., ani w zadnej z logik L), gdzie x > Nj, nie zachodzi twierdze-
nie o zwarto$ci. Rozwazano jednak stosowne modyfikacje tego twierdzenia i
wykazano, iz zachodzenie tych uogélnionych wersji twierdzenia o zwartosci
powiazane jest z istnieniem duzych liczb kardynalnych.

W L, zachodzi Lemat Interpolacyjny Craiga (nie zachodzi on w zadnej
innej logice infinitarne;j).

Mozna pokazaé, ze dla logik infinitarnych zachodza nastgpujace twierdzenia:

Ly, ., nie jest (w.,w)-zwarta.
t(Luw,w) = Ny.
h(Ly,w) = Ny.

Jedli k jest dowolng liczba kardynalng nieskoriczona, to:

1. E(Lnﬁu) 2 K
2. W(Ly+y) > kT
3. t(Lyty,) > kT

4. L+, niejest (kT, kT)-zwarta.

Jesli  jest dowolna liczbg kardynalng graniczna, to:
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(L
(Liw)
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~—

>
3
\AR\VAR

1. K
2. K
3. K.

Poniewaz w logikach infinitarnych zachodzi (stosownie sformutowane) dolne
twierdzenie Lowenheima-Skolema, wigc dla kazdej nieskoniczonej liczby kardy-
nalnej k mamy: ¢(L,.+,,) = K.

Wersje zwarto$ci jezykow infinitarnych wiaza si¢ z istnieniem duzych liczb
kardynalnych. Powiemy mianowicie, ze nieskoniczona liczba kardynalna & jest:

e stabo zwarta, gdy logika L, jest (k, k)-zwarta;
e mocno zwarta, gdy logika L, jest (co, k)-zwarta.
Zachodza wtedy nastgpujace fakty:

e Kazda liczba stabo zwarta jest stabo nieosiagalna.

e Kazda liczba mocno zwarta jest mocno nieosiggalna.

Ponadto, stosownie okreslone systemy dedukcji dla logik infinitarnych L, nie
moga by¢ petne, jesli  nie jest liczba mocno zwarta. Mozna jednak okresli¢ pewne
slabsze pojecia petnosci dla takich logik. Jak juz wspomniano, w szczegdlnosci
logika L,,,,, moze zosta¢ wyposazona w tak rozumiany petny system dedukcyjny.

4.2 Klasy spelniania

Ograniczymy si¢ jedynie do kilku informacji, w celu u§wiadomienia stuchaczom
— filologom i jezykoznawcom — jak zlozone sg podstawowe pojecia semantyczne.
Stuchacze zainteresowani dalszymi szczegétami zechca zajrze¢ np. do pracy Mu-
rawski 1995.

Wyniki Gddla i Tarskiego ukazaly istotna réznice migdzy dwoma pojeciami:
dowodliwosci oraz prawdziwosci. Jednym z aspektéw tej roéznicy jest ztozono$é
definicyjna tych poj¢c. Dla ustalenia uwagi, przyjmijmy, ze interesuje nas dowo-
dliwos$¢ w arytmetyce Peana pierwszego rzgdu PA oraz prawdziwos$¢ w jej modelu
standardowym. Wtedy:

1. Wilasnos¢ bycia twierdzeniem PA definiowana jest z uzyciem jednego nie-
ograniczonego kwantyfikatora egzystencjalnego: v jest twierdzeniem PA wte-
dy i tylko wtedy, gdy istnieje w PA dowod dla ¢. W tzw. hierarchii aryt-
metycznej jest to wlasnos$¢ klasy Y. ,,By¢ twierdzeniem PA” to wlasnosé
rekurencyjnie przeliczalna.
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2. Wiasno$¢ bycia zdaniem prawdziwym w modelu standardowym PA nie moze
zostaé¢ zdefiniowana w jezyku samej PA za pomoca formuly z jakakolwiek
skoniczong liczba kwantyfikatoréw. Wiasno$¢ ta pozostaje poza cala nie-
skoniczong hierarchig arytmetyczna.

4.2.1 Hierarchia arytmetyczna

Wiemy juz, ze operacje uzywajace kwantyfikatoréw ograniczonych prowadza od
relacji rekurencyjnych do relacji rekurencyjnych. Kwantyfikatory nieograniczone
juz nie maja tej wlasnosci — istotnie zwigkszaja stopiei skomplikowania pojec.
Mozna dokona¢ logicznej klasyfikacji poje¢ uwzgledniajacej liczbe kwantyfikato-
réw nieograniczonych potrzebnych w ich definicjach. Klasyfikacja ta przyjmuje
posta¢ réznych hierarchii, ktérych kazde pigtro ma nieskoficzenie wiele stopni.
Szczegdlnie istotne sa dwie hierarchie, nazywane:

1. hierarchiq arytmetycznq (kwantyfikujemy tylko zmienne indywidualne);

2. hierarchiq analityczng (kwantyfikujemy zmienne przebiegajace podzbiory
uniwersum).

DEFINICJA HIERARCHII ARYTMETYCZNEJ:
1. X9 =TI = zbior relacji rekurencyjnych;

2. Relacja R C w” jest klasy 291 1 wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje relacja
Q C wFt! Klasy IV taka, ze R(a1,...,ax) = 3z Q(ay, ..., ax, ).

3. Relacja R C w” jest klasy e 11 wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje relacja
Q C w*t! klasy X0 taka, ze R(ay,...,ax) =V Q(a1, ..., a, x).

Zachodza nastgpujace fakty:

1. Relacje klasy X2y to dokladnie relacje rekurencyjnie przeliczalne.

2. Relacja R jest rekurencyjna wtedy i tylko wtedy, gdy R oraz —R sa rekuren-
cyjnie przeliczalne.

3. Jezelirelacja R jest klasy X0 (odpowiednio, I19) za$ fi, . . ., fx sa funkcjami
rekurencyjnymi, to relacja P okreslona wzorem:

P(a@) = R(f1(@), ..., fr(@))

jest réwniez klasy 220 (odpowiednio, T19).
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4.

Kazda klasa hierarchii arytmetycznej jest zamknigta ze wzgledu na koniunk-
cje i alternatywe.

Tu (i dalej) @ oznacza ciag argumentow o takiej dtugosci, ile argumentéw ma
rozwazana relacja lub funkcja.

Dla dowolnego zbioru X relacji przez zbidr uzupetnieri relacji z X rozumiemy
zbiér C X zdefiniowany nastgpujaco: R € CX wtedy i tylko wtedy, gdy Va (R(a) =
—P(a@)) dla pewnej relacji P € X.

Zachodza nastgpujace fakty:

1.

2.

Klasa X0 jest identyczna z klasa uzupetnien relacji z klasy I12 i vice versa.

Operacja kwantyfikatora ogélnego nie wyprowadza poza klase T2 (dla n >
0).

. Operacja kwantyfikatora egzystencjalnego nie wyprowadza poza klasg ¥

(dlan > 0).

Prawdziwe sa nastgpujace (wlasciwe) inkluzje:

1.
2.
3.

4.

0 0
I, € %51,
0 0
X, CIL Ly,
0 0
I, C 1, , ¢,

0 0
Yn C g

Mamy ponadto:

1.

Dla kazdej klasy X9 (odpowiednio, I1%) (n > 0) istnieje w X9 (odpowied-
nio, I19) relacja uniwersalna dla wszystkich relacji tej klasy.

. Dlakazdegon > 0: 119 # 30,
. Dla kazdego n: X9 # %9 | oraz 110 # I10 ;.

. Dlan > 0 relacja uniwersalna dla klasy X0 nalezy do X2, ale nie nalezy ani

do 1% ani do ¥

n—1*

. Dlan > 0 relacja uniwersalna dla klasy I1% nalezy do I1, ale nie nalezy ani

do X2 ani do 1Y

n—1-

Jezeli relacja uniwersalna dla relacji klasy X samanalezy do X,toCX # X.
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Na koniec, przyjrzyjmy sig¢ kilku przyktadom:

1. Przyktad. Pojecie granicy ciagu jest pojeciem klasy Hg (i nie jest pojeciem
ani klasy 29 ani %9 ani I19:

1
a =lima, =Vk3ImVn (n > m — |a, —a| < m)
2. Przykiad. Jak widzieli$my, zbiér twierdzen Arytmetyki Peana jest klasy X9,
czyli jest rekurencyjnie przeliczalny (ale nie jest rekurencyjny!).

3. Przyktad. Pojgcie prawdy arytmetycznej nie moze zostaé scharakteryzowane
na zadnym pigtrze hierarchii arytmetyczne;j.

4. Przyktad. Réwniez definicja pojecia dobrego porzadku wykracza poza hie-
rarchi¢ arytmetyczna.

4.2.2 Klasy spelniania

Twierdzenie Tarskiego o niedefiniowalno$ci predykatu prawdy arytmetycznej w
aksjomatycznej arytmetyce pierwszego rzedu nie wyklucza oczywiscie, ze predy-
kat 6w nie jest w Zaden sposéb definiowalny. Mozna zasadnie pytaé, jak silnych
srodkéw wymaga podanie jego definicji oraz jakie rézne postacie moga przybierad
takie definicje. Wreszcie, mozna takze pyta¢ o ewentualne zwiazki miedzy definio-
walnos$cia predykatu prawdziwosci a np. dowodliwosScia niesprzecznosci teorii.

Interesujace nas pojgcie omOwimy przytaczajac, w duzym uproszczeniu, defi-
nicje podane w monografii Romana Murawskiego Recursive Functions and Me-
tamathematics. Problems of Completeness and Decidability. Godel’s Theorems
(strony 173-175).

Mozna precyzyjnie zdefiniowac¢ funkcje F' : w — worazval : w X w — w
takie, ze:

1. Jesli « jest termem, to /(") jest najmniejsza liczba i taka, ze j < i dla
kazdej zmiennej x; wystgpujacej w «; podobnie okreslamy F'("¢7), gdy ¢
jest formuta. Tu "u ' jest numerem godlowskim wyrazenia u.

2. Jesli t = "™ jest numerem godlowskim termu «, to val(t,v) jest warto-
Sciag termu « dla wartoSciowania, ktére zmiennej x; przyporzadkowuje liczbe
(v);, gdzie ( ); jest znang funkcja rzutu (wystgpujaca w definicji funkcji 3
Godla).
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Funkcje F'i val sa pierwotnie rekurencyjne, a wigc sa reprezentowalne w PA.
Podamy teraz trzy znaczenia, przy ktérych dwuargumentowy predykat S teorii 7,
gdzie PA C T, nazywany jest predykatem spetniania. Przyjmujemy konwencje,
ze jesli R jest relacja (funkcja) rekurencyjna, to wyprostowany symbol R oznacza
formute jezyka L(PA) mocno reprezentujaca R w PA. Jesli ¢ reprezentuje w PA
funkcje f, to piszemy y = f(z) w miejsce Vz (¢(x,z) = z = y). Symbol v | i
oznacza segment poczatkowy ciggu kodowanego przez v (do miejsca ). Symbol
oznacza liczebnik nazywajacy liczbe n. ( ) jest funkcja kodujaca ciagi, Seq to zbiér
jej wartosci, [h jest funkcja podajaca dtugos¢ ciagu. Formuty: Form, Term, mocno
reprezentuja w PA zbiory numeréw godlowskich, odpowiednio, formut i terméw,
Fr mocno reprezentuje w PA relacje zachodzaca migdzy a i b wtedy, gdy b jest
numerem godlowskim zmiennej wystgpujacej jako wolna w formule o numerze
gddlowskim a. Funkcja SN to przypisanie symbolom jezyka L(PA) ustalonych
kodéw. Wszystkie definicje znajdzie czytelnik w cytowanej monografii Romana
Murawskiego.

DEFINICJA (A). Dwuargumentowy predykat S jezyka L(T') nazywamy predyka-
tem spetniania dla PA w sensie (A), gdy dla kazdej formuly ¢ jezyka L(PA),

ktérej wszystkie zmienne wolne sa wsrdd z1, . . . , z,, oraz dla dowolnych liczb na-
turalnych k1, ..., k, zachodzi:
Tl_w(klavi): (I—qv/}—l <k17>kn>)

DEFINICJA (B). Dwuargumentowy predykat S jezyka L(T') nazywamy predyka-
tem spetniania dla PA w sensie (B), gdy dla kazdej formuty v jezyka L(PA),
ktérej wszystkie zmienne wolne sa wsrdd 1, . . ., Ty!

TtV ((Seq(x) Alh(z) =7) — (V((2)1,...,(2)n) =S¥, 2))).

DEFINICJA (C). Dwuargumentowy predykat S jezyka L(T') nazywamy predyka-
tem spetniania dla PA w sensie (C), gdy w 1" sa dowodliwe nastgpujace formuty:

h(v) = F(u)),
SN(=),t1,t2)) =
= val(t1,v|F(t1)) = val(te, v|F(t2))),
u,v) = =S (u1,v))
rm(uQ)) —

ur,v [ F(u1)) vV S(uz,v [ F(uz)))),

1. S(u,v) — (Form(u) A Seq(v

2. (Term(t1) A Term(to) A u =

) A
(S
— (S(u,

3. (u=(SN(=),u1) AForm(uy)) —

v)

(8

4. (u= (SN(V),u1,uz) A Form(uy) A
— (8(u,v) = (S



. (u=(SN3), 21, u1) AForm(u1) A =Fr(uz, 2k)) — (S(u,v) = S(u1)),
(u

5
6. <SN(E|),'—.T;€—',U1> /\Form(ul) /\Fr(u1,2k)) —

= (S(u,v) =3z S(u1,v * [k, x])).

Wystepujacy w ostatnim warunku symbol v * [k, 22| oznacza liczbg w taka, ze:
1. lh(w) = max(lh(v), k),

2. Vi<lh(v) (i £k — (w); = (v);),

3. (w)g ==,

4. Vi (Ih(v) <i <k — (w); = 0).

W kazdej z tych definicji wyrazeniu S(u, v) nadajemy wigc znaczenie: formuta
o numerze gédlowskim w jest spetniona przez warto$ciowanie v. Jesli S jest predy-
katem spetniania w znaczeniu (C), to jest tez takim predykatem w znaczeniu (B),
ajesli S jest predykatem spelniania w znaczeniu (B), to jest tez takim predykatem
w znaczeniu (A). Twierdzenie Tarskiego dotyczyto znaczenia (A). Poniewaz nie
istnieje definiowalny w PA predykat spetniania w znaczeniu (A), wigc nie istnieje
tez taki predykat w znaczeniach (B) lub (C).

Jesli S jest predykatem spetniania, to jego interpretacje S w modelu 97 nazy-
wamy klasq spetniania nad modelem 1.

Zbiér formut jezyka (niestandardowego), w ktérym formuty kodowane sg nie
tylko standardowymi liczbami naturalnymi, lecz takze liczbami niestandardowymi
z modelu 9t oznaczamy przez For(9N). Klasa spetniania S nad modelem 1 jest:

1. petna, gdy dla dowolnej formuty ¢ € For(91) i dowolnego warto$§ciowania
a w modelu 91: albo S(v, a), albo S(—, a);

2. induktywna, gdy (9, S) jest modelem dla teorii, kt6rej aksjomatami sa: ak-
sjomaty PA, schemat indukcji dla formut z jezyka L(PA) U{S} oraz zdania
orzekajace, ze S jest klasa spetniania. Uwaga: we wczesniejszej termino-
logii induktywne klasy spetniania nazywane byly substitutable satisfaction
classes.

Klasy spetniania S; i S2 nad modelem 9 sa sprzeczne na zdaniach, gdy ist-
nieje (niestandardowe) zdanie ) w For(9M) takie, ze: S1 (v, () oraz So(—1), () lub
So (1), 0) oraz Sy(—), 0).

Okazuje sig, ze klasy spetniania maja pewne ,,dziwne”, a czasem nawet ,,pa-
tologiczne” wtasnosci. Nie nad kazdym modelem istnieja klasy spetniania o ,,po-
rzadnych” wlasnosciach. Czasem sa one bardzo niejednoznaczne — istnieje ich np.
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kontinuum. Zdarza si¢, ze odpowiednio dluga alternatywa zdan prawdziwych (w
sensie rozwazanej klasy spetniania) okazuje si¢ fatlszywa. Zaiste, Prawda jest po-
jeciem wielce tajemniczym.
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S Dodatek A: Indeksy

Pokazemy teraz, ze funkcje rekurencyjne mozna kodowaé, przypisujac im liczby
naturalne jako kody. W konsekwencji otrzymujemy szereg waznych twierdzen ele-
mentarnej teorii rekursji. Indeksowanie funkcji rekurencyjnych pozwala réwniez
na sformutowanie pewnych waznych twierdzen metalogicznych (dotyczacych nie-
zupetnosci, nierozstrzygalnosci, itd.) w terminach dotyczacych réznych rodzajéw
zbioréw (produktywnych, tworczych i innych). Jest wiele metod przyporzadkowy-
wania funkcjom indekséw, zaleznych od uzywanych funkcji kodujacych. Podstawa
prezentacji w tym punkcie sa monografie: Hinman, P. 2005. Fundamentals of Ma-
thematical Logic, A K Peters, Ltd., Wellesley oraz Odifreddi, P.G. 1989. Classical
recursion theory. North-Holland Publishing Company, Amsterdam. Wspétczesna
teoria rekursji to bardzo zaawansowana teoria matematyczna, ponizej podajemy
jedynie kilka bardzo elementarnych faktow.

5.1 Systemy indukcyjne

Systemem indukcyjnym nazywamy kazdy uktad postaci X = (X, Xy, H) taki, ze:
. X#0
2. XoC X

3. ‘M jest rodzing skorficzenie argumentowych funkcji, tj. dla kazdego H € H
istnieje kp taka, ze H : X*# — X,

Jesli X = (X, X, H) jest systemem indukcyjnym, to niech:

Xnt1 :XnU{H(xO’...,xk‘Hfl): HeHNxo,...,Tr,—1 EXn}

X = UXn.

new
Niech X = (X, Xy, H) bedzie systemem indukcyjnym. Zbiér Y C X nazywamy
X-domknietym, gdy: Xo C Y oraz dla wszystkich H € Hixg,...,z, €Y
mamy: H(xg,...,x5,) €Y.
Dla dowolnego systemu indukcyjnego X' = (X, Xo, H):

1. X jest C-najmniejszym zbiorem X-domknigtym.
2. X =({Y € X :Y jest X-domkniety}.

Przez X-derywacje rozumiemy kazdy niepusty skoriczony ciag (xo, ..., Zp)
elementéw X taki, ze dla dowolnych ¢ < n zachodzi alternatywa:
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1. z; € Xy lub

2. dla pewnej H € H oraz pewnych jo, ..., jr,—1 < i mamy:
Ty = H(j07 o 7ij—1)'

X-derywacja (o, . . ., x,) jest X-derywacjq elementu x,.

Klasyczne definicje przez rekursje wykorzystuja nastgpujace dobrze znane twier-
dzenie: Dla dowolnego zbioru Z, dowolnego zg € Z oraz dowolnej funkcji G
Z x w — Z istnieje doktadnie jedna funkcja F : w — Z taka, ze F'(0) = zy oraz
dla wszystkich n € w mamy: F(n+ 1) = G(F(n),n).

Moéwimy, ze system indukcyjny X = (X, X, H) jest jednoznacznie czytelny,
gdy:

1. zbiory warto$ci wszystkich funkcji H € H sg parami roztaczne oraz roz-
taczne ze zbiorem X

2. wszystkie funkcje H € H sa injekcjami.

TWIERDZENIE. O definiowaniu przez rekursje. Niech X = (X, Xo, H) bedzie
jednoznacznie czytelnym systemem indukcyjnym. Dla dowolnego zbioru Z, do-
wolnej funkcji Fyy : Xo — Z oraz dowolnej rodziny funkcji (G : H € H) takiej,
7e Gy : ZFH x X*u — 7 dla wszystkich H € H istnieje doktadnie jedna funkcja
F : X — Z, ktéra rozszerza Fy i taka, ze dla kazdej H € H oraz wszystkich
Ty -y Thy—1 € X:

F(H(zo,...,2k5-1)) = Ga(F(20), ..., F(Tky—1), 20, -+, Thpy—1)-

Dla ustalonego systemu indukcyjnego X zastosowania tego twierdzenia nazy-
wamy definicjami przez X-rekursje.

Uméwmy sig, ze w tym punkcie stosujemy (pierwotnie rekurencyjne) kodowa-
nie okreslone przez rekursj¢ prosta:

L. =1
2. (mo, ..., mp)Ftt = pgott. L -pZL"’H
(potem mozna opuszczaé indeks k i pisaé po prostu (my, ..., mg)). ,,Odkodowa-

nie” daje funkcja: (s); = um < s[~div(s, pi*2)]. Tu: p; jest i-ta liczba pierwsza,

symbol ,,div(a, b)” oznacza ,,b dzieli bez reszty a”. W zwykly sposéb definiujemy
tez:

1. lg(s) funkcje dtugosci lg(s) = pk < s (—div(s,px))
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2. Sq(s) zbidr numerow Sq(s) = Vi < s (div(s,p;) — i < lg(s))

Digty—1+1
lg(s)+lg(t)—1"

3. operacj¢ * konkatenacji: s *t = s X pg)((;;rl X...XDp

Rozwazmy dowolny system indukcyjny X = (w, Xo, H). Wtedy:

1. Jesli X jest (pierwotnie) rekurencyjny, a H jest skoficzonym zbiorem funk-
cji (pierwotnie) rekurencyjnych, to X jest rekurencyijnie przeliczalny.

2. Jesli w dodatku kazda H € H jest rosnaca (wzgledem kazdego argumentu),
to X jest (pierwotnie) rekurencyjny.

Definiujemy:

1. Dery ={s: ((8)o,---,(8)ig(s)—1) jest X-derywacja}
2. Derofx = {(s,m): Derx(s) A (8)igs)-1 = m}

3. m € X = 3s Derofy(s,m).

5.2 Indeksy pierwotnie rekurencyjne

Zbiér PRI indeksow pierwotnie rekurencyjnych jest najmniejszym zbiorem liczb
naturalnych takim, ze dla wszystkich k:

1. dla wszystkich n oraz i < k: (0, k,n), (1, k,i),(2,k,i) € PRI

2. dla wszystkich [, jesli b,cg,...,cq—1 € PRI, to (3,k,b,co,...,c1_1) €
PRI

3. jeslib,c € PRI, to (4,k +1,b,c) € PRI.

Z kolei, przyporzadkujemy indeksom pierwotnie rekurencyjnym funkcje pier-
wotnie rekurencyjne. Funkcjami prostymi sa: funkcje stale réwne n, rzuty oraz
funkcje nastgpnika wzgledem i-tego argumentu. Operacje na funkcjach to: ztoze-
nie i schemat rekursji proste;j.

Dygresja. Indeksy pierwotnie rekurencyjne mozna traktowa¢ jako kody obli-
czen. Obliczenia maja, jak wiadomo, strukture drzew.

Funkcja a — [a] ze zbioru PRI w zbidr wszystkich funkcji pierwotnie rekuren-
cyjnych jest zdefiniowana warunkami:

1. [0, k,n)] jest (k-argumentowa) funkcja stata réwna n;
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2. [(1, k,14)] jest (k-argumentowsa) funkcja rzutu na i-ta wspétrzedna;

3. [(2, k,1)] jest (k-argumentowa) funkcja nastgpnika wzgledem i-tego argu-

mentu;
4. [(3,k,b,c,...,ci—1)] jest (k-argumentowa) funkcja otrzymang przez ztoze-
nie funkcji [b] i funkcji [col, . . ., [e1—1];

5. [(4,k+1,b,c)] jest (k-argumentowa) funkcja otrzymang przez rekursje pro-
sta z funkcji [b] oraz [c].

Moéwimy, ze a € PRI jest indeksem pierwotnie rekurencyjnym funkcji pier-
wotnie rekurencyjnej [a).

Niech PRI* = {a € PRI : (a); = k}. Wtedy PRI jest zbiorem indekséw
pierwotnie rekurencyjnych k-argumentowych funkcji pierwotnie rekurencyjnych.
Kazda funkcja pierwotnie rekurencyjna ma nieskonczenie wiele pierwotnie reku-
rencyjnych indekséw.

Dla kazdej k i wszystkich a, mg, . .., mg_1 niech:

{ [a](mo,...,mi_1), gdy a€ PRI*

UﬁR[(a,mo,...,mk_l) = 0’ gdy agéPRIk.

Wtedy U I’E Ry Jest funkcjq uniwersalng dla klasy wszystkich funkcji pierwotnie
rekurencyjnych k-argumentowych. Jest ona rekurencyjna, ale nie jest pierwotnie
rekurencyjna.

Dla dowolnej 2-argumentowej funkcji J na w oraz dowolnych liczb & i, niech
J*kl bedzie funkcja k-argumentowa:

JFmo, ... me_1) = J((mo,...,mg_1), k),
a jesli Z jest zbiorem funkcji 2-argumentowych, to niech:
T ={J* JeIAklew}
Powiemy, ze J jest porzqdna, gdy dla wszystkich k, [ oraz mg, ..., mp_1:
kol < J%(me, ... mu_1).

Powiemy, ze X = (w, Xo, H U Z) jest (pierwotnie) rekurencyjnym systemem
indukcyjnym, gdy:

1. X jest systemem indukcyjnym,

2. X jest (pierwotnie) rekurencyjny,
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3. T jest skoficzonym zbiorem porzadnych 2-argumentowych funkcji (pierwot-
nie) rekurencyjnych.

Zachodza nastgpujace fakty, dla dowolnego (pierwotnie) rekurencyjnego sys-
temu indukcyjnego X = (w, Xo, HUZ):

1. X jest rekurencyjnie przeliczalny.

2. Jesli wszystkie H € H oraz J *kl ¢ T* s rosnace (wzgledem wszystkich
argumentdw), to X’ jest (pierwotnie) rekurencyjny.

W konsekwencji, zbior PRI jest pierwotnie rekurencyjny.

5.3 Obliczenia pierwotnie rekurencyjne

Definiujemy zbiér PRC (kodéw) obliczeri pierwotnie rekurencyjnych jako naj-
mniejszy zbior taki, ze:
I. Dla wszystkich n oraz i < k:

1. ((0,k,n), mg,...,mg_1,n) € PRC

2. ((1,k,i),mg,...,mp_1,m;) € PRC

3. ((2,k,i),mg,...,mg_1,m; +1) € PRC

II. Dla wszystkich I, pg, . .., p1—1, q:

1. jesli dla wszystkich ¢ < [:
(ciymo,...,mi_1,p;) € PRC oraz (b,po,...,p—1,q) € PRC, to
((3,k,b,co,...,c1-1),mg,...,mk_1,q) € PRC

III. Dla wszystkich g:

1. jesli (b,mq,...,mk_1,q) € PRC,to
((4,k +1,b,¢),mg,...,mk_1,0,q) € PRC

2. dla wszystkich n, jesli ((4,k + 1,b,¢), mg, ..., mk_1,n,p) € PRC oraz
(¢,p,mp,...,mg_1,n,q) € PRC,to
((4,k+1,b,¢),mg,...,mx_1,n+1,q) € PRC.

Mamy, dla kazdej k i dowolnych a € PRI*, my, ..., my_1:

[a](mo, ..., mk_1) = jedyne q takie, ze (a,mg,...,mi_1,q) € PRC.

Zbior PRC jest rekurencyjnie przeliczalny.
Uwaga. Dla funkcji 1-argumentowych (czyli gdy (a); = 1) mamy: [a](m) =
q = 3s (Derof*(s,{a,m,q))), gdzie X jest systemem indukcyjnym definiuja-
cym PRC'.
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5.4 CzeSciowe obliczenia rekurencyjne

Zdefiniujemy zbioér COR (kodéw) czesciowych obliczeri rekurencyjnych jako naj-
mniejszy zbior taki, ze:

1. Zachodza warunki 1.-3. z definicji PRC (gdzie oczywiScie zamieniamy
PRC na COR)

2. 4. Dla wszystkich b oraz n, jesli (b, mg,...,mg_1,n,0) € COR oraz dla
kazdego p < n istnieje ¢, > 0 taka, ze (b, mo, ..., mk_1,p,qp) € COR, to
((5,k,bymg,...,mg_1,n) € COR.

Zbior COR jest rekurencyjnie przeliczalny.

Przypomnijmy, ze k-argumentowa funkcja jest czesciowa, gdy jej dziedzina
jest podzbiorem w”.

Piszemy F'(zo,...,Tx—1) 4, gdy (zo,...,xx—1) € dom(F).

Jesli nie zachodzi F'(zo,...,zk—1) . to piszemy F(xg,...,z5—1) T.

Klasa wszystkich czesciowych funkcji rekurencyjnych to najmniejsza klasa za-
wierajaca funkcje proste i domknigta na zlozenia, rekursj¢ prosta oraz operacje
minimum, rozumiang nastgpujaco:

Jesli G(mo, ..., mg_1,n) jest czeSciowa funkcja rekurencyjng oraz dla wszyst-
kich my, ..., mr_1 spelnione sa warunki:

L. ny (G<m07 s 7mk*17y) = 0) \l/
2. V2 <y (G(mo,...,mk_1,2)) |

to F(mo,...,mk—1) = py (G(mo,...,mr_1,y) = 0) jest czgsciowa funkcja
rekurencyjna.

Dla funkcji czg$ciowych F'i G piszemy: F(my, ..., mg_1) ~ G(ng,...,ni—1),
gdy wartosci po obu stronach =~ sg okreSlone i réwne, lub gdy obie sa nieokreslone.

5.5 Indeksy (dla funkcji czeSciowych)

Dla kazdej k i wszystkich a takich, ze k = (a); oraz dowolnych my, ..., mp_1 i
n niech:
{a}(mo,...,mi_1) ~n = {(a,mg,...,mg_1,n) € COR
Uk(a,mo,...,mu_1) =~ {a}(mo,...,mp_1) ~ pn ({(a,mq,...,my_1,n) €
COR).

U* jest (czg$ciowa) funkcjq uniwersalng dla k-argumentowych funkcji reku-
rencyjnych. Dla kazdej k, funkcja U* jest czesciowa funkcja rekurencyjna.
Nastgpujace warunki sg réwnowazne (dla dowolnej funkcji czgsciowej F'):
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1. F jest czgsciowo rekurencyjna.

2. F = {a} dla pewnego a € w.

Mamy zatem wyliczenie ({a} : a € w) wszystkich funkcji czesciowo reku-
rencyjnych, w tym sensie, ze:

{a}(zo,...,24-1) ~y = (a,z0,...,25-1,Y) € COR.

Liczbe a nazywamy indeksem funkcji {a}.

Jesli nie zachodzi {a}(xo,...,xx—_1) |, to piszemy {a}(xo,...,xx—1) T.
Uwaga. Formalnie, kazda liczba a jest indeksem, ale moze oczywiscie by¢ indek-
sem funkcji pustej. Jesli {a} # 0, to a musi by¢ postaci (i, k, .. .); wtedy {a} jest
funkcja k-arg., a wigc: jesli {a}(mo,...,mg_1) |, to (a); = k.

Zamiast {a} uzywa si¢ czesto oznaczen: ¢, lub ¢, (co bywa wygodne ze
wzgledéw typograficznych).

Dlaa € wniech W, = {z : {a}(x) {}.

Wtedy: zbiér A jest rekurencyjnie przeliczalny wtedy i tylko wtedy, gdy A =
W, dla pewnego a € w (czyli: A jest r.e. wtedy i tylko wtedy, gdy A jest dzie-
dzing czgsciowej funkcji rekurencyjnej). Powyzsze moze wigc stuzy¢ za definicje
zbioréw rekurencyjnie przeliczalnych.

{W, : a € w} jest zatem wyliczeniem wszystkich zbior6w rekurencyjnie prze-
liczalnych. Nazywa si¢ je wyliczeniem standardowym.

1. {{a} : a € w} — standardowe wyliczenie wszystkich czesciowych funkcji
rekurencyjnych (w innych oznaczeniach: {¢, : a € w})

2. {W, : a € w} — standardowe wyliczenie wszystkich zbioréw rekurencyjnie
przeliczalnych.

5.6 Kilka waznych twierdzen
5.6.1 Twierdzenie o postaci normalnej

TWIERDZENIE KLEENE’GO O POSTACI NORMALNEJ. Istniejq:

1. funkcja pierwotnie rekurencyjna U oraz

2. dla kazdej n > 1 relacja pierwotnie rekurencyjna T,

takie, ze dla kazdej n-argumentowej funkcji pierwotnie rekurencyjnej f istnieje
liczba e taka, Ze:

1. Yzy.. Vo, 3y Tole,z1, ... 20, y)

160



2. f(z1,. . xn) =U(py Tole,x1, ..oy Tn,y))-

Zarys dowodu. Dla kazdej funkcji pierwotnie rekurencyjnej f istnieje liczba e
taka, ze f = [e] oraz Vzy...Vz,,3!' v (e,z1,...,2n,y) € PRC (przy tym
f(z1,...,2,) = y), co wyznacza (pierwotnie rekurencyjna) relacje 7,,. Minimum
jest efektywne. Funkcja (rzutu) U daje warto$¢ y z py Tn(e, 1, ..., T, Y).

5.6.2 Twierdzenie o enumeracji

TWIERDZENIE O ENUMERACII. Istnieje funkcja rekurencyjna dwuargumentowa
Y taka, Ze:

1. dla wszystkich liczb e: (e, x) jest jednoargumentowq funkcjq pierwotnie
rekurencyjna,

2. kazda jednoargumentowa funkcja pierwotnie rekurencyjna jest postaci (e, x)
dla pewnej e.

Zarys dowodu. Niech (e, z) = U(py Ti(e,x,y)), gdy e € PRI, a{(e,x) =0
w przeciwnym przypadku.

Mamy takze wersj¢ twierdzenia o enumeracji dla funkcji n-argumentowych.
Twierdzenia o postaci normalnej i enumeracji maja tez stosowne wersje dla funkcji
czgsciowych, ktére sformutujemy bez zarysu dowodu:

POSTAC NORMALNA. Istnieje funkcja pierwotnie rekurencyjna U oraz, dla kazdej
n > 1 relacja pierwotnie rekurencyjna 7T, takie, Ze dla kaZdej n-argumentowej
funkcji czeSciowej f istnieje liczba e taka, Ze:

1. f(x1,...,zy) | doktadnie wtedy, gdy Iy T, (e,x1,...,Zn,y)
2. f(xh .- -;xn) = u(iuy 7;1(€7$1> v 7$n7y))'

ENUMERACIJA. Dla kazdej n piszmy: {e}™ ~ U(uy Tn(e,x1,...,Tn,y)). Wredy
cigg ({€}")ecw jest czesciowo rekurencyjng enumeracjq wszystkich n-argumentowych
Sfunkcji czesciowo rekurencyjnych, czyli:

1. dla kazdej e, {e}"™ jest n-argumentowq funkcjq czesciowo rekurencyjng,

2. jesli f jest n-argumentowq funkcjq czegSciowo rekurencyjng, to istnieje e
taka, ze f ~ {e}™

3. istnieje (n + 1)-argumentowa czesciowa funkcja rekurencyjna i taka, ze
e, a1, ... o) ~{e}"(x1,. .., 2p).
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5.6.3 Twierdzenie o parametryzacji

TWIERDZENIE O PARAMETRYZACII (S™-TWIERDZENIE). Dla dowolnych m,n €
N istnieje pierwotnie rekurencyjna funkcja S)' taka, Ze dla wszystkich e, zg, . .., Tm—1
oraz Yo, - - -, Yn—1:

{Szn(@ﬂfo, ey xm—l)}(y()? ) 73/n—1) = {6}(:5[)7 <oy Tm—1,Y0,- - - 7yn—1)'

W szczegolnosci, dlam = 1, n = 1 mamy: {St(e,x)}(y) ~ {e}(x,y).
Zarys dowodu. Korzystamy ze schematéw rekursji proste;j:

1. St(e,z) = (3,n,e,(0,n,z),(1,n,0),...,{1,n,n— 1))

2. Sgwrl(ev Loy - xm) = S%(Sgl-i-l (6, Zo, .- - 7xm—1)a $m)

5.6.4 Twierdzenia o diagonalizacji

Dla catkiem dowolnego zbioru S oraz funkcji d : S — S, ktéra nie jest identycz-
noscia (czyli d(a) # a dla a € S) rozwazmy (by¢ moze) nieskoniczong macierz
elementéw S

ap,0 ao,1 Aap:2
a0 a1 Q12
a0 a1 a2

1. Ciqgiem diagonalnym (dla (S, d)) nazwiemy ciag: d(ao o), d(a1,1),d(az2), - . .

2. Wtedy ciag diagonalny jest r6zny od kazdego wiersza powyzszej macierzy
(poniewaz rézni si¢ od n-tego wiersza n-tym elementem, na mocy definicji
d).

Szczegdlnym przypadkiem zastosowania tej konstrukcji jest np. dowod Can-

tora nieprzeliczalno$ci zbioru wszystkich podzbioréw zbioru w. Mamy tez reku-
rencyjng wersje twierdzenia Cantora: Nie istnieje funkcja rekurencyjna, ktora ob-
licza (co najmniej jeden) indeks dla kazdej (jednoargumentowej) funkcji rekuren-
cyjnej o wartosciach w zbiorze {0,1}.
Zarys dowodu (nie wprost). Niech f bedzie funkcja rekurencyjna taka, ze { f(z)}
jest catkowita dla kazdej x. Zdefiniujmy: g(z) ~ 1 — {f(x)}(x). Wtedy ¢ jest
funkcja czgsciowo rekurencyjng (na mocy twierdzenia o enumeracji) o warto$ciach
w zbiorze {0, 1} i catkowita (bo f catkowita). Nadto, g r6zni si¢ (na argumencie
x) od kazdej funkcji { f(z)}, czyli zaden indeks funkcji g nie nalezy do rng(f).
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TWIERDZENIE (POST, GODEL, KLEENE). Istnieje zbior rekurencyjnie przeliczalny,
ktory nie jest rekurencyjny.
Zarys dowodu:

1. Niech K = {z : x € W}, czyli « € K doktadnie wtedy, gdy {z}(z) |.

2. Na mocy twierdzenia o enumeracji istnieje funkcja czgsciowo rekurencyjna

f taka, ze: f(z) ~ {z}(z).

3. Stad K jest rekurencyjnie przeliczalny, gdyz: x € K dokladnie wtedy, gdy
{z}(2) J.

4. Gdyby K byt rekurencyjny, to w — K bylby rekurencyjnie przeliczalny (z
twierdzenia Posta). Ale z € (w — K) doktadnie wtedy, gdy « ¢ W,, czyli
w — K jest r6zny od wszystkich zbioréw rekurencyjnie przeliczalnych.

PROBLEM STOPU. Zbior K zdefiniowany warunkiem: (x,e) € K jest rekuren-
cyjnie przeliczalny, lecz nie jest rekurencyjny.
Zarys dowodu. Zauwazmy, ze (x, e) € Ky doktadnie wtedy, gdy {e}(z) |.

1. Rekurencyjnej przeliczalnosci Ky dowodzimy tak samo, jak dla K.

2. Gdyby Kq byt rekurencyjny, to réwniez K bytby rekurencyjny, poniewaz:
x € K doktadnie wtedy, gdy (x, z) € Ky. A zatem K nie jest rekurencyjny.

Mowimy, ze A jest zbiorem indekséw zbioru A czesciowych funkcji rekuren-
cyjnych, gdy A = {z : v, € A}.
Uwaga. Tu warto pisaé ¢, zamiast {z} dla uniknigcia nieporozumieri.

Nazwiemy zbiér A funkcji czeSciowo rekurencyjnych zupetnie rekurencyjnym,
gdy jego zbidr indekséw jest rekurencyjny.
TWIERDZENIE RICE’A. Zbior A funkcji czesciowo rekurencyjnych jest zupetnie
rekurencyjny doktadnie wtedy, gdy albo jest pusty, albo zawiera wszystkie funkcje
czeSciowo rekurencyjne.
Zarys dowodu. Jesli A = (), to zbiorem indekséw zbioru A jest (), a jesli A zawiera
wszystkie funkcje czgsciowo rekurencyjne, to jego zbiorem indekséw jest w. Przy-
pusémy teraz, ze A jest rézny od () i rézny od zbioru wszystkich funkcji czgsciowo
rekurencyjnych. Wtedy istnieja a i b takie, ze ¢, € A oraz ¢p, ¢ A.

Jesli funkcja nigdzie nie okreSlona nie nalezy do .4, to niech f bedzie funkcja
rekurencyjng taka, ze:

L. ¢f2) = pa- gdyz €K
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2. @j(q) nie jest okreslona w przeciwnym przypadku.

Wtedy: x € K dokladnie wtedy, gdy ¢(,) € A, czyli doktadnie wtedy, gdy
f(x) € A, gdzie A jest zbiorem indekséw zbioru A. Zbidr A nie jest zatem
rekurencyjny, gdyz K nie jest rekurencyjny.

Jesli funkcja nigdzie nie okreSlona nalezy do A, to uzywamy ¢y, pokazujac,
iz w — A nie jest rekurencyjny.

5.6.5 Twierdzenie o punkcie stalym

TWIERDZENIE O PUNKCIE STALYM (TWIERDZENIE O REKURSJI). Dla dowolnej
funkcji rekurencyjnej jednoargumentowej f istnieje e taka, ze pe ™~ ¥ (c)-

Zarys dowodu. Skorzystamy z procedury opisanej w punkcie dotyczacym diago-
nalizacji. Niech f bedzie dowolna funkcja rekurencyjna. Niech S bedzie zbiorem
wszystkich funkcji rekurencyjnych i zdefiniujmy: d(p,) = ¢ #(4)- Szukamy punktu
statego funkcji d, czyli e takiej, iz: d(pe) = @e. Poniewaz f ~ ¢, dla pewnej a,
wigc wartosci funkeji d sa postaci ¢, ). Rozwazmy macierz (a;;)i jew, gdzie
aij = Py, (j)- JeSl @, (j) T, to aij jest funkeja nigdzie nie okreslona. Ciagiem dia-
gonalnym dla (S, d) jest: ©(o0(0))> Pfler(1))> Pflpa(2)) - - - JeSt to rekurencyjny
ciag funkcji czeSciowo rekurencyjnych, a wigc jest jednym z wierszy macierzy
(@i5)i jew- Tak wigc, istnieje punkt staty funkcji d.

Punkt staly, o ktérym mowa w powyzszym twierdzeniu, mozna wyznaczyc¢:

1. Zauwazmy, ze punkt staty funkcji d musi by¢ tym elementem ciagu diago-
nalnego, ktdry lezy na przekatnej macierzy.

2. Niech wigc g bedzie (istniejaca na mocy twierdzenia o enumeracji oraz S),'-
twierdzenia) funkcja taka, ze:

Pg(a) = Pf(pala):

3. Jesli b jest dowolnym indeksem funkcji g, to g(b) = ¢u(b) jest punktem
statym dla f, poniewaz:

Pgb) = Pren(b)) = Plg(b):

W teorii rekursji dowodzi si¢ wielu dalszych twierdzen o punktach statych.
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5.7 Jeszcze o indeksowaniu

Systemem indekséw nazywamy dowolng rodzing odwzorowan ¥ = {¢" : n € w}
zbioru w na zbidr wszystkich n-argumentowych funkcji czg$ciowo rekurencyj-
nych. Przez ]’ oznacza¢ bedziemy n-argumentowa funkcje czgs$ciowo rekuren-
cyjna o indeksie e. Méwimy, ze U spetnia warunek:

1. enumeracji, gdy dla kazdej n istnieje a taka, ze ¥ (e, 21,...,2,) ~

Y2 (x1, .o Tn)s

2. parametryzacji, gdy dla wszystkich m, n istnieje catkowita funkcja rekuren-
Cana S taka’ ie 1/}8(67$17.--,In) (y17 e 7ym) = ¢£n+n('r17 ctty 'Tn7 yl? o 7ym)

System indekséw ¥ nazywamy akceptowalnym, gdy dla wszystkich n istnieja
catkowite funkcje rekurencyjne f oraz g takie, ze:

L ve = ¢
2. Pe =Yg

(przypominamy, ze {¢. : e € w} to standardowe wyliczenie wszystkich funkcji
czgSciowo rekurencyjnych i niech {¢ : e € w} bedzie standardowym wylicze-
niem wszystkich n-argumentowych funkcji czgSciowo rekurencyjnych).

System indeksow VU jest akceptowalny wtedy i tylko wtedy, gdy spetnia warunki
enumeracji oraz parametryzacji.

5.8 Sprowadzalnos$é¢

Dla dowolnych A, B C w méwimy, ze A jest m-sprowadzalny do B (piszemy
wtedy A <,,, B) wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje funkcja rekurencyjna f taka, ze
dla wszystkichn € w:n € A = f(n) € B (co oznacza, ze A = f~![B]).

Jesli A <,,, B, to A jest,,co najwyzej tak samo ztozony” jak B, jesli chodzi o
procedury ustalania, co jest elementem danego zbioru.

Zauwazmy, ze jeSli B jest rekurencyjny i A <,,, B, to A jest rekurencyjny.

Relacja <;,, jest czg§ciowym porzadkiem. W standardowy sposéb definiujemy:

1. A<,wB = A<, BA-B<,, A
2. A=, B = A<,, BAB <,, A(Ai B sam-réwnowazne)
1. dgm(A) ={B: A =,, B} ('m-stopien zbioru A)

2. dgm(A) < dgm(B) = A<, B
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8.
9.

. dgm(A) <m dgm(B) = A<, B

Dgp, = {dgm(A) : A C w} (zbiér wszystkich m-stopni)

. dgm(0) = {0} oraz dg,,(w) = {w} sa minimalnymi m-stopniami.

. Niech0={A: () # A # wi A rekurencyjny}. Wtedy O € Dg,,, oraz:

(a) dgm(q)) <m0
(b) dgm(w) <m O
(¢) 0 <, dgm(A) dla kazdego nierekurencyjnego zbioru A

. Dla kazdej pary m-stopni istnieje ich 1.u.b. Nie jest prawda, ze dla pary do-

wolnych m-stopni istnieje ich g.L.b.
m-stopnie rézne od dg,, () oraz dg,,(w) nie sa uporzadkowane liniowo.

Nie istnieje maksymalny m-stopien.

Dla dowolnego zbioru C' méwimy, ze:

1.

2.

C jest m-zupetny, gdy C jestre.i A <,, C dla kazdego r.e. zbioru A.

dgm (C) jest r.e. m-stopniem, gdy istnieje r.e. zbiér A taki, ze A =,,, C.

Oto przyktady waznych zbioréw m-zupetnych:

1.
2.

3.

K={a: aecW,}.
Ko = {(z,y) : ® € W,}.

Zaden z powyzszych zbioréw nie jest rekurencyjny. Zbiér K nazywany jest
zbiorem przekatniowym. Jego dopetnienie oznaczmy przez K.

Niech 1 = {C' : C jest m-zupetny}. Wtedy 1 jest jedynym, najwigkszym r.e.
m-stopniem. Ponadto, O < 1. Nie kazdy r.e. zbiér nierekurencyjny jest m-zupetny.
Istnieja r.e. zbiory A takie, ze: 0 < dg,,(A) < 1, jak za chwilg zobaczymy.
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5.9 Zbiory: produktywne, twércze, proste

Moéwimy, ze zbiér P jest produktywny, jesli istnieje funkcja czgsciowo rekuren-
cyjna f taka, ze dla kazdego indeksu a: jesli W, C P, to f(a) jest okreslona oraz
fla) € P—W,.

Kazdy zbiér produktywny P jest zatem, w pewnym sensie, ,.efektywnie nie
re”: jesli W, C P, to f(a) dostarcza przyktadu, ze P # W,,.

1. Zbiér K jest produktywny.

2. Dla dowolnych P oraz @, jesli P jest produktywny i P <,, Q, to @ jest
produktywny.

3. Dla dowolnego A, jesli A jest m-zupetny, to w — A jest produktywny.

4. Kazdy zbiér produktywny zawiera nieskoficzony r.e. podzbiér. Kazdy zbiér
produktywny zawiera nieskoriczony podzbidr rekurencyjny.

5. Jesli A jest produktywny, to A nie jest r.e.

6. Istnieje 2% zbioréw produktywnych.
Méwimy, ze zbidr A jest:

1. prosty, jesli A jest r.e., a jego dopetnienie w — A jest nieskoriczone i nie
zawiera zadnego nieskoriczonego r.e. podzbioru.

2. twdrczy, jesli A jestr.e., aw — A jest produktywny.
Jesli A jest zbiorem prostym, to:

1. A nie jest rekurencyjny.
2. A nie jest tworczy.

3. Anie jest m-zupetny (K £,, A).

Dowolny zbidr prosty jest nierekurencyjnym r.e. zbiorem, ktéry nie jest m-
zupelny.

Zbior K jest tworczy. Kazdy zbior tworczy A jest ,.efektywnie nierekuren-
cyjny”, w tym sensie, ze istnieje funkcja czgsciowo rekurencyjna f taka, ze dla
kazdego r.e. ,.kandydata” W, do bycia zbiorem w — A warto$¢ f(a) nalezy do
(w—A) — W,.

Zbidr A jest tworczy wtedy i tylko wtedy, gdy A jest m-zupeiny.
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Niech A bedzie r.e. zbiorem réznym od w. Wtedy A jest tworczy wtedy i tylko
wtedy, gdy dla kazdego r.e. zbioru B, jesli AN B =0, to A =,, AU B.

Istnieje zbidr prosty, a wigc istnieje zbidr r.e., ktdry nie jest ani rekurencyjny,
ani m-zupelny.

Istnienia zbioru prostego (zbioréw prostych) dowie$§¢ mozna na rézne sposoby.
Podajemy jeden z nich.

Niech P bedzie relacja zdefiniowang warunkiem: P(a,z) = x € Wy Az >
2a. Wtedy P jest semi-rekurencyjna. Istnieje zatem selektor, tj. funkcja czgSciowo
rekurencyjna F' o dziedzinie {a : 3z P(a,x)} taka, ze dla kazdego a z dziedziny
F zachodzi P(a, F'(a)). Niech A bedzie dziedzing F'. Pokazemy, ze A jest zbiorem
prostym.

Poniewaz A = rng(F), wiec A jestr.e. Poniewaz F'(a) > 2a dlaa € dom(F),
co najwyzej a elementéw zbioru A jest elementami kazdego odcinka poczatko-
wego {0, 1,...,2a}. Tak wigc, odcinek taki zawiera co najmniej a + 1 elementéw
zbioru w — A. W konsekwencji, zbidr w — A jest nieskoniczony.

Przypusémy, ze W, jest nieskoriczony. Wtedy istnieja elementy z € W, takie,
ze x > 2a, a wigc F'(a) jest okreslona, a stad F'(a) jest elementem A N Wj,.
Ostatecznie, W, ¢ (w — A). Pokazalismy, ze A jest zbiorem prostym.

5.10 Jeszcze o stopniach
Istnieje r.e. m-stopien d taki, ze: 0 < d < 1. Nadto:
1. (T1) Istnieja r.e. zbiory A oraz B takie, ze A jest prosty oraz B &, A.
2. (T2) Istnieja r.e. zbiory A i B takie, ze A £, B oraz B &, A.
3. (T3) Istnieje m-niezalezna r.e. rodzina (zobacz nizej).
4

. (T4) Kazdy rekurencyjny porzadek czeSciowy zbioru w mozna wlozyé w
uporzadkowanie m-stopni, tj. dla dowolnego rekurencyjnego porzadku czg-
$ciowego =< zbioru w istnieje rodzina (C; : i € w) taka, ze dla wszystkich 4
oraz j:i R j = C; <, C.

5. (T5) Kazdy przeliczalny porzadek czgSciowy mozna wlozy¢ w uporzadko-
wanie m-stopni, tj. dla dowolnego przeliczalnego porzadku czgSciowego =<
zbioru w istnieje rodzina (C; : i € w) taka, ze dla wszystkich ¢ oraz j:

W dowodzie (T5) korzysta si¢ z faktu, ze istnieje rekurencyjny porzadek cze-
Sciowy zbioru w, w ktéry mozna wtozy¢ kazdy przeliczalny porzadek czgsciowy.

W (T3) wykorzystaliSmy nastgpujace pojecie. Dla dowolnego I C w i dowol-
nej rodziny zbioréw (A™ : n € w):
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. (A" : new)={(n,z): € A" Anel}

2. (A™ : n € w) jest m-niezalezna wtedy i tylko wtedy, gdy dla wszystkich
new: A" £, B(A": n e w).

3. (A" : n € w) jest re.-rodzing wtedy i tylko wtedy, gdy (A" : n € w)
jest zbiorem r.e.

Struktura rodziny wszystkich stopni jest niezwykle skomplikowana. Tu poda-
liSmy jedynie kilka dos¢ prostych faktow.
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6 Dodatek B: Logika Zwierciadla

Na koniec tego, moze ciut przydlugiego wyktadu pozwdélmy sobie na odrobing
relaksu. Proponuj¢ w tym celu wykorzysta¢ jeden z rozdziatéw przettumaczo-
nej przeze mnie parg lat temu pigknej ksigzeczki Raymonda Smullyana Alice in
Puzzle-Land. A Carrollian Tale for Children Under Eighty. Penguin Books, 1982.
ISBN 0 14 00.7056 7. Pierwsze wydanie: Wiliam Morrow and Company, Inc., New
York 1982. Zycze stuchaczom milej zabawy w rozwiazywaniu probleméw lustrza-
nej logiki.

Rozdzial 10: Lustrzana Logika

Lewis Carroll powiedziat nam bardzo niewiele o pozostalym Biatym Rycerzu;
wszystko, co nam powiedzial to to, ze probowat on kiedy$ zatozy¢ hetm pierw-
szego Biatego Rycerza, co byto bardzo nieostrozne, zwazywszy, ze pierwszy Biaty
Rycerz byt wtedy w hetmie.

Céz, gdy Alicja go spotkata, byta catkowicie zaklopotana! Tak wiele stwier-
dzen, ktére wypowiedzial, wydawalo si¢ nietrafne! Czyz mdégt by¢ jedna z tych
os6b, ktére zawsze ktamia? — pomysSlata Alicja. — Nie — odrzucita to od razu,
poniewaz jej intuicja podpowiadata jej, ze byl on catkiem szczera osoba. Ale te
rzeczy, ktére méwil! Przede wszystkim powiedziat Alicji, ze jest ona jednorozcem.
Gdy Alicja go zapytata: ,,Czy rzeczywiScie wierzysz, ze jestem jednorozcem?” od-
powiedzial: ,,Nie.” Nastgpnie utrzymywal, ze Biaty Krol spat i $nit o Alicji, ale
potem powiedzial, ze Biaty Krél nie $nit o niczym. Potem doszly dwa zdania wza-
jem sprzeczne (zapomniatem, jakie one byty) i najpierw twierdzil on, ze jedno z
nich jest prawdziwe, potem twierdzil, ze pozostale jest falszywe, a jeszcze potem,
ze oba sg prawdziwe.

Poczatkowo Alicja mySlata, ze byt on po prostu sprzeczny, ale nigdy nie po-
trafita ztapac¢ go na bezposredniej sprzecznosci — to znaczy nie potrafita znalez¢é
zdania, o ktérym twierdzit on, ze jest prawdziwe i twierdzit takze, ze jest fatszywe,
choé bywalo, ze twierdzit, iz zdanie jest jednoczesnie prawdziwe i falszywe! Cia-
gle nie mogta go przytapaé na utrzymywaniu oddzielnie — ze zdanie jest praw-
dziwe i ze zdanie jest fatszywe.

Po wielu godzinach przestuchiwania, Alicja zgromadzita olbrzymia liczbg da-
nych, ktére zapisala w swoim notatniku. Zaniosta go do Humpty Dumpty’ego, aby
zobaczy¢, czy on moze je wyttumaczyc.

— To dowodzi — powiedzial Humpty Dumpty, przegladajac notatki Alicji —
to dowodzi!
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— Co przez to rozumiesz? — zapytata Alicja. — Czy Bialy Rycerz jest nie-
prawdomdéwny?

— Biaty Rycerz nigdy nie ktamie — odpowiedzial Humpty Dumpty.

— No to nie rozumiem — odrzekta Alicja. — Naprawdg nie rozumiem!

— Oczywiscie, ze nie — odpart pogardliwie Humpty Dumpty — nie rozu-
miesz Lustrzanej Logiki!

— A czym jest Lustrzana Logika?

— Rodzajem logiki stosowanym przez Lustrzanych Logikéw — odpowiedziat.

— A kim jest Lustrzany Logik?

— No przeciez tym, ktéry stosuje Lustrzana Logik¢ — odpart. — To z pewno-
Scig powinnas byta odgadnac!

Alicja przemyslata to. Jako$ nie znalazta tego wyjasnienia bardzo pomocnym.

— Widzisz — kontynuowal — pewni ludzie nazywani sg Lustrzanymi Logi-
kami. Ich stwierdzenia wydaja si¢ odrobing dziwaczne, dopdki nie zrozumiesz klu-
cza — ktéry jest w istocie bardzo prosty. Gdy juz zrozumiesz klucz, caly interes
ma doskonaty sens.

— A jaki jest klucz? — zapytata Alicja, ciekawa bardziej niz kiedykolwiek.

— Och, to nic nie da, powiedzie¢ ci, jaki jest klucz! Dam ci jednak pewne
wskazéwki. W istocie, podam ci pigé¢ podstawowych warunkéw dotyczacych Lu-
strzanych Logikéw, z ktérych bedziesz mogta wydedukowac klucz. Oto te warunki:

o Warunek 1. Lustrzany Logik jest catkowicie szczery. Bedzie utrzymywat
tylko te stwierdzenia, w ktére rzeczywiscie wierzy.

o Warunek 2. Jesli Lustrzany Logik kiedykolwiek utrzymuje, ze stwierdzenie
jest prawdziwe, to utrzymuje takze, ze nie wierzy w to stwierdzenie.

— Chwileczke¢ — przerwata Alicja. — Czy nie przeczysz sam sobie? Zgodnie
z pierwszym warunkiem, Lustrzany Logik jest zawsze prawdoméwny. Jezeli zatem
utrzymuje, ze stwierdzenie jest prawdziwe, to musi rzeczywiscie wierzy¢, ze jest
ono prawdziwe. W jaki zatem sposdb, nie ktamiac, moze on utrzymywac, ze nie
wierzy w stwierdzenie?

— Dobre pytanie — odpart Humpty Dumpty. — Jednakze, nigdy nie powie-
dziatem, ze Lustrzany Logik jest zawsze trafny! To, ze wierzy on w co$, nie ozna-
cza, ze on Koniecznie wie, iz w to wierzy, ani nawet, ze koniecznie wierzy, ze w to
wierzy. W istocie, mogtoby si¢ zdarzy¢, ze blgdnie wierzy, ze w to nie wierzy.

— Masz na myS§li — powiedziata niewymownie zdumiona Alicja — ze osoba
moze rzeczywiscie w co§ wierzy¢, a jednak wierzy¢, ze w to nie wierzy?

— W przypadku Lustrzanych Logikéw, tak — odpart Humpty Dumpty — w
istocie, w przypadku Lustrzanych Logikow jest tak zawsze — to bezposrednia kon-
sekwencja pierwszych dwéch warunkéw.
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— Jak to? — zapytata Alicja.

— C6z — odrzekt Humpty Dumpty — przypusémy, ze wierzy on, iz stwier-
dzenie jest prawdziwe. Wtedy, na mocy warunku 1, utrzymuje on, ze stwierdze-
nie jest prawdziwe. Wtedy, na mocy warunku 2, utrzymuje on, ze nie wierzy w
stwierdzenie. Stad, znéw na mocy warunku 1, musi on wierzy¢, ze nie wierzy w
stwierdzenie.

— Tak czy inaczej — kontynuowal Humpty Dumpty — daj¢ ci zbyt wiele
wskazéwek! Niech ukoniczg moja liste warunkéw, a wtedy powinnas wydeduko-
wac klucz do calej tajemnicy.

e Warunek 3. Dla dowolnego stwierdzenia prawdziwego, Lustrzany Logik za-
wsze utrzymuje, ze wierzy w to stwierdzenie.

o Warunek 4. Jesli Lustrzany Logik w co§ wierzy, to nie moze wierzy¢ takze
w tego zaprzeczenie.

o Warunek 5. Dla dowolnego stwierdzenia, Lustrzany Logik albo wierzy w to
stwierdzenie, albo wierzy w jego zaprzeczenie.

— I to — koniczyt z dumg Humpty Dumpty — jest cata lista warunkéw. Po-
winna$ by¢ w stanie wywnioskowac z nich, o ktérych to stwierdzeniach Lustrzany
Logik wierzy, ze sa prawdziwe, a takze o ktérych wierzy, ze sg fatszywe. Zadam ci
teraz pewne pytania, aby sprawdzié, czy zrozumiatas.

e Pytanie 1. Przypu$émy, ze Lustrzany Logik wierzy, ze Czerwony Krdl $pi.
Czy wierzy, ze Czerwony Kro6l $ni o tobie, czy nie wierzy?

— Jakze moglabym to wiedzie¢? — wykrzykneta Alicja.
— Powinnas — odparl Humpty Dumpty. — OdpowiedZ wynika bezposrednio
z warunkow, ale powiem ci jaka jest nieco pdZniej. Na razie, zapytam cig o to:

e Pytanie 2. Przypusémy, ze Lustrzany Logik wierzy, ze albo Czerwony Krdl,
albo Czerwona Krélowa $pi. Czy wynika stad, ze wierzy on, ze Czerwona
Krélowa $pi?

— A dlaczego powinno? — odparta Alicja.

— Wynika — powiedzial Humpty Dumpty — ale péZniej powiem ci, dlaczego.
Na razie, sprébuj tego:

e Pytanie 3. Przypusémy, ze Lustrzany Logik wierzy, ze Czerwony Krol $pi.

Czy koniecznie musi wierzy¢, ze Czerwona Krélowa $pi?
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— Dlaczegéz, u licha, miatby? — zapytata Alicja, zbita z tropu bardziej niz
kiedykolwiek.

— Dobre pytanie — odpart Humpty Dumpty — i przedyskutujemy je p6Znie;j.
Na razie, sprébuj tego:

e Pytanie 4. Przypu$émy, ze Lustrzany Logik wierzy, ze Czerwony Krol $pi.
Czy koniecznie musi wierzy¢, ze Czerwony Krél i Czerwona Krélowa oboje
Spia?

— Czy to nie jest takie samo pytanie, jak ostatnie? — zapytala Alicja. — Jesli
wierzy on, ze Czerwony Krdl $pi, to czy nie jest tym samym wierzy¢, ze Czerwona
Krélowa $pi, co wierzyé, ze oboje Spia?

— Wocale nie — odpart stanowczo Humpty Dumpty.

— Dlaczego nie? — zapytata Alicja.

— Powiem ci péZniej — odpart Humpty Dumpty. — Na razie, sprébuj tego:

e Pytanie 5. Przypusémy, ze Lustrzany Logik wierzy, ze Czerwony Krdl i
Czerwona Krélowa oboje $pia. Czy stad wynika, ze wierzy on, ze Czerwony
Krdl $§pi?

— Wyobrazam sobie, ze mogtoby — odparta Alicja.
— Nie wynika! — powiedziat Humpty Dumpty. — Sprébuj tego:

e Pytanie 6. Przypusémy, ze Lustrzany Logik wierzy, ze Czerwony Krdl i
Czerwona Krélowa albo oboje $pia, albo oboje sa obudzeni. Czy stad wy-
nika, ze wierzy on, iz jedno z nich $pi, a drugie jest obudzone?

— OczywiScie, ze nie! — powiedziata Alicja.
— Wynika! — rzekt Humpty Dumpty — ale powiem ci pdZniej, dlaczego.
Sprébuj tego:

e Pytanie 7. Przypusémy, ze Lustrzany Logik wierzy, ze Lwa nie ma w lesie,
chyba, ze jest z nim Jednorozec. Czy wierzy, ze Lew jest w lesie, czy nie
wierzy?

— Nie widzg sposobu, aby to orzec! — odparta Alicja.
— OczywiScie, ze nie — odrzekl wzgardliwie Humpty Dumpty — ciagle nie
masz klucza! C6z, sprobuj tego:

e Pytanie 8. Przypu$émy, ze Lustrzany Logik wierzy, ze Dzabersmok wypo-
wiedzial w zyciu co najmniej jedno stwierdzenie prawdziwe. Czy wynika
stad, ze wierzy on we wszystkie stwierdzenia, ktére wypowiedziat Dzaber-
smok?
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— A dlaczego powinno? — zapytata Alicja. — To brzmi jak czysta gtupota!
— Wynika — powiedziat Humpty Dumpty — ale sadzg, ze daj¢ ci zbyt wiele
wskazowek! Dobrze, zobaczmy, czy poradzisz sobie z tym:

o Pytanie 9. Przypusémy, ze Lustrzany Logik wierzy, ze wszystkie gryfy maja
skrzydta. Czy stad wynika, ze istnieja jakiekolwiek gryfy?

— Jestem calkiem skotowana tym wszystkim! — zawotata Alicja. — Nie mam
pojecia, o czym jest ta cata Lustrzana Logika!
— Co6z, sprébuj tego — rzekt Humpty Dumpty.

e Pytanie 10. Przypu$émy, ze Lustrzany Logik wierzy, ze Alicja nie osiagnie
6smego kwadratu bez zostania krélowa. Przypusémy, ze wierzy tez, ze Ali-
cja osiagnie 6smy kwadrat. Czy wierzy, ze Alicja zostanie kr6lowa, czy nie
wierzy?

— Zgaduje, ze wierzy — powiedziala Alicja — czyz nie?

— C6z — odpart Smiejac si¢ Humpty Dumpty — ostatnie pytanie byto rzeczy-
wiscie nieco nie fair, a wigc nie oczekujg, ze na nie odpowiesz.

— Bardziej nie fair niz inne pytania? — zapytata Alicja.

— Stanowczo — odpowiedzial — pozostale pytania byty wszystkie catkowicie
fair.

— Uwazam je wszystkie za réwnie zwodnicze! — odparfa Alicja. — Ciagle
nie rozumiem tej Lustrzanej Logiki!

Jesli wy, podobnie jak Alicja, jesteScie w tym miejscu skonsternowani, to trudno
mi was wini¢! Jednak klucz do calej tajemnicy jest Smiesznie prosty. Zamiast po-
dawaé rozwigzania pytan z tego rozdziatu na koncu ksiazki, wiacze rozwigzania w
ponizsze dialogi.

HUMPTY DUMPTY WSZYSTKO WYJASNIA.

— C6z — powiedziat Humpty Dumpty — najwyzszy czas, aby$ odnalazta
klucz!

— Nie mam pojgcia nawet jak zaczaé!

— Rozwaz to — powiedziat Humpty Dumpty. — Czy jest mozliwe, aby Lu-
strzany Logik wierzyl w stwierdzenie prawdziwe?

— Dlaczego nie? — zapytata Alicja.

— C6z, pamigtasz, co udowodnitem ci przedtem — ze kiedy tylko Lustrzany
Logik wierzy w cos, to takze wierzy, ze w to nie wierzy?

— Ta-ak — powiedziata Alicja — ale zapomniatam dowodu; czy mogtbys go
powtérzy¢é?
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— No pewnie, ze tak — odparl. — WeZ dowolne stwierdzenie, w ktére wie-
rzy Lustrzany Logik. Poniewaz wierzy on w to stwierdzenie, wigc utrzymuje to
stwierdzenie (na mocy warunku 1), a stad utrzymuje, ze w nie nie wierzy (na mocy
warunku 2), a stad wierzy, Zze w nie nie wierzy (na mocy warunku 1).

— O, tak — powiedziata Alicja — teraz pamigtam!

— Coz, aby by¢ pewnym, ze bgdziesz to pamigtaé, cheg, aby$ zapisata to jako
Twierdzenie 1 w twoim notatniku.

Alicja zapisala wigc co nastgpuje:

e Twierdzenie 1. Kiedykolwiek Lustrzany Logik w co$§ wierzy, to wierzy, ze w
to nie wierzy.

— Trzeba sobie nastgpnie u§wiadomi¢ — moéwit Humpty Dumpty — ze dla
dowolnego stwierdzenia prawdziwego, Lustrzany Logik wierzy, ze wierzy w to
stwierdzenie.

— Dlaczego tak jest? — zapytata Alicja.

— Och, to tatwo udowodnié! — odpart Humpty Dumpty. — WeZ dowolne
stwierdzenie prawdziwe. Na mocy warunku 3, utrzymuje on, ze wierzy w to stwier-
dzenie. Poniewaz utrzymuje, ze w nie wierzy, a jest szczery (warunek 1), wigc
wierzy, Ze w nie wierzy.

— Rozumiem — powiedziata Alicja.

— Lepiej to zapisz, pod nagléwkiem Twierdzenie 2 — zasugerowat Humpty
Dumpty.

Alicja zapisala wigc co nastgpuje:

e Twierdzenie 2. Dla dowolnego stwierdzenia prawdziwego, Lustrzany Logik
wierzy, ze wierzy w to stwierdzenie.

— A teraz — rzekt Humpty Dumpty — czy widzisz, dlaczego jest niemozliwe,
aby Lustrzany Logik kiedykolwiek uwierzyl w stwierdzenie prawdziwe?

— Nie bardzo — przyznata si¢ Alicja.

— Wynika to fatwo z Twierdzenia 1, Twierdzenia 2 oraz warunku 4 — odrzekt.
— Wez dowolne stwierdzenie, w ktére wierzy Lustrzany Logik. Na mocy warunku
1, wierzy on, ze nie wierzy w to stwierdzenie. Wtedy nie moze tez wierzy¢, ze
wierzy w to stwierdzenie (poniewaz, na mocy warunku 4, nigdy nie wierzy w cos
1 zaprzeczenie tego czego$). Poniewaz nie wierzy, ze wierzy w stwierdzenie, wigc
stwierdzenie to nie moze byé prawdziwe, bo gdyby byfo prawdziwe, to, na mocy
Twierdzenia 2, wierzytby, ze w nie wierzy. Ale on nie wierzy, ze w nie wierzy —
a zatem nie moze ono by¢ prawdziwe. Tak wigc, jak widzisz, Lustrzany Logik ni-
gdy nie wierzy w jakiekolwiek stwierdzenie prawdziwe: wszystkie rzeczy, w ktére
wierzy Lustrzany Logik sa falszywe.
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Alicja rozmys$lata nad tym przez chwilg.

— To jest do$¢ trudny dowdéd! — powiedziala.

— Och, z czasem si¢ przyzwyczaisz.

Alicja myslata o tym dale;j.

— Powiedz mi coS innego — rzekta Alicja. — Czy Lustrzany Logik koniecznie
wierzy we wszystkie stwierdzenia falszywe, czy jest moze tak, ze wierzy tylko w
niektére stwierdzenia fatszywe?

— To jest dobre pytanie, dziecko — odpart Humpty Dumpty — a odpowiedzZ
jest nastgpujaca. WeZ dowolne stwierdzenie falszywe. Na mocy warunku 5, albo
wierzy on w to stwierdzenie, albo wierzy w jego zaprzeczenie. Nie moze wierzy¢
W jego zaprzeczenie, poniewaz jego zaprzeczenie jest prawdziwe! A zatem wierzy
w to falszywe stwierdzenie.

— Alez to wyjatkowe! — o$wiadczyta Alicja. — A zatem Lustrzany Logik
wierzy we wszystkie stwierdzenia falszywe 1 w zadne prawdziwe!

— Doktadnie — powiedzial Humpty Dumpty. — I to jest w tym najpigkniej-
sze!

— Inna ciekawa rzecza — dodat Humpty Dumpty — jest to, ze ktokolwiek, kto
wierzy we wszystkie stwierdzenia falszywe i w zadne prawdziwe i kto jest nadto
szczery w wyrazaniu swoich przekonan — kazda taka osoba musi spetniac pigé
podstawowych warunkéw, ktére charakteryzuja Lustrzanych Logikéw.

— Dlaczego tak jest? — zapytata Alicja.

— Och, to tatwo udowodni¢! — odpart Humpty Dumpty. — Przypusémy, ze
osoba jest catkowicie szczera i nadto wierzy we wszystkie stwierdzenia falszywe i
tylko w takie stwierdzenia. Poniewaz jest szczera, wigc spetnia oczywiscie waru-
nek 1. Jesli chodzi o warunek 2, to przypusémy, ze utrzymuje ona, ze stwierdze-
nie jest prawdziwe. Wtedy rzeczywiscie wierzy w to stwierdzenie (poniewaz jest
uczciwa). Jest zatem falszem, ze nie wierzy ona w to stwierdzenie. Ale wierzy ona
we wszystko, co jest falszem — nawet w rzeczy falszywe o jej wlasnych przekona-
niach! Tak wigc, poniewaz jest falszem, ze nie wierzy w stwierdzenie, i poniewaz
wierzy we wszystko, co jest falszem, wiec musi wierzyé w fatszywy stan rzeczy,'!
Ze nie wierzy ona w stwierdzenie — inaczej méwiac, wierzy ona, ze nie wierzy w
stwierdzenie. A poniewaz wierzy, ze nie wierzy w stwierdzenie, wigc utrzymuje,
ze nie wierzy w stwierdzenie (poniewaz, przypomnijmy, jest szczera). A zatem
spetnia warunek 2.

— Jesli chodzi o warunek 3, to weZmy dowolne stwierdzenie prawdziwe. Po-
niewaz jest ono prawdziwe, wigc osoba ta nie moze w nie wierzy¢. Poniewaz w

"W oryginale: the false fact. Zgodnie z do§¢ powszechnie przyjeta terminologia, ,.fakt” oznacza
istniejacy stan rzeczy. Nie ma zatem ,,fatszywych faktow”, ale moga by¢ ,.falszywe (=nie istniejace)

stany rzeczy”.
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nie nie wierzy, wigc musi wierzy¢, ze wierzy w nie (poniewaz wszystkie jej prze-
konania sg nietrafne!). Wtedy, poniewaz wierzy, ze wierzy w stwierdzenie, to musi
utrzymywac, ze wierzy w stwierdzenie (znowu, poniewaz jest szczera). Dowodzi
to, ze spetnia ona warunek 3.

— Warunki 4 i 5 sa oczywiste — kontynuowal Humpty Dumpty. — WeZmy
dowolne stwierdzenie i jego zaprzeczenie. Jedno znich musi by¢ prawdziwe, a po-
zostate musi by¢ falszywe. A zatem osoba ta wierzy w to falszywe i nie wierzy
w to prawdziwe. Nie wierzy wigc w oba z nich, a stad spelnia warunek 4. Wierzy
jednak w co najmniej jedno z nich, a wigc spetnia warunek 5.

— I to — koniczyt Humpty Dumpty — jest cata historia. Lustrzany Logik jest
szczery, ale catkowicie zwiedziony, catkowicie oszukany. Na odwrdét, kazdy, kto
jest szczery i catkowicie oszukany spetnia pigé warunkéw bycia Lustrzanym Logi-
kiem. Masz teraz klucz.

— Jedno mnie ciagle zastanawia — powiedziata Alicja. — Dlaczego Lustrzany
Logik nigdy nie jednocze$nie: utrzymuje jakie§ stwierdzenie i utrzymuje jego za-
przeczenie, a jednak utrzymuje, Ze stwierdzenie i jego zaprzeczenie s3 oba praw-
dziwe?

— To tatwe — odpart Humpty Dumpty. — WeZ, dla przyktadu, stwierdzenie,
ze Czerwony Krdl $pi. Jego zaprzeczeniem jest, ze Czerwony Krdl jest obudzony.
Oczywiscie jedno z nich jest prawdziwe, a jedno fatszywe. Lustrzany Logik wierzy
tylko w to, ktore jest fatszywe, a stad nie moze wierzy¢ w kazde z nich oddzielnie.
Jednak pojedyncze stwierdzenie, ze Czerwony Krdl jednoczesnie $pi i jest obu-
dzony jest stwierdzeniem falszywym, a stad Lustrzany Logik musi wierzyé w to
fatszywe stwierdzenie.

— A teraz, gdy masz klucz, odpowiedzi na moje dziesi¢é pytan powinny by¢
oczywiste.

Oto odpowiedzi, ktére Humpty Dumpty podal, na swoje dziesigé pytan:

1. Poniewaz Lustrzany Logik wierzy, ze Czerwony Krdl $pi, wigc Czerwony Krol
musi w rzeczywistosci by¢ obudzony. A zatem Czerwony Krdl nie $ni o Alicji.
(Przez ,,$ni¢” nie rozumiem marzy¢ na jawie!) Poniewaz Krdl nie $ni o Alicji,
wigc Lustrzany Logik musi wierzy¢, ze Krdl sni o Alicji.

2. Poniewaz Lustrzany Logik wierzy, ze albo Czerwony Krél, albo czerwona Kro6-
lowa $pi, wigc musi by¢ fatszem, ze albo Czerwony Krél, albo Czerwona Krélowa
$pi. Oznacza to, ze oboje sa w rzeczywistosci obudzeni. Poniewaz Czerwona Kro-
lowa jest obudzona, wigc Lustrzany Logik musi wierzy¢, ze ona $pi. (Wedle tego
samego wzorca musi tez wierzy¢, ze Czerwony Krdl $pi.)

3. Lustrzany Logik wierzy, ze Czerwony Krdl $pi, co w istocie oznacza, ze Czer-
wony Krél jest obudzony. To nie méwi nam nic o tym, czy Czerwona Krélowa $pi
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czy tez nie, a wigc nie mamy sposobu, aby wiedzieé, czy Lustrzany Logik wierzy,
ze ona $pi.
4. To inna historia! Poniewaz Lustrzany Logik wierzy, ze Czerwony Krél $pi, wigc
jest fatszem, ze Czerwony Krol $pi. Stad jest z pewnoscia fatszem, ze Czerwony
Krdl i Czerwona Krélowa oboje Spia! A zatem Lustrzany Logik musi wierzy¢, ze
oboje $pia.

A wigc osobliwa rzecza jest to, ze niekoniecznie wierzy on, ze Czerwona Kré-
lowa $pi, a jednak wierzy on, ze Czerwony Krdl i Czerwona Krélowa oboje $pia!

5. Lustrzany Logik wierzy, ze oboje $pia, z czego wynika tylko, ze co najmniej
jedno z nich jest obudzone. Nie wiemy, ktére, a wigc nie mozemy ustali¢, czy
Lustrzany Logik wierzy, ze Krdl $pi.

6. Poniewaz Lustrzany Logik wierzy, ze albo oboje $pia, albo oboje s obudzeni,
to nie jest prawda, ze albo oboje $pia, albo oboje sa obudzeni. Oznacza to, ze jedno
z nich $pi, a drugie jest obudzone. Lustrzany Logik wierzy, ze to, ktdre $pi, jest
obudzone i wierzy, ze to, ktére jest obudzone, $pi.

7. Poniewaz przekonanie Lustrzanego Logika jest fatszywe, wigc w rzeczywistosci
Lew musi by¢ w lesie, bez Jednorozca. Z zatem Lew jest w lesie. A wigc Lustrzany
Logik musi wierzy¢, ze Lwa nie ma w lesie.

8. Poniewaz przekonanie Lustrzanego Logika jest fatszywe, wigc Dzabersmok ni-
gdy w swoim zyciu nie wypowiedzial jakiegokolwiek prawdziwego stwierdzenia;
wszystkie stwierdzenia wypowiedziane przez Dzabersmoka byly falszywe. A za-
tem Lustrzany Logik musi wierzy¢ w kazde z nich!

9. Poniewaz Lustrzany Logik wierzy, ze wszystkie gryfy maja skrzydla, wigc jest
falszem, ze wszystkie gryfy maja skrzydta, co oznacza, ze musi istnie¢ gryf bez
skrzydet. A zatem musi istnie¢ co najmniej jeden gryf.

10. To jest podchwytliwe pytanie, poniewaz nie jest mozliwe, aby Lustrzany Logik
wierzyl w oba te fakty!

Przypusémy, ze wierzy on, ze Alicja nie osiagnie 6smego kwadratu bez zo-
stania krélowa. Wtedy jest fatszem, ze Alicja nie osiagnie 6smego kwadratu bez
zostania krélowa, co oznacza, ze Alicja osiagnie 6smy kwadrat bez zostania kré-
lowa. Stad jest prawda, ze Alicja osiagnie 6smy kwadrat, a wigc jest niemozliwe,
aby Lustrzany Logik wierzyl, Ze ona to zrobi.
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