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ABSTRAKT. W odczycie odniesiemy si¢ krytycznie do koncepcji ma-
tematyki ucielesnionej, propagowanej w monografii Lakoff, Nufiez
2000. Autorzy monografii staraja si¢ objasni¢ genezg i funkcjono-
wanie matematyki za pomoca tworzenia metafor pojeciowych. Teo-
ri¢ metafor pojeciowych z sukcesem zastosowano w lingwistyce (La-
koff, Johnson 1980). Naszym zdaniem, teoria ta nie odzwierciedla
jednak catej ztozonosci kontekstu odkrycia w matematyce. Pewne ele-
mentarne pojgcia matematyczne istotnie mozna eksplikowaé przez od-
wotanie si¢ do tworzenia metafor pojeciowych. Jednak pojecia bar-
dziej zaawansowanej matematyki umykaja takiej eksplikacji - przy-
ktady podajemy w odczycie (np.: ulubiona metafora pojeciowa auto-
réw, czyli Podstawowa Metafora NieskoniczonosSci kaze powota¢ do
istnienia szereg najwolniej rozbiezny, co - na mocy stosownych twier-
dzeni - jest absurdem). Wskazujemy na potknigcia natury historycznej
oraz btedy matematyczne, popetnione przez autoréw. Polemizujemy
réwniez z ich wnioskami natury filozoficznej. Sumujac, uwazamy pro-
pozycje Lakoffa i Nufieza za zbyt brawurowo uproszczona koncepcje
matematyki. Jawi si¢ nam ona jako dos¢ arbitralne przylozenie teorii
metafor pojeciowych do tego materiatu, ktéry znajdujemy w elemen-
tarnych podrgcznikach matematyki, nie zdaje natomiast adekwatnie
sprawy z tworzenia matematyki przez zawodowych matematykéw.



1 Matematyka uciele$niona: zalozenia i tezy

1. Metafory pojeciowe polegaja na swoistym odwzorowaniu:
pojecia, zwykle bardziej konkretne, z jednej dziedziny po-
wigzane sa z tworzonymi, zwykle bardziej abstrakcyjnymi,
pojeciami dziedziny drugiej. Wazny jest przy tym 6w twor-
czy charakter metafor, a takze to, ze sa one odwzorowa-
niami zachowujacymi pewne informacje. Zwykle mawia
si¢, ze odwzorowania metaforyczne zachowuja pewne wia-
snosci poje€. Rdznica migdzy metaforg oraz analogia mia-
faby polega¢ na tym, ze w analogii poréwnujemy istnie-
jace w dwoch dziedzinach pojecia, a w metaforze pojecia
w drugiej dziedzinie sa tworzone.

2. LN twierdza, ze obalili mit, gloszacy, iz matematyka ma
charakter obiektywny, jest jako$§ obecna w Swiecie, jej ist-
nienie jest niezalezne od jakichkolwiek umystow, a przy
tym matematyka uprawiana przez ludzi pozwala nam od-
krywac prawdy o Swiecie.

3. Do podstawowych zalozen przyjmowany przez LN naleza:

(a) Umyst jest ucieleSniony, a zatem natura naszych cial,
mozgow oraz codziennego funkcjonowania ksztattuje
ludzkie pojecia i rozumowania, w szczegdlnoSci ma-
tematyczne.

(b) Wigkszos$¢ proceséw mysSlowych (w tym tych zwia-
zanych z matematyka) jest niedostgpna naszej Swia-
domosci.

(c) Abstrakcje uymujemy w postaci metafor pojeciowych,
przenoszac pojecia zwigzane z aktywnoscig sensoro-



motoryczng do innych dziedzin, w tym dziedzin ma-
tematycznych.

4. Autorzy wyrdzniaja dwa typy metafor pojeciowych w ma-
tematyce:

(a) Metafory bazujqce. Dostarczaja podstawowych, bez-
posrednio ugruntowanych pojec. Dla przyktadu: do-
dawanie jako grupowanie razem obiektow.

(b) Metafory tqczqce. Dostarczaja bardziej abstrakcyjnych
pojeC. Dla przykiadu: liczby to punkty na prostej, fi-
gury geometryczne to rOwnania algebraiczne.

5. Wyrazanie w jezykach etnicznych r6znego rodzaju zalez-
noSci stanowi (dla kognitywistow) podstawe do wyodreb-
nienia odpowiednich schematow obrazowych (image sche-
mas). Przyktadem takiego schematu jest: pojemnik (wraz
Z wnetrzem, brzegiem, zewngtrzem). Schematy zwiazane
sa tez z systemami zaleznoSci aspektowych. Ruch 1 jego
wyrazanie dostarczaja schematu Zrodto—droga—cel, itd.

6. Niezwykle wazna jest tzw. BMI — podstawowa metafora
nieskoriczonosci (Basic Metaphor of Infinity). Punktem wyj-
Scia jest rozumienie proceséw jako ruchéw, przy czym
procesy ciagte, bez wyraznego ich zakonczenia, uyymowane
sa jako (dyskretne) procesy powtarzalne. Uzasadnienia dla
takich metafor znajduja kognitywisci m.in. w systemach
aspektowych jezykow etnicznych. Tak wigc, zdaniem au-
torow, wprowadzanie wszelakich obiektow infinitarnych,
granicznych jest motywowane metafora, ktéra kaze ,,uzu-
petnié” powtarzalny process, z nieokreslong liczbg owych
powtorzen, przez ostateczny wynik takiego procesu. Ten
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ostateczny wynik to nowy obiekt, majacy cechy nieskon-
czonoSci aktualne;j.

. Pominiemy tu omawianie kolejnych przyktadow metafor
pojeciowych, ktore LN proponuja jako metode wprowa-
dzania poje¢ matematycznych (w arytmetyce, algebrze,
analizie). W polskiej literaturze filozoficznej dostgpne sa
omowienia — np. Hohol 2011, Pogonowski 2011.

. Jesli chcemy stosowac ustalenia i metody nauk kognityw-
nych do (genezy 1 funkcjonowania) matematyki, to powin-
niSmy stara¢ si¢ odpowiedzie¢ m.in. na nastgpujace pyta-
nia:

(a) Jakie konkretnie mechanizmy dziatania ludzkiego mo-
zgu oraz umystu pozwalaja ludziom na tworzenie po-
je¢ matematycznych oraz rozumowania matematyczne?

(b) Czy matematyka ugruntowana na mozgu 1 umysle jest
cala istniejqcq matematyka? Czy tez racj¢ bytu ma
matematyka w duchu Platonskim, przekraczajaca ciata
1 umysty oraz nadajaca struktur¢ kosmosowi (temu
oraz wszystkim mozliwym)?

LN staraja si¢ odpowiedzie¢ giéwnie na pierwsze z tych
pytan. Jesli chodzi o pytanie drugie, to odpowiedZ autoréw
jest nastgpujaca:

(a) Problem istnienia matematyki rozumianej po Platon-
sku nie moze by¢ rozwazany na drodze naukowej. Byty
Platonskie nie moga by¢ percypowane przez ciato, mozg,
umyst. Nauka nie moze dowiesS¢ ani obaliC twierdze-
nia o istnieniu bytéw Platonskich, podobnie jak w przy-
padku istnienia lub nieistnienia Boga.
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(b) Rozumienie matematyki przez ludzi polega¢ moze je-
dynie na ujgciu jej w terminach dostgpnych mézgowi
oraz umystowi.

(c) To, czym jest ludzka matematyka jest empirycznym
problemem naukowym, a nie problemem matematycz-
nym ani filozoficznym. Tak wigc, jedynie nauki ko-
gnitywne, badajace mdozg, umyst oraz wigzace je za-
leznosSci sa w stanie odpowiedzie€ jaka jest istota ludz-
kiej matematyki. W konsekwencji, caloS¢ matematyki
to ludzka matematyka.

(d) Gdyby jednak uwazac pytanie o istot¢ matematyki nie
za pytanie naukowe lecz filozoficzne (albo 1 nawet re-
ligijne), to np. istnienie rzekomego Platoniskiego Swiata
matematyki oraz obiektywnos¢ jej prawd uzasadniane
bytyby na drodze, ktéra obecnie nie moze zosta¢ uznana
za naukowa.

9. Niektore konkluzje teoretyczne i filozoficzne, ktére pro-
ponuja LN sa nastgpujace:

(a) Matematyka jest produktem ludzkim, zdeterminowa-
nym przez nasza biologig, system pojgciowy oraz czyn-
niki spoteczne 1 kulturowe.

(b) Metafory pojgciowe sa podstawowym, neuronalnie ugrun-
towanym mechanizmem poznawczym.

(c) Matematyka jest skuteczna w charakteryzowaniu roz-
nych aspektéw Swiata oraz w przewidywaniu. Rozwi-
jaliSmy si¢ w taki sposéb, ze poznanie potoczne dopa-
sowuje nas do Swiata. Matematyka jest systematycz-
nym rozszerzeniem tego wlasnie poznania.



(d) Skuteczno$¢ matematyki jest wynikiem ewolucji oraz
kultury. Ewolucja wyksztatcila nasze ciala i mézgi tak,
ze otrzymaliSmy neuronowe zdolnosci dla reprezento-
wania podstaw arytmetyki oraz pierwotnych zalezno-
Sci przestrzennych. Kultura pozwolita, poprzez pro-
wadzone miliony lat obserwacje natury na wyksztat-
cenie coraz bardziej skomplikowanych Srodkoéw ma-
tematycznych. Polaczenie idei matematycznych oraz
ludzkich doSwiadczen Swiata ma miejsce w ludzkim
umysle.

(e) Rozwdj systemoéw pisma umozliwil tez rozwdj nota-
cji matematycznej. Metafory dyskretyzacji pozwolity
na precyzyjne ujecie stale rosnacej liczby poje¢ mate-
matycznych. Ludzka zdolno$¢ do tworzenia metafor
pojeciowych pozwolita na matematyzacj¢ (a czasem
nawet arytmetyzacj¢) poje¢ potocznych, takich jak:
kolekcje, wymiary, symetrie, zaleznosc¢ i niezaleznos§¢
przyczynowa, itd.

2 Matematyka ucieleSniona: krytyka

Nasze watpliwosci przedstawimy w formie doS¢ skrétowej, ha-
stowo jedynie przywotujac odnosne zagadnienia. W kazdym
przypadku mozliwa jest, jak sadzimy, glgbsza analiza anonso-
wanego problemu, ktéra pozwolitaby przesadziC, czy zarzuty
sq zasadne czy tez np. wynikaja z naszego niezrozumienia.

1. Teoria mnogosci. Metafora pojemnika jest trafna jedynie
w przypadku nieduzych skoficzonych kolekcji. Warto zwro-
ci¢ uwagg, ze teoria mnogosci powstata w wyniku refleksji



nad bardzo ztozonymi kolekcjami — konstrukcjami w uni-
wersum liczb rzeczywistych. Autorzy dokonuja pewnych
uproszczen 1 przeinaczen, piszac o zbiorach (nie wspomi-
naja o aksjomacie zastgpowania, w sposOb niepetny pi-
sza o hierarchii zbioréw nieskonczonych). Nie widzimy,
w jaki spos6b BMI miataby pom6c w odréznieniu mocy
przeliczalnych od nieprzeliczalnych.

2. Metafory Dedekinda. Proste metafory przekroju (geome-
tryczna 1 arytmetyczna, w terminologii autorow) to jesz-
cze nie wszystko, jesli chodzi o analize idei matematycz-
nych zwiazanych z konstrukcja Dedekinda. Wnikliwg ana-
liz¢ konstrukcji Dedekinda, wraz z wieloma odniesieniami
do innych konstrukcji liczb rzeczywistych zawiera mo-
nografia Btaszczyk 2007. Dedekind chciat wyeliminowac
z mOwienia o liczbach rzeczywistych wszelkie intuicyjne
odniesienia geometryczne. Dedekind podaje dowdd, ze ro-
dzina wszystkich przekrojow liczb wymiernych, ze sto-
sownie zdefiniowanym porzadkiem tych przekrojow ma
wlasnosS¢ ciqgtosci, w tym sensie, 1z porzadek ten nie za-
wiera luk.

3. Podstawowa Metafora Nieskoriczonosci. Uwazamy, ze au-
torzy przesadnym zaufaniem darza swoja gtéwng meta-
fore poznawcza, czyli BMI. Tworzeniu obiektéw granicz-
nych w matematyce towarzyszy¢ musi dowdd ich istnie-
nia i jedynosci, a tego sama BMI nie zapewnia. Dla przy-
ktadu, mozna bez trudnosci poda¢ formalna charaktery-
styke tego, i1z jeden szereg jest wolniej rozbiezny od dru-
giego (albo szybciej zbiezny). Mozna teraz bytoby mnie-
mac, ze BMI wystarczy do postulowania istnienia obiektu



granicznego w ciagu szeregow coraz wolniej rozbieznych.
To jednak oczywiScie ztudzenie — mozna z fatwoscia udo-
wodni¢, ze nie istnieje szereg najwolniej rozbiezny.

. Topologia ogolna. Ciekawy jest fakt, ze LN nie postu-
guja si¢ zadnymi przyktadami topologicznymi. To wlasnie
w topologii ogdlnej specjalnie konstruuje si¢ r6znego ro-
dzaju obiekty patologiczne, ktérych wtasnosci jakos ktéca
si¢ z (czasem bezrefleksyjnymi) intuicjami. Jest cale mno-
stwo takich przykladéw: zbior Cantora, sfera rogata Ale-
xandera, krzywa Knastera, jeziora Wady, itd. Konstruowane
sa one z mysla o ukazaniu zasiggu obowigzywania nie-
ktorych twierdzen albo dla wysubtelnienia intuicji zwig-
zanych z rozwazanymi pojgciami. Istnieja nawet cale mo-
nografie po§wigcone listom kontrprzyktadéw — zob. np.:
Gelbaum, Olmsted 2003, Steen, Seebach 1995, Wise, Hall
1993.

. Technika metafor pojeciowych nie wyjasnia, naszym zda-
niem, wielu waznych zagadnien matematycznych, np.: zmien-
nosci intuicji matematycznych, kolizji migdzy poszcze-
g6lnymi intuicjami matematycznymi, procesu uogolnia-
nia, itd. Niektore pojecia matematyczne s tak ztozone, ze
ich sprowadzanie do pojg¢é bazowanych sensoro-motorycznie
nie wydaje si¢ mozliwe (np. niektore pojgcia teorii miary).

. Wiele aktywnoSci matematycznych zwiazanych jest wia-
S$nie z porzuceniem metaforyzowania, wyraznym rozdzie-
leniu intuicji oraz roboty formalnej. Poda¢ mozna niezli-
czone przyktady, gdy intuicje bazowane na doSwiadczeniu
potocznym zwodzq nas, nawet w przypadku rozwazania
calkiem prostych obiektow i konstrukcji matematycznych.
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7. Tworzenie pojec to tylko jeden z wielu rodzajow aktyw-
nosci badawczej matematykow. Innymi sa np.: przepro-
wadzanie dowodow, abstrahowanie, uogdlnianie, szukanie
kontrprzyktadow, rozumowania przez indukcje, abdukcje
lub analogig, tworzenie hipotez, klasyfikowanie, poszu-
kiwanie twierdzen o reprezentacji, sprowadzanie obiek-
tow do postaci kanonicznych, itd. Nie mozna twierdzi¢, ze
tworzenie metafor pojeciowych wyczerpuje cato$¢ genezy
1 funkcjonowania matematyki. Trudno jest nam wyobrazic
sobie, jak podstawowa czynnoS$¢ badawcza matematyka,
czyli dowodzenie twierdzen miataby zosta¢ zredukowana
do operacji na metaforach pojgciowych.

8. Uwazamy, ze propozycje LN nie zdaja nalezycie sprawy
z kontekstu odkrycia w matematyce. Odnosimy wrazenie,
ze propozycje te powstaly przy okazji lektur materiatow
zawartych w podrgcznikach matematyki, a w mniejsze;j
mierze przy okazji studiowania prac zZrédtowych, z kt6-
rych analizy mozna bytoby bardziej adekwatnie wywies¢
genezg 1 funkcjonowanie poje¢ matematycznych.

9. W prezentacji autorOw znalazto si¢ kilka bledow matema-
tycznych (np. przy omawianiu liczb hiperrzeczywistych
lub punktéw w nieskoniczonosci).

10. Omawiana ksigzka byla, z reguly krytycznie, recenzowana
przez kilku autor6w — zob. np.: Auslander 2001, Devlin
2008, Elglaly, Quek 2009, Gold 2001, Goldin 2001, Hen-
derson 2002, Madden 2001, Siegfried 2001, Schiralli, Sinc-
lair 2003, Voorhees 2004.

11. Nasze uwagi krytyczne moga wydawac si¢ beztadna zbie-



raning poczynionych ad hoc zarzutéw, lecz nie bylo na-
szym zamiarem podanie jakiej$ spdjnej, w miar¢ kom-
pletnej alternatywy dla koncepcji ucieleSnionej matema-
tyki, to przekracza nasze skromne mozliwosci. Ksiazka
Lakoffa i Nufeza zastuguje na krytyke, lecz zastuguje row-
niez na uwage. Jest odwazna (w wielu miejscach niestety
pochopnie brawurowa) proba zmierzenia si¢ z fundamen-
talnymi pytaniami dotyczacymi, m.in.: epistemologii ma-
tematyki, jej ontologii, fascynujacego zjawiska jakim jest
tworczoS¢ matematyczna, bardzo trudnych problemow zwig-
zanych ze skutecznym nauczaniem matematyki, wreszcie
miejsca matematyki w catosci kultury.
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