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1 Kombinatoryka

Zagadnienia kombinatoryczne dotycza zliczania obiektéw. Przy tym, przez obiekt
rozumiemy tutaj obiekt matematyczny: dla przyktadu, chcemy dowiedzie¢ sig ile
istnieje funkcji ze zbioru o n elementach w zbiér o m elementach. To zagadnienie
znajduje zastosowania w praktyce, np. gdy pakujemy przedmioty do pudetek.

Na potrzeby tego wyktadu, liczbe elementéw skoriczonego zbioru X bedziemy
oznaczali przez | X|.

Niech teraz zbiér X ma n elementow, za$ zbiér Y niech ma m elementow.
Ile jest funkcji ze zbioru X w zbidr Y? Proste objasnienie intuicyjne jest naste-
pujace. Wyobrazmy sobie kazdy element zbioru Y jako pudetko. Kazda funkcja
f+ X — Y umieszcza kazdy element x € X w ktéryms pudetku y € Y. Wszyst-
kie elementy, ktdre trafity do pudetka y € Y spetniaja zaleznos¢ f(x) = y. Za-
uwazmy, ze kazdy z € X trafi¢ moze do kazdego z pudetek y € Y': dla kazdego
r € X jest zatem m mozliwosci. Wszystkich x € X jest n, a wigc ostatecznie
wszystkich sposobéw okreslenia funkcji ze zbioru n-elementowego w zbidr m-
elementowy jest m - m - ... m (ten iloczyn ma n czynnikéw).



UzyskaliSmy w ten sposéb prosty wzor: jesli X ma n elementéw, za§ Y ma m
elementéw, to wszystkich funkcji f : X — Y jest m™.

Ze szkoty znamy inny spos6b objasnienia tego wzoru: m przedmiotéw ukta-
damy w n-wyrazowych ciggach. Liczbe mozliwych takich utozen nazywamy liczba
n-wyrazowych wariacji z powtérzeniami ze zbioru m-elementowego.

1.1 Przyklady zagadnien kombinatorycznych

Ponizej przytaczamy typowe przyktady zagadnien kombinatorycznych, znane praw-
dopodobnie stuchaczom ze szkoty.
PRZYKEADY.

1. Na ile sposobé6w mozemy wylosowac 5 kart z talii 52 kart, jesli po kazdym
losowaniu karta trafia z powrotem do talii? Na ile sposobéw mozemy wylo-
sowaé 5 kart, jesli karty pozostaja w dioni?

2. Rozwazmy uktad n miast o bardzo szczg§liwych potaczeniach lotniczych: z
kazdego z nich mozna si¢ dostaé do kazdego innego bezposrednim lotem. Na
ile sposobéw mozemy odwiedzié¢ wszystkie n miast, kazde doktadnie raz?

3. Na ile sposobéw mozna pokolorowaé n wierzchotkéw grafu dysponujac k&
kolorami?

4. Zat6zmy, ze postugujemy si¢ jezykiem, ktérego wyrazy budowane sa za po-
mocy zaledwie 5 znakéw. Zalézmy tez, ze kazdy skoficzony ciag takich zna-
kéw jest w naszym jezyku stowem znaczacym. Ile stéw o maksymalnej dtu-
gosci dziesigciu znakéw mozna utworzy¢ w tym jezyku?

1.2 Permutacje, wariacje, kombinacje

Ciag n-elementowy, ktérego wyrazy nie powtarzaja si¢, nazywamy n-wyrazowa
wariacja bez powtérzen. Liczba n-wyrazowych wariacji bez powtérzen o wyrazach
ze zbioru m-elementowego jest rowna:

m-(m—1)-(m—=2)-...-(m—n+1).

Mozemy te¢ liczbg wyrazi¢ réwniez nastgpujacym wzorem:

(m—mn)!’

PRZYKELADY.



1. Do hotelu, w ktérym znajduje si¢ 7 wolnych pokoi przyjezdza na konferencje
4 gosci. Kazdy chce osobny pokdj. Znudzona recepcjonistka oblicza szybko,
ze moze umiesci¢ nowych gosci w wolnych pokojachna 7 -6 -5 -4 = 840
Sposobow.

2. Niech X = {0, 1,2}. Wszystkie 2-wyrazowe wariacje bez powtérzen o wy-
razach ze zbioru X to ciagi:

(0,1),(0,2),(1,0),(1,2),(2,0),(2,1)
ijestich3 -2 =6.

3. Niech X = {0, 1}. Wszystkie 3-wyrazowe wariacje z powtérzeniami ze
zbioru X reprezentowane s3 przez nastgpujace ciagi:

(0,0,0),(0,0,1),(0,1,0),(0,1,1),(1,0,0), (1,0,1),(1,1,0), (1,1, 1)
i wiemy juz, ze musi ich by¢ 23 = 8.

Permutacjq zbioru n-elementowego X nazywamy dowolny réznowartoSciowy
ciag n-elementowy, ktérego wyrazami sa elementy zbioru X . Permutacje sa szcze-
g6lnym przypadkiem wariacji bez powtérzen.

Liczba permutacji dowolnego zbioru n-elementowego jest réwna n!. Udowod-
ni¢ to mozna stosujac zasad¢ indukcji matematyczne;j.

PRZYKLADY.

1. 6 zolnierzy mozna ustawié¢ w szeregu na 6! sposobow.

2. Rozwazmy uktad n obiektéw powiazanych relacja binarna, ktéra zachodzi
migedzy dowolnymi dwoma réznymi obiektami w dowolnym kierunku (tzn.
relacja jest pelna w rozwazanym zbiorze). Takie uktady opisujemy matema-
tycznie jako niezorientowane grafy petne. Kazda droge przechodzaca przez
wszystkie wierzchotki grafu (nasze obiekty), przy tym przez kazdy wierz-
chotek doktadnie raz, nazywamy drogq Hamiltona. Liczba wszystkich drég
Hamiltona w niezorientowanym grafie petnym wynosi n!.

Liczbe k-elementowych podzbioréw zbioru n-elementowego oznaczamy przez
(Z) i nazywamy symbolem dwumianowym Newtona.

k-elementowe podzbiory zbioru n-elementowego nazywamy k-elementowymi
kombinacjami.

Liczba k-elementowych podzbioréw zbioru n-elementowego jest rowna:

(1) = mm

PRZYKELADY.



1. Pytanie o liczbg sposobdw, na jakie mozemy wylosowac 5 kart z talii 52 kart,
nie jest dostatecznie precyzyjne, dopdki nie okreslimy, czy rézne sposoby
reprezentowane sa przez ciagi, czy zbiory 5 kart? Innymi stowy, czy uktad
wylosowanych kolejno kart:

AQ, KQ,Q0, JO, 100
jest tym samym uktadem, co:
109, J9,Q0, KO, AQ ?

Jesli uznamy, ze nie, to uzyskamy 52 - 51 - 50 - 49 - 48 =~ 312 milio-
néw sposobow na wylosowanie 5 kart sposréd 52 (bez zwracania kart do
talii). Jesli nie interesuje nas kolejnos¢, w jakiej wylosowali§my karty, to
zauwazamy, ze dokonujac poprzedniego oszacowania (tj. zliczajac liczbe
5-wyrazowych wariacji bez powtdrzen ze zbioru 52-elementowego) kazdy
uktad 5 kart wzigliSmy pod uwage wielokrotnie — dokladnie 5! razy, bo na
tyle r6znych sposobéw mozemy utozy¢ w dioni 5 kart. Zatem ostatecznie
interesujaca nas liczba wszystkich sposobdw, na jakie mozemy wylosowaé
5 kart wynosi:
52-51-50-49-48
5!

a to wciaz bardzo duzo. Grajac codziennie doktadnie raz w pokera mozemy
przez przeszto 7 tysigcy lat cieszy¢ si¢ codziennie nowym rozdaniem!

Zauwazamy przy okazji, ze
52-51-50-49-48 52-51-50-49-48-47! 52!

5! 51 47! 51(52 — 5)!

2. 5 szczgSliwych sposréd 49 liczb mozemy skresli¢ na (459) sposobdw. Jak
oceniamy nasza szans¢ wygranej?

3. Kazda liczbe naturalng mozemy jednoznacznie zakodowaé za pomoca skofi-
czonego ciagu zerojedynkowego (ciagu o wyrazach w {0, 1}). Zasada zapisu
jest nastgpujaca: przedstawiamy sobie liczbe n jako sumg poteg liczby 2 (np.
53 = 324+ 16+4+1 = 2°424 422429, Ciag zerojedynkowy uzyskamy za-
pisujac ‘1’ na k-tej pozycji, jesli k-ta potgga liczby 2 wystgpuje w tej sumie,
a ‘0’ w przeciwnym przypadku. Jak wczesniej, numerujemy od 0 zaczynajac
przewrotnie od prawe;j strony (i tak 53 zapiszemy jako (110101), co odpo-
wiada sumie 1-2° +1-2%40-23 +1-2240-2! + 129, Taki zapis
nazywamy zapisem w systemie binarnym.

Ile jest r6znych liczb naturalnych mniejszych niz 2", ktére w swoim zapisie
w systemie binarnym maja doktadnie k jedynek?
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4. Przypominajac sobie, ze liczba wszystkich podzbioréw zbioru n-elementowego

wynosi 2" (dowdd tej zaleznoSci znajdzie czytelnik ponizej) oraz biorac pod
uwage oméwiong interpretacje symbolu dwumianowego Newtona, odkry-

wamy, zZe:
" /n
> ()=

k=0
gdzie, jak pamigtamy:

> ()= () + (1)~ ()

Niech teraz X bedzie niepustym zbiorem n-elementowym, z ktérego wybie-
ramy sobie dowolny element a € X. Wszystkie k-elementowe podzbiory zbioru X
(gdzie n > k) mozemy podzieli¢ na te, do ktérych a nie nalezy i na te, do ktérych
a nalezy. Tworzymy w ten sposdb wyczerpujacy i roztaczny podziat rodziny p(X)
na 2 podrodziny. Pierwsza ma (";1) elementow, zas druga ma (Zj) elementow.
Druga liczbg znajdujemy zauwazajac, ze k-elementowych zbioréw, do ktérych a
nalezy jest tyle samo, co (k — 1)-elementowych podzbioréw zbioru X — {a}.

WykazaliSmy w ten sposéb, ze zachodzi nastgpujaca zaleznos¢:

(=260
() =() =

dla kazdego n > 0. Wykorzystujac powyzsze zaleznosci mozemy zestawié war-
tosci dwumianu Newtona w przedstawionym nizej tréjkacie, zwanym trdjkqtem
Pascala. Jesli ponumerujemy wiersze tréjkata zaczynajac od 0, to w n-tym wier-
szu uzyskujemy wartosci (Z) dla kolejnych k£ = 0,1,..., n:

Zachodzi ponadto:



... itd. WartoSci te obliczamy bardzo szybko wstawiajac 1 na ,.krawedziach” tréj-
kata i wyliczajac pozostate wyrazy poprzez zsumowanie dwoch wartoSci znajduja-
cych si¢ bezposrednio ponad poszukiwanym:

1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1

1.3 Wzér dwumianowy

Jak pamigtamy, zachodza nastgpujace zaleznoSci:
PRZYKLADY.

1. (z+y)? = 2% + 22y + o2
2. (x+1y)3 =23+ 322y + 3wy? + 33

Isaac Newton znalazt 0gélng postaé rozwinigcia n-tej potggi dwumianu (x+y).



Nazywamy ja wzorem dwumianowym:

(z+y)" = kznjo <Z> alyh

gdzie n jest dowolng liczba naturalna, a , y sa dowolnymi liczbami rzeczywistymi.
Uzasadnienie. Wymnazajac iloczyn:

(x+y)(z+y)...(x+vy)

uzyskujemy sume, ktérej sktadniki maja postaé 2*y"~*. Zauwazamy, ze z kazdego
z m nawiasOw wybieramy k razy x oraz n — k razy y. Wszystkich iloczynéw o tej
samej postaci jest tyle, ile mamy sposobéw wybrania k-elementowego podzbioru
ze zbioru n-elementowego, tj. (Z)

1.4 Jeszcze o zliczaniu obiektow

Oproécz zliczania funkcji, moga nas interesowaé sposoby zliczania relacji. Roz-
wazamy pytanie o liczbe relacji rownowaznosciowych, jakie mozemy okresli¢ w
n-elementowym zbiorze. Jak pamigtamy, kazda relacja réwnowazno$ciowa wyzna-
cza podziat zbioru na pewna liczbg podzbioréw (klas abstrakcji). Zatem wszystkich
relacji rtOwnowaznosci w n-elementowym zbiorze jest tyle, ile jest podziatéw tego
zbioru na podzbiory. Zauwazmy przytomnie, ze interesujace nas podzbiory musza
by¢ niepuste.

Wprowadzmy symbol S(n, k) dla oznaczenia liczby podzialéw zbioru n-ele-
mentowego na k czgsci (podzbioréw).
PRZYKLADY.

1. Zauwazmy, ze S(n,1) = 1 oraz S(n,n) = 1. Gdy k& > n kladziemy
S(n, k) = 0.Réwniez S(n,0) = 0dlan > 0.

2. Latwo zauwazy¢, ze dla zbioru dwuelementowego mamy dokladnie jeden
podziat na dwie czgsci oraz doktadnie jeden ,,podzial” na jedna czgsc.

3. Podzielimy zbiér {1, 2, 3} na dwie czgsci na wszystkie mozliwe sposoby:
{1342, 30}, {21, {1331, {{3}. {1, 2}}.
Widzimy, ze S(3,2) = 3.

Liczbe podziatéw zbioru n-elementowego na k czgsci nazywamy liczbq Stir-
linga drugiego rodzaju. Wartosci S(n, k) dlan > k > 1 okreslone sa nastgpujaca
zaleznoS$cig rekurencyjna:

S(n,k)=Sn—-1,k—1)+k-S(n—1,k).



Podobnie jak w przypadku dwumianu Newtona, mozemy uprosci¢ sobie obliczanie
liczb Stirlinga zestawiajac je w tréjkacie:

5(0,0)

S(1,0) S(1,1)

S(2,00  S(2,1) S(2,2)
S(3,00  SB3,1)  S(3,2) S(3,3)
S(4,0)  S(4,1)  S(4,2) S(4,3) S(4,4)
S(5,0)  S(,1) 85,20 S(5,3) S(5,4)  S(5,5)

Pamigtajmy jednak, ze tym razem wyliczajac Srodkowe wartosci w tréjkacie wy-
mnazamy drugi sktadnik sumy przez odpowiednie k.

0
0 1
0 1 1
0 1 3 1
0 1 7 6 1
0 1 15 25 10 1

PYTANIE.

1. Na ile sposobéw mozna grupg 25 dzieci podzieli¢ na 4 podgrupy? Uff, do-
ceniamy trudy pracy w przedszkolu.



2 Ciagi liczbowe

Z poprzedniego wyktadu pamigtamy definicj¢ ciagu nieskoiczonego. Powiemy te-
raz par¢ stéw o ciggach nieskonczonych, rozwazajac niektére ich wtasnosci. W
dalszych wyktadach wykorzystywane beda ciagi nieskoficzone o wyrazach wy-
miernych lub rzeczywistych, dzi$§ wigcej uwagi poswigcimy ciggom, ktérych wy-
razy definiowane sa przez operacje na liczbach naturalnych.

PRZYKLADY.

n—1

1. (an)nen, okreslony przez warunek: a, = 5

2. (an)nen, okreSlony przez warunek: a,, = % to ciqg harmoniczny.
3. Rozwazamy pierwsze wyrazy ciagow (an,)nen, zadanych przez warunki:

n -nH"
n = p—1i>n =~ "ap = n > an = (— T4
n = 2, ap = (=1)" ap = S a0, = (~1)n . 2m

4. Rozwazmy catkiem dowolng liczbg naturalng cy > 0. Zdefiniujmy: ¢; = %0,
jesli g jest parzysta, a c; = 3cg + 1, jesli ¢ jest nieparzysta. Ogdlnie, niech:
Cnt1 = %+, jeSli ¢, jest parzysta, a c,1 = 3¢, + 1, jeSli ¢, jest nieparzysta.
Hipoteza Collatza (rozwazana takze przez Ulama) glosi, ze niezaleznie od
tego, jak poczatkowo wybierzemy liczbg ¢, to dla pewnego n otrzymamy
cn, = 1. W konsekwencji, wszystkie dalsze wyrazy ciagu beda miaty postac:
4,2,1,4,2, 1,4, 2, 1,...Udowodniono, ze hipoteza Collatza zachodzi dla
wszystkich liczb ¢y mniejszych od 20 - 2°%. Nie ma na razie dowodu tej
hipotezy dla wszystkich liczb naturalnych.

2.1 Ograniczenie, monotonicznos¢

Ciag (a,)nen, nazywamy ograniczonym, jesli istnieje liczba naturalna M taka, ze
dla wszystkich n € N4 zachodzi: |a,| < M.
Ciag (an)nen, nazywamy:

1. rosngeym, gdy a1 < az < az < ...

2. malejqcym, gdy a1 > ag > az > ...

3. niemalejqcym, gdy a1 < ag < a3z < ...
4. nierosnqgcym, gdy a1 = az = a3 = ...

Ciagi, spetniajace ktdrys$ z powyzszych warunkéw nazywamy monotonicznymi.
Te, ktére spetniajg ktoryS z pierwszych dwéch powyzszych warunkéw nazywamy
Scisle monotonicznymi.
PRZYKLADY.



1. Przypomnijmy prosta technike badania monotonicznosci ciagéw. Rozwa-
zamy dwa kolejne wyrazy ap = ﬁ—j& iag = kiﬁ ciagu (an)nen, za-
danego przez warunek: a,, = Z—;} (k jest dowolng liczba naturalng). Jesli
odejmujac k-ty wyraz od (k + 1)-szego otrzymamy liczbe dodatnia, to ciag
jest rosnacy, a jesli jest to liczba ujemna, to ciag jest malejacy. Odejmujemy
zatem:

k E—1 k(k+1)—(k-1)(k+2) 2

k+2 k+1 (k+1)(k+2) (k+1)(k+2)

skad wnioskujemy, ze ar < a1, zatem badany ciag jest rosnacy.
2. Ciag (an)nen, » gdzie a,, = (1 + %)" jest rosnacy oraz ograniczony.

3. Ciag harmoniczny jest malejacy i ograniczony. (Sprébuj podaé przyktady
liczb ograniczajacych ten ciag.)

4. Ciag wszystkich liczb pierwszych jest rosnacy, ograniczony z dotu, nieogra-
niczony z gory.

5. Ciag (@n)nen. » gdzie a, = (—1)" nie jest monotoniczny, za to jest ograni-
czony.

6. Ciag (an)nen, , gdzie a,, = (—1)" - 2", nie jest ani monotoniczny, ani ogra-
niczony.

2.2 Rekurencja

Ze szkoty stluchacze znaja definicj¢ funkcji silnia. To przyktad funkcji, ktéra de-
finiowana jest zalezno$cia rekurencyjng: aby obliczy¢ jej warto$¢ dla ustalonego
argumentu, trzeba znac jej wartosci dla argumentéw mniejszych. Cho¢ moze to
umyka uwadze wigkszosci obywateli, funkcje dodawania i mnozenia liczb natu-
ralnych takze definiowane sg wzorami rekurencyjnymi. Tak definiuje si¢ rowniez
potegowanie liczb naturalnych.

PRZYKLADY.

1. Fibonacci i kroliki. Leonardo Pisano (Fibonacci, 1170-1250) to jeden z naj-
bardziej twérczych matematykéw Sredniowiecznych. Jego Liber Abaci ode-
grala wielce istotna rolg w edukacji wielu pokoleri. Wsréd zagadek Fibonac-
ciego, najwigksza popularno$¢ zyskata ta, dotyczaca nieSmiertelnych kré-
likéw, ktére mnozyly si¢ nie baczac na stosunki pokrewiefistwa. Pewien
cztowiek mial na poczatku parke krolikow (samca i samiczke). Po mie-
sigcu kazda para krélikow wydaje na Swiat potomstwo w postaci jednej pary
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(samca i samiczki), ktdra jest zdolna do reprodukcji po dwéch miesiacach.
Ile jest par krélikéw w kolejnych miesigcach? Rozwiazanie tej zagadki pro-
wadzi do liczb Fibonacciego, majacych wielkie znaczenie w wielu dziatach
matematyki. Okreslane sg one rekurencyjnie:

(a) F1 = F2 =1
) F, =F,_1+ F,_odlan > 3.

. Kolejna zalezno$¢ rekurencyjna:

(@ To=0
(b) oraz T}, = 21,1 + 1

zwiazana jest z problemem tzw. wiez Hanoi. Na etapie edukacji przedszkol-
nej bawili§my si¢ naktadaniem kolorowych krazkéw na stupki. Zatézmy, ze
n krazkéw o réznych Srednicach ulozono na stupku rozpoczynajac od naj-
szerszego, a koficzac na najwezszym. Majac do dyspozycji jeszcze 2 stupki
musimy przetozy¢ wszystkie krazki na inny stupek uktadajac je w takiej sa-
mej kolejnosci, nie wolno nam jednak ani razu potozy¢ wigkszego krazka na
mniejszym, nie wolno tez przektadaé kilku krazkéw na raz. Liczba ruchéw
koniecznych do przetozenia calej wiezy wyraza si¢ powyzsza zaleznoScia
rekurencyjna, a przez indukcj¢ udowodni¢ mozna, ze T,, = 2™ — 1. Dzieci
uwielbiaja t¢ zabawe. Jak wida¢, matematycy uwielbiaja ja réwniez po za-
konczeniu edukacji przedszkolne;j.

Dygresja: proste przyklady szeregéw liczbowych

Wkrétce bedziemy wykonywali pewne operacje infinitarne, cho¢ oczywiscie w
dos¢ ograniczonym zakresie. W szkole byta suma zbieznego ciagu geometrycz-

nego.

PRZYKELADY.

o0
1. Szereg Y. o, czyli nieskoriczona suma 2% + 2% + 2% + 2% + 2%1 +...ma

n=0
skoficzong wartos$¢ i wynosi 2. Zastanéw sig, jak uzasadni¢ to np. geome-

trycznie.

oo
2. Szereg harmoniczny: Y % nie ma tej mitej wlasnosci, tzn. nie ma skoficzo-

n=1
nej wartosci. Nie jest zbiezny.

oo
3. Szereg ) 2" zdecydowanie nie jest zbiezny, prawda?

n=0
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4. A copowiemy na szereg Grandiego: 1 —1+1—-14+1—-1+....

3 Zastosowania zasady indukcji matematycznej

Pokazemy, jak korzystaé z zasady indukcji matematycznej w dowodzeniu twier-
dzen o liczbach naturalnych.

1 142434... +n="00
2.2V 4922493 4 4on=2ntl_9

DowoOD. Dowody, korzystajace z zasady indukcji matematycznej maja nastgpu-
jaca strukture:

1. Krok poczqtkowy. Pokazujemy, ze teza twierdzenia zachodzi dla najmniej-
szej liczby z rozwazanego zakresu. Najczesciej jest to liczba O lub liczba 1.
Zdarzaja si¢ jednak dowody indukcyjne, w ktérych krok poczatkowy doty-
czy innej liczby naturalne;j.

2. Krok nastepnikowy. Zakladamy, ze teza twierdzenia zachodzi dla liczby k
(czynimy zatoZenie indukcyjne). Pokazujemy, ze przy tym zatozeniu teza
twierdzenia zachodzi dla liczby & + 1.

3. Konkluzja. Jesli powodzeniem zakoniczyly si¢ oba powyzsze kroki, to jeste-
$my uprawnieni do przyjecia, Ze rozwazane twierdzenie zachodzi dla wszyst-
kich liczb naturalnych z rozwazanego zakresu (patrz: krok poczatkowy).

Dowéd réwnosci 1 +2+3+ ... +n = %

zanego zakresu jest liczba 1.

. Najmniejsza liczba z rozwa-
Krok poczqtkowy. Dla k = 1 powyzsza réwno$¢ sprowadza si¢ do: 1 = %
co jest oczywiscie prawda.

Krok nastepnikowy. Czynimy zatozenie indukcyjne, ze omawiany wzér zacho-
dzi dla liczby k, czyli zaktadamy, ze:

’

ke (k+1)

14+2434+...+k= 5

Musimy wykazaé, ze badany wzor zachodzi takze dla k£ + 1, czyli musimy udo-
wodnic, ze:
(k+1)-((k+1)+1)

(14+2+3+...+k)+k+1= ; :
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Na mocy zalozenia indukcyjnego, lewa strona tej rownosci jest postaci:

M_{_k_}_l'
2
Obliczamy t¢ sumg:
k-(k+1 k+1) - (k+2
B+ gy (FD (42

PokazaliSmy zatem, ze ze jesli rozwazany wzdr zachodzi dla liczby k, to zachodzi
takze dla liczby k£ + 1.

Konkluzja. Na mocy zasady indukcji matematycznej, teza twierdzenia zachodzi
dla wszystkich dodatnich liczb naturalnych n.

Dowéd réwnosei 21 + 22 423 4 ... 4 27 = 271 — 2. Najmniejsza liczba z
rozwazanego zakresu jest liczba 1.

Krok poczatkowy. Dla k = 1 powyzsza réwnos¢ sprowadza sig do: 21 = 21+ —
2, co jest oczywiscie prawda.

Krok nastepnikowy. Czynimy zatozenie indukcyjne, ze omawiany wzor zacho-
dzi dla liczby k, czyli zaktadamy, ze:

2422 423 4 g2k =2kl o
Musimy wykazaé, ze:
2V 422423 4 ok p okt —okt2 _ o
Na mocy zalozenia indukcyjnego, lewa strona tej rownosci jest postaci:

2k+1 —24 2k+1'

Ta liczba jest oczywiscie réwna 2 - 2871 — 2, czyli réwna 282 — 2. Pokazalismy
zatem, ze jeSli rozwazany wzdr zachodzi dla liczby k, to zachodzi takze dla liczby
kE+1.

Konkluzja. Na mocy zasady indukcji matematycznej, teza twierdzenia zachodzi
dla wszystkich dodatnich liczb naturalnych n.

Dowdd twierdzenia, ktdre glosi ze liczba elementéw zbioru poteggowego p(X)
skoriczonego zbioru X wynosi 2/XI. Na marginesie, oznaczajac zbiér potegowy
zbioru X jako 2% mozemy wyrazi¢ rozwazane twierdzenie w nastepujacy sposéb:

Dla kazdego skoriczonego zbioru X, [2%| = 21X1.
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Twierdzenie to mozna uogdlni¢ na zbiory nieskoriczone, o czym powiemy innym
razem. Indukcj¢ przeprowadzimy wzgledem liczby elementéw zbioru X, tj. n =
| X|. Najmniejsza liczba z rozwazanego zakresu jest liczba 0.

Krok poczqtkowy. W przypadku k = 0 rozwazamy zbidr pusty oraz jego zbidr
potggowy. Widzimy, ze || = 0, |p(0)| = 1 oraz 2° = 1.

Krok nastepnikowy. Czynimy zalozenie indukcyjne, ze omawiane twierdzenie
zachodzi dla liczby k, czyli zakladamy, ze dla kazdego zbioru X o k elementach
(zatozenie indukcyjne):

p(X)] = 2.

Musimy wykazaé, ze dla dowolnego zbioru Y o k£ + 1 elementach:
p(Y)] =25+

Niech zatem Y bedzie dowolnym takim zbiorem. Wybieramy (dowolny, ale usta-
lony) element a € Y. Zbiér Y — {a} ma k elementéw, zatem zgodnie z zatozeniem
indukcyjnym:

(Y — {a})| = 2.

Zauwazmy, ze wszystkie zbiory z rodziny |p(Y')| mozemy podzieli¢ na te, do ktd-
rych a nie nalezy oraz te, do ktérych a nalezy. Uzyskujemy w ten sposéb podziat
(roztaczny i wyczerpujacy) rodziny p(Y") na dwie pod-rodziny. Odkrywamy teraz,
ze te rodziny sg réwnoliczne (kazdemu zbiorowi Z niezawierajacemu elementu a
odpowiada doktadnie jeden zbiér Z U {a}). Zatem:

p(V)] = 2" 4+ 2% = 2441,

Konkluzja. Na mocy zasady indukcji matematycznej, teza twierdzenia zachodzi
dla wszystkich dodatnich liczb naturalnych n.

Sprébuj swoich sit w udowodnieniu podanych nizej zaleznosci.
PRZYKLADY.

1. Kazda liczba postaci n®

— n jest podzielna przez 5.
2. Dla kazdej liczby naturalnej n > 1: n™ > nl.

3. Ciag Fibonacciego mozna okresli¢ za pomoca tzw. wzoru Bineta:

1| 1+v5, 1-V5,
anz%( 5 ) ()
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4 Prawdopodobienstwo w skonczonych przestrzeniach

Stuchacze znaja ze szkoty pewne proste pojecia zwigzane z ocenianiem szansy zaj-
Scia zdarzen. Ta problematyka zajmuje si¢ rachunek prawdopodobieristwa. Dwu-
krotnie odniesiemy si¢ do niej w niniejszych wyktadach. W tym wyktadzie rozwa-
zymy najprostsze przypadki, gdy ocena szansy zachodzenia zdarzen sprowadza si¢
do wyznaczenia stosunku: mozliwosci sprzyjajacych zajsciu danego zdarzenia do
ogoétu rozwazanych mozliwosci. Przy tym, ogét rozpatrywanych mozliwosci jest
zbiorem skonczonym. Wtedy zagadnienia ustalania prawdopodobieristwa zaj$cia
zdarzenia sprowadzaja si¢ do wykorzystania poznanych przed chwila zaleznosci
kombinatorycznych. Pod koniec tego kursu oméwione zostanie pojecie prawdo-
podobienstwa dla catkiem dowolnych przestrzeni mozliwosci. Wtedy przekonamy
sig, ze prawdopodobiefistwo nie jest pojeciem absolutnym, lecz zalezy od przy-
jetej wprzédy miary. Powazne zastosowania rachunku prawdopodobiefistwa — a z
takimi spotkaja si¢ stuchacze podczas swoich studiéw kognitywistycznych (a by¢
moze réwniez w pracy zawodowej) — wymagaja wilasnie tak ogélnego rozumienia
pojecia prawdopodobienistwa.

4.1 Zdarzenia elementarne

Pojecie zdarzenia elementarnego jest pojeciem pierwotnym rachunku prawdopo-
dobienistwa. Intuicje z nim zwiazane dotycza m.in. mozliwosci uzyskania wyniku
w jakim$ do§wiadczeniu, np. rzucie kostka do gry lub moneta.

Ogét zdarzen elementarnych (dla okreslonego zjawiska, eksperymentu, itp.)
nazywamy przestrzeniq zdarzen elementarnych (przestrzeniq probabilistyczng) i
oznaczamy np. przez {). Mozemy mysle¢ o zdarzeniach elementarnych jako o swo-
istych atomach, z ktérych sktadamy réznorakie zdarzenia.

ZADANIA.

1. Przedstaw przestrzen zdarzen elementarnych zwiazanych z:

(a) jednokrotnym rzutem kostka,
(b) trzema kolejnymi rzutami moneta,

(c) losowaniem kolejno 2 kul z urny, w ktdrej znajduja si¢ 2 kule zétte,
2 kule czerwone i 2 kule niebieskie, przy czym kule nie sa do urny
zZwracane,

(d) losowaniem kolejno 2 kul z urny, w ktérej znajduja si¢ 2 kule zéite, 2
kule czerwone i 2 kule niebieskie, przy czym kule sa do urny zwracane
po losowaniu.
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Zdarzeniem w przestrzeni €2 nazywamy dowolny podzbiér zbioru €. Tak wigc,
0g6t zdarzeni w ustalonej przestrzeni probabilistycznej €2 to zbidr p(€2).
Zdarzeniem pewnym jest zbior ). Zdarzeniem niemoZliwym jest zbidr pusty.
Skoro traktujemy zdarzenia jako zbiory, to mozemy wykonywaé na nich ope-
racje okreslone dla zbioréw. Naturalne jest wigc méwienie np. o sumie zdarzefi czy
zdarzeniu przeciwnym do danego zdarzenia.
PRZYKLADY.

1. Niech Q = {1,2,3,4,5,6} reprezentuje przestrzen zdarzeri elementarnych
zwiazanych z jednokrotnym rzutem kostka. Zdarzeniem sprzyjajacym wy-
rzuceniu parzystej liczby oczek jest A = {2,4,6}. Zdarzeniem sprzyjaja-
cym wyrzuceniu liczby oczek podzielnej przez 5 jest B = {5}.

2. Zdarzeniem przeciwnym do zdarzenia sprzyjajacego wyrzuceniu parzystej
liczby oczek jest A’ = Q — A = {1, 3,5}, czyli zdarzenie ...sprzyjajace
wyrzuceniu nieparzystej liczby oczek.

3. Zdarzenie polegajace na wyrzuceniu parzystej liczby oczek lub wyrzuceniu
5 mozemy przedstawi¢ jako sume¢ AU B = {2,4,5,6}.

4. Zdarzenie polegajace na wyrzuceniu parzystej liczby oczek i jednoczesnie
liczby 5 jest zdarzeniem niemozliwym, o czym poucza nas réwnos¢ ANB =

0.

4.2 Czestosc i prawdopodobienstwo

Zaktadamy, ze rozwazane do§wiadczenia sa powtarzalne, czyli ze mozemy je wy-
konywaé dowolna liczbe razy. Ponadto zaktadamy, ze wyniki takich do§wiadczen
(czyli poszczegdlne zdarzenia elementarne) sa od siebie niezalezne.

Te zatozenia pozwalaja scharakteryzowaé pojecie prawdopodobieristwa zda-
rzen w terminach czgsto$ci powtarzania si¢ wynikéw doswiadczen. Jesli w n do-
Swiadczeniach otrzymano m razy wynik odpowiadajacy zdarzeniu A, to czgstosé
zdarzenia A wynosi 7.

Jesli zdarzenie elementarne w € §2 jest elementem zdarzenia A C 2, to m6-
wimy, ze zdarzenie w jest zdarzeniem sprzyjajqcym zajsciu zdarzenia A.

Dla skoficzonych przestrzeni probabilistycznych 2 prawdopodobieristwem (zda-
rzen) nazywamy funkcje P okreslong na zbiorze p(€2) taka, ze:

1. P(A) > 0dlakazdego A € p(Q2)

2. P(AU B) = P(A) U P(B) dla dowolnych roztacznych zdarzeii A oraz B
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3. P(Q) =1

Przy zalozeniu, ze wszystkie zdarzenia elementarne sg jednakowo prawdopo-
dobne, prawdopodobieristwo dowolnego zdarzenia A C () jest ilorazem liczby
zdarzer sprzyjajacych zdarzeniu A i liczby wszystkich zdarzen elementarnych roz-
wazanej przestrzeni:

_ Al
9

Wyzej okreslone pojecie prawdopodobiefistwa ma m.in. nastgpujace wiasno-

Sci:

P(A)

1. P(0) =0.

2. Jesli A C B, to P(A) < P(B).

3. P(A) < 1dlakazdego A C (.

4. P(A")=1- P(A).

5. P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(ANB).
PRZYKLADY.

1. Niech Q = {(r,r,r), (r,7,0),(r,0,7),(r,0,0),(0,7,7),(0,7,0),(0,0,7),

(0,0,0)} reprezentuje przestrzen zdarzen elementarnych zwiazanych z trzy-
krotnym rzutem moneta. Prawdopodobieristwo zdarzenia A polegajacego na
wyrzuceniu za pierwszym razem orla, a przy tym 2 razy orta i 1 raz reszki
obliczymy w nastgpujacy sposéb:

A ={(o,7,0),(0,0,7)},|A| =2,|Q| =8,
zatem 1
P(A) = 1

4.3 Prawdopodobienstwo warunkowe

Prawdopodobieristwo zajscia zdarzenia A pod warunkiem, Ze zaszto zdarzenie B,
oznaczane przez P(A|B) wyraza si¢ wzorem:
P(ANB)

P(AIB) = 55

przy zatozeniu, ze P(B) > 0.
PRZYKLADY.
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1. Niech, jak wyzej,
Q=A{(r,r,r),(r,r,0),(r,0,7),(r,o,0),(0,r,1),(0,r,0),(0,0,7),(0,0,0)}
reprezentuje przestrzen zdarzen elementarnych zwiazanych z trzykrotnym
rzutem moneta. Szukamy prawdopodobieristwa zajscia zdarzenia A (pierw-
szy orzel, ponadto 2 razy orzet i 1 raz reszka) pod warunkiem, ze za pierw-
szym razem wyrzucono orta, tzn. pod warunkiem zajsScia zdarzenia B =
{(o,7,7), (0,7,0),(0,0,7), (0,0,0)}. Korzystajac ze wzoru na prawdopodo-
biefistwo warunkowe obliczamy:

P(A|B) =

M\»—\‘..M»—A
—_

4.4 Niezaleznos¢ zdarzen, prawdopodobienstwo caltkowite, wzor Bay-
esa

Zdarzenia A i B sa niezalezne, jesli prawdopodobienistwo iloczynu tych zdarzen
jest réwne iloczynowi ich prawdopodobienstw:

P(ANB) = P(A) - P(B).

Jesli Ay, Ao, ..., Ay jest zestawem zdarzen w przestrzeni probabilistycznej €2,
to méwimy, ze zdarzenia te sa niezalezne wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnego
podciagu (i1, 42, ..., 1) ciagu (1,2, ..., n) zachodzi:

Zauwazmy, ze zdarzenia danego zestawu moga by¢ parami niezalezne, ale caly ten
zestaw moze nie by¢ niezalezny.

Jesli zdarzenia Ay, Ao, ..., A, stanowia podziat przestrzeni ) oraz P(A;) > 0
dla wszystkich 1 < i < n, to dla dowolnego zdarzenia B C €2 zachodzi réwnos¢:

P(B) = P(A1)- P(B|A1) + P(As) - P(B|A2) + ...+ P(A,) - P(B|Ay).

Powyzszy wzdr nazywamy wzorem na prawdopodobieristwo catkowite.

Niech zdarzenia A, Ao, . .., A, stanowia podziat przestrzeni €2 oraz P(A;) >
0 dla wszystkich 1 < ¢ < n. Przypusémy, ze zaszlo zdarzenie B. Jakie jest praw-
dopodobienstwo, ze przyczynq zajscia zdarzenia B byto zdarzenie A;? OdpowiedZ
podaje wzor Bayesa:

P(B|A;) - P(4)
(41)- P(B[Ay) + P(A3) - P(B|A2) + ... + P(A,) - P(B|4y)’

P(A;|B) = Iz
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4.5 Schemat Bernoulliego

Rozwazmy doswiadczenie, w ktérym otrzyma¢ mozemy dwa wyniki: zdarzenie A
lub zdarzenie do niego przeciwne A’ (np. rzut moneta). Zatézmy tez, Ze mozemy
to doswiadczenie powtarza¢ dowolng liczbg razy oraz ze — niezaleznie od tego,
ile razy powtarzamy doswiadczenie — prawdopodobieristwo zaj$cia zdarzenia jest
state. Niech np. P(A) = p. Wtedy P(A’) = 1 — p. Mozemy jedno ze zdarzen A,
A’ nazwaé sukcesem, a pozostate porazkq: niech np. A bedzie sukcesem, za$§ A’
porazka. Naturalnym pytaniem jest: jakie jest prawdopodobieristwo, ze w serii n
doswiadczen doktadnie k razy uzyskamy sukces.

Poniewaz wynik kazdej z préb w przeprowadzanej ich serii jest niezalezny od
wynikéw innych prob, a P(A) = p, wigc prawdopodobienistwo, iz w serii n préb
odnieslismy k sukceséw oraz n—k porazek wynosi p*-(1—p)"~*. Poniewaz k suk-
cesOw w n-elementowej serii mozemy uzyskac na (Z) sposobéw (pamigtasz wzor
na liczbg k-elementowych podzbioréw zbioru n-elementowego?), zatem prawdo-
podobienstwo uzyskania doktadnie k sukceséw w serii n niezaleznych préb (przy
prawdopodobieristwie sukcesu réwnym p), oznaczane przez P(n, k, p) jest rtéwne:

P(n, k,p) = (Z)p’“(l —p)" .

Wzér ten nazywamy wzorem Bernoulliego.

5 Zacheta do refleksji

1. Czy stosujac zasadg¢ indukcji matematycznej wykorzystujemy skoniczong czy
tez nieskoficzong liczbg przestanek?

2. Co to znaczy, ze jeden ciag rosnie szybciej od drugiego?

3. Liczby wymierne maja skoiczone lub okresowe rozwinigcia dziesigtne. Czy
w rozwinigciach dziesigtnych liczb niewymiernych nie ma zZadnych regular-
nosci? A co z zapisami w innej bazie liczbowej? A jak wygladaja utamki
taricuchowe reprezentujace liczby?

4. Czy kazdy ciag, ktéry zostat podany przez wzor rekurencyjny moze tez zo-
staé zdefiniowany przez wzor jawnie podajacy postaé n-tego wyrazu, bez
odwotywania si¢ do wyrazéw wczesniejszych? Czy to mozliwe np. dla ciagu
Fibonacciego?

5. Jakie jest prawdopodobienstwo tego, ze losowo wybrana cigciwa okregu jed-
nostkowego jest dluzsza od boku tréjkata réwnoramiennego wpisanego w
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ten okrag? W szkole by¢é moze méwiono o prawdopodobieristwie geome-
trycznym. Zachgcamy stuchaczy do samodzielnego zmierzenia si¢ z odpo-
wiedzig na postawione pytanie. Wymaga to oczywiscie ustalenia przestrzeni
wszystkich zdarzen elementarnych — przestrzeni wszystkich branych pod
uwage mozliwosci.

6 Podsumowanie

To, co nalezy zapamigtaé z niniejszego wyktadu:

1.

10.
11.
12.
13.
14.
15.

Wariacje, permutacje, kombinacje.

Tréjkat Pascala.

. Wzér dwumianowy.
. Liczby Stirlinga.

. Ciagi liczbowe: ograniczenie i rodzaje monotonicznosci.

Definiowanie ciagéw przez rekursje.

. Dowody z wykorzystaniem indukcji matematyczne;j.
. Skoniczona przestrzen probabilistyczna.

. Prawdopodobieristwo wyznaczone przez czgstos¢.

Wtasnosci funkcji prawdopodobienistwa.
Prawdopodobienistwo warunkowe.
Niezalezno$¢ zdarzen.
Prawdopodobiefistwo catkowite.

Wzér Bayesa.

Schemat Bernoulliego.
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