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Za paradoksalne uwazamy — z grubsza rzecz ujmujac — to, co majac pozory
fatszu jest jednak prawda, lub — inaczej rzecz ujmujac — to, co ktdci si¢ z naszymi
(jak sadzimy, dobrze ugruntowanymi) przekonaniami, ktére w istocie maja naturg
intuicyjna. Za paradoksalny mozesz np. uwazaé fakt istnienia powierzchni, ktére
maja tylko jednq strong (jak wstega Mobiusa). Z punktu widzenia do§wiadcze-
nia potocznego paradoksalny jest fakt, ze przed otwarciem pudetka Kot Schridin-
gera jest jednocze$nie zywy i martwy (upraszczam). Niewatpliwie uznasz za pa-
radoksalne twierdzenie Banacha-Tarskiego: kulg podzieli¢ mozna na pigé czgsci,
a nastgpnie ztozy¢ z tych czesci dwie kule, z ktérych kazda ma objgtos¢ réwna
kuli wyjSciowej. W literaturze anglojezycznej czesto terminem paradox okresla
sig takze sprzecznosci logiczne. Zalecamy jednak odr6zniaé sprzecznosci logiczne
od paradokséw. Gdy znajdujemy w jakiejS teorii sprzeczno$¢, to staramy si¢ ja na-
tychmiast usunaé, gdyz inaczej teoria pozostaje bezwartos§ciowa: w teorii sprzecz-
nej mozna udowodni¢ wszystko (facznie z tym, Ze teoria owa jest niesprzeczna).
Natomiast napotkanie paradoksu zmusza nas do dokladniejszego przemyslenia zy-
wionych dotad przekonan intuicyjnych, ktére sa z nim sprzeczne. W konsekwencji,
zwykle modyfikujemy owe intuicyjne przekonania, wskazujemy wyraZniej na za-
kres ich stosowalnosci. Nie ma zadnej gwarancji, ze wszystkie odkrycia i pomysty
naukowe daja si¢ wyrazi¢ w terminach potocznych.

1 Paradoks klamcy

Pewna osoba méwi: Ja teraz ktamig (tj. mowig fatsz). Czy wypowiadajac to mowi
prawdg, czy falsz? Zgodnie z klasyczna koncepcja prawdy, jesli jej wypowiedz jest
prawdziwa, to jest tak, jak ona glosi, czyli jest fatszywa. Jesli za$ przyjmiemy, ze



wypowiedzZ ta jest falszywa, to — réwniez na mocy klasycznej definicji prawdy —
nie jest tak, jak wypowied? ta glosi, a wigc jest prawdziwa (gdyz zdania w sensie
logicznym sa albo prawdziwe, albo falszywe). Jakie rozwigzanie tego paradoksu
proponujesz?

2 Paradoks stosu

To cata gama paradoksow zwiazanych z nieostroScia wyrazen jezykow etnicznych.
Jedno ziarno nie tworzy stosu. Dwa ziarna nie tworza stosu. Trzy ziarna nie two-
rza stosu. Bez watpienia jednak np. milion ziaren tworzy stos. Gdzie jest granica
migdzy — powiedzmy — skupiskiem pojedynczych ziaren a stosem ziaren?

3 Paradoks Berry’ego

Rozwazmy najmniejsza liczbg (naturalng), ktéra nie moze zostaé zdefiniowana z
uzyciem mniej niz stu stéw. W zbiorze wszystkich liczb, ktére nie moga zostaé
zdefiniowane z uzyciem mniej niz stu stow istnieje liczba najmniejsza. Ale wlasnie
zdefiniowaliSmy ja z uzyciem mniej niz stu stéw. Paradoks?

4 Paradoks Grellinga-Nelsona

Podzielmy przymiotniki polskie na autologiczne oraz heterologiczne. Wyraz jest
autologiczny, gdy ma ceche, ktéra orzeka. Dla przyktadu, autologiczne sg wyrazy:
polski, szesciosylabowy. Wyraz jest heterologiczny, gdy nie ma cechy, ktéra orzeka.
Heterologiczne sa np.: zielony, czterosylabowy. Mamy zatem dychotomiczny po-
dzial wszystkich polskich przymiotnikéw (empirycznie mozna chyba stwierdzic,
ze znakomita wigkszo$¢ polskich przymiotnikow jest heterologiczna, ale to nie-
istotne). Do ktérej z tych klas nalezy przymiotnik heterologiczny?

5 Paradoks Richarda

Rozwazmy wszystkie wyrazenia jezyka polskiego, ktére okreslaja wtasnosci liczb
naturalnych, np.: by¢ liczbq parzysta, by¢ liczbq pierwsza, by¢ liczbq wigkszq od
7, itp. (Z logicznego punktu widzenia rozwazamy funkcje zdaniowe: x jest liczbq
parzystq, x jest liczbq pierwsza, x jest liczbq wigkszq od 7, itp.) Takich wyrazen
jest nieskoniczenie wiele. Czujny czytelnik zauwazy natychmiast, ze moze ich by¢
co najwyzej przeliczalnie wiele — tylko tyle wtasno$ci liczb naturalnych mozemy
podaé w jezyku polskim (w jezyku arytmetyki zreszta réwniez). Zbiér wszystkich



liczb naturalnych jest nieskoficzony (przeliczalny), a wigc rodzina wszystkich jego
podzbioréw (czyli wiasnosci liczb naturalnych, przy ekstensjonalnym rozumieniu
wlasno$ci) ma moc kontinuum, jest nieprzeliczalna, na mocy znanego twierdzenia
Cantora.

Mozemy wszystkie wyrazenia jezyka polskiego, ktore okreslaja wlasnosci liczb
naturalnych ustawié¢ w ciag uporzadkowany — powiedzmy — leksykograficznie:

(T) W17W2)W37"'

Gdy weZmiemy pod uwage dowolne liczby naturalne n oraz g, to mozliwe sa dwa
przypadki:

1. g ma wtasnos¢, okreslona wyrazeniem W,

2. ¢ nie ma wtasnosci, okreslonej wyrazeniem W,,.

W szczegdlnosci, dla kazdej liczby n: albo n ma wlasnos¢, okreslona wyraze-
niem W,,, albo n nie ma wtasnos$ci, okre§lonej wyrazeniem W,,. Rozwazmy teraz
wyrazenie (jezyka polskiego; n jest tu liczebnikiem):

() n nie ma whasnosci, okreslonej wyrazeniem W,.

Co mozemy powiedzie¢ o tym wyrazeniu?

Rozwiazania zagadek podane zostang na wyktadzie.
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