
Ptak Gödla
(AALCS, XI)

Jerzy Pogonowski

Zakªad Logiki Stosowanej UAM
www.logic.amu.edu.pl
pogon@amu.edu.pl

Zakopane, marzec 2007

Jerzy Pogonowski (MEG) Ptak Gödla (AALCS, XI) Zakopane, marzec 2007 1 / 74



Wprowadzenie

Pokazujemy wybrane fragmenty tªumaczenia ksi¡»ki Raymonda Smullyana
To Mock a Mockingbird, które uka»e si¦ w 2007 roku nakªadem Ksi¡»ki i
Wiedzy, pod tytuªem Przedrze¹nia¢ Przedrze¹niacza.

Obok zagadek o Rycerzach (mówi¡cych zawsze prawd¦) oraz �otrach
(mówi¡cych zawsze faªsz), ksi¡»ka zawiera zagadki logiczne, w których w
formie popularnej przedstawia si¦ logik¦ kombinatoryczn¡.

Zarówno logika kombinatoryczna, jak i rachunek lambda nale»¡ do
niezb¦dnika teoretycznego ka»dego, kto zajmuje si¦ zastosowaniami logiki
w informatyce. Tak wi¦c, nie dowiedz¡ si¦ Pa«stwo niczego, co nie byªoby
Wam wcze±niej znane. Prosz¦ traktowa¢ niniejsz¡ prezentacj¦ jako
rozrywk¦. Chciaªbym przede wszystkim zwróci¢ uwag¦ na mistrzostwo
Smullyana w popularyzowaniu wiedzy logicznej.
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Przedrze¹niacz Mimus polyglottos
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Plan na dzi±

Plan odczytu:

O historii logiki kombinatorycznej;

Ptaki Smullyana jako interpretacje kombinatorów;

Kilka wa»nych Ptaków;

Przykªad: paradoks Curry'ego;

Ptak Gödla;

Dodatek: ±piewy Ptaków.

W prezentacji wykorzystujemy, obok fotogra�i i nagra« wªasnych, równie»
materiaªy dost¦pne powszechnie w sieci.
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O historii logiki kombinatorycznej

O historii logiki kombinatorycznej: kilka tekstów klasycznych

Church, A. 1941. Calculi of Lambda-conversion. (Annals of
Mathematical Studies 6), Princeton University Press, Princeton.
Curry, H.B. 1930. Grundlagen der kombinatorischen Logik. American
Journal of Mathematics 52, 509�536, 789�834.
Curry, H.B., Feys, R. 1958. Combinatory Logic, Vol. 1.
North-Holland, Amsterdam. Klasyczna monogra�a z logiki
kombinatorycznej.
Schön�nkel, M. 1924. Über die Bausteine der mathematischen Logik.
Mathematische Annalen 92, 305�316. Pierwsza praca o logice
kombinatorycznej. Przekªad angielski (On the building blocks of
mathematical logic) w: van Heijenoort, J. (ed.) 1967. From Frege to
Gödel: A Source Book in Mathematical Logic. Harvard University
Press, Cambridge, 355�366. Przekªad francuski (Sur les éléments de
construction de la logique mathématique), z komentarzem, w: Math.
Inform. Sci. Humaines No. 112, 1990, 5�26, 59.
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O historii logiki kombinatorycznej

O historii logiki kombinatorycznej

Alonzo Church Haskell Brooks Curry
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O historii logiki kombinatorycznej

Martin Hugo Löb Stephen Cole Kleene
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O historii logiki kombinatorycznej

O historii logiki kombinatorycznej

Kilka sªów o historii.

Moses Schön�nkel.

Alonzo Church.

Haskell Curry.

Stephen Cole Kleene.

John Barkley Rosser.

Henk Barendregt.

Rachunek lambda. Rachunki typów.

Zastosowania (m.in., informatyczne).
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O historii logiki kombinatorycznej

O historii logiki kombinatorycznej

Kilka nowszych opracowa«:

Barendregt, H.P. 1981. The Lambda Calculus. North-Holland,
Amsterdam. [1984 (rev. ed.)].

Hindley, J.R., Lercher, B., Seldin, J.P. 1972. Introduction to
Combinatory Logic. Cambridge University Press, London.

Hindley, J.R., Seldin, J.P. 1986. Introduction to Combinators and
λ-Calculus. Cambridge University Press, Cambridge.

Révész, G.E.1988. Lambda-Calculus, Combinators and Functional
Programming. Cambridge University Press, Cambridge.

W sieci dost¦pne s¡ do±¢ liczne nowsze opracowania. W szczególno±ci,
znale¹¢ mo»na programy wyprowadzaj¡ce jedne kombinatory z innych.
Mo»e warto doda¢, »e stworzenie niektórych z tych programów byªo
bezpo±rednio inspirowane ksi¡»k¡ To Mock a Mockingbird.
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O historii logiki kombinatorycznej

Moses Schön�nkel Henk Barendregt
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O historii logiki kombinatorycznej

O historii logiki kombinatorycznej

Nowsze opracowania dotycz¡ce historii logiki kombinatorycznej:

Cardone, F., Hindley, J.R. 2006. History of lambda-calculus and
combinatory logic. Handbook of the History of Logic vol. 5. [Nie
miaªem dost¦pu do tego tekstu.]

Seldin, J.P. 2006. The Logic of Curry and Church. Handbook of the
History of Logic vol. 5. [Korzystaªem z tekstu dost¦pnego w sieci.]
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Ptaki Smullyana jako interpretacje kombinatorów

Pewien czaruj¡cy las jest zamieszkany przez gadaj¡ce Ptaki. Dla dowolnych
Ptaków A oraz B , je±li wypowiesz nazw¦ Ptaka B do Ptaka A, to A
odpowie, wypowiadaj¡c do ciebie nazw¦ jakiego± Ptaka; b¦dziemy Ptaka z
tej odpowiedzi oznacza¢ AB . Zamiast stale u»ywa¢ dziwacznego zwrotu:
�odpowied¹ A na usªyszenie nazwy B� b¦dziemy mówi¢ krótko �odpowied¹
A na B�.
Nadto, dla dowolnych trzech Ptaków A,B oraz C , Ptak A(BC )
niekoniecznie jest tym samym Ptakiem, co Ptak (AB)C . Ptak A(BC ) jest
odpowiedzi¡ A na Ptaka BC , podczas gdy Ptak (AB)C jest odpowiedzi¡
Ptaka AB na Ptaka C .
Zªo»enie. Dla dowolnych Ptaków A,B oraz C (niekoniecznie ró»nych)
mówimy, »e Ptak C skªada A z B , je±li dla ka»dego Ptaka x zachodzi
nast¦puj¡cy warunek: Cx = A(Bx).
Proz¡, oznacza to, »e odpowied¹ C na x jest taka sama, jak odpowied¹ A
na odpowied¹ B na x .
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Ptaki Smullyana jako interpretacje kombinatorów

Przedrze¹niacze. Przez przedrze¹niacza rozumiemy Ptaka M takiego, »e
dla dowolnego Ptaka x zachodzi nast¦puj¡cy warunek:

Mx = xx

M jest nazywany przedrze¹niaczem z tego prostego powodu, »e jego
odpowied¹ na dowolnego Ptaka x jest taka sama, jak odpowied¹ Ptaka x
na siebie samego � innymi sªowy, M na±laduje x je±li chodzi o odpowied¹
na x . Oznacza to, »e je±li wypowiesz x do M lub wypowiesz x do niego
samego, to otrzymasz w ka»dym przypadku tak¡ sam¡ odpowied¹.
Mo»e si¦ zdarzy¢, »e gdy wypowiesz B do A, to A wypowie do ciebie tego
samego Ptaka B . Je±li tak jest, to oznacza to, »e A lubi B . Symbolicznie,
to, »e A lubi B znaczy, »e AB = B .
Ptak x jest nazywany egocentrycznym (czasami narcystycznym), je±li lubi
samego siebie, tj. gdy odpowied¹ x na x brzmi x . Symbolicznie, x jest
egocentryczny, gdy xx = x .
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Ptaki Smullyana jako interpretacje kombinatorów

Ptaki Smullyana jako interpretacje kombinatorów

Wiadomo, »e nasz las speªnia nast¦puj¡ce dwa warunki:

C1 Warunek skªadania. Dla dowolnych dwóch Ptaków A oraz B
(ró»nych lub nie) istnieje Ptak C taki, »e dla dowolnego Ptaka x
zachodzi Cx = A(Bx). Innymi sªowy, dla dowolnych Ptaków A i B
istnieje Ptak C , który skªada A z B .

C2 Warunek przedrze¹niacza. W lesie jest przedrze¹niacz M.

Jedna z plotek gªosi, »e ka»dy Ptak w lesie lubi co najmniej jednego Ptaka.
Wedle innej z plotek, istnieje co najmniej jeden Ptak, który nie lubi
»adnego Ptaka.
Jest interesuj¡ce, »e mo»na ustali¢, która z tych plotek jest wiarygodna
posªuguj¡c si¦ wyª¡cznie warunkami C1 oraz C2.
Która z plotek jest prawdziwa?
Rozwi¡zanie, cho¢ niedªugie, jest niezwykle pomysªowe. Opiera si¦ ono na
zasadzie wywodz¡cej si¦ w ostatecznym rozrachunku z prac Kurta Gödla.
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Ptaki Smullyana jako interpretacje kombinatorów

Pierwsza pogªoska jest prawdziwa: ka»dy Ptak A lubi co najmniej jednego
Ptaka.
Dowód.

We¹my dowolnego Ptaka A.
Wtedy, na mocy warunku C1 istnieje Ptak C , który skªada A z
przedrze¹niaczem M.
Zatem dla dowolnego Ptaka x mamy A(Mx) = Cx .
Poniewa» równanie to zachodzi dla ka»dego Ptaka x , wi¦c mo»emy
podstawi¢ C za x otrzymuj¡c równanie A(MC ) = CC .
Ale MC = CC , poniewa» M jest przedrze¹niaczem, a wi¦c w równaniu
A(MC ) = CC mo»emy podstawi¢ CC za MC otrzymuj¡c w ten sposób
równanie A(CC ) = CC .

Oznacza to, »e A lubi Ptaka CC !

Jerzy Pogonowski (MEG) Ptak Gödla (AALCS, XI) Zakopane, marzec 2007 19 / 74



Ptaki Smullyana jako interpretacje kombinatorów

Ptaki Smullyana jako interpretacje kombinatorów

W skrócie, je±li C jest dowolnym Ptakiem, który skªada A z M, to A lubi
Ptaka CC .
Nadto, A lubi MC , poniewa» MC jest tym samym Ptakiem, co CC .
Oznacza to, w szczególno±ci, »e przedrze¹niacz M lubi co najmniej jednego
Ptaka E .
Poka»emy, »e E musi by¢ egocentryczny.

Po pierwsze, ME = E , poniewa» M lubi E .
Ale tak»e ME = EE , poniewa» M jest przedrze¹niaczem.
Tak wi¦c E oraz EE s¡ oba identyczne z Ptakiem ME , a zatem EE = E .

Oznacza to, »e E lubi E , tj. »e E jest egocentryczny.
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Wªasno±ci Ptaków

Kto jest kim w±ród Ptaków

Bluebird Drozd Bxyz = x(yz)
Cardinal Kardynaª Cxyz = xzy
Dove Goª¡b Dxyzw = xy(zw)
Eagle Orzeª Exyzwv = xy(zwv)
Finch Zi¦ba Fxyz = zyx
Gold�nch Szczygieª Gxyzw = xw(yz)
Hummingbird Koliber Hxyz = xyzy
Identity bird Ptak identyczno±ciowy Ix = x
Jay Sójka Jxyzw = xy(xwz)
Kestrel Pustuªka Kxy = x
Lark Skowronek Lxy = x(yy)
Mockingbird Przedrze¹niacz Mx = xx
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Wªasno±ci Ptaków

Kto jest kim w±ród Ptaków

Owl Sowa Oxy = y(xy)
Queer bird Dziwoptak Qxyz = y(xz)
Quixotic bird Donkiszotówka Q1xyz = x(zy)
Quirky bird Dziwol¡gwa Q3xyz = z(xy)
Robin Rudzik Rxyz = yzx
Sage bird Ptak M¦drzec Θx = x(Θx)
Starling Szpak Sxyz = xz(yz)
Thrush Drozdon Txy = yx
Turing bird Ptak Turinga Uxy = y(xxy)
Vireo Wireonek Vxyz = zxy
Warbler Gajówka Wxy = xyy
Converse warbler Gajówka odwrotna W ′xy = yxx
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Wªasno±ci Ptaków

Kto jest kim w±ród Ptaków

Ptaki ogwiazdkowane
Kardynaª jednokrotnie usuni¦ty C ∗xyzw = xywz
Kardynaª dwukrotnie usuni¦ty C ∗∗xyzwv = xyzvw
Gajówka jednokrotnie usuni¦ta W ∗xyz = xyzz
Gajówka dwukrotnie usuni¦ta W ∗∗xyzw = xyzww

Smullyan omawia jeszcze wiele innych Ptaków. Pokazuje, jak jedne
kombinatory mog¡ by¢ de�niowane w terminach innych.
Jak (obecnie) wiadomo, wszystkie kombinatory mog¡ zosta¢ wyprowadzone
z K oraz S . Dla przykªadu: ((SKK )x) = (SKKx) = (Kx(Kx)) = x , czyli
Ix = SKKx dla dowolnych x . (To ekstensjonalna równo±¢ termów).
Smullyan jednak wcze±niej pokazuje inne wyprowadzenia, przygotowuj¡c
czytelnika do wizyty w Lesie Mistrzów (rozdziaª 18), gdzie obja±nia ogólne
zasady wyprowadzania wszystkich kombinatorów z S oraz K .
Oto niektóre przykªady (tylko wyniki):
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Wªasno±ci Ptaków

Niektóre wyprowadzenia

Wyprowadzenia z B oraz T

Drozd Bxyz = x(yz) BBT
Kardynaª Cxyz = xzy B(T (BBT ))(BBT )
Zi¦ba Fxyz = zyx B(TT )(B(BBB)T )
Wireonek Vxyz = zxy BCT
Dziwoptak Qxyz = y(xz) CB
Donkiszotówka Q1xyz = x(zy) BCB
Dziwol¡gwa Q3xyz = z(xy) BT
Szczygieª Gxyzw = xw(yz) BBC

W tek±cie pokazuje si¦, »e C = B(T (BBT ))(BBT ).
Nadto, C = RRR oraz F = ETTET i V = CF .
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Wªasno±ci Ptaków

Niektóre wyprowadzenia

Wyprowadzenie z B, T oraz M

Podwójny przedrze¹niacz M2xy = xy(xy) BM
Skowronek Lxy = x(yy) QM
Gajówka Wxy = xyy C (BMR)
Gajówka odwrotna W ′xy = yxx BMR
Koliber Hxyz = xyzy BW (BC )
Szpak Sxyz = xz(yz) B(BW )(BBC )
Sowa Oxy = y(xy) QQW
Ptak Turinga Uxy = y(xxy) LO

W tek±cie pokazuje si¦, »e R = BBT .
Nadto, Q = CB , W ′ = CWS , S = BW ∗G , O = BWQ, O = SI ,
U = L(SI ).
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Wªasno±ci Ptaków

Niektóre wªasno±ci Ptaków

Oprócz wyprowadze« jednych Ptaków z innych, Smullyan podaje w swoich
zagadkach pewne ogólne zasady, obowi¡zuj¡ce w rachunku kombinatorów.
Dla przykªadu:

pokazuje si¦, co �robi¡� poszczególne Ptaki: permutowanie,
nawiasowanie, skªadanie, lubienie (punkty staªe);

pokazuje si¦ ró»ne bazy � ukªady kombinatorów, z których
wyprowadzi¢ mo»na wszystkie pozostaªe;

rozwa»a si¦ tworzenie ró»nego rodzaju reduktów kombinatorów;

pokazuje si¦ specjaln¡ rol¦, peªnion¡ przez Ptaki m¦drców; ogólniej:
pokazuje si¦ rol¦ zasady punktu staªego; itd.
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Wªasno±ci Ptaków

Zasada punktu staªego

Aby sformuªowa¢ zasad¦ punktu staªego w jej najbardziej ogólnej postaci,
przypu±¢my, »e bierzemy dowoln¡ liczb¦ zmiennych x , y , z , . . . i piszemy
dowolne równanie postaci:

Axyz . . . = (−−−)

gdzie (−−−) jest dowolnym wyra»eniem zbudowanym z tych zmiennych
oraz litery A.
Zasada punktu staªego mówi, »e takie równanie zawsze mo»na rozwi¡za¢
wzgl¦dem A � innymi sªowy, istnieje ptak A taki, »e dla dowolnych ptaków
x , y , z , . . . jest prawd¡, »e:

Axyz . . . = (−−−).

Smullyan podaje dwie metody uzasadnienia zasady punktu staªego.
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Wªasno±ci Ptaków

Zasada punktu staªego

Dla przykªadu, istnienie Ptaka m¦drca jest tylko szczególnym przypadkiem
zasady punktu staªego � przypadkiem, gdzie (−−−) jest wyra»eniem
x(Ax).
Z zasady punktu staªego, istnieje wtedy Ptak A taki, »e dla ka»dego Ptaka
x :

Ax = x(Ax).

Taki Ptak A jest Ptakiem m¦drcem.

Szczególnym przypadkiem zasady punktu staªego jest tak»e to, »e ka»dy
Ptak lubi co najmniej jednego Ptaka (jak widzieli±my przed chwil¡).

Z zasady punktu staªego b¦dziemy korzysta¢ kilkakrotnie nieco pó¹niej.
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Wªasno±ci Ptaków

Przykªady wyprowadze« z bazy S , K

Na pocz¡tku le±ni bogowie stworzyli las z dwoma jedynie Ptakami �
szpakiem S oraz pustuªk¡ K .
W lesie byli ju» ludzie.

Nowe Ptaki stale powoªywane byªy do istnienia w nast¦puj¡cy sposób.
Czªowiek wy±piewywaª imi¦ pewnego istniej¡cego ju» Ptaka y do
istniej¡cego Ptaka x ; wtedy x odpowiadaª wy±piewuj¡c imi¦ istniej¡cego
ju» b¡d¹ jeszcze nieistniej¡cego Ptaka, ale cudowne w tym byªo to, »e gdy
x nazywaª nieistniej¡cego Ptaka, to Ptak taki zaczynaª istnie¢!
Tak generowane byªy stale nowe Ptaki.

Bogowie lasu post¡pili m¡drze rozpoczynaj¡c od szpaka i pustuªki,
poniewa» z tych dwóch Ptaków mo»na wygenerowa¢ wszystkie ptaki
kombinatoryczne.
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Wªasno±ci Ptaków

Przykªady wyprowadze« z bazy S , K

Oczywi±cie, to tylko legenda, ale dostarcza strawy duchowej.
Niektórzy historycy ornitologii ª¡czyli j¡ z histori¡ Adama i Ewy, cho¢ to,
którym z Ptaków S i K byª Adam, a którym Ewa, bywaªo przedmiotem
ostrych kontrowersji.
Historycy m¦»czy¹ni chcieli widzie¢ w S Adama, ale wiele kobiet historyków
uwa»aªo to za m¦ski szowinizm.
Potrzeba dalszych bada«, aby dokona¢ ostatecznych rozstrzygni¦¢ w tej
materii.

Staro»ytni historycy chi«scy my±l¡ o S jako o yang, o K jako o yin, a o ich
poª¡czeniu jako o wszechogarniaj¡cym Tao.

Legenda w pewnym stopniu jako± polega na prawdzie, poniewa» istotnie
wszystkie Ptaki kombinatoryczne s¡ wyprowadzalne wªa±nie jedynie z
dwóch Ptaków S oraz K .
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Wªasno±ci Ptaków

Przykªady wyprowadze« z bazy S , K

Wyra»enia budowane s¡ z liter S , K , I oraz zmiennych x , y , z ,w , v i by¢
mo»e dalszych, w razie potrzeby. Niech α oznacza dowoln¡ ze zmiennych.
Dla dowolnego wyra»enia X , nazwijmy wyra»enie X1 α-reduktem X , je±li
zachodz¡ nast¦puj¡ce dwa warunki:

1 Zmienna α nie wyst¦puje w X1.
2 Zachodzi relacja X1α = X .

Nie oznacza to, »e X1α koniecznie jest wyra»eniem X , ale tylko to, »e
równanie X1α = X jest wyprowadzalne z warunków de�niuj¡cych S oraz K .
Dla przykªadu, �KKα� oraz �K � s¡ ró»nymi wyra»eniami, ale relacja
KKα = K zachodzi, na mocy warunku de�niuj¡cego pustuªk¦ �
mianowicie dla dowolnych x oraz y , Kxy = x .
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Wªasno±ci Ptaków

Przykªady wyprowadze« z bazy S , K

Dla danego wyra»enia X oraz zmiennej α, w jaki sposób znajdujemy
α-redukt X? Mo»na to zawsze uczyni¢ poprzez sko«czon¡ liczb¦
zastosowa« nast¦puj¡cych czterech zasad:

Zasada 1. Je±li X skªada si¦ jedynie ze zmiennej α wyst¦puj¡cej samotnie,
to I jest α-reduktem X .

W innym sformuªowaniu, I jest α-reduktem α.
Powód: Zmienna α nie jest oczywi±cie cz¦±ci¡ wyra»enia I oraz Iα = α
zachodzi. Zatem I speªnia oba warunki dla bycia α-reduktem α.
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Wªasno±ci Ptaków

Przykªady wyprowadze« z bazy S , K

Zasada 2. Je±li X jest wyra»eniem, w którym zmienna α nie wyst¦puje, to
KX jest α-reduktem X .
Powód jest oczywisty: poniewa» α nie wyst¦puje w X , wi¦c nie wyst¦puje
w KX , a relacja KXα = X zachodzi.

Zasada 3. Je±li X jest wyra»eniem zªo»onym Yα i α nie wyst¦puje w Y ,
to samo Y jest α-reduktem X .
W innym sformuªowaniu, je±li α nie wyst¦puje w Y , to Y jest α-reduktem
Yα. Powody s¡ oczywiste.
Dla przykªadu, yz jest x-reduktem yzx , poniewa» x nie wyst¦puje w yz oraz
yz jest wyra»eniem E takim, »e Ex = yzx . Tak»e KyI jest x-reduktem
KIyx , ale KIy nie jest y -reduktem KIyx!
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Wªasno±ci Ptaków

Przykªady wyprowadze« z bazy S , K

Zasada 4. Przypu±¢my, »e X jest wyra»eniem zªo»onym YZ i »e Y1 jest
α-reduktem Y , a Z1 jest α-reduktem Z . Wtedy wyra»enie SY1Z1 jest
α-reduktem X .
Powód: Relacje Y1α = Y oraz Z1α = Z obie zachodz¡, z zaªo»enia, i
relacja SY1Z1α = Y1α(Z1α) zachodzi, a st¡d zachodzi relacja
SY1Z1α = YZ = X . Nadto α nie wyst¦puje ani w Y1 ani w Z1 � z
zaªo»enia, »e Y1 oraz Z1 s¡ odpowiednio α-reduktami Y oraz Z � st¡d α
nie wyst¦puje w SY1Z1. Zatem SY1Z1 jest wyra»eniem X1, w którym α nie
wyst¦puje i które ma t¦ wªasno±¢, »e zachodzi relacja X1α = X .

Zauwa»my, »e Zasada 4 redukuje problem znajdowania α-reduktu
wyra»enia zªo»onego YZ do problemu znalezienia α-reduktów krótszych
wyra»e« Y oraz Z . Aby znale¹¢ jeden z nich b¡d¹ oba, mo»e by¢ znowu
potrzebna Zasada 4, a mo»e znów i znów, ale poniewa» rozwa»ane
wyra»enia s¡ coraz krótsze, wi¦c proces ten musi si¦ zako«czy¢.
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Wªasno±ci Ptaków

Przykªady wyprowadze« z bazy S , K

Rozwa»my pewne przykªady. Przypu±¢my, »e chcemy znale¹¢ x-redukt
wyra»enia yx(xy). W notacji nieskróconej jest to (yx)(xy).

Widzimy, »e Zasada 4 jest jedyn¡, któr¡ mo»na bezpo±rednio zastosowa¢, a
wi¦c musimy najpierw znale¹¢ x-redukt yx oraz x-redukt xy .

Na mocy Zasady 3, y jest x-reduktem yx . Je±li chodzi o xy , to musimy
znowu skorzysta¢ z Zasady 4: poniewa» I jest x-reduktem x oraz Ky jest
x-reduktem y , wi¦c, na mocy Zasady 4, SI (Ky) jest x-reduktem xy .

A wi¦c y jest x-reduktem yx , a SI (Ky) jest x-reduktem xy ; zatem, na
mocy Zasady 4, Sy(SI (Ky))) jest x-reduktem yx(xy). Mo»na sprawdzi¢, »e
Sy(SI (Ky))x = yx(xy).
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Wªasno±ci Ptaków

Przykªady wyprowadze« z bazy S , K

Z drugiej strony, przypu±¢my, »e chcieliby±my znale¹¢ y -redukt (yx)(xy).
Musimy najpierw znale¹¢ y -redukt yx oraz y -redukt xy . Je±li chodzi o
pierwszy z nich, to poniewa» I jest y -reduktem y oraz Kx jest y -reduktem
x , wi¦c SI (Kx) jest y -reduktem yx . Je±li chodzi o drugi z nich, to x jest
y -reduktem xy . A wi¦c SI (Kx) jest y -reduktem yx oraz x jest y -reduktem
xy , a st¡d, na mocy Zasady 4, S(SI (Kx))x jest y -reduktem yx(xy). �atwo
sprawdzi¢, »e relacja S(SI (Kx))xy = yx(xy) zachodzi.

Gdy wiemy teraz, jak znale¹¢ α-redukt X , dla dowolnej zmiennej α i
dowolnego wyra»enia X , to mo»emy z S , K oraz I wyprowadzi¢ dowolny
kombinator potrzebny do wykonania dowolnego wymaganego dziaªania.
Je±li X ma tylko jedn¡ zmienn¡ � powiedzmy x � i »yczymy sobie znale¹¢
kombinator A taki, »e zachodzi relacja Ax = X , to za A bierzemy dowolny
x-redukt X .
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Wªasno±ci Ptaków

Przykªady wyprowadze« z bazy S , K

Przypu±¢my, »e mamy wyra»enie X z dwiema zmiennymi � powiedzmy x
oraz y � i szukamy kombinatora A takiego, »e zachodzi Axy = X .

Najpierw znajdujemy y -redukt X � nazwijmy go X1 � a nast¦pnie
znajdujemy x-redukt X1 � nazwijmy go X2, a wtedy X2 jest
kombinatorem, którego szukamy.

Dla przykªadu, przypu±¢my, »e potrzebujemy kombinatora A takiego, »e dla
dowolnych x oraz y , Axy = yx(xy). Znale¹li±my ju» y -redukt yx(xy) � a
mianowicie S(SI (Kx))x . Musimy teraz znale¹¢ x-redukt S(SI (Kx))x .
Mo»emy zorganizowa¢ prac¦ nast¦puj¡co:
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Wªasno±ci Ptaków

1 1. K (SI ) jest x-reduktem SI .
2 2. K jest x-reduktem Kx .
3 3. Zatem S(SI )K jest x-reduktem SI (Kx).
4 4. KS jest x-reduktem S .
5 5. St¡d, zgodnie z krokami 4 i 3 oraz Zasad¡ 4,

S(S(KS)(S(SI )K ))I

jest x-reduktem S(SI (Kx))x .
6 6. I jest x-reduktem x
7 7. Zatem, zgodnie z krokami 5 i 6 oraz Zasad¡ 4,

S(S(KS)(S(SI )K ))I

jest x-reduktem S(SI (Kx))x i jest kombinatorem A dziaªaj¡cym tak
jak sobie »yczyli±my: Axy = yx(xy).
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Wªasno±ci Ptaków

Przykªady wyprowadze« z bazy S , K

W skrócie, je±li X jest wyra»eniem o dokªadnie dwóch zmiennych x oraz y ,
to kombinator, który nadaje si¦ dla X � przez co rozumiemy, »e relacja
Axy = X zachodzi � jest odnajdywany przez wyszukanie x-reduktu dla
y -reduktu dla X � takie wyra»enie nazywamy x − y -reduktem X .

Je±li X zawiera trzy zmienne x , y oraz z , to znajdujemy A przez
odszukanie x-reduktu dla y -reduktu dla z-reduktu X � takie wyra»enie
nazywamy x − y − z-reduktem X .

Opisan¡ wy»ej redukcj¦ mo»na przeprowadzi¢ dla dowolnej sko«czonej
liczby zmiennych.
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Ptaki logiczne

Ptaki logiczne

Propozycja Barendregta.

Warto±ci logiczne (Ptaki zdaniowe):

t (Prawda) � Pustuªka K

f (Faªsz) � Ptak KI .

Wtedy txy = Kxy = x oraz fxy = KIxy = Iy = y . Ptaka x nazywamy
zdaniowym, je±li x = t lub x = f . (Ekstensjonalna równo±¢ termów.)

Je±li p, q oraz r s¡ Ptakami zdaniowymi, to mamy np.:
pqr = (p&q) ∨ (¬p&r) lub, co jest tym samym,
pqr = (p → q)&(¬p → r).
Odczyta¢ to mo»na jako: `je±li p, to q; w przeciwnym razie r .
Dokªadniej, mo»na zde�niowa¢ kombinatory odpowiadaj¡ce funktorom
prawdziwo±ciowym.
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Ptaki logiczne

Ptaki logiczne

Funktory prawdziwo±ciowe jako kombinatory.

Ptak negacji. Nx = xft. Za N mo»na wzi¡¢ Vft, gdzie V jest
wireonkiem. Vxyz = zxy .

Ptak koniunkcji. cxy = xyf . Za c mo»na wzi¡¢ Rf , gdzie R jest
rudzikiem. Rxyz = yzx .

Ptak alternatywy. dxy = xty . Za d mo»na wzi¡¢ Tt, gdzie T jest
drozdonem. Txy = yx .

Ptak implikacji. ixy = xyt. Za i mo»na wzi¡¢ Rt, gdzie R jest
rudzikiem.

Ptak równowa»no±ci. exy = xy(Ny). Za e mo»na wzi¡¢ CSN, gdzie C
jest kardynaªem, S jest szpakiem, a N jest Ptakiem negacji.
Sxyz = xz(yz), Cxyz = xzy .
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Ptaki arytmetyczne

Ptaki biegªe w arytmetyce

Liczebniki i operacja nast¦pnika.
Niech σ b¦dzie Ptakiem Vf (tj. Ptakiem V (KI )). Nazwijmy σ Ptakiem
nast¦pnika. Dla ka»dej liczby naturalnej n okre±limy Ptaka n̄,
reprezentuj¡cego t¦ liczb¦. Przez n+ oznaczamy nast¦pnik n.

Za 0̄ bierzemy Ptaka identyczno±ciowego I . Za 1̄ bierzemy Ptaka σ0̄; za 2̄
bierzemy σ1̄; za 3̄ bierzemy σ2̄ i tak dalej.
St¡d 0̄ = I ; 1̄ = σ0̄; 2̄ = σ(σ0̄); 3̄ = σ(σ(σ0̄)) i tak dalej.
Tak wi¦c, 0̄ = I ; 1̄ = VfI ; 2̄ = Vf (VfI ); 3̄ = Vf (Vf (VfI )) i tak dalej.

Ptak Z (wykrywacz zera) okre±lony jest jako Tt. Wtedy:
Z 0̄ = TtI = It = t oraz Zn+ = Ttn+ = n+t = Vf n̄t = tf n̄ = f .

Ptak P (poprzednika) okre±lony jest jako Tf . Wtedy dla dowolnej liczby n,
Pn+ = Tf n+ = n+f = Vf n̄f = � n̄ = n̄.
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Ptaki arytmetyczne

Ptaki biegªe w arytmetyce

Dodawanie ⊕.
Operacja dodawania jest jednoznacznie okre±lona poprzez nast¦puj¡ce dwa
warunki, dla dowolnych liczb n oraz m:

1 n + 0 = n
2 n + m+ = (n + m)+. To jest, n plus nast¦pnik m jest nast¦pnikiem

n + m.

Szukamy zatem Ptaka A takiego, »e dla wszystkich n oraz m:

1 An̄0̄ = n̄
2 An̄m+ = σ(An̄m̄) lub, co jest tym samym, dla dowolnego dodatniego

m, An̄m̄ = σ(An̄(Pm̄)).

Tak wi¦c A musi speªnia¢ warunek, »e dla dowolnych n oraz m, b¦d¡cych 0
lub dodatnich, An̄m̄ = Zm̄n̄(σ(An̄(Pm̄))). Taki Ptak A istnieje na mocy
zasady punktu staªego, a wi¦c za ⊕ bierzemy dowolnego takiego Ptaka.
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Ptaki arytmetyczne

Ptaki biegªe w arytmetyce

Mno»enie ⊗.
Zauwa»my, »e mno»enie jest jedyn¡ operacj¡ speªniaj¡c¡ nast¦puj¡ce dwa
warunki:

1 Dla dowolnej liczby n, n · 0 = 0.
2 Dla dowolnych liczb n oraz m, n ·m+ = (n ·m) + n.

Chcemy zatem mie¢ Ptaka A takiego, »e dla ka»dych n oraz m,
An̄m̄ = (Zm̄)0̄((⊕)(A(n̄(Pm̄))n̄)).

Znowu, taki Ptak A mo»e zosta¢ odnaleziony na mocy zasady punktu
staªego i bierzemy za ⊗ takiego Ptaka.
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Ptaki arytmetyczne

Ptaki biegªe w arytmetyce

Pot¦gowanie �.
Operacja pot¦gowania speªnia nast¦puj¡ce dobrze znane prawa:

1 n0 = 1
2 nm

+
= nm · n.

Szukamy zatem Ptaka � takiego, »e dla wszystkich n, �n̄0̄ = 1, oraz dla
ka»dej dodatniej liczby m, �n̄m+ = ⊗(�n̄m̄)n̄.

Równowa»nie, szukamy Ptaka � takiego, »e dla wszystkich n oraz m,
�n̄m+ = Zm̄1̄(⊗(�n̄m̄)n̄).

Znowu, taki Ptak � mo»e zosta¢ odnaleziony na mocy zasady punktu
staªego.
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Ptaki arytmetyczne

Ptaki biegªe w arytmetyce

Smullyan pokazuje, jak wygl¡da znana procedura arytmetyzacji skªadni w
terminach kombinatorów.

Mamy wtedy mo»liwo±¢ wysªowienia znanych twierdze« metalogicznych w
aparaturze poj¦ciowej rachunku kombinatorów.

W szczególno±ci, przedstawiony jest dowód, i» nie istnieje Ptak Idealny, tj.
nie istnieje efektywna procedura rozstrzygania, czy zachodzi ekstensjonalna
równo±¢ termów X1 oraz X2, dla dowolnych termów X1, X2 j¦zyka logiki
kombinatorycznej.

Ze wzgl¦du na spor¡ liczb¦ poj¦¢ pomocniczych potrzebnych do omówienia
tych zagadnie«, nie mo»emy dowodu tego pokaza¢ w tej prezentacji.
Zapraszamy do lektury ksi¡»ki!
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Dygresja: kombinatory a rachunek lambda

Kombinatory a rachunek lambda

Smullyan nie pokazuje w swoim tek±cie zwi¡zków mi¦dzy rachunkiem
kombinatorów a rachunkiem lambda, jak s¡dz¦, z powodów dydaktycznych.

Przypomnijmy, »e mamy transformacje mi¦dzy tymi rachunkami,
pozwalaj¡ce przekªada¢ wyra»enia jednego z nich na drugi.

Przekªad KL kombinatorów na λ-termy:

KL[K ] = λx .λy .x

KL[S ] = λx .λy .λz .(xz(yz))

KL[(K1K2)] = (KL[K1]KL[K2]).

Dla innych kombinatorów ten przekªad jest równie oczywisty; np.:
KL[I ] = λx .x , KL[C ] = λx .λy .λz .(xzy), KL[B] = λx .λy .λz .(x(yz)).
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Dygresja: kombinatory a rachunek lambda

Kombinatory a rachunek lambda

Przekªad LK λ-termów na kombinatory:

LK [v ] = v

LK [(L1L2)] = (LK [L1]LK [L2])

LK [λx .L] = (K LK [L]) (je±li x nie jest wolna w L)

LK [λx .x ] = I

LK [λx .λy .L] = LK [λx .LK [λy .L]] (je±li x jest wolna w L)

LK [λx .(L1L2)] = (S LK [λx .L1]LK [λx .L2]).

Uwaga. Przekªad KL nie jest odwrotno±ci¡ przekªadu LK .
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Przykªad: paradoks Curry'ego

Przykªad: paradoks Curry'ego

Sroka Trznadel
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Przykªad: paradoks Curry'ego

Przykªad: paradoks Curry'ego

�W tym lesie� mówiª Byrd [Ptasi socjolog w Lesie Curry'ego] �pewne Ptaki
±piewaj¡ w pewne dni. Moim celem byªo ustalenie, które Ptaki w jakich
dniach ±piewaj¡.
�Có», mamy tu bardzo szczególnego Ptaka P . Nie znam jego gatunku, ale
to niewa»ne. Wa»n¡ za± rzecz¡ jest to, »e dla dowolnych Ptaków x oraz y ,
ró»nych b¡d¹ nie, zachodz¡ nast¦puj¡ce prawa:

Prawo 1. Je±li y ±piewa danego dnia, to Pxy ±piewa tego» dnia.

Prawo 2. Je±li x nie ±piewa danego dnia, to Pxy ±piewa tego dnia.

Prawo 3. Je±li ptak x oraz Ptak Pxy oba ±piewaj¡ danego dnia, to y
±piewa tego dnia.

Prawo 4. Dla ka»dego Ptaka x istnieje Ptak y taki, »e y ±piewa w te i
dokªadnie w te dni, gdy ±piewa Pyx .�

W Lesie Curry'ego wszystkie Ptaki ±piewaj¡ we wszystkie dni.
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Dowód.
Zauwa»my najpierw, »e z pierwszych dwóch praw Byrda wynika, i» je±li y
±piewa we wszystkie dni, w których ±piewa x , to Ptak Pxy musi ±piewa¢ we
wszystkie dni.
Powód: Przypu±¢my, »e y ±piewa we wszystkie dni, w których ±piewa x .
Rozwa»my teraz dowolny dzie«. Albo x ±piewa tego dnia, albo nie.
Je±li x nie ±piewa, to Pxy ±piewa, na mocy drugiego prawa Byrda.
Przypu±¢my teraz, »e x ±piewa tego dnia.
Wtedy y tak»e ±piewa tego dnia (bo zaªo»ono, »e y ±piewa ka»dego dnia,
którego x ±piewa), a st¡d Pxy musi ±piewa¢ tego dnia, na mocy pierwszego
prawa Byrda.
Dowodzi to, »e niezale»nie od tego, czy x ±piewa, czy nie ±piewa danego
dnia, Ptak Pxy tego dnia ±piewa. St¡d Pxy ±piewa ka»dego dnia.
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Poka»emy teraz, »e dla dowolnego danego Ptaka x , ±piewa on ka»dego
dnia.
Na mocy Prawa 4 istnieje Ptak y który ±piewa w te i dokªadnie w te dni,
gdy ±piewa Pyx .
Rozwa»my teraz dowolny dzie«, w którym y ±piewa.
Pyx tak»e ±piewa tego dnia, na mocy Prawa 4, a poniewa» y ±piewa tego
dnia, wi¦c x ±piewa tego dnia, na mocy Prawa 3.
Dowodzi to, »e x ±piewa we wszystkie dni, w których y ±piewa, a st¡d Pyx
±piewa ka»dego dnia, na mocy rozumowania z poprzedniego paragrafu.
Wtedy, poniewa» y ±piewa w te same dni, co Pyx , wi¦c ptak y ±piewa we
wszystkie dni.
Zatem, dowolnego zupeªnie dnia, Ptaki y oraz Pyx oba ±piewaj¡, a st¡d x
te» tego dnia ±piewa, na mocy Prawa 3.
Dowodzi to, »e x ±piewa ka»dego dnia.
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Przypu±¢my, »e mamy do dyspozycji pierwsze trzy prawa Byrda, ale
zamiast prawa czwartego mamy informacj¦, »e w lesie jest skowronek.
Czy wtedy wynika st¡d, »e wszystkie Ptaki ±piewaj¡ we wszystkie dni?

Przypu±¢my, »e w miejsce informacji o skowronku podano nam
informacj¦, »e w lesie jest kardynaª; czy wynikaªoby st¡d, »e wszystkie
Ptaki ±piewaj¡ ka»dego dnia?

Przypu±¢my, »e wiemy o obecno±ci obu: skowronka oraz kardynaªa;
czy wynika st¡d, »e wszystkie Ptaki ±piewaj¡ ka»dego dnia?

Gdyby±my mieli do dyspozycji jedynie samego L lub jedynie samego C , to
nie wida¢ sposobu, aby udowodni¢, »e wszystkie ptaki ±piewaj¡ ka»dego
dnia, jednak gdy mamy jednocze±nie oba C oraz L, to mo»emy
wyprowadzi¢ Prawo 4 w sposób nast¦puj¡cy.
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Poniewa» obecny jest skowronek L, wi¦c ka»dy Ptak lubi co najmniej
jednego Ptaka; [Smullyan podaje dowód, »e x lubi Lx(Lx) w jednym z
wcze±niejszych rozdziaªów].

We¹my teraz dowolnego Ptaka x .
Wtedy ptak CPx lubi pewnego Ptaka y , co oznacza, »e CPxy = y , a st¡d
y = CPxy .

Ale tak»e CPxy = Pyx , a zatem y = Pyx .

Wtedy oczywi±cie y ±piewa w dokªadnie te same dni, co Pyx , poniewa» y
jest Ptakiem Pyx!

Zatem Prawo 4 zachodzi.
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Znowu przypu±¢my, »e dysponujemy pierwszymi trzema prawami Byrda, ale
nie czwartym.

Czy potra�sz znale¹¢ pojedynczego ptaka kombinatorycznego, którego
obecno±¢ implikowaªaby, »e ka»dego dnia ±piewaj¡ wszystkie ptaki?

Przypu±¢my, »e zamiast obecno±ci obu C oraz L mamy obecnego Ptaka A
speªniaj¡cego warunek Axyz = x(zz)y .

Wtedy dla dowolnych ptaków x oraz y , APxy = P(yy)x .

St¡d APx(APx) = P(APx(APx))x , a wi¦c y = Pyx , gdzie y jest ptakiem
APx(APx).
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Przypu±¢my, »e zamiast mówi¢ o ptakach, mówimy o zdaniach.
Przypu±¢my te», »e zamiast mówi¢, »e ptak ±piewa lub nie ±piewa danego
dnia, mówimy, »e zdanie jest prawdziwe lub »e jest faªszywe. Dla
dowolnych zda« x oraz y , niech Pxy b¦dzie zdaniem mówi¡cym, »e x jest
faªszywe lub y jest prawdziwe, albo, co jest tym samym, »e je±li x jest
prawdziwe, to takie jest te» y . Pierwsze trzy prawa Byrda odpowiadaj¡
nast¦puj¡cym podstawowym prawom logiki:

Prawo 1. Je±li y jest prawdziwe, to Pxy jest prawdziwe.
Prawo 2. Je±li x jest faªszywe, to Pxy jest prawdziwe.
Prawo 3. Je±li x oraz Pxy s¡ oba prawdziwe, to takie jest te» y .

Przypu±¢my teraz, »e dodamy czwarte prawo, które odpowiada czwartemu
prawu Byrda:
Prawo 4. Dla ka»dego zdania x istnieje zdanie y takie, »e zdanie y oraz
zdanie Pyx s¡ albo oba prawdziwe albo oba faªszywe.
Otrzymujemy wtedy paradoks: wszystkie zdania s¡ prawdziwe.
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Przypu±¢my, »e rozwa»amy teraz dowoln¡ kolekcj¦ bytów zwanych
obiektami i przypu±¢my, »e dysponujemy pewn¡ operacj¡, która
zastosowana do obiektu x oraz obiektu y daje pewien obiekt xy . Mamy
wtedy co±, co nazywa si¦ systemem aplikacyjnym, w którym obiekt xy jest
nazywany wynikiem zastosowania (aplikacji) x do y . W systemach
aplikacyjnych w poprzednich rozdziaªach naszymi �obiektami� byªy Ptaki, a
za xy brali±my odpowied¹ x na y . Logika kombinatoryczna bada systemy
aplikacyjne o pewnych szczególnych wªasno±ciach, w±ród których jest
istnienie rozmaitych kombinatorów, z wª¡czeniem C , którego nazywali±my
kardynaªem, oraz L, którego nazywali±my skowronkiem. Przypu±¢my teraz,
»e �obiekty�, które badamy, obejmuj¡ wszystkie zdania, prawdziwe i
faªszywe, jak równie» inne obiekty, kombinatory. Przypu±¢my, »e mamy
obiekt P taki, »e dla dowolnych zda« x oraz y obiekt Pxy jest zdaniem
mówi¡cym, »e albo x jest faªszywe albo y jest prawdziwe. Je±li x oraz y nie
s¡ oba zdaniami, to Pxy jest w dalszym ci¡gu dobrze okre±lonym obiektem
i mo»e by¢ lub nie by¢ zdaniem, zale»nie od natury x oraz y .

Jerzy Pogonowski (MEG) Ptak Gödla (AALCS, XI) Zakopane, marzec 2007 57 / 74



Przykªad: paradoks Curry'ego

Przykªad: paradoks Curry'ego

Prawa 1, 2 oraz 3 oczywi±cie zachodz¡, o ile x oraz y s¡ zdaniami! Nadto,
zakªadaj¡c, »e obecne s¡ C oraz L, dla dowolnego obiektu x musi istnie¢
obiekt y taki, »e y = Pyx , jak widzieli±my w rozwi¡zaniu problemu 2. W
szczególno±ci, dla dowolnego zdania x musi istnie¢ obiekt y taki, »e
y = Pyx , ale ten y nie musi by¢ zdaniem! W istocie, y nie mo»e by¢
zdaniem, poniewa» gdyby byª, to Pyx tak»e byªoby zdaniem i to tym
samym zdaniem, co y , co znaczyªoby, »e zachodzi Prawo 4 i wpadliby±my
znowu w paradoks Curry'ego. A wi¦c droga wyj±cia z paradoksu polega na
u±wiadomieniu sobie, »e cho¢ aksjomaty logiki kombinatorycznej implikuj¡,
i» istnieje pewien obiekt y taki, »e y = Pyx , to taki y nie mo»e by¢
zdaniem. Niektóre wcze±niejsze systemy, które próbowaªy poª¡czy¢ logik¦
zdaniow¡ z logik¡ kombinatorów byªy nieostro»ne w tym wzgl¦dzie i
okazaªy si¦ by¢ sprzeczne. Jednak, jak zauwa»yª Haskell Curry, paradoksy
te nie powstaªy z winy samej logiki kombinatorycznej, byªy one wynikiem
niewªa±ciwego zastosowania logiki kombinatorycznej do logiki zdaniowej.
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W rozdziale 17 ksi¡»ki Smullyana w¦drujemy wraz z inspektorem Craigiem
przez Las Gödla. Ptasim socjologiem w tym lesie jest niejaki Profesor
Giuseppe Baritoni.

�A w tym lesie� obja±niaª Baritoni �nie jest dla nas wa»ne, które Ptaki
±piewaj¡ w jakie dni; wa»nym problemem jest, które Ptaki w ogóle potra�¡
±piewa¢! Nie wszystkie Ptaki z tego lasu potra�¡ ±piewa¢. Mamy mnóstwo
sªowików, i wszystkie one ±piewaj¡, jak pewnie zdoªaªe± zauwa»y¢.�

�Czy sªowiki s¡ jedynymi ptakami, które ±piewaj¡, czy te» s¡ jeszcze inne?�
� zapytaª Craig.

Zanim poznamy odpowied¹ na to pytanie, ustalmy pewne fakty dotycz¡ce
Lasu Gödla.
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Wszystkie Ptaki s¡ zam¦»ne (»onate). Dla dowolnego Ptaka x przez x ′

oznaczam wspóªmaª»onka x . Dla dowolnych Ptaków x oraz y , Ptak x ′y
±piewa wtedy i tylko wtedy, gdy xy nie ±piewa.

Ka»dy Ptak x ma pewnego wyró»nionego krewniaka x∗ nazywanego
towarzyszem x . Ptak x∗ jest taki, »e dla ka»dego ptaka y , Ptak x∗y
±piewa wtedy i tylko wtedy, gdy Ptak x(yy) ±piewa.

Istnieje szczególny Ptak N taki, »e kiedy tylko wy±piewasz sªowika do N ,
to N odpowie nazywaj¡c Ptaka, który ±piewa, ale gdy wy±piewasz do N
dowolnego Ptaka, który nie jest sªowikiem, to N odpowie nazywaj¡c Ptaka,
który nie ±piewa. Innymi sªowy, Ptak N x ±piewa wtedy i tylko wtedy, gdy x
jest sªowikiem.
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Zakªadamy zatem, »e (w tym lesie):

Warunek 1. Wszystkie sªowiki (w tym lesie) ±piewaj¡.
Warunek 2. x ′y ±piewa wtedy i tylko wtedy, gdy xy nie ±piewa.
Warunek 3. x∗y ±piewa wtedy i tylko wtedy, gdy x(yy) ±piewa.
Warunek 4. N x ±piewa wtedy i tylko wtedy, gdy x jest sªowikiem.

Szukamy Ptaka ±piewaj¡cego G, który nie jest sªowikiem.
Ptak G zacz¡ª potem by¢ znany jako Ptak Gödlowski, poniewa» metoda
Craiga znajdowania go na±ladowaªa metod¦ Gödla znajdowania
prawdziwego zdania, które nie jest dowodliwe w pewnym systemie
aksjomatycznym.
Kluczem do tego na±ladownictwa jest to, »e Ptaki ±piewaj¡ce odpowiadaj¡
zdaniom prawdziwym, a sªowiki odpowiadaj¡ zdaniom dowodliwym. Tak
wi¦c, Ptak ±piewaj¡cy, który nie jest sªowikiem odpowiada zdaniu
prawdziwemu, które nie jest dowodliwe w rozwa»anym systemie
aksjomatycznym.
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C: Je±li wiesz jak znale¹¢ ptaka x i jak znale¹¢ ptaka y , to czy wiesz, jak
znale¹¢ ptaka xy?
B: Niekoniecznie; jednak»e, je±li wiem jak zlokalizowa¢ x i znam nazw¦ y ,
to mog¦ znale¹¢ ptaka xy ; po prostu id¦ do x i wy±piewuj¦ nazw¦ y .
Wtedy x nazywa ptaka xy . A gdy ju» znam nazw¦ xy , to potra�¦ go
znale¹¢, poniewa» potra�¦ znale¹¢ dowolnego ptaka, którego nazw¦ znam.
C: Je±li znasz nazw¦ ptaka x , to czy potra�sz znale¹¢ nazw¦
wspóªmaª»onka x?
B: Tak; mam kompletn¡ list¦, z której wiem, kto z kim jest »onaty.
C: Je±li znasz nazw¦ ptaka x , to jeste± zdolny równie» odnale¹¢ nazw¦ jego
towarzysza x∗?
B: Tak; mam stosown¡ list¦.
C: Czy znasz nazw¦ tego szczególnego ptaka N ?
B: Tak; jego nazw¡ jest po prostu litera N .
C: Potra�¦ ci¦ zaprowadzi¢ do ±piewaj¡cego ptaka, który nie jest sªowikiem.
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Ptaka G odnale¹li w sposób nast¦puj¡cy.
Baritoni znaª ju» nazw¦ Ptaka N , a st¡d po zajrzeniu do swojej pierwszej
listy, znaª te» nazw¦ Ptaka N ′ � wspóªmaª»onka N . Wtedy, zagl¡daj¡c na
swoj¡ drug¡ list¦, Baritoni znalazª nazw¦ Ptaka N ′∗.
Dla unikni¦cia zamieszania, odwoªujmy si¦ do Ptaka N ′∗ jako do A. Obaj
m¦»czy¹ni znale¹li potem Ptaka A, zbli»yli si¦ do niego i wy±piewali mu
jego wªasne imi¦. A odpowiedziaª nazywaj¡c Ptaka AA. Wtedy obaj byli w
stanie odnale¹¢ AA.

Udowodnimy teraz, »e AA musi by¢ Ptakiem, który ±piewa, a nie jest
sªowikiem.
Niech G b¦dzie Ptakiem AA � innymi sªowy, G jest Ptakiem N ′∗N ′∗ � i
udowodnimy, »e G ±piewa, ale nie jest sªowikiem.
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Ptak A ma t¦ wªasno±¢, »e dla dowolnego Ptaka x , Ptak Ax ±piewa wtedy i
tylko wtedy, gdy xx nie jest sªowikiem. Jest tak z nast¦puj¡cego powodu.
N ′∗x ±piewa wtedy i tylko wtedy, gdy N ′(xx) ±piewa, na mocy Warunku 3,
a N ′(xx) ±piewa wtedy i tylko wtedy, gdy N (xx) nie ±piewa, co jest prawd¡
wtedy i tylko wtedy, gdy xx nie jest sªowikiem, poniewa» N xx ±piewa
wtedy i tylko wtedy, gdy xx jest sªowikiem, na mocy Warunku 4. Zbieraj¡c
razem te trzy fakty widzimy, »e N ′∗x ±piewa wtedy i tylko wtedy, gdy xx
nie jest sªowikiem, a poniewa» N ′∗ jest Ptakiem A, Ax ±piewa wtedy i tylko
wtedy, gdy xx nie jest sªowikiem.
Poniewa» jest prawd¡, »e dla ka»dego Ptaka x , Ptak Ax ±piewa wtedy i
tylko wtedy, gdy xx nie jest sªowikiem, wi¦c jest to prawd¡, gdy x jest
Ptakiem A, a zatem AA ±piewa wtedy i tylko wtedy, gdy AA nie jest
sªowikiem. Oznacza to, »e albo AA ±piewa i nie jest sªowikiem, albo AA nie
±piewa i jest sªowikiem. Jednak»e wszystkie sªowiki ±piewaj¡, jak podano w
Warunku 1, czyli drugi czªon alternatywy jest wykluczony. Zatem AA
±piewa, lecz nie jest sªowikiem.
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Sp¦dzili zatem caªy dzie« w lesie i udaªo im si¦ znale¹¢ Ptaka G1, który
±piewaª, a nie byª sªowikiem. Szcz¦±liwym trafem G1 okazaª si¦ by¢
Ptakiem ró»nym od G, cho¢ nie mo»na tego byªo przewidzie¢.

Niech A1 b¦dzie Ptakiem N ∗′ raczej ni» N ′∗. Wtedy A1 jest niekoniecznie
Ptakiem A, ale tak»e ma t¦ wªasno±¢, »e dla dowolnego Ptaka x , Ptak A1x
±piewa wtedy i tylko wtedy, gdy A1x nie jest sªowikiem.
Wynika z tego na mocy takiego samego rozumowania, »e Ptak A1A1 �
nazwijmy go G1 � ±piewa, ale nie jest sªowikiem.

Sumuj¡c, Ptak N ′∗N ′∗ oraz Ptak N ∗′N ∗′ s¡ oba Ptakami, które ±piewaj¡ i
»aden z nich nie jest sªowikiem.

Autorstwo tego sprytnego rozumowania przypisa¢ nale»y w ostatecznym
rozrachunku Kurtowi Gödlowi.
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Ptaki tworzyªy rozmaite towarzystwa. O Ptaku A mówimy, »e
reprezentuje on zbiór Ptaków S je±li dla ka»dego Ptaka x w S Ptak Ax
jest Ptakiem ±piewaj¡cym oraz dla ka»dego Ptaka x spoza S Ptak Ax jest
Ptakiem nie±piewaj¡cym � innymi sªowy, dla ka»dego Ptaka x , Ptak Ax
±piewa wtedy i tylko wtedy, gdy x jest czªonkiem S. Zbiór Ptaków jest
nazywany towarzystwem, je±li jest reprezentowany przez jakiego± Ptaka.
Dla przykªadu, zbiór sªowików tworzy towarzystwo, poniewa» zbiór ten jest
reprezentowany przez Ptaka N .
Czy zbiór wszystkich ptaków ±piewaj¡cych tworzy towarzystwo? Mo»na na
to pytanie odpowiedzie¢ na podstawie Warunku 2 oraz Warunku 3
Baritoniego. Nadto, z samego Warunku 3 mo»na udowodni¢, »e ka»de
towarzystwo musi zawiera¢ co najmniej jednego Ptaka, który ±piewa lub nie
mie¢ w swoim gronie co najmniej jednego Ptaka, który nie ±piewa. Jak to
udowodni¢ i jakie to ma znaczenie dla problemu, czy Ptaki ±piewaj¡ce
tworz¡ towarzystwo?
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Najpierw udowodnimy na podstawie Warunku 3, »e dowolne towarzystwo
musi albo zawiera¢ pewnego ±piewaka albo wyklucza¢ pewnego
nie±piewaka.
We¹my dowolne towarzystwo S. Wtedy S jest reprezentowane przez
pewnego Ptaka A. Rozwa»my teraz Ptaka A∗. Dla ka»dego Ptaka x , Ptak
A∗x ±piewa wtedy i tylko wtedy, gdy A(xx) ±piewa, zgodnie z Warunkiem 3.
Nadto, A(xx) ±piewa wtedy i tylko wtedy, gdy xx jest czªonkiem S,
poniewa» A reprezentuje S. Zatem, A∗x ±piewa wtedy i tylko wtedy, gdy
xx jest czªonkiem S. Poniewa» jest to prawd¡ dla ka»dego Ptaka x , wi¦c w
szczególno±ci A∗A∗ ±piewa wtedy i tylko wtedy, gdy A∗A∗ jest czªonkiem S.
A wi¦c je±li A∗A∗ ±piewa, to jest on czªonkiem S, a st¡d w S jest
±piewaj¡cy Ptak A∗A∗. Z drugiej strony, je±li A∗A∗ nie ±piewa, to A∗A∗ nie
jest czªonkiem S, a wi¦c poza S jest co najmniej jeden nie±piewaj¡cy Ptak
� a mianowicie A∗A∗. Dowodzi to, »e ka»de towarzystwo S albo ma za
czªonka co najmniej jednego ±piewaj¡cego Ptaka, albo wyklucza
czªonkostwo co najmniej jednego nie±piewaj¡cego Ptaka.
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Przypu±¢my teraz, »e zbiór wszystkich ±piewaj¡cych Ptaków tworzy
towarzystwo. Otrzymamy st¡d nast¦puj¡c¡ sprzeczno±¢.
Zbiór wszystkich ±piewaj¡cych Ptaków byªby reprezentowany przez jakiego±
Ptaka A. Wtedy z Warunku 2 Ptak A′, wspóªmaª»onek A, reprezentowaªby
zbiór wszystkich Ptaków, które nie ±piewaj¡.
Oznaczaªoby to, »e zbiór wszystkich Ptaków nie±piewaj¡cych tworzy
towarzystwo, ale to jest niemo»liwe, poniewa» zbiór ten ani nie zawiera
»adnego ±piewaj¡cego Ptaka ani nie wyklucza pewnego nie±piewaj¡cego
Ptaka. Zatem zbiór wszystkich Ptaków ±piewaj¡cych nie jest
reprezentowany przez »adnego Ptaka � nie jest on towarzystwem.
Rozwi¡zanie tego problemu, wraz z Warunkiem 1 oraz Warunkiem 4,
dostarcza te» alternatywnego dowodu, i» istnieje Ptak ±piewaj¡cy, który nie
jest sªowikiem. Poniewa» zbiór Ptaków ±piewaj¡cych nie tworzy
towarzystwa, a zbiór sªowików tworzy towarzystwo, na mocy Warunku 4,
wi¦c owe dwa zbiory nie s¡ identyczne. Jednak wszystkie sªowiki ±piewaj¡,
na mocy Warunku 1, a st¡d pewien ±piewaj¡cy Ptak nie jest sªowikiem.
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Nie dowiedzieli si¦ Pa«stwo chyba niczego nowego o logice
kombinatorycznej z tej prezentacji. Omawiane sprawy s¡ w ±rodowisku
logicznym i informatycznym znane od wielu lat.

Prosz¦ jednak zwróci¢ uwag¦, »e wci¡» niewiele jest polskich pomocy
dydaktycznych dotycz¡cych logiki kombinatorycznej oraz rachunku lambda.

Mo»na si¦ zastanawia¢, czy popularyzacja logiki kombinatorycznej w tej
postaci, jak zrobiono to w tªumaczeniu To Mock a Mockingbird b¦dzie
po»yteczna.

Mo»e ju» czas na napisanie porz¡dnego podr¦cznika traktuj¡cego o tej
problematyce?
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Dwa Gawrony Trzy Gawrony
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Tu, je±li starczy czasu, mo»emy obejrze¢ (i posªucha¢):

klip video: Ptaki poranka na Jesieniówce (stycze« 2007);

klip video: Nocny ±piewak w Koªobrzegu (grudzie« 2006).

Niektóre programy w sieci, zwi¡zane z To Mock a Mockingbird:

To Dissect a Mockingbird:
http://users.bigpond.net.au/d.keenan/Lambda/

Factasia Logic: http://www.rbjones.com/rbjpub/logic/
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