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Zaréwno w samej matematyce, jak i w jej zastosowaniach w innych naukach
bada si¢ réznego rodzaju struktury. Sktadaja si¢ one z pewnego uniwersum (zbioru
obiektéw) oraz relacji i funkcji okreslonych na tym uniwersum. Na poprzednim
wykladzie poznaliSmy jeden rodzaj tego typu struktur: zbiory uporzadkowane (cze-
Sciowo, liniowo, dyskretnie, gesto, w sposéb ciagly, dobrze uporzadkowane). Stu-
chacze pamigtaja ze szkoly, ze uniwersa liczb (naturalnych, catkowitych, wymier-
nych, rzeczywistych) wyposazone byty zaréwno w strukturg porzadkowa, jak tez
w strukture wyznaczong przez dziatania arytmetyczne na liczbach: dodawanie,
odejmowanie, mnozenie, dzielenie, potggowanie, itd. Takze w rozwazaniach geo-
metrycznych mowa jest o pewnych strukturach: obiektami sa np. punkty, proste,
ptaszczyzny, odcinki, okregi i wiele innych figur geometrycznych, migdzy ktérymi
zachodza rézne zaleznos$ci (podobienistwo, przystawanie, lezenie migdzy, itp.) i dla
ktérych okreslone sa funkcje, wyznaczajace np. ich wtasnosci miarowe (dlugosé,
pole, objetosé, odlegtosé, itp.).

Kazda dyscyplina matematyczna bada jakie§ rodzaje struktur. Obecnie obo-
wigzujacym standardem jest charakteryzowanie tych struktur na sposéb aksjoma-
tyczny. Polega on na przyjeciu pewnych zatozeri o badanych obiektach, relacjach,
funkcjach, przy czym owe zatozenia spetnia¢ musza okreslone warunki, np.: nie
moga by¢ wzajem sprzeczne, powinny by¢ od siebie niezalezne, powinny by¢ — w
jakims$ sensie — oczywiste, naturalne. Cata reszta roboty dedukcyjnej matematyka
polega na dowodzeniu twierdzeri o strukturach scharakteryzowanych wyjSciowymi
aksjomatami.

Aksjomatyczne opisy systemoéw liczbowych powstaty dopiero w wieku XIX.
Wczesdniej okreslano nowe rodzaje liczb metoda genetyczng. W najwigkszym skro-
cie metoda ta polega na tym, ze majac jaki$ rodzaj liczb (ze stosownymi opera-
cjami arytmetycznymi) zauwazamy, ze na tych liczbach pewnych operacji wyko-
na¢ nie mozna. Rozszerzamy wtedy znane uniwersum liczbowe tak, aby — zacho-



wujac ,,stare” operacje, mozna byto wykonywac na wprowadzonych liczbach takze
-howe” operacje. Zobaczymy za chwilg, jak z liczb naturalnych tworzy si¢ liczby
catkowite, z catkowitych wymierne, a z wymiernych rzeczywiste, postugujac si¢ ta
metoda.

Nalezy podkresli¢, ze méwiac o systemach liczbowych mamy zawsze na uwa-
dze jaki$ rodzaj liczb wraz z okreS§lonymi na nich dziataniami arytmetycznymi
(oraz, ewentualnie, relacjami porzadkowymi). Méwiac nieco metaforycznie, liczby
danego rodzaju tworza spdjna strukturg, w ktorej ,,miejsce” kazdego elementu
okreSlone jest przez zaleznosci, w ktére wchodzi on z innymi elementami. Ma-
tematyka interesuja liczby wraz z operacjami na nich, ,,gole” liczby interesuja by¢
moze filozoféw. Matematyk pytany o to, czym sa liczby danego rodzaju odpowie:
sa obiektami, ktére spetniaja zatozone o nich aksjomaty.

1 Struktury relacyjne i algebry

Przez strukture relacyjnq rozumiemy uktad ztozony ze zbioru (uniwersum struk-
tury) oraz okre§lonych na tym zbiorze relacji i funkcji. Rozwazaé bedziemy jedynie
prosty przypadek, gdy owych relacji oraz funkcji jest jedynie skonczenie wiele.
Dla dowolnego zbioru A niech A* oznacza zbiér wszystkich skonczonych po-
teg kartezjariskich zbioru A, czyli A* = {A, A% A3 .. .}.
Strukturq relacyjnq nazywamy dowolny uktad:

(A frici € IL{fi 5 € Than k€ KY),
gdzie:
1. A jest dowolnym zbiorem;

2. {r; : i € I} jest zbiorem relacji, z ktérych kazda jest okreslona na jakims
elemencie zbioru A*;

3. {fj : j € J} jestzbiorem funkcji, z ktérych kazda dziata z jakiegos elementu
zbioru U A* w zbiér A;

4. {ay, : k € K} jest zbiorem elementéw (wyr6znionych) zbioru A.

Zbiory I, J, K sa tu dowolnymi zbiorami indekséw. Zwykle sa to pewne zbiory
skoniczone (nie jest tak jednak np. gdy przestrzenie topologiczne traktujemy jak
struktury relacyjne — wtedy rodzina zbioréw otwartych przestrzeni jest z reguty
nieskonczona).

Jesli A = (A, {r; i € I},{f; : j € J},{ar : kK € K}) jest strukturq rela-
cyjna, to zbiér A nazywamy uniwersum tej struktury i oznaczamy przez dom(A).



UWAGA. Zwykle struktury relacyjne i algebry zapisujemy w ten sposob, ze po
uniwersum wyliczamy kolejno rozwazane relacje i funkcje (ewentualnie tez ele-
menty wyréznione). Tak tez bedziemy postgpowali nieco dalej w tym wyktadzie.
W ogdlnych definicjach na poczatku piszemy o zbiorach relacji, funkcji oraz ele-
mentéw wyrdznionych, chociaz bardziej wiasciwe byloby méwienie o ich ciggach,
co jednak wymagatoby z kolei uporzadkowania zbioréw indekséw i komplikowa-
toby ogdlna posta¢ definicji. Dopuszczamy si¢ wigc réznych swinstewek w nota-
cji, ufajac jednak, ze zostanie nam to wybaczone. Gdy przejdziemy do przyktadéw
i zastosowan omawianych pojeé, sytuacja bedzie o wiele prostsza pod wzgledem
uzywanej symboliki. Dodajmy jeszcze, ze w wielu podrgcznikach stosuje si¢ — cze-
sto bez ostrzezenia — takie oraz podobne Swinistewka w notacji. Nie jesteSmy wigc
osamotnieni i czujemy si¢ zatem trochg usprawiedliwieni, takze z nich korzystajac.
Jak pisat Stanistaw Ignacy Witkiewicz:

Cigzko jest Zy¢ w plugawej naszej atmosferze,

Czasami, ach, wprost nawet kogoS$ z boku litos¢ bierze —
Pociecha w tym, Ze gorzej by¢ plugawcem, ach, samemu,
Bo nic juz nie pomoze, ach, takiemu.

Kazdej relacji ze zbioru {r; : i € I} oraz funkcji ze zbioru { f; : j € J} mozna
oczywiscie w jednoznaczny spos6b przypisaé jej liczbg argumentéw, co pozwala
na precyzyjne mowienie o typie (sygnaturze) rozwazanej struktury. Bez wdawania
si¢ w szczegdly powiedzmy jedynie, ze typ struktury zawiera informacj¢ o tym ile
argumentéw ma kazda jej relacja i funkcja oraz w jakiej kolejnosci uwzgledniamy
te relacje i funkcje.

Niech A = (A, {r; : i € I},{f; : j € J},{ar : k € K}) bedzie struktura
relacyjna. Méwimy, ze A jest:

1. strukturq relacyjng czystq, gdy J = K = ();
2. algebrg, gdy I = ().

W praktyce, czasami uzywa si¢ terminu struktura relacyjna zamiast struktura
relacyjnq czysta, odrézniajac w ten sposob struktury wyposazone jedynie w relacje
od algebr, czyli struktur wyposazonych jedynie w funkcje. Powinno by¢ réwniez
jasne, ze np. przez algebre uporzqdkowanq rozumie si¢ algebre z dodang relacja
porzadkujaca uniwersum.

Najczesciej bedziemy mieli do czynienia z algebrami z funkcjami jedno- oraz
dwuargumentowymi. Zamiast terminu funkcja w takich algebrach uzywa si¢ takze
termindw: operacja lub dziatanie (wewnetrzne). Zgodnie z powszechnym uzy-
ciem, bedziemy stosowali notacje infiksowq: jeslinp. @ : A x A — A jest operacja



dwuargumentowa, to warto$¢ @ (x, y) bedziemy czesto zapisywali w postaci @ y.
Podobnie, np. dla operacji jednoargumentowej © : A — A w miejsce S(x) be-
dziemy czgsto pisali ©x.

Jak pamigtamy z wyktadu po§wigconego kombinatoryce, istnieje m™ funkcji
ze zbioru n-elementowego w zbiér m-elementowy. Tak wigc, jesli A ma n ele-
mentéw, to na zbiorze A mozna okreslié n"’ operacji dwuargumentowych. Tak
wigc, jest 22" = 16 operacji dwuargumentowych na zbiorze dwuelementowym
oraz 33" = 19683 operacji dwuargumentowych na zbiorze tréjelementowym.

Dla zbioréw skoriczonych, operacje na nich okreslone czgsto wygodnie jest
reprezentowac odpowiednimi tabelkami: wiersze i kolumny takiej tabelki sa nu-
merowane poszczegdlnymi elementami uniwersum, a na przecigciu wiersza odpo-
wiadajacego elementowi x oraz kolumny odpowiadajacej elementowi y wpisujemy
warto$¢ operacji, np. « @ y dla tych argumentéw.

Dla przyktadu, niech A = {0, 1,2}, a operacja @ : A x A — A niech dla
argumentdow x oraz y daje wartoS¢ réwna reszcie z dzielenia x + y przez 3. Wtedy
tabelka tej operacji wyglada nastgpujaco:
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Na tym samym zbiorze A = {0, 1, 2} zdefiniujmy operacje ®> : A x A — A.
Niech dla argumentéw x oraz y daje ona warto$¢ rowna reszcie z dzielenia x - y
przez 3. Wtedy tabelka tej operacji wyglada nastepujaco:
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W edukacji szkolnej stuchacze poznali przyktady struktur relacyjnych oraz al-
gebr, m.in.:
PRZYKLADY.

1. Zbiér N liczb naturalnych wraz z operacjami dodawania i mnozenia, upo-
rzadkowany przez relacje mniejszosci.

2. Zbiér Z liczb catkowitych wraz z operacjami dodawania, odejmowania oraz
mnozenia, uporzadkowany przez relacj¢ mniejszosci.



3. Zbidr Q liczb naturalnych wraz z operacjami dodawania, odejmowania, mno-
zenia oraz dzielenia, uporzadkowany przez relacj¢ mniejszosci.

4. Zbior R liczb rzeczywistych wraz z operacjami dodawania, odejmowania,
mnozenia oraz dzielenia, uporzadkowany przez relacje mniejszosci.

5. Zbiér wszystkich wielomianéw o wspdlczynnikach rzeczywistych wraz z
operacjami dodawania i mnozenia wielomian6w.

6. Zbioér wszystkich permutacji skoficzonego zbioru X wraz z operacja sklada-
nia permutacji (rozumiang jako ztozenie funkcji).

Do tej pory zaktadaliSmy, ze stuchacze posiadaja intuicyjng wiedzg o tych
strukturach. W dalszej czg¢sci wyktadu pokazemy, jak konstruowaé struktury liczb
catkowitych, wymiernych oraz rzeczywistych, wychodzac od struktury liczb natu-
ralnych.

UWAGA. We wszystkich dotychczasowych wyktadach ilustrowaliSmy wprowadzane
pojecia przyktadami czysto matematycznymi, z nielicznymi wyjatkami. Stucha-
cze mogli odnies¢ (mylne!) wrazenie, ze wlasciwie matematyka zajmuje si¢ je-
dynie sama soba, w oderwaniu od Swiata oraz Zycia. Pojecia dotyczace struktur
relacyjnych oraz algebr znajduja jednak wielorakie owocne zastosowania. Badamy
systemy fizyczne, skladajace si¢ z obiektéw fizycznych i wigzacych je relacji, ba-
damy skupiska ludzkie, w ktérych réwniez zachodza rozmaitego typu zalezno-
Sci, badamy jezyki etniczne, w ktérych np. ich zaséb leksykalny opisywany jest
jako struktura relacyjna ztozona z leksemow, powiazanych zalezno$ciami seman-
tycznymi (synonimia, antonimia, hiponimia, bliskoznacznos$¢, itp.). Wszelkie ilo-
Sciowe opisy zjawisk korzystaja z porzadkowych, algebraicznych i innych jeszcze
wiasnosci funkcji i relacji sktadajacych sig¢ na te opisy. To, ze w niniejszym wykla-
dzie raczej unikamy (z reguty bardzo skomplikowanych) przyktadéw z Zycia spo-
wodowane jest tym, ze w pozostajacych do naszej dyspozycji skromnych ramach
czasowych mozemy oméwié jedynie najbardziej elementarne pojecia, ilustrujac je
najprostszymi, matematycznymi przyktadami.

1.1 Wlasnosci dziatan

Niech (A, o) bedzie algebra z jednym dzialaniem dwuargumentowym. Powiemy,
ze:

1. o jest przemienne, gdy x o y = y o x dla wszystkich x,y € A

2. ojest tqczne, gdy x o (y o z) = (z o y) o z dla wszystkich z,y, z € A



3. element e € A jest neutralny dla dziatania o, gdy xoe = eox = x dla
wszystkich x € A. Element neutralny dziatania nazywamy tez modutem
dzialania.

Niech (A4, o) bedzie algebra z jednym dziataniem dwuargumentowym oraz ele-
mentem e neutralnym dla tego dziatania. Powiemy, ze y jest elementem odwrotnym
dla x (wzglegdem o), gdy x oy = y o x = e. Jesli dla kazdego elementu z € A
istnieje doktadnie jeden element odwrotny, to jest on najczesciej oznaczany x !
(z kontekstu wynika, jakie dziatanie bierzemy pod uwage). Jesli dziatanie ma ele-
ment neutralny, to jest on wyznaczony jednoznacznie. JeSli dziatanie jest taczne
oraz istnieje element odwrotny do z, to jest on wyznaczony jednoznacznie.

Niech (A, ®,®) bedzie algebra z dwiema operacjami dwuargumentowymi.
Powiemy, ze operacja ® jest wzgledem operacji $:

1. lewostronnie rozdzielna, gdy x® (y& z) = (z®y) & (y® z), dla wszystkich
x,y,z € A;

2. prawostronnie rozdzielna, gdy (y®z)®z = (yQz)®(2®x), dla wszystkich
x,y,z € A,

3. rozdzielna, gdy jest ona lewo- i prawostronnie rozdzielna.
PRZYKLADY.

1. Dodawanie i mnozenie liczb rzeczywistych sa dziataniami tacznymi i prze-
miennymi. Mnozenie jest rozdzielne wzglgdem dodawania, ale dodawanie
nie jest rozdzielne wzgledem mnozenia.

2. Elementem neutralnym dodawania liczb rzeczywistych jest liczba 0, elemen-
tem neutralnym mnozenia liczb rzeczywistych jest liczba 1.

3. Elementem odwrotnym dla liczby = wzglgdem dodawania liczb rzeczywi-
stych jest liczba —z, elementem odwrotnym dla liczby x réznej od 0 wzgle-
dem mnozenia liczb rzeczywistych jest liczba i

4. Operacje sumy oraz iloczynu zbioréw sg dzialaniami tacznymi i przemien-
nymi. Suma jest rozdzielna wzglgedem iloczynu, iloczyn jest rozdzielny wzgle-
dem sumy.

5. Operacja brania Sredniej arytmetycznej (powiedzmy dwoch liczb rzeczywi-
stych) jest przemienna, ale nie jest taczna.

6. Operacja dzielenia (powiedzmy, liczb rzeczywistych) jest prawostronnie roz-
dzielna wzgledem dodawania, ale nie jest lewostronnie rozdzielna wzgledem
dodawania.



1.2 Podstruktury

Niech Ay = (A1, {r} : i € I}) oraz Ay = (As,{r? : i € I}) beda strukturami
relacyjnymi (czystymi) tego samego typu. Méwimy, ze Ay = (A1, {r} : i € I})
jest podstrukturqg Ao = (Aa, {r? :i € I}), gdy A1 C A, oraz dla kazdego i € I
zachodzi: ril = r? N A}", gdzie n; jest liczba argumentéw relacji ril (a takze,
oczywiscie, relacji r?). Jesli Ay jest podstruktura Ag, to piszemy A; C As.

Niech A; = (Al,{fj1 1 j € J})oraz Ay = (Ag,{ij 1 j € J}) beda alge-
brami tego samego typu. Mowimy, ze A1 jest podalgebrq As, gdy A1 C As oraz
Ay jest domkniety na wszystkie operacje f;, czyli gdy dla wszystkich zq, ..., z, €
A, oraz wszystkich n-argumentowych operacji f;, mamy: f;(z1,...,2,) € Aj.
PRZYKLADY.

1. Dodawanie i mnozenie liczb naturalnych daje w wyniku liczby naturalne.
Tak wigc, strukture (N, +, -) uwaza¢ mozemy za podstrukturg (podalgebre)
struktury (R, +, -) liczb rzeczywistych z ich dodawaniem oraz mnozeniem.

2. Podobnie, strukture uporzadkowana (N, <) traktowa¢ mozemy jako pod-
strukturg struktury (R, <).

3. Rozwazmy zbidr wszystkich symetrii tréjkata réwnobocznego. Ma on sze$¢
elementow: przeksztalcenie identycznosciowe (obrét o 0°), obrét o 120°,
obrét o 240° (oba wzgledem Srodka trdjkata) oraz trzy symetrie wzgledem
prostych zawierajacych wysokoSci tego trdjkata. Operacja na tym zbiorze
jest skladanie przeksztalcen. Podstruktura tej struktury jest zbiér ztozony
z przeksztalcenia identycznosciowego oraz obu wspomnianych obrotéw, z
operacja sktadania przeksztatcen.

1.3 Homomorfizmy i izomorfizmy

Niech Ay = (A1, {rj ;i € I}, {fj :j € J}) oraz Ay = (Ag, {r} : i € I}, {f7:
j € J}) beda strukturami tego samego typu.

Méwimy, ze odwzorowanie f : Ay — Asg jest homomorfizmem A1 w Ao, gdy
dla wszystkich z1, ..., z, € A; oraz wszystkich n argumentowych relacji ril oraz
r7 i wszystkich n-argumentowych funkcji f oraz f7:

L f(fj (@1, an)) = f2(f(@1), -, flan))
2. jesli zachodzi r} (1, . .., xy), to zachodzi r2(f(x1), . .., f(Tn)).

Przypominamy, ze funkcja f : A — B jest:



1. injekcja, gdy dla dowolnych z,y € A: jesli f(x) = f(y), tox = y;

2. surjekcja (funkcja na), gdy dla kazdego y € B istnieje x € A taki, ze y =
f(x);

3. bijekcja (funkcja 1 — 1, funkcja wzajemnie jednoznaczna na), gdy jest injek-
cja i surjekcja.

Jesli f jest bijekcja, f jest homomorfizmem z A1 w A oraz f~! jest homo-
morfizmem z Ay w Ay, to f nazywamy izomorfizmem A1 oraz As.

Moéwimy, ze struktury A oraz B sa izomorficzne, gdy istnieje izomorfizm z A
na B. Jesli A oraz B sa izomorficzne, to piszemy A = B.

W literaturze uzywa si¢ termindw:

1. monomorfizm dla homomorfizmu, ktéry jest injekcja;
2. epimorfizm dla homomorfizmu, ktéry jest surjekcja;
3. endomorfizm dla homomorfizmu A w A;

4. automorfizm dla izomorfizmu A na A.

Czesto monomorfizmy nazywa si¢ réwniez wioZeniami. Stuchacze niech nie
beda przerazeni lub zbulwersowani ta mnogoscia terminéw. Trzeba i warto pamig-
ta¢ terminy: homomorfizm oraz izomorfizm. Pozostale podajemy tu jedynie dla
tych stuchaczy, ktérzy czytajac samodzielnie jaki$ tekst niespodziewanie natkng
si¢ na owe tajemnicze terminy.

PRZYKLADY.

1. Na poprzednim wykladzie pokazaliSmy, ze rodzina wszystkich podzbioréw
zbioru {1, 2,3} uporzadkowana czgsciowo przez inkluzj¢ jest izomorficzna
ze zbiorem liczb {1, 2,3, 5,6, 10, 15, 30} uporzadkowanym czgsciowo przez
relacje podzielnoSci. Izomorfizm ten to bijekcja

fp({1,2,3}) = {1,2,3,5,6,10, 15,30}

okreSlona warunkami:

@) =1



f{1,2}) =6

f({1,3}) =10

f({2,3}) =15

f({1,2,3}) =30

. Funkcja logarytmiczna log : Ry — R jesthomomorfizmem struktury (R, -)

w strukture (R, +). Stuchacze pamigtaja ze szkoty, ze logarytm z iloczynu
réwny jest sumie logarytmow:

log(x - y) = logx + logy.

. Rozwazmy strukturg K4 = ({e, a, b, c}, o), gdzie dwuargumentowe dziata-
nie o jest okreslone tabela:
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Ta struktura (grupa czworkowa Kleina) jest izomorficzna np. ze strukturg
(p({z,y}), +), czyli rodzing wszystkich podzbioréw dowolnego zbioru dwu-
elementowego wraz z operacja roznicy symetrycznej zbioréw =, ktéra stu-
chacze znaja z pierwszego wyktadu.

Grupa czwérkowa Kleina jest rowniez izomorficzna np. ze strukturg ztozong
z wszystkich symetrii rombu (lub prostokata) nie bedacego kwadratem wraz
ze sktadaniem przeksztalcen jako operacja dwuargumentowa. Zauwazmy, ze
rozwazanymi symetriami sa: identyczno$¢ (obrét o 0°), obrét o 180°, oraz
dwie symetrie osiowe.

Istnieja dalsze ciekawe struktury izomorficzne z Ky. Zauwazmy jednak, ze

ta struktura nie jest izomorficzna ze strukturg Cy = ({e,a,b,c}, ) (grupa
cyklicznq rzedu cztery), gdzie dziatanie e jest zdefiniowane tabela:
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1.4 Kongruencje

Niech A = (A,{r; : i € I},{f; : j € J}) bedzie struktura, a E relacja réw-
nowaznos$ci na zbiorze A. Méwimy, ze E jest kongruencjq w strukturze A, gdy
dla wszystkich x1, ..., x,, wszystkich y1, ..., yn, wszystkich n-argumentowych
relacji r; oraz wszystkich n-argumentowych funkcji f;:

1. jesli x1 Ey1, ..., xnEyp, to ri(x1,...,2,) zachodzi wtedy i tylko wtedy,
gdy zachodzi r;(y1, ..., yn)

2. jesli z1 By, ..., xnEyn, to fi(z1,...,20)Efj(y1, ..., yn)-

Najmniejsza (wzglgdem inkluzji) kongruencja w strukturze A jest relacja iden-
tycznosci na zbiorze dom(A), a najwigksza taka kongruencja jest relacja petna w
zbiorze dom(A).

Wszystkie kongruencje dowolnej algebry tworza kratg, bedaca podkrata (tzw.
krate zupetnq, czyli zawierajaca kresy dowolnych zbioréw jej elementéw) kraty
wszystkich réwnowaznosci okreslonych na uniwersum tej algebry.

PRZYKLADY.

1. Na drugim wyktadzie wspomnieliSmy o relacji rownowaznosci =,, okreslo-
nej dla liczb catkowitych w sposéb nastepujacy: = =,, y wtedy i tylko wtedy,
gdy x oraz y maja takie same reszty z dzielenia przez n. Czgsto uzywa si¢
notacji: z = y(mod n) i méwi, ze liczba x przystaje do liczby y modulo
n. Ta relacja jest kongruencja w strukturze (Z, +, -) wszystkich liczb catko-
witych z dziataniami dodawania i mnozenia. Latwo sprawdzié, ze ¢ =, y
wtedy i tylko wtedy, gdy x —y jest podzielna bez reszty przez n. Szczegdlnie
wazne sg te relacje o postaci =, gdzie p jest liczbg pierwsza.

2. Relacja réwnolicznosci zbioréw, okreslona w rodzinie wszystkich podzbio-
réw dowolnego zbioru X jest kongruencja struktury (p(X), U, N).

3. W punkcie dotyczacym konstrukcji systeméw liczbowych poznamy dalsze
relacje kongruencji. Niektore z nich (w interpretacji geometrycznej) zostaty
przedstawione w pliku zawierajacym szczegétowy plan wyktadéw, umiesz-
czonym na stronie wykladéw.

1.5 Struktury ilorazowe

Przypominamy, ze jesli £ jest relacja rownowaznosci na zbiorze A, to:

1. [z]g = {y € A: xFy} (klasa abstrakcji elementu = wzgledem relacji F)
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2. A/E = {[z]g : © € A} (zbidr ilorazowy zbioru A wzgledem relacji E).

Niech A = (A,{r; : i € I},{f; : j € J}) bedzie strukturg, a E kongruencja
na zbiorze A. Strukture ilorazowq A /E definiujemy w sposéb nastepujacy:

I A/E=(A/EArf i I}, {ff:jeJ})

2. dla kazdej n-argumentowe;j relacji r; definiujemy relacje TZE :
rE([v1]E, . - -, [za] £) wtedy i tylko wtedy, gdy 7;(21, ..., zn)

3. dla kazdej n-argumentowe;j funkcji f; definiujemy funkcje ij :
fJE([xl]E’ B [xn]E) = [fj(xl’ . 7'TTL)]E'

Poniewaz E jest kongruencjg na A, wigc powyzsza definicja jest poprawna (nie
zalezy od wyboru elementéw z klas abstrakcji), co tatwo sprawdzi¢ rachunkiem.

Kongruencje zwiazane sa z homomorfizmami algebr. Kazda funkcja f : A —
B wyznacza pewna relacje réwnowaznosci na A. Definiujemy mianowicie: x ~ ¢ y
wtedy i tylko wtedy, gdy f(z) = f(y).

Jesli f : A — B jest homomorfizmem algebry A na algebre¢ B, to relacja
~ zdefiniowana wzorem: x ~; y wtedy i tylko wtedy, gdy f(x) = f(y) jest
kongruencja algebry A.

Jesli, z drugiej strony, E jest kongruencja algebry A, to odwzorowanie kano-
niczne g : A — A/ FE jest homomorfizmem.

Tak wigc, dla dowolnej algebry A:

1. Kazdy obraz homomorficzny algebry A jest izomorficzny z pewna algebra
ilorazowa algebry A.

2. Kazda algebra ilorazowa algebry A jest izomorficzna z pewnym homomor-
ficznym obrazem algebry A.

Moéwimy, ze algebra A jest prosta, jesli ma tylko dwie kongruencje: identycz-
nos¢ na dom(A) oraz relacje petna na tym zbiorze.

Wprost z definicji wida¢, ze algebra A jest prosta wtedy i tylko wtedy, gdy
ma doktadnie dwa (z doktadnos$cia do izomorfizmu) obrazy homomorficzne: sama
siebie oraz algebre zdegenerowang, czyli jednoelementowa.

PRZYKLADY.

1. W zbiorze Z/=, wszystkich klas abstrakcji oméwionej przed chwilg rela-

cji réwnowaznosci =, gdzie p jest liczba pierwsza, wprowadzi¢ mozemy
dziatania arytmetyczne, wykorzystujac dziatania arytmetyczne w zbiorze 7Z.
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Zauwazmy, ze 7./ =, liczy doklfadnie p elementéw. Jak juz wspomniano, re-
lacja =, jest kongruencja w strukturze (Z, +, -). Definiujemy:
[r]=, ®p [y]=, = [z +yl=,
[z]=, ®p ly)=, = [z - yl=,

2. Rozwazmy strukture (p(N), U, N) oraz relacj¢ ~, zdefiniowang nastgpujaco:
A ~ B wtedy i tylko wtedy, gdy 1 € ANBlubl e N— (AU B).

Relacja ~ jest rownowaznoscia (co tatwo sprawdzi¢) i ma doktadnie dwie
klasy abstrakcji: [N]. oraz [(}]. Do pierwszej z tych klas naleza miano-
wicie wszystkie zbiory, do ktérych nalezy liczba 1, a do drugiej wszystkie
zbiory, do ktérych nie nalezy liczba 1. Relacja ta jest kongruencja w struktu-
rze (p(N), U, N), mozemy wigc okresli¢ dziatania U™ oraz N™ na jej klasach

abstrakcji:
U™ 0~ | INlv | |0~ | [0~ | [N]~
O~ | O~ | INJ~ | | [0~ | 0]~ | [0]~
[N~ | INJ~ | INJ~ | [ [N~ | [0]~ | [N}~

Jesli stuchacze dowiedzieli si¢ juz na kursie Wprowadzenie do logiki o ta-
bliczkach prawdziwosciowych, to z fatwosScia rozpoznaja strukture ilorazowa

(p(N), U, M)/~

Na strukturach relacyjnych i na algebrach wykonywaé mozna pewne opera-
cje: mozna tworzy¢ ich sumy, iloczyny, rézne rodzaje produktéw, itd. W kazdym z
takich przypadkow, oprécz okreslenia czym sa uniwersa struktur otrzymywanych
w wyniku takiej operacji trzeba tez oczywiscie stosownie okresli¢ jak operacje
ztozonej struktury definiowane sa w terminach operacji ich struktur sktadowych.
Mozna tez pytaé, jakie wlasnoSci struktury sktadowych zachowywane sa prze wy-
konywane na nich operacje. Jest to fadna problematyka algebraiczna, nie mozemy
jednak pozwoli¢ sobie na obdarowanie nia stuchaczy, ze wzgledu na ograniczone
ramy czasowe tego ustugowego kursu.

Struktury relacyjne oraz algebry moga tez by¢ charakteryzowane i poréwny-
wane w terminach semantycznych, jako modele stosownych teorii matematycz-
nych. O tej problematyce stuchacze by¢ moze ustysza na bardziej zaawansowanym
kursie logiki w przysztosci.
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2 Konstrukcje systemow liczbowych

Pokazemy teraz, jak — przy wykorzystaniu pojeé porzadkowych oraz algebraicz-
nych — skonstruowad systemy liczb: catkowitych, wymiernych oraz rzeczywistych,
wychodzac od (opisanego aksjomatycznie) systemu liczb naturalnych.

2.1 Arytmetyka liczb naturalnych

Przez algebre Peana rozumiemy kazda algebre A = (A, f, a) taka, ze:

1. a € A (element poczatkowy algebry)
2. f: A — A (funkcja nastgpnika)
3. a ¢ rng(f)

. f jest funkcja r6znowartosciowa

N

5. Dla dowolnego zbioru X C A, jeslia € X oraz f(z) € X,0ilex € X, dla
wszystkich z € X, to X = A.

Stuchacze z tatwoscia rozpoznaja w powyzszych warunkach zatozenia doty-
czace struktury liczb naturalnych, z zerem jako elementem poczatkowym oraz na-
stepnikiem jako funkcjg f. Ostatni z powyzszych warunkow jest oczywiscie sfor-
mulowaniem zasady indukcji matematyczne;.

Istnieje co najmniej jedna algebra Peana, co wynika z aksjomatéw teorii mno-
gosci (w szczegdlnosci, z aksjomatu nieskoniczonosci, ktéry gwarantuje istnienie
co najmniej jednego zbioru nieskoniczonego).

Co wigcej, istnieje — z doktadnoScia do izomorfizmu, jak méwi si¢ w matema-
tyce — tylko jedna algebra Peana. Oznacza to, innymi stowy, ze dowolne dwie alge-
bry Peana sg izomorficzne. Ponadto, istnieje dokladnie jedna funkcja ustalajaca ten
izomorfizm. Dowdd tego faktu, wykorzystujacy twierdzenie o definiowaniu przez
indukcje znajda zainteresowani stuchacze np. w podrgczniku Guzicki, Zakrzewski
2005 (strony: 200-202).

Mozemy wigc liczby naturalne (z wyréznionym elementem poczatkowym 0
oraz operacja nastgpnika, ktéra troche niescisle, ale zgodnie z Tradycja oznaczamy
jako f(x) = = + 1, gdzie 1 jest bezposrednim nastgpnikiem 0) uwazaé za owa
jedyna algebre Peana, skoro ma ona te mite wlasnosci, ze istnieje i jest doktadnie
jedna (z doktadnoscia do izomorfizmu). Tak tez uczynimy: niech N oznacza odtad
uniwersum jedynej algebry Peana.

Wspomniane juz twierdzenie o definiowaniu przez indukcj¢ gwarantuje tez, ze
istnieje doktadnie jedna funkcja dwuargumentowa +-, ktéra spetnia warunki:
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l.z2+0=2x

224+ (y+1)=(r+y) + 1

Istnieje tez doktadnie jedna funkcja dwuargumentowa -, ktéra spetnia warunki:
I.x-0=0

2.z (y+1)=(x-y)+ .

Za pomocg funkcji dodawania + mozemy zdefiniowaé zwykty (naturalny) po-
rzadek < liczb naturalnych: z < y wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje z € N taka, ze
x 4 z = y. Jak zwykle, przez x < y rozumiemy to, ze x < y oraz T # y.

Mozna wtedy udowodnié, ze relacja < jest dobrym porzadkiem w zbiorze N
(zob. np. Guzicki, Zakrzewski 2005, 204-205).

UWAGI.

1. Nasza podréz po Swiecie liczb zaczyna si¢ zatem obiecujaco: mamy doktad-
nie jedno uniwersum liczb naturalnych, z jednoznacznie okreslonymi dziata-
niami dodawania i mnozenia, a ponadto uniwersum to jest dobrze uporzad-
kowane. Gwarancja naszego dobrego samopoczucia jest teoria mnogosci, w
ktérej aksjomaty wierzymy.

2. Giuseppe Peano (1858-1932) podat aksjomatyke dla liczb naturalnych w
1889 roku. Peano ma wielkie zastugi dla arytmetyki, analizy, geometrii, a
takze logiki matematycznej. W 1861 roku aksjomatyke dla arytmetyki podat
Hermann Grassmann, o ktérym begdzie jeszcze mowa.

3. Wspomniane wyzej twierdzenie o definiowaniu przez indukcj¢ w odniesie-
niu do algebr Peana ma postaé nastgpujaca:

TWIERDZENIE. Niech A = (A, f,a) bedzie algebra Peana i niech B =
(B, g,b) bedzie dowolna algebra tego samego typu. Wtedy istnieje doktadnie
jedna funkcja ' : A — B taka, ze:

(@) F(a) =0
(b) F(f(x)) = g(F(x)) dla wszystkich x € A.

4. Powyzsza charakterystyka liczb naturalnych, odwotujaca si¢ do teorii mno-
gosci, zadowala matematykow. Z kolei logicy zainteresowani sa charaktery-
styka liczb naturalnych w pewnym standardowym systemie logicznym, ja-
kim jest logika pierwszego rzedu (klasyczny rachunek predykatow). Tu na-
potykamy rézne niespodzianki, o czym stuchacze dowiedza si¢ na dalszych
etapach edukacji.
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5. Studentéw kognitywistyki UAM interesowaé moga rézne problemy doty-
czace np. przyswajania pojecia liczby naturalnej przez umyst w jego roz-
woju, uzyskiwanie w tym rozwoju zdolnoSci numerycznych, itp. Problema-
tyka ta wykracza jednak poza nasz ustugowy kurs matematyki.

Nastepne rodzaje liczb (catkowite, wymierne, rzeczywiste) skonstruujemy, wy-
korzystujac pojecie struktury ilorazowe;j.

2.2 Liczby catkowite
Okreslamy relacje ~1C (N x N) x (N x N):

(x,y) ~1 (u,v) wtedy i tylko wtedy, gdy = +v = u + y.

Jest to relacja rownowaznosci na zbiorze N x N, co nietrudno sprawdzié¢, wy-
konujac proste rachunki.
UWAGA. Poniewaz bedziemy korzystali z kilku relacji réwnowazno$ci w dalszych
konstrukcjach, wigc opatrujemy symbol ~ indeksami (podobnie dla kolejno defi-
niowanych operacji na liczbach).

Definiujemy zbiér wszystkich liczb catkowitych: 7. = N? | .

Odwzorowanie ; : N — Z okreslone wzorem @1 (k) = [(k,0)]~, jest iniek-
cja, co jest widoczne wprost z definicji.

Trzeba jeszcze okresli¢ dziatania arytmetyczne na liczbach catkowitych, ich
dodawanie &1, ich odejmowanie &1 oraz mnozenie 1; okreSlimy tez ich upo-
rzadkowanie <i:

[ x,y ]%1 @1 [(u,v ]%1 = [x"i_uay""v]%l

) )
(2, 9)l~s O1 [(u,0)]=y = [+ 0,y +ulx,

) )

)

L[
2. [( 1
3. [(z,9)]~, O1 [(w,0)]xy =[x -u+y-v,u-y+x- v,
4. [(z,9)]~y <1 [(u,0)]ays jesliz +v < y + .

Wreszcie, trzeba pokazac, ze:

1. te definicje sa poprawne (wynik dziatania nie zalezy od wyboru elementu z
klasy abstrakc;ji)

2. &11©q ,rozszerzaja” + i - ze zbioru N na zbiér Z:

(@) p1(m) ®1¢1(n) = p1(m +n)
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(d) @1(m) O1¢1(n) = p1(m - n)

Humanistyczny termin ,,rozszerzenie” zastgpujemy oczywiscie matematycz-
nym terminem ,.,homomorfizm”, a wigc trzeba pokazac, ze odwzorowanie ¢; jest
homomorfizmem struktury (N, <, +, ) w strukturg (Z, <1 @1, ®1).

Proponujemy stuchaczom samodzielne zmierzenie si¢ z wykazaniem popraw-
nosci wyzej okreslonych dziatan i porzadku oraz wykazaniem, ze odwzorowanie
(o1 jest homomorfizmem.

Zauwazmy jeszcze, ze struktura ({[(z,0)]~, : = € N}, <q,81,®1), ktéra
sama jest podstrukturg struktury (Z,<i,®1,®1) jest izomorficzna ze struktura
(N, <, +, ). Sa to nieujemne liczby catkowite.

Fakt ten sktania do pewnych uproszczen w notacji liczb catkowitych:

1. zamiast [(x,0)]~, piszemy po prostu z
2. zamiast [(0, x)]~, piszemy po prostu —x

3. przyjmujac powyzsze uproszczenia, mozemy napisac:

Z=NU{—z:2¢eN},

co jest bliskie praktyce szkolne;j.
UWAGL.

1. Podana wyzej definicja pochodzi od Hermanna Grassmanna (1809-1877).
Grassmann ma zastugi w kilku dziedzinach: w matematyce gtéwnie za sprawa
oryginalnego ujecia przestrzeni wektorowych. Pisat takze o krystalografii,
elektromagnetyzmie, mechanice. Wreszcie, byt wybitnym jezykoznawca, o
czym stuchacze przekonaja si¢ na drugim roku studiéw.

2. Interpretacj¢ geometryczng powyzszej konstrukcji opisaliSmy w pliku za-
wierajacym szczegdtowy plan wykltadéw, dostgpnym na stronie wyktadow.

3. Liczby catkowite (a wlasciwie ujemne liczby catkowite) ,,oswajane” byly
przez kilka stuleci — poczatkowo odmawiano liczbom ujemnym prawa do le-
galnego istnienia w matematyce (a wigc np. odrzucano ujemne rozwigzania
réownan liniowych z jedna niewiadoma). Praktyka badan matematycznych
zmuszata jednak do rozwazania liczb ujemnych. Wtasciwie dopiero ukaza-
nie, ze liczby catkowite tworza dobrze okreSlong strukturg algebraiczna za-
koniczylo proces ich oswajania.
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4. Reliktem trudno$ci w owym oswajaniu liczb ujemnych bywa trudnosé rozu-
mienia przez dzieci dlaczego iloczyn liczb ujemnych jest dodatni. Thumaczy
si¢ to w szkole na rézne sposoby. Istotne jest to, ze ta wlasno$¢ mnozenia
liczb catkowitych zwiazana jest z prawem rozdzielno$ci mnozenia wzgle-
dem dodawania.

5. Strukture (Z, <1, D1, ©1) wyobrazamy sobie jako zbiér liniowo (dyskretnie)
uporzadkowany, bez elementu najmniejszego oraz najwigkszego.

2.3 Liczby wymierne

Teraz naszym punktem wyjscia bedzie struktura (Z,<;,®1,®1), zdefiniowana
powyzej. Przypominamy, ze do jej okreslenia wykorzystaliSmy liczby naturalne
oraz operacj¢ ich dodawania. Dla zdefiniowania liczb wymiernych wykorzystamy
liczby catkowite oraz operacj¢ ich mnozenia.

Okreslamy relacje ~oC (Z x (Z — {0})) x (Z x (Z — {0})) wzorem:

(x,y) ~2 (u,v) wtedy i tylko wtedy, gdy z ©®1 v =y ©1 u.

Jest to relacja rownowaznosci, co tatwo sprawdzi¢ stosownym rachunkiem.

Definiujemy zbiér wszystkich liczb wymiernych: Q = (Z x (Z — {0}))/ =2
oraz dziatania arytmetyczne na liczbach wymiernych, @2 (dodawanie), S5 (odej-
mowanie), ®2 (mnozenie), 02 (dzielenie) a takze porzadek <o:

]
]

(1, 0)]~, = [((z ©10) ©1 (y ©10), (YO1)v]x,
(u, v)
(u, v)]
(u, )
(u, )

* [(,9)]x, B2 [(u,v

° |

=@ 1uy10)]x,

2 @2[
o ®2[

2
Ry — [((m ©1 U) ©1 (y ©1 U)a (le)U]zz
2
2

i [ T,y ]~2 @2 [ u,v ] = [SU 10,Y 1 u]zz’ oile [(u’v)]NQ 7£ [(07 1)]%2

(z,y)
(z,y)
* [(z,y)
(z,y)
o [(z,9)]~y @2 [(u,0)]ay,jeSliz 1 v <y y 1 u, gdzie 0 <1 4,0 <1 0.

Nastepnie trzeba pokazac, ze te definicje sa poprawne (wynik dzialania nie
zalezy od wyboru elementu z klasy abstrakcji) oraz ze odwzorowanie o : Z — Q
okreslone wzorem @o(x) = [(z,1)]~, jest iniekcja, oraz zachowuje dziatania i
porzadek, czyli ze zachodza warunki:

® ©o(7) D2 2(y) = pa(r D1 Y)
® ©o(7) O2 2(y) = pa(r ©1Y)

o jesliz <y y, to a(z) <2 w2(y).

17



Proponujemy stuchaczom samodzielne zmierzenie si¢ z wykazaniem popraw-
nosci wyzej okreSlonych dziatan i porzadku oraz wykazaniem, ze odwzorowanie
(o jest homomorfizmem.

Zauwazmy, ze:

1. Dla kazdej liczby wymiernej [(z, ¥)]~, mamy:
(2, 9)l~, = [(#,1)]x, @2 [(y; )],

2. Liczbe wymierna [(x, 1)]~,, namocy Tradycji (oraz faktu, ze ¢ jest izomor-
fizmem struktur (Z, <1, ®1,©1) oraz ({[(z,1)]~, : ¢ € Z},<1,B1,01))
zwykle utozsamiamy z liczba catkowita x.

Na mocy powyzszych ustalel, mozemy zapisywac liczbe wymierna [(x, y)]~,
w znany ze szkoly sposéb, jako utamek ¢. Przy takich oznaczeniach mamy zatem:

Q:{%:anorazbeZ—{@L

do ktérego to zapisu przyzwyczajata nas szkota. Teraz widzimy, przy jakich zato-
zeniach zapis ten jest poprawny.
UWAGA. Zwykle uzywa sig¢ tego samego symbolu + dla dodawania:

1. liczb naturalnych
2. liczb catkowitych

3. liczb wymiernych.

Podobnie, dla mnozenia w tych zbiorach uzywa sig¢ tego samego symbolu: -.

Z czysto formalnego punktu widzenia jest to niepoprawne. To Swinistewko no-
tacyjne, umocnione Tradycja, jest usprawiedliwione tym, ze operacje + i - okre-
Slone dla liczb naturalnych ,,rozszerzaja” si¢ jednoznacznie (homomorficznie) do
odpowiednich operacji na liczbach catkowitych i wymiernych.

W dalszym ciagu begdziemy postgpowali zgodnie ze wspomnianym zwycza-
jem, takze dla innych funkcji i relacji w Z i Q uzywajac symboli juz wykorzy-
stanych dla liczb naturalnych. Z kontekstu zawsze powinno by¢ jasne, do jakiego
rodzaju liczb stosujemy te operacje i relacje.

UWAGI.

1. Powyzsza definicja liczb wymiernych réwniez pochodzi od Hermanna Gras-
smanna.
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2. Liczby wymierne (dodatnie) ,,oswojone” zostalty w matematyce wczesniej
niz liczby catkowite ujemne. Tak wigc, porzadek logiczny w konstruowaniu
systeméw liczbowych metoda genetyczna nie musi pokrywac si¢ z porzad-
kiem historycznym badania tych systeméw.

3. Strukture (Q, <9, @2, ®2, @2) wyobrazamy sobie jako zbidr przeliczalny upo-
rzadkowany liniowo w sposéb gesty (ale nie ciagty!), bez elementu najmniej-
szego oraz bez elementu najwigkszego. Moze warto w tym miejscu dodaé,
ze istnieje tylko jeden (z doktadnoS$cig do izomorfizmu) tego typu porzadek.

4. Przypominamy, ze w poprzednim wykladzie pokazaliSmy, jak jeszcze wy-
obrazac sobie mozemy liczby wymierne (drzewa: Calkina-Wilfa oraz Sterna-
Brocota).

5. Z dziataniami arytmetycznymi na utamkach oswajamy si¢ do$¢ wczesnie
w edukacji szkolnej. Nie mamy tez wigkszych trudnosci ze sprowadzaniem
utamkow do postaci zredukowanej, w ktérej licznik i mianownik utamka sg
wzglednie pierwsze (nie maja wspolnego dzielnika réznego od 1).

2.4 Liczby rzeczywiste

W literaturze przedmiotu znanych jest kilkanascie propozycji zdefiniowania liczb
rzeczywistych. Cho¢ wielkoSci niewspdtmierne znane byty juz starozytnym Gre-
kom, to pierwsze w pelni precyzyjne charakterystyki liczb niewymiernych (a w
konsekwencji, takze pierwsze precyzyjne charakterystyki wszystkich liczb rzeczy-
wistych) podano dopiero w XIX wieku. Najbardziej znane sa propozycje Richarda
Dedekinda (1831-1916) oraz Georga Cantora (1845-1918).

Konstrukcje liczb rzeczywistych rdznia si¢ od poprzednich konstrukcji (liczb
catkowitych z naturalnych oraz wymiernych z catkowitych) tym, ze dla okreslenia
poszczegblnej liczby rzeczywistej musimy odwolywac si¢ do pewnego (nieskoni-
czonego) zbioru liczb wymiernych.

2.5 Definicja Dedekinda

Richard Dedekind podat definicj¢ liczb rzeczywistych w 1872 roku w stynnej roz-
prawie Stetigkeit und Irrationale Zahlen (Ciqgtosc¢ i liczby niewymierne). Definicja
ta odwotuje si¢ do struktury porzadkowej zbioru QQ wszystkich liczb wymiernych:
jest to, jak pamigtamy, gesty porzadek bez elementu najmniejszego i bez elementu
najwigkszego. Pamigtamy tez, ze nie kazdy ograniczony z gory zbidr liczb wy-
miernych posiada kres gérny, czyli ze (zwykty) porzadek liczb wymiernych nie

19



jest ciagly. Chcemy teraz stworzy¢ uniwersum liczbowe uporzadkowane w spo-
s6b ciagly i to tak, aby zdefiniowane w nim operacje arytmetyczne byly zgodne
z tym porzadkiem oraz rozszerzaly znane operacje arytmetyczne na liczbach wy-
miernych.

Pomyst Dedekinda byt rewelacyjnie prosty: kazda liczba rzeczywista moze
by¢ utozsamiona z (nieskoficzonym) zbiorem wszystkich liczb wymiernych od niej
mniejszych. Poniewaz liczby rzeczywiste dopiero stwarzamy (konstruujemy), wigc
odwolal trzeba si¢ w takiej charakterystyce tylko do samych liczb wymiernych,
a doktadniej do odcinkow poczqtkowych w zbiorze liczb wymiernych (zob. po-
przedni wyktad).

Liczbq rzeczywistq (w sensie Dedekinda) nazywamy dowolny podzbiér A zbioru
Q wszystkich liczb wymiernych taki, ze:

1. A#0
2. A4 Q

3. Dla wszystkich a,b € Q: jeSlia € Aorazb < a,tob € Q

4. W zbiorze A nie istnieje element najwigkszy (w sensie zwyklego porzadku
< liczb wymiernych).

Inaczej méwiac, liczba rzeczywista w tym rozumieniu to dowolny niepusty
wilasciwy odcinek poczatkowy zbioru QQ bez elementu najwigkszego. Uzywamy
standardowego oznaczenia R dla tego zbioru. Za chwilg przekonamy sig, ze zbiér
tak okreSlonych liczb rzeczywistych jest uporzadkowany w sposéb ciagly, a wigc
nie tak samo, jak wyjSciowy zbiér Q.

Nieco upraszczamy oryginalng konstrukcje Dedekinda. Rozpatrywat on mia-
nowicie tzw. przekroje zbioru QQ (dzi§ nazywane stusznie przekrojami Dedekinda),
a jego konstrukcja znajduje zastosowanie w przypadku dowolnych zbioréw upo-
rzadkowanych liniowo.

Przekrojem Dedekinda nazywamy kazda parg (A, B) niepustych podzbioréw
zbioru ostro liniowo uporzadkowanego (X, <) taka, ze:

1. AuUB=X
2. a < bdlawszystkicha € Aorazb € B.
A jest klasa dolnq, a B klasa gdrnq przekroju (A, B).

Latwo widaé, ze w przypadku dowolnego zbioru liniowo uporzadkowanego
przekrdj Dedekinda (A, B) moze by¢ jednej z nastgpujacych postaci:
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1. W zbiorze A istnieje element najwigkszy i w zbiorze B istnieje element
najmniejszy. Méwimy wtedy, ze przekrdj (A, B) wyznacza skok (w rozwa-
zanym porzadku).

2. W zbiorze A istnieje element najwigkszy i w zbiorze B nie istnieje element
najmniejszy.

3. W zbiorze A nie istnieje element najwigkszy i w zbiorze B istnieje element
najmniejszy.

4. W zbiorze A nie istnieje element najwigkszy i w zbiorze B nie istnieje ele-
ment najmniejszy.

Zauwazmy, ze uporzadkowanym liniowo zbiorze Z liczb catkowitych kazdy
przekréj wyznacza skok. Z kolei, jesli zbidr jest uporzadkowany w sposéb gesty
(jak np. zbidr Q), to zaden jego przekrdj nie wyznacza skoku.

Wréémy teraz do zbioru Q. W drugim oraz trzecim z rozwazanych wyzej czte-
rech przypadkéw méwimy, ze przekrdj (A, B) wyznaczony jest przez liczbe x,
jesli x jest elementem najwigkszym w A lub, odpowiednio, najmniejszym w B.
Wtasciwie mozna te przypadki rozpatrywaé tak samo, a wigc wystarczy rozwa-
zy¢ np. przypadek trzeci. Dalej, méwimy, ze przekrdj (A, B) wyznacza luke, jesli
zachodzi przypadek czwarty (w zbiorze A nie istnieje element najwigkszy i w zbio-
rze B nie istnieje element najmniejszy). Tak wigc, w zbiorze uporzadkowanym w
sposéb gesty wystarczy rozwazac jedynie przypadki: trzeci i czwarty. Zauwazmy,
ze kazdy przekrodj z tych przypadkéw jest jednoznacznie wyznaczony przez swoja
klasg¢ dolng (ktéra nie ma elementu najwigkszego).

Powyzsza definicja zbioru R jest dopiero poczatkiem dalszych konstrukcji.
Trzeba mianowicie okresli¢ w R relacje porzadku oraz operacje arytmetyczne.

R jest rodzing zbioréw, a wigc naturalne wydaje si¢ wykorzystanie relacji in-
kluzji do okreSlenia porzadku w R. Definiujemy zatem dla A, B € R: A <p B
wtedy i tylko wtedy, gdy A C B. Wtedy oczywiscie A <p B doktadnie wtedy,
gdy A C B.

Zauwazmy dwie rzeczy:

1. Kazda liczba wymierna = wyznacza liczbg rzeczywista O(z) = {y € Q :
y < z}. Niech Q° = {O(z) : = € Q}. Wtedy Q° jest izomorficzng (wzgle-
dem porzadku) kopia Q, co tatwo sprawdzi¢ prostym rachunkiem.

2. Istnieja jednak liczby rzeczywiste, ktdre nie sa wyznaczone przez liczby wy-
mierne: odpowiadaja one przekrojom Dedekinda wyznaczajacym luki w roz-
wazanym porzadku liczb wymiernych. Takg liczba rzeczywista jest np.:

{reQ:2<0lub (0 < xoraz 2% < 2)}.
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Liczby rzeczywiste, ktore sa elementami zbioru R — Q° nazywamy liczbami
niewymiernymi.

Zbadamy teraz wtasnosci zdefiniowanego przed chwila porzadku liczb rzeczy-
wistych. Zachodzi nastgpujace twierdzenie:
TWIERDZENIE. Zbior R jest uporzadkowany w sposob ciqgly przez relacje <p.
Ponadto, zbior Q° jest gesty w R, czyli dla kazdych x,y € R, jesli x <p y, to
istnieje z € Q° taki, ze x <p z oraz z <p Y.
SzxKic DOwWODU. Szczegétowy dowdd znajda stuchacze w podrgczniku Guzicki,
Zakrzewski 2005, na stronach 212-213. Tutaj ograniczymy si¢ jedynie do naszki-
cowania giéwnych idei.

1.

Porzqdek <p jest liniowy. Ten fakt wynika z tego, ze kazda liczba rzeczy-
wista jest odcinkiem poczatkowym liniowo uporzadkowanego zbioru Q.

. Zbior Q° jest gesty w R. To wynika z nietrudnego rachunku, uwzgledniaja-

cego fakt, ze liczby rzeczywiste zdefiniowaliSmy jako odcinki poczatkowe
nie majace elementu najwigkszego.

. WR nie ma elementu najwigkszego i elementu najmniejszego. To wynika z

faktu, ze dla dowolnej liczby rzeczywistej A mamy O(z) <p A <p O(y),
gdzie x € A oraz y € Q— A (przy czym y nie jest elementem najmniejszym

wQ — A).

. Porzadek <p jest ciggty. Dla dowodu tego faktu rozwazy¢ trzeba dowolny

niepusty podzbiér S C R, ktéry jest ograniczony z gory, powiedzmy przez
Ag € R, czyli taki, ze A C Ag dla wszystkich A € S. Niezbyt trudnym
rachunkiem sprawdzi¢ mozna, ze wtedy | S jest kresem gérnym zbioru S,
czylize|JS =supS.

Twierdzenie powyzsze charakteryzuje zatem wlasnosci porzadkowe zbioru R.
W zbiorze R wprowadzamy dzialania arytmetyczne w nastgpujacy sposéb:

1.

Suma. Jesli a, b € R, to niech:

a®pb={r @S2y :x €aorazy € b}.

2. Liczba przeciwna. Jesli a € R, to niech:

(@) —pa =0(—z),0ilea = O(x)
(b) —pa={-r:2¢a},oilead¢ Q.
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3. lloczyn. Dla a, b € R definiujemy ich iloczyn a ®p b nastgpujaco:
(a) Jeslia >p O(0) oraz b >p O(0), to niech:
aOpb={r0y:2>0,y>0,xr€ca,yecblU{recQ:xz<0}.

(b) Jeslia = O(0) lub b = O(0), to a @p b = O(0).

(c) JeSlia <p O(0) oraz b <p O(0),toa ®p b = (—pa) ©®p (—pb)
(d) Jeslia <p O(0) orazb >p O(0),toa ©®p b = —p((—pa) ©p b)
(e) Jeslia >p O(0) orazb <p O(0),toa ©®p b= —p(a ©p (—pb)).

Nalezy oczywiscie wykazaé, ze wymienione operacje prowadza od liczb rze-
czywistych do liczb rzeczywistych oraz sprawdzi¢, ze operacje te maja znane ze
szkoty wtlasnosci, charakterystyczne dla dzialan arytmetycznych na liczbach rze-
czywistych. Mozna tez wykazaé, ze struktury:

(Qoa@D>®DaO(O)7O(1)> oraz (Q7@27®2701 1)

sa izomorficzne. Te fakty, wraz z przyjetymi wczesniej konwencjami upraszcza-
nia zapisow pozwalaja wreszcie nada¢ rozumny sens ciaggowi inkluzji znanemu z
edukacji szkolne;j:

NCZCQCR.

Rozumiemy teraz, ze inkluzje te oznacza¢ maja, ze kazda z kolejno rozwazanych
struktur mozna homomorficznie wlozy¢ w jej sasiadke z prawe;.
UWAGIL.

1. Zauwazmy, ze ze w myS$l definicji Dedekinda, kazda liczba rzeczywista jest
utozsamiana z pewnym (nieskoniczonym) zbiorem liczb wymiernych.

2. Pamigtajmy, ze definicja Dedekinda odwotuje si¢ do wtasnosci porzadko-
wych zbioru wszystkich liczb wymiernych.

3. Poniewaz zbiér Q° jest gesty w R, wigc migdzy kazdymi dwiema liczbami
rzeczywistymi (w szczeg6lnosci: miedzy kazdymi dwiema niewymiernymi
liczbami rzeczywistymi) znajduje si¢ liczba wymierna (a nawet nieskoncze-
nie wiele liczb wymiernych). Z kolei, migdzy kazdymi dwiema liczbami
wymiernymi znajduje si¢ co najmniej jedna liczba rzeczywista (a nawet nie-
skoficzenie wiele liczb rzeczywistych; w szczeg6lnosci, réwniez nieskofi-
czenie wiele liczb niewymiernych).
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2.6 Definicja Cantora

Definicja liczb rzeczywistych zaproponowana przez Georga Cantora odwoluje sig
do ciagéw liczb wymiernych, ktére zachowuja sig — méwiac bardzo metaforycznie
— w grzeczny sposob, ktérych wyrazy nie rozbiegaja si¢ szalericzo, oddalajac si¢
od siebie. To oczywiscie tylko zart.

Niech SEQ bedzie zbiorem wszystkich ciggow podstawowych liczb wymier-
nych, tj. zbiorem:

{f:f:N— Qoraz dlakazdej k € N istnieje my € N taka,

ze dla wszystkich m,n > myg zachodzi | f(n) — f(m)| < k%rl}

Na zbiorze SEQ okreslamy relacje ~3 wzorem:

f ~3 g wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdej k € N istnieje mg € N taka, ze dla
wszystkich n > mg zachodzi: |f(n) — f(m)| < k—il

Wtedy ~3 jest relacja rownowaznosci na SEQ, co nietrudno sprawdzi¢ ra-
chunkiem. Definiujemy zbiér wszystkich liczb rzeczywistych (w sensie Cantora):
R = SEQ/ 3.

Funkcja ¢3 : Q — R zdefiniowana wzorem ¢3(q) = [cq|~, (gdzie ¢, jest
ciagiem stale rownym q) jest iniekcja.

Definiujemy dzialania arytmetyczne w R:

1. [flrs @3 [9)rs = [f W glrs (dodawanie)
2. [flrs @3 [9)rs = [f ® g]ns (mnozenie)

gdzie dodawanie W i mnozenie ® funkcji (ze zbioru N w zbiér Q) rozumiane jest
nastgpujaco:

L (f¥g)(n) = f(n) ®29(n),dlan € N
2. (f®g)(n) = f(n) ©29(n),dlan €N.

Mozna udowodnié, ze wszystkie te definicje sa poprawne i ze adekwatnie okre-
Slaja dziatania arytmetyczne w R. Bedziemy jeszcze wracaé do tej charakterystyki
zbioru liczb rzeczywistych.

UWAGI.

1. Zauwazmy, ze w mys$l definicji Cantora, kazda liczba rzeczywista jest utoz-
samiana z pewnym zbiorem ciagéw liczb wymiernych.

2. Kazdy ciag podstawowy ma tg wlasnos¢é, ze poczawszy od pewnego miejsca,
jego kolejne wyrazy sa sobie dowolnie bliskie.

24



3. Okreslona wyzej relacja rownowaznosci migdzy ciaggami podstawowymi kaze
utozsamiaé ze sobg ciagi, ktérych odpowiednie wyrazy, poczawszy od pew-
nego miejsca, staja si¢ dowolnie bliskie sobie.

4. W dalszych wyktadach to wtasnie pojecie: byé dowolnie blisko bedzie od-
grywato bardzo istotna rolg.

Dodajmy jeszcze informacje, ktéra z pewnoscia wszystkich ucieszy: w dal-
szych wyktadach bgdziemy uzywali tego samego symbolu + dla operacji doda-
wania, za$§ symbolu - dla operacji mnozenia we wszystkich zbiorach liczbowych:
N, Z,Q, R, zgodnie z powszechnie przyjeta praktyka. Subtelnosci w oznaczeniach
operacji arytmetycznych definiowanych powyzej byty potrzebne dla ukazania istoty
przeprowadzanych konstrukcji. Prosze pamigtaé, ze jesli ,,rozmawiamy” z kom-
puterem (czyli z programem komputerowym), to trzeba Scisle przestrzegaé regut
sktadni uzywanego w takiej , konwersacji” jezyka i nie mozna tego samego sym-
bolu uzywac w r6znych znaczeniach. Nasza intelektualna wyzszo$¢ nad kompute-
rami przejawia si¢ m.in. w tym, Zze mozemy sobie pozwoli¢ na tego rodzaju §win-
stewka w notacji, holdujac wtasnemu lenistwu oraz Tradycji.

3 Kraty i algebry Boole’a: definicja algebraiczna

Omawiane na poprzednim wykladzie kraty oraz algebry Boole’a definiowaé mozna
na sposob algebraiczny, przez okreslenie stosownych operacji na ich elementach.
Przy tym, obie definicje (porzadkowa i algebraiczna sa zgodne: z kazdej z nich
mozna otrzymac pozostata).

W ujeciu algebraicznym, przez krate rozumiemy strukture (X, LI, 1) taka, ze
X # 0, zas L oraz ' sa dwuargumentowymi operacjami w X, spetniajacymi na-
stepujace warunki dla dowolnych z,y, z € X:

1. operacje LI oraz 'l sa taczne i przemienne;
2. U(N(,9),y) =y
3. N(U(z,y),y) =y

Jesli (X, L,M) jest krata, to dla dowolnych z,y € X zachodzi réwnowaz-
nos¢: M(z,y) = x wtedy i tylko wtedy, gdy U(x,y) = y. Wykorzystujac ten
fakt, mozna w kracie (XL, M) zdefiniowa¢ relacje porzadku czesciowego po-
przez operacje algebraiczne: = C y wtedy i tylko wtedy, gdy U(z,y) = y. Kresy
w tym porzadku wyznaczone sa przez operacje w kracie: inf{z,y} = M(x,y),
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sup{z,y} = U(z,y). Stuchacze domyslaja si¢ juz, ze takze wychodzac od defi-
nicji kraty w terminach porzadku czgsciowego (poprzedni wyktad) mozemy zdefi-
niowac operacje algebraiczne LI oraz [, otrzymujac krat¢ w sensie algebraicznym.
Jesli kazda z operacji LI oraz 1 jest rozdzielna wzglgdem pozostatej, to mé-
wimy, ze krata jest dystrybutywna.
Przez algebre Boole’a rozumiemy strukture (X, U, M, ©, 0, 1) taka, ze:

1. (X,U, M) jest krata dystrybutywna;

2. © jest operacja jednoargumentowa w X (operacja uzupetnienia), za$ 0 oraz
1 sa elementami zbioru X (odpowiednio: zero i jedynka algebry);

3. dla dowolnego elementu x € X zachodza réwnosci:
U(z,6(z)) =1 M(z,6(x)) = 0.
PRZYKLADY.

1. W zbiorze Nt mozemy okresli¢ strukturg kratowa, definiujac dla dowolnych
xz,y € Ny:

U(z,y) = najmniejsza wspdlna wielokrotno$¢ x oraz y
M(z,y) = najwigkszy wsp6lny dzielnik = oraz y.

2. Zbiér potggowy (X ) dowolnego zbioru X jest algebra Boole’a (a wigc
takze krata): zerem algebry jest zbior pusty (), jej jedynka jest zbiér X, a

operacjami U oraz M sa, odpowiednio, operacje sumy i iloczynu zbioréw.
Uzupehieniem elementu Y C X tej algebry jest dopetnienie Y/ = X — Y.

3. W dwuelementowym zbiorze {0, 1} wartosci logicznych okreslamy struk-
ture algebry Boole’a, definiujac:
Li(x,y) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy c =y = 0
M(x,y) = 1 wtedy i tylko wtedy, gdy z =y = 1
o(0)=1,6(1) =0.

Stuchacze z tatwosScia rozpoznaja w tych operacjach funkcje prawdziwo-
Sciowe, odpowiadajace, kolejno: alternatywie nieroztacznej, koniunkcji oraz
negacji.

4. Kazda algebra Boole’a jest izomorficzna z pewnym cialem zbioréw.
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Kraty, algebry Boole’a oraz inne rodzaje algebr (np. algebry Heytinga) maja
Sciste zwiazki z logikq matematyczna, o czym stuchacze przekonaja si¢ w trakcie
dalszych studiow.

UWAGA. Ze wzgledu na pewne nawyki, zwykle stosujemy notacj¢ infiksowq (Sym-
bol funkcji migdzy symbolami argumentéw) dla operacji w kratach, a wigc pi-
szemy:

1. z Uy zamiast L(z,y)
2. x My zamiast N(z,y)

3. w algebrach Boole’a dodatkowo: —z (albo np. z’) zamiast ©(x).

Uzywajac wyzej notacji prefiksowej (symbol funkcji przed symbolami argu-
mentéw) nie czyniliSmy tego zloSliwie, ale chcieliSmy oswoi¢ stuchaczy z prze-
chodzeniem od jednej notacji do drugiej. UmiejetnoS¢ operowania na symbolach
jest jedna z cech wyrézniajacych nasz gatunek od innych Stworzen. To dzigki niej
jestesmy zdolni tworzy¢ i rozumieé poezjg, malarstwo, matematyke. Postugiwa-
nie si¢ jezykiem wymaga bardzo zaawansowanych operacji na symbolach. Wbrew
niektérym potocznym mniemaniom, o wiele prostsze jest trafne przetwarzanie in-
formacji w jezykach sztucznych (logiki i matematyki) niz w jezykach etnicznych.
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DODATKI

Podobnie jak w poprzednim wyktadzie, ponizej zamieszczamy gar$¢ informa-
cji uzupetniajacych tematyke wyktadu. Czynimy to w przekonaniu, ze studenci ko-
gnitywistyki UAM juz od pierwszego roku studiéw sa uzaleznieni od ciekawosci
poznawczej. Jak sie¢ wydaje, jedyng terapia takiego uzaleznienia jest poglebianie
owego natogu.

4 Dodatek: inne rodzaje liczb

Liczby: naturalne, catkowite, wymierne, a nawet liczby rzeczywiste sa dos¢ dobrze
,oswojone” juz w edukacji szkolnej. We wspotczesnych zastosowaniach matema-
tyki (np. w fizyce) istotng rolg odgrywaja inne jeszcze rodzaje liczb. Byloby prze-
sadg omawianie bardziej skomplikowanych systeméw liczbowych w niniejszym
elementarnym ustugowym kursie matematyki. Zachgcamy jednak zainteresowa-
nych stuchaczy do poswigcenia jakiego§ wieczoru (powiedzmy, w mitym towa-
rzystwie kolezanki lub kolegi) na samodzielne znalezienie informacji o tego typu
strukturach.

4.1 Liczby zespolone

Pewne intuicje o tych liczbach zawiera plik z szczegétowym omdéwieniem tema-
tow wyktadéw, umieszczony na stronie wyktadéw. Dla wygody tych czytelnikéw,
ktérzy dotarli do tego miejsca tekstu przytaczamy nizej stosowny fragment.

Liczby zespolone mozna charakteryzowaé aksjomatycznie, mozna tez wpro-
wadzi¢ je na wiele innych sposobéw. Stosunkowo prosty jest sposéb podany przez
Hamiltona. W tej reprezentacji liczby zespolone traktowane sa jako pary liczb rze-
czywistych. Dziatania arytmetyczne dodawania @ oraz mnozenia ® zdefiniowane
sg nastgpujaco (poprzez operacje dodawania, odejmowania i mnozenia liczb rze-
czywistych):

1. (a,b) ® (¢,d) = (a+c,b+d)

2. (a,b)® (c,d)=(a-c—b-d,a-d+b-c).

Liczby rzeczywiste utozsamia¢ mozna z liczbami zespolonymi o postaci (a, 0).
Wprowadza si¢ oznaczenie i = (0,1). Wtedy i? = (0,1) ® (0,1) = (—1,0).
Liczby zespolone o postaci (a, b) zwyklo si¢ zapisywaé w formie a + b - 4.

W interpretacji geometrycznej przedstawia si¢ liczby zespolone na plaszczyz-
nie zespolonej. Narysujmy kartezjanski uktad wspoétrzednych. Na osi odcigtych

28



jednostka jest 1, na osi rzgdnych jednostka jest . Liczbg zespolong z = a + bi
interpretujemy jako punkt na tej ptaszczyznie o wspéirzednych (a,b). Potaczmy
odcinkiem punkt (a, b) z poczatkiem uktadu wspéirzednych (0, 0). Niech odcinek
ten tworzy z osia odcigtych kat ¢. Dtugos¢ tego odcinka wynosi 7 = va? + b2.
Liczbe t¢ nazywamy modutem liczby zespolonej z = a + bi i oznaczamy przez |z|.
Liczba sprzgzonq z liczba z = a + bi jest liczba z = a — b.

Jesli z = a + b, to a nazywamy czeScia rzeczywistq liczby z (oznaczang
przez Re(z)), za$ b jej czeScia urojonq (oznaczang przez I'm(z)). Zauwazmy, ze
dla z = a + bi, r = v a? + b? oraz p okreSlonego wyzej mamy:

z = r(cosp + isinp).

Jest to przedstawienie liczby zespolonej z we wspoétrzednych biegunowych.

Dodawanie oraz mnozenie liczb zespolonych przyjmuje szczegblnie prosta po-
staé w powyzszej geometrycznej interpretacji. By¢ moze bedziemy mieli okazje,
aby p6Zniej podaé szczegoly.

Zbioér wszystkich liczb zespolonych bedziemy oznaczaé przez C. Liczb zespo-
lonych nie jest tyle samo, co liczb naturalnych. Liczb zespolonych jest tyle samo,
co liczb rzeczywistych.

Zachodzi PODSTAWOWE TWIERDZENIE ALGEBRY: kazdy wielomian zespo-
lony (r6zny od statej) ma co najmniej jeden pierwiastek zespolony.

4.2 Kwaterniony

Za datg poczecia systemu kwaternionéw uznaje si¢ 16 paZdziernika 1843 roku —
dzieri, w ktéorym Wiliam Hamilton ustalit dla nich reguly mnozenia. Kwaterniony
mialy swoje chwile SwietnoSci — byty bardzo modnym tematem badan w wieku
XIX, potem staly si¢ na dtugi czas jedynie ciekawostka matematyczna. Obecnie
okazuje sig, ze to wtasnie algebra kwaternionéw, algebra oktoniondéw oraz pewne
inne do$¢ szczegdlne algebry maja istotne zastosowania w naukach empirycznych,
np. w fizyce, a takze w sztuce.

Pytanie o mozliwe uogélnienia znanych ciat liczb rzeczywistych R oraz liczb
zespolonych C jest catkiem naturalne. Jedna z reprezentacji liczb zespolonych jest
traktowanie ich jako par (a, b-7), gdzie a oraz b sa liczbami rzeczywistymi, zas i jest
jednostka urojona (dla pelnej symetrii mogliby$my pisac te pary w postaci (a1, b-
1)). Dobrze okreslone sa na tak rozumianych liczbach zespolonych podstawowe
dziatania arytmetyczne. Nasuwa si¢ zatem pytanie: czy mozna odpowiedniki tych
podstawowych dziatan okresli¢ takze dla trdjek, czwdrek, itd. liczb rzeczywistych
— ogdlnie, dla dowolnych n-tek liczb rzeczywistych, w taki sposéb, aby otrzymana
struktura algebraiczna miata pozadane wtasnosci.
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Wspblczesnie rozumiemy kwaterniony jako czterowymiarowa przestrzen wek-
torowa nad ciatem liczb rzeczywistych. Dla kwaterniondw okreslone sg zatem: ich
dodawanie, mnozenie przez skalar oraz mnozenie. Pierwsze dwie z tych operacji
definiujemy tak, jak zwykle robi si¢ to w wielowymiarowych przestrzeniach wek-
torowych. Natomiast mnozenie kwaternionéw jest w petni okreslone, gdy podamy
tabliczke mnozenia dla wektoréw bazy przestrzeni H. Tradycyjnie wektory bazy
oznaczamy przez 1, ¢, j, k. Mnozenie jest jednoznacznie wyznaczone przez rowna-
nia:

2= 2 =k =ijk=—1.

Oczywiscie mozna tez okresli¢ mnozenie stosowna tabelka:

1]k
11 i | j |k
ili|—1] k | —j
il i =k =1] i
kl k| j | —i| -1

Myslimy o kwaternionach takze jako o czterowymiarowej unormowanej alge-
brze z dzieleniem nad liczbami rzeczywistymi. Uzywa si¢ tez terminu pierscier
7 dzieleniem, dla oznaczenia struktury, ktéra spetnia wszystkie aksjomaty ciata,
z wyjatkiem przemienno$ci mnozenia. Takim pierScieniem z dzieleniem jest tez,
oprocz H, takze struktura okreslona tak samo jak H, przy czym zastgpujemy w jej
definicji liczby rzeczywiste liczbami wymiernymi.

Kwaterniony zapisuje si¢ w r6znych notacjach, np.:

1. (a,bi,cj,dk)lub (a+bi+cj+dk), gdzie a, b, ¢, d sa liczbami rzeczywistymi

2. (r, ), gdzie r jest liczba rzeczywista, a v wektorem (ktéry utozsamiamy
z trojka liczb rzeczywistych)

Jesli wektory bazy przedstawimy w postaci:

a)

g

0
1
701

0

)

T, .
Il
™
[ R )
= o O
S e —

) ) ’

to dodajemy kwaterniony dodajac ich wspétrzedne, mnozymy przez skalar mnozac
przezen wspotrzedne, natomiast mnozenie kwaternionéw podaje wzor:
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(a1b101d1>(a2b202d2) =
(a1ag — biby — c1ca — dida,
a1by + brag + c1da — dyca,
ajca — bids + crag + diba,
airds + bica — c1ba + dias).

Jesli (a + bi + ¢j + dk) jest dowolnym kwaternionem, to liczbg rzeczywista a
nazywamy jego czescig skalarna, a (bi + ¢j + dk) jego czescia wektorows.

Mnozenie kwaterniondéw zapisanych w notacji wektorowej okreslone jest wzo-
rem:

(7’1,71)(7’2,72) = (7’17”2 — 71 . 72,7’172 + 7’271 + 71 X 72),

gdzie 71 : 72 jest iloczynem skalarnym wektoréw 71 oraz 72, natomiast 71 X
U5 jest ich iloczynem wektorowym. Jesli mianowicie ¥y = (b1, c1,d;) oraz
72 = (bg, ca, dg), to:

1. W1 Uy =biby + crca + dids

i 5 k
2. 71 X 72 = bl C1 dl
by co do

Kwaternionem sprz¢zonym do kwaternionu ¢ = a + bi + ¢j + dk nazywamy
kwaternion ¢* = a — bi — cj — dk. W zbiorze kwaternionéw wprowadza si¢ norme:

llql] = v/aq*.

Jest to norma multiplikatywna, czyli ||pq|| = ||p||||¢||- Wprost z tej definicji wy-
nika, ze:

lla + bi + ¢j + dk|| = Va2 + b2 + ¢ + d2.
Norma stuzyé moze do wprowadzenia w H odlegtosci:
d(p,q) = [lp —4qll.

Kwaterniony jednostkowe to te, ktérych norma réwna jest 1. Mozemy je przedsta-
wiaé takze w postaci wyktadnicze;j:

a®

e*V = (cosa, sina ).

Nie miejsce tutaj na zaglebianie si¢ w szczegoéty dotyczace kwaterniondw. Ty-
tutem przyktadu wspomnimy jedynie kilka ich waznych wtasnosci:
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. Zbior{1,—1,i,—1,j,—7j, k, —k} (wraz z operacja mnozenia kwaternionw)
tworzy grupe, tradycyjnie oznaczang przez (Js.

. Kwaterniony jednostkowe tworza sfere S® w przestrzeni czterowymiarowe;j.

. Kwaterniony zwiazane sa z obrotami w przestrzeni tréjwymiarowej. Doktad-
niej, kwaterniony jednostkowe odwzorowaé¢ mozna na elementy grupy SO>
obrotéw w przestrzeni tréjwymiarowej. Kazdemu kwaternionowi g przy-
piszmy mianowicie obrét T, wedlug wzoru:

T, (z) = qzq™ "

Wtedy zachodza m.in. nastgpujace fakty:

(a) Przeksztalcenie Tj, jest obrotem w tréjwymiarowej przestrzeni kwater-
nionéw urojonych.

(b) Jesli kwaternion ¢ wyrazimy w postaci wyktadniczej 60‘7, to 17 jest
obrotem o kat 2 wokot osi .

. Kwaterniony jednostkowe nazywane bywaja wersorami. Kazdy wersor jest

zatem postaci:

e =cosa+ rsina,

przy czym r2 = —1 oraz o € [0, 7). Kazdemu kwaternionowi q odpowiada
pewien wersor §:
. q
9=
lqll

Uzywa si¢ tez oznaczenia Uq zamiast g.

Wspblczesne zastosowania kwaterniondw sa wielce réznorodne, zar6wno w
samej matematyce, jak tez w naukach empirycznych oraz technice i sztuce (w
szczegblnosci, w grafice komputerowej).

% 3k 3k

Istnieje bardzo wiele innych jeszcze rodzajéw liczb, z ktérych niektére maja

niezwykle istotne zastosowania w nauce, w sztuce, w refleksji nad Zyciem. Propo-
nujemy ewentualnie zainteresowanym stuchaczom samodzielnie poszukaé infor-
macji np. o liczbach p-adycznych oraz hiperrzeczywistych. JesteSmy przekonani,
ze w kazde z tych poszukiwan dostarczy naprawde frapujacej Przygody Poznaw-
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5 Dodatek: grupy, pierScienie, ciala, przestrzenie liniowe

Swiat struktur relacyjnych i algebr jest niezmiernie bogaty. Podajemy definicje
kilku najwazniejszych rodzajow struktur algebraicznych, wraz z prostymi przy-
ktadami.

5.1 Grupy

Algebre (A, o) z dziataniem dwuargumentowym o nazywamy grupq, gdy:
1. ojest taczne
2. o ma element neutralny

3. dla kazdego elementu = € A istnieje element odwrotny 2!

lania o.

wzgledem dzia-

Jesli o jest przemienne, to grupe (A, o) nazywamy przemienng (abelowq).
PRZYKLADY.

1. Wszystkie bijekcje zbioru A na A tworza grupe, ze zlozeniem odwzoro-
wan jako dzialaniem grupowym. Wtedy elementem neutralnym jest bijekcja
identycznoSciowa, a elementem odwrotnym do danego elementu jest bijek-
cja do niego odwrotna.

2. Wszystkie izometrie plaszczyzny tworza grupg. Operacja grupowa jest skla-
danie przeksztatcen.

3. Liczby rzeczywiste z operacja dodawania tworza grup¢. Podobnie, liczby
wymierne (lub catkowite) z operacja dodawania tworza grupg. Liczby natu-
ralne z operacja dodawania nie tworza grupy (gdyz nie dla kazdego elementu
istnieje element odwrotny).

5.2 PierScienie

Algebre (A, @, ®) nazywamy pierscieniem, gdy @ oraz ® sa dziataniami dwuar-
gumentowymi takimi, ze:

o (A, @) jest grupa abelowa
e X jest laczne

e ® jest lewo- oraz prawostronnie rozdzielne wzgledem 6.
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Jesli ® ma element neutralny, to pierScieri (A, ®, ®) nazywamy pierscieniem
z jednosciq.

Mowimy, ze element x pierScienia (A, @, ®) jest dzielnikiem zera, gdy istnieje
y € Ataki, ze x ® y = 0, gdzie 0 jest elementem neutralnym wzglgdem &.

PierScienie z przemiennym mnozeniem, z jednoscia oraz bez dzielnikéw zera
nazywamy dziedzinami catkowitosci.
PRZYKLADY.

1. Przyktadem pierscienia (z jedno$cia, bez dzielnikdw zera, z przemiennym
mnozeniem) jest zbidr Z wszystkich liczb catkowitych ze ,,zwyktym” doda-
waniem oraz mnozeniem. Jest to zatem dziedzina catkowitosci.

2. Wszystkie wielomiany o wspétczynnikach rzeczywistych tworza pierscien.
Operacjami sa tu: dodawanie i mnozenie wielomianéw.

3. Rozwazmy zbiér R x R wraz z operacjami dodawania & i mnozenia ® par
liczb:

(a,b) ® (¢,d) = (a+¢,b+d)
(a,b) ® (¢,d) = (a-b,c-d)

Wtedy (R x R, @, ®) jest pierScieniem, w ktérym mnozenie jest przemienne,
elementem neutralnym dodawania jest para (0,0), jednoscia jest para (1, 1). Ist-
nieja w nim dzielniki zera, poniewaz mamy np.: (1,0) ® (0,1) = (0, 0). Ta struk-
tura nie jest zatem dziedzing catkowitoSci.

5.3 Ciala

Algebre (A, @, ®), gdzie A ma co najmniej 2 elementy, nazywamy ciatem, gdy &
oraz ® sa dziataniami dwuargumentowymi takimi, ze:

1. (A, ®) jest grupa abelowa z elementem neutralnym O
2. ® jest taczne i przemienne
3. ® ma element neutralny 1

4. dla kazdego x # O istnieje y taki, ze y jest elementem odwrotnym dla z
wzgledem dziatania ®

5. ® jestrozdzielne wzgledem &.
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Najmniejsza liczbg n taka, ze n ® 1 = 0 nazywamy charakterystykq ciata
(A, @, ®). Jezeli nie istnieje n taka, ze n ® 1 = 0, to méwimy, ze ciato (A, B, ®)
ma charakterystyke 0.

PRZYKLADY.

1.

5.4

Liczby wymierne ze ,,zwyklym” dodawaniem i mnozeniem, liczby rzeczy-
wiste ze ,,zwyktym” dodawaniem i mnozeniem tworzg ciata (charakterystyki
0). Sa to ciata, w ktorych porzadek jest zgodny z dziataniami arytmetycz-
nymi.

. Ciatem jest zbiér A wszystkich liczb algebraicznych z operacjami dodawa-

nia i mnozenia.

. Zbioér C wszystkich liczb zespolonych, ze stosownie okreslonymi (zob. plik

ze szczegétowym omowieniem planu wykladéw, umieszczony na stronie
wyktadow) dziataniami dodawania i mnozenia jest ciatem (charakterystyki
0). W ciele C nie mozna okresli¢ porzadku, ktéry bylby zgodny z dziata-
niami arytmetycznymi.

. Ciatem jest zbiér wszystkich liczb o postaci a + b - /2, gdzie a, b € R.

. Dla dowolnej liczby pierwszej p ciatem skoficzonym (charakterystyki p) jest

zbidr wszystkich klas abstrakcji relacji przystawania liczb naturalnych mo-
dulo p.

Przestrzenie liniowe

Przestrzeniq liniowq (przestrzeniq wektorowq) nad ciatem S = (S, ®, ®) (cia-
tem skalaréw) nazywamy strukture o niepustym uniwersum X oraz dwoma dzia-
taniami: dodawaniem H elementéw zbioru X (czyli: dodawaniem wektoréw) oraz
mnozeniem X elementéw zbioru X przez elementy ciata S (czyli: mnozeniem
wektora przez skalar), gdy spetnione sa nastgpujace warunki:

1.

2.

dodawanie wektorow H jest faczne i przemienne

istnieje element neutralny 6 dodawania H (wektor zerowy)

. dla kazdego = € X istnieje element przeciwny (odwrotny wzgledem doda-

wania) Hx

zachodza prawa rozdzielnoséci — dla dowolnych wektoréw x,y € X oraz
skalara a € S:
(zBy)Ka=(zXa)B (yXa)
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aXR(zBy)=(aXz)B(aXy)

5. zachodzi prawo acznosci — dla dowolnego wektora x € X oraz skalaréw
a,bes:
aX (bXz)=(a®b) Xz

6. dla dowolnego wektora z € X zachodzi 1 Xz = z, gdzie 1 jest elementem
neutralnym mnozenia w ciele S.

W zastosowaniach rozwaza si¢ przestrzenie wektorowe nad réznego rodzaju
ciatami.

W niektorych przestrzeniach liniowych okresli¢ mozna pojecie odlegtosci, opie-
rajac si¢ na pojeciu normy wektora.

Niech X = (X, H, X, 0) bedzie przestrzenia wektorowa nad ciatem liczb rze-
czywistych R. Normq w przestrzeni X nazywamy odwzorowanie X w R, ktére
przyporzadkowuje kazdemu wektorowi x € X liczbe || z ||€ R, przy czym spel-
nione sa nastgpujace warunki:

1. || z ||> 0 dla kazdego x € X
2. || = ||= 0 wtedy i tylko wtedy, gdy = = 6
3olzByl<lzl+ [yl dazyeX

4. a- ||z ||=|a|® || x || dlaz € X oraz a € R.

Pare (X, || ||) nazywamy przestrzeniq (liniowq) unormowang. Odlegtos¢ mie-
dzy wektorami x oraz y przestrzeni unormowanej mozna wtedy zdefiniowaé jako
| 2By .

PRZYKLADY.

1. Kazde ciatlo K mozna uwazaé za przestrzen liniowa nad cialem K ujmowa-
nym jako ciato skalaréw.

2. Kazdy zbiér R™ (n > 1) tworzy przestrzen liniowa nad ciatem liczb rzeczy-
wistych R.

3. Jesli X jest dowolnym zbiorem, a V przestrzenia liniowa nad ciatem liczb
rzeczywistych R, to przestrzenia liniowa jest tez zbidr wszystkich funkcji z
X w 'V, gdzie dodawanie H funkcji oraz mnozenie X funkcji przez skalar
okreSlone sa nastgpujaco:

@ (fBg)(x)= f(x)+g(z)
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(b) a® f(z) =a- f(z).

4. Zbiér wszystkich macierzy o m wierszach oraz n kolumnach tworzy prze-

strzen liniowa. Operacja dodawania jest tu dodawaniem macierzy: jesli A =
[aij], B = [bij], to AB B = [a;j + b;;]. Mnozenie X macierzy przez ska-
lar polega na mnozeniu kazdego elementu macierzy przez ten skalar: jesli
A=a;jl,tox A=z a;],dlaz R

6 Zacheta do refleksji

1.

Wszyscy znamy réznego rodzaju parkietaze: pokrycia plaszczyzny wieloka-
tami — np. tréjkatami rownobocznymi, kwadratami, szesciobokami forem-
nymi. Znamy tez réznego rodzaju mozaiki pokrywajace ptaszczyzng. Mozna
zastanawiac sig, jakie w ogdlnosci sa mozliwosci pokrycia ptaszczyzny wie-
lokatami, by¢ moze réznych rodzajéw. Czy mozliwe jest nieokresowe po-
krycie ptaszczyzny za pomoca wielokatéw np. dwéch rodzajéw?

Sktadanie obrotéw na ptaszczyznie jest przemienne. Czy przemienne jest
sktadanie obrotéw w przestrzeni tréjwymiarowe;j?

Zakresy pojec sa zbiorami, a wigc mozna na nich wykonywac operacje bo-
olowskie. Jaka strukturg tworzy zestaw wszystkich zakresow pojeé rzeczy-
wiscie uzywanych w danym jezyku?

Czy oprdcz grup, piericieni, cial, przestrzeni liniowych istnieja inne wazne
struktury matematyczne?

7 Podsumowanie

To, co nalezy zapamigtac z niniejszego wyktadu:

1.

Struktura relacyjna, algebra, podstruktura, struktura ilorazowa.

. Homomorfizm, izomorfizm.
. Kongruencja.
. System liczb rzeczywistych: definicja Dedekinda i definicja Cantora.

. Kraty i algebry Boole’a.
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