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Wst¦p

Cele prezentacji

Prezentacje zamieszczane na stronie wykªadów stanowi¡ jedynie pomoc

dydaktyczn¡ podczas samego wykªadu.

Szerzej ka»dy z tematów omawiany jest w plikach, zawieraj¡cych

kolejne rozdziaªy podr¦cznika, równie» dost¦pnych na stronie

wykªadów.

Na wykªadzie podawane b¦d¡ liczne przykªady, wspieraj¡ce rozumienie

wprowadzonych poj¦¢ oraz metod.

Na ko«cu ka»dej prezentacji znajduje si¦ ZZZ, czyli lista tego, co

nale»y Zapami¦ta¢-Ze-Zrozumieniem.
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Zbiory

Podstawy matematyki

Teoria zbiorów, zwana te» po polsku teori¡ mnogo±ci (ang.: set theory,
niem.: Mengenlehre) jest uwa»ana za teori¦, na której bazowa¢ mo»e

caªo±¢ matematyki.

Teoria mnogo±ci ma dwa poj¦cia pierwotne, czyli takie, których si¦ nie

de�niuje, a jedynie charakteryzuje przez przyjmowane w teorii

aksjomaty. S¡ to poj¦cia: zbioru oraz relacji bycia elementem lub

inaczej nale»enia (elementu do zbioru).

Zbiory rozumiemy w sensie dystrybutywnym, jako caªo±ci zªo»one z

pewnych elementów. Elementy zbioru nie s¡ jego cz¦±ciami. Ka»dy

zbiór jest wyznaczony przez ogóª tworz¡cych go elementów, przy czym

uj¦cie tych elementów w jedn¡ caªo±¢ abstrahuje od jako±ci tych

elementów oraz ich uporz¡dkowania.
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Metody tworzenia zbiorów

Notacja

Je±li przedmiot x jest elementem zbioru X , to piszemy x ∈ X . W

przeciwnym przypadku piszemy x /∈ X . Je±li x ∈ X , to mówimy, »e x
nale»y do X . Je±li x /∈ X , to mówimy, »e x nie nale»y do X . Dwie proste

metody tworzenia zbiorów to:

Wyliczenie w sposób wyra¹ny wszystkich elementów zbioru. Zbiór
zªo»ony z przedmiotów x1, x2, . . . , xn oznaczamy przez

{x1, x2, . . . , xn}. Kolejno±¢ wyliczenia elementów zbioru nie ma

znaczenia. Np. zbiór zªo»ony z elementów 1, 2, 3 to zbiór {1, 2, 3}.
To ten sam zbiór co zbiór {2, 3, 1}.
Podanie wªasno±ci, która przysªuguje wszystkim elementom zebranym

w jeden zbiór. Zbiór zªo»ony z elementów posiadaj¡cych wªasno±¢ W
oznaczamy przez {x : x ma wªasno±¢ W }. Np. zbiór wszystkich liczb

parzystych to zbiór zªo»ony ze wszystkich liczb, które s¡ podzielne bez

reszty przez liczb¦ 2.
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Metody tworzenia zbiorów

Uwaga: nie ka»da wªasno±¢ wyznacza zbiór!

Rozwa»my wªasno±¢: �nie by¢ swoim elementem�.

1 Niech z = {x : x /∈ x}.
2 Pytamy: czy z ∈ z? Je±li tak, to z powinien speªnia¢ warunek

de�nicyjny, czyli powinno by¢: z /∈ z .
3 Pytamy: czy z /∈ z? Je±li tak, to z powinien speªnia¢ zaprzeczenie

warunku de�nicyjnego, czyli powinno by¢ tak, »e nie zachodzi z /∈ z .
Skoro tak (podwójna negacja), to z ∈ z .

4 Otrzymali±my wi¦c kªopotliwy wynik: jednocze±nie z ∈ z oraz z /∈ z .
5 Oznacza to, »e wªasno±¢ �nie by¢ swoim elementem� nie nadaje si¦ na

wªasno±¢ de�niuj¡c¡ dobrze okre±lony zbiór.

Unikamy puªapek tego rodzaju, precyzuj¡c z góry uniwersum, z którego

wyró»niamy zbiory przedmiotów, maj¡cych pewne wªasno±ci.
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Metody tworzenia zbiorów

Uniwersum rozwa»a«. Zbiór pusty

Niech U b¦dzie zbiorem. Zbiór (wszystkich) elementów zbioru U, które
speªniaj¡ warunek ϕ(x) oznaczamy przez {x ∈ U : ϕ(x)}. Warunek ϕ(x)
okre±la wi¦c jak¡± wªasno±¢ przedmiotów, b¦d¡cych elementami zbioru U,
która pozwala wyodr¦bni¢ z U ogóª przedmiotów maj¡cych t¦ wªasno±¢.

Niech np. U = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10}.
Wtedy {x ∈ U : x jest liczb¡ parzyst¡} = {2, 4, 6, 8, 10}.
Zbiór pusty ∅ to zbiór, który nie ma »adnego elementu. Istnieje

dokªadnie jeden zbiór pusty, co za chwil¦ udowodnimy.

Ka»dy zbiór zªo»ony z jednego tylko elementu nazywamy singletonem.
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Metody tworzenia zbiorów

Równo±¢ i zawieranie

Zbiór X jest identyczny ze zbiorem Y wtedy i tylko wtedy, gdy X oraz Y
posiadaj¡ dokªadnie te same elementy. Piszemy wtedy X = Y . W

przeciwnym przypadku piszemy X 6= Y .

X = Y wtedy i tylko wtedy, gdy:

dla ka»dego x , je±li x ∈ X , to x ∈ Y oraz

dla ka»dego x , je±li x ∈ Y , to x ∈ X .

Zbiór X jest zawarty w zbiorze Y , gdy ka»dy element zbioru X jest

elementem zbioru Y . Piszemy wtedy X ⊆ Y i mówimy, »e X jest

podzbiorem Y .

Je±li X ⊆ Y oraz X 6= Y , to piszemy X ⊂ Y i mówimy, »e X jest

podzbiorem wªa±ciwym Y . Relacj¦ ⊆ nazywamy inkluzj¡, a ⊂ inkluzj¡
wªa±ciw¡.
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Metody tworzenia zbiorów

Rodziny zbiorów

Zbiór wszystkich podzbiorów zbioru X oznaczamy przez ℘(X ) (czasami

tak»e przez: 2X ). Zbiór ℘(X ) nazywamy zbiorem pot¦gowym zbioru X .

Elementami zbiorów mog¡ by¢ inne zbiory. Je±li X jest zbiorem,

którego elementami s¡ zbiory, to mówimy czasem, »e X jest rodzin¡
zbiorów.

℘({1, 2, 3}) = {∅, {1}, {2}, {3}, {1, 2}, {1, 3}, {2, 3}, {1, 2, 3}}.
℘(∅) = {∅}.
℘({a}) = {∅, {a}}.
Je±li zbiór X ma n elementów, to jego zbiór pot¦gowy ℘(X ) ma 2n

elementów. Czy potra�sz to udowodni¢?
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Metody tworzenia zbiorów

Kilka wa»nych zbiorów liczbowych

W szkole omawiano ró»ne rodzaje liczb. W kilku pierwszych wykªadach

b¦dziemy zakªadali, »e sªuchaczom wystarcza skromna intuicyjna wiedza o

wybranych rodzajach liczb. Precyzyjne de�nicje wymienionych ni»ej

zbiorów liczb zostan¡ podane nieco pó¹niej:

Zbiór N wszystkich liczb naturalnych.

Zbiór Z wszystkich liczb caªkowitych.

Zbiór Q wszystkich liczb wymiernych.

Zbiór R wszystkich liczb rzeczywistych.

Zbiór C wszystkich liczb zespolonych.

Zbiór A wszystkich liczb algebraicznych.

Zbiór P wszystkich liczb pierwszych.
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Operacje na zbiorach

Para uporz¡dkowana

Zbiór {x , y} nazywamy par¡ nieuporz¡dkowan¡ zªo»on¡ z x oraz y .
Zauwa»my, »e {x , y} jest tym samym zbiorem co zbiór {y , x}.
Niech (x , y) oznacza zbiór {{x}, {x , y}}. Wtedy (x , y) nazywamy par¡
uporz¡dkowan¡ o elemencie pierwszym x oraz elemencie drugim y . Innym
cz¦sto u»ywanym oznaczeniem pary uporz¡dkowanej o elemencie pierwszym

x oraz elemencie drugim y jest: 〈x , y〉.

(23, 7) = (8, 7).

(Jerzy, Je») 6= (Je», Jerzy).

(a, a) = {{a}, {a, a}} = {{a}, {a}} = {{a}}.

Przyj¦cie takiej de�nicji umo»liwia ªatwy dowód tego, »e: (x , y) = (u, v)
dokªadnie wtedy, gdy x = u oraz y = v . Zachodzi mianowicie:
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Operacje na zbiorach

Twierdzenie. Dla dowolnych x , y , u, v : {{x}, {x , y}} = {{u}, {u, v}}
wtedy i tylko wtedy, gdy x = u oraz y = v .
Dowód. Aby dowie±¢ tej równowa»no±ci, musimy pokaza¢, »e:

1 Je±li {{x}, {x , y}} = {{u}, {u, v}}, to x = u oraz y = v .
2 Je±li x = u oraz y = v , to {{x}, {x , y}} = {{u}, {u, v}}.

Drugi z tych warunków jest oczywisty. Dla dowodu pierwszego z nich,

zaªó»my, »e zachodzi {{x}, {x , y}} = {{u}, {u, v}}. Musimy pokaza¢, »e

wtedy x = u oraz y = v . Rozwa»y¢ nale»y dwa przypadki:

Przypadek 1. x = y . Wtedy {{x}, {x , y}} = {{x}}. Z tego wynika,

»e {u, v} ∈ {{x}}, a wi¦c u = v = x = y .

Przypadek 2. x 6= y . Mamy: {u} ∈ {{x}, {x , y}}. Poniewa» x 6= y ,
wi¦c {u} 6= {x , y}. A zatem {u} = {x}, czyli u = x . Dalej, mamy:

{x , y} ∈ {{u}, {u, v}}. Poniewa» x 6= y , wi¦c {x , y} = {u, v}. Skoro
x 6= y oraz u = x , to y = v .
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Operacje na zbiorach

Proste operacje na zbiorach

Niech X oraz Y b¦d¡ podzbiorami uniwersum U. De�niujemy operacje:

X ∩ Y = {x ∈ U : x ∈ X oraz x ∈ Y }
(przekrój (iloczyn, cz¦±¢ wspólna) X i Y )

X ∪ Y = {x ∈ U : x ∈ X lub x ∈ Y }
(suma X i Y )

X − Y = {x ∈ U : x ∈ X oraz x /∈ Y }
(ró»nica X i Y ; inne oznaczenie: X \ Y )

X ′ = {x ∈ U : x /∈ X}
(dopeªnienie X ; inne oznaczenie: −X )

X ÷ Y = (X ∪ Y )− (X ∩ Y )
(ró»nica symetryczna X i Y )

X × Y = {(x , y) : x ∈ X oraz y ∈ Y }
(produkt (iloczyn) kartezja«ski X i Y ).
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Operacje na zbiorach

Przykªady

Je±li X ∩ Y = ∅, to mówimy, »e zbiory X oraz Y s¡ rozª¡czne. Rozª¡czne
s¡ np. zbiory: {1, 2, 3} oraz {4, 5, 6}. Nie s¡ rozª¡czne np. zbiory: {1, 2, 3}
oraz {3, 4, 5, 6}

Niech X = {1, 2, 3, 4, 5} oraz Y = {1, 3, 5, 7} b¦d¡ podzbiorami uniwersum

U = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}. Wtedy:

X ∪ Y = {1, 2, 3, 4, 5, 7}
X ∩ Y = {1, 3, 5}
X − Y = {2, 4}
Y − X = {7}
X ′ = {6, 7, 8, 9} = U − X

Y ′ = {2, 4, 6, 8, 9} = U − Y

X ÷ Y = {2, 4, 7} = Y ÷ X
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Operacje na zbiorach

Przykªady

Niech X = {a, b, c, d , e, f , g , h} oraz Y = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}. Wtedy

X × Y jest zbiorem wszystkich par (x , y) takich, »e x jest jednym z

elementów zbioru {a, b, c , d , e, f , g , h}, za± y jest jednym z elementów

zbioru {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}. Ile jest takich par?

{(x , y) ∈ R× R : x ∈ Z oraz y ∈ N}
{(x , y) ∈ R× R : y = x2}
{(x , y) ∈ R× R : x2 + y2 = 1}
{(x , y) ∈ R× R : x2 + y2 > π}
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Wizualizacje

Diagramy Venna

Jest wiele metod gra�cznej reprezentacji zbiorów, zale»no±ci mi¦dzy

zbiorami oraz operacji na zbiorach. Najbardziej popularn¡ jest metoda

diagramów Venna.
Diagramy Venna (dla ustalonej liczby podzbiorów pewnego uniwersum)

rysujemy w ten sposób, »e:

Zaznaczamy uniwersum (np. w postaci prostok¡ta).

Wewn¡trz tego prostok¡ta zaznaczamy wszystkie rozwa»ane zbiory

(np. w postaci, kóª, elips, lub innych ªadnych ksztaªtów), w ten

sposób, aby uzyska¢ wszystkie mo»liwe przeci¦cia (cz¦±ci wspólne)

rozwa»anych �gur.
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Wizualizacje

Diagram Venna dla dwóch zbiorów

Diagram Venna dla dwóch podzbiorów ustalonego uniwersum wygl¡da tak:

'

&

$

%
&%
'$

&%
'$X Y

Taka reprezentacja geometryczna pozwala na interpretowanie wyników

operacji sumy, iloczynu, ró»nicy, ró»nicy symetrycznej, dopeªnienia:
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Wizualizacje

Reprezentacja operacji

zbiór X ∪ Y jest reprezentowany przez sum¦ obszarów

reprezentuj¡cych X oraz Y ;

zbiór X ∩ Y jest reprezentowany przez cz¦±¢ wspóln¡ obszarów

reprezentuj¡cych X oraz Y ;

zbiór X − Y jest reprezentowany przez t¦ cz¦±¢ obszaru

reprezentuj¡cego X , która jest poza obszarem reprezentuj¡cym Y ;

zbiór X ÷ Y jest reprezentowany przez sum¦ tych cz¦±ci obszarów

reprezentuj¡cych X oraz Y , która le»y poza cz¦±ci¡ wspóln¡ tych

obszarów;

zbiór X ′ jest reprezentowany przez obszar dopeªniaj¡cy do peªnego

uniwersum obszaru reprezentowanego przez X .

Warunki prawdziwo±ci zda« stwierdzaj¡cych zachodzenie pewnych relacji

mi¦dzy zbiorami reprezentowa¢ mo»na na diagramach (znak �+� stawiamy

w obszarze niepustym, a ��� w obszarze pustym):
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Wizualizacje

Wszystkie X s¡ Y

'

&

$

%
&%
'$

&%
'$

−

X Y

Wszystkie X s¡ Y , czyli X ⊆ Y , lub, równowa»nie, X − Y = ∅. Wyra»enie

Wszystkie X s¡ Y oznacza oczywi±cie, »e ka»dy element zbioru X jest

elementem zbioru Y .
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Wizualizacje

�aden X nie jest Y

'

&

$

%
&%
'$

&%
'$
−

X Y

�aden X nie jest Y , czyli X ∩ Y = ∅. Wyra»enie �aden X nie jest Y
oznacza oczywi±cie, »e »aden element zbioru X nie jest elementem zbioru

Y .
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Wizualizacje

Niektóre X s¡ Y

'

&

$

%
&%
'$

&%
'$
+

X Y

Niektóre X s¡ Y , czyli X ∩ Y 6= ∅. Wyra»enie Niektóre X s¡ Y oznacza

oczywi±cie, »e co najmniej jeden element zbioru X jest elementem zbioru Y .
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Wizualizacje

Nie wszystkie X s¡ Y

'

&

$

%
&%
'$

&%
'$

+

X Y

Nie wszystkie X s¡ Y (Pewien X nie jest Y ), czyli X − Y 6= ∅. Wyra»enie

Nie wszystkie X s¡ Y oznacza oczywi±cie, »e pewien element zbioru X nie

jest elementem zbioru Y .
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Wizualizacje

Diagramów Venna mo»na u»ywa¢ tak»e dla zaznaczania zachodzenia

pewnych relacji mi¦dzy dowoln¡ liczb¡ zbiorów. Dla trzech zbiorów

diagram Venna wygl¡da tak:

'

&

$

%
&%
'$

&%
'$

&%
'$

X

Y

Z

Jest pewien kªopot z zaznaczaniem niepusto±ci sumy obszarów na

diagramach Venna: w takim przypadku np. stawiamy znak �+� na granicy

tych obszarów lub rysujemy kreseczk¦ przecinaj¡c¡ granic¦ tych obszarów.
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Wizualizacje Przykªad

Uczciwi, inteligentni, sympatyczni

Co najmniej jeden uczciwy jest sympatyczny. Nie wszyscy s¡ uczciwi.
Ka»dy jest uczciwy lub inteligentny lub sympatyczny. Wszyscy inteligentni
s¡ uczciwi lub sympatyczni. Wszyscy uczciwi inteligentni s¡ sympatyczni.
Wszyscy sympatyczni s¡ uczciwi lub inteligentni. �aden uczciwy
sympatyczny nie jest inteligentny.

Czy z poni»szych przesªanek wynika logicznie jaki± wniosek dotycz¡cy

zale»no±ci mi¦dzy inteligentnymi a sympatycznymi?

Ponadto: co mo»na powiedzie¢ o uczciwych, którzy nie s¡ sympatyczni

(o ile poni»sze przesªanki s¡ prawdziwe)?
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Wizualizacje Przykªad

Rozwa»anym uniwersum jest tu domy±lnie zbiór wszystkich ludzi.

Wprowad¹my oznaczenia:

H � zbiór uczciwych

I � zbiór inteligentnych

S � zbiór sympatycznych.

Rozwa»ane przesªanki maj¡ nast¦puj¡ce schematy:

1 H ∩ S 6= ∅
2 H ′ 6= ∅
3 (H ∪ I ∪ S)′ = ∅
4 I ⊆ (H ∪ S)
5 (H ∩ I ) ⊆ S
6 S ⊆ (H ∪ I )
7 I ∩ (H ∩ S) = ∅.
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Wizualizacje Przykªad

Wa»ne: najpierw minusy, potem plusy

Zaznaczaj¡c na diagramie Venna tre±¢ powy»szych warunków, najpierw

ustalamy, które obszary s¡ puste (co stwierdzaj¡ warunki: 3, 4, 5, 6, 7), a

potem, które obszary s¡ niepuste (co stwierdzaj¡ warunki: 1 i 2):

'

&

$

%
&%
'$

&%
'$

&%
'$

H

I

S

−7

−4

+1

−5

−6

+2

−3
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Wizualizacje Przykªad

Z powy»szego diagramu wida¢ m.in., »e (przy prawdziwo±ci przesªanek):

Istniej¡ inteligentni i sympatyczni. Wszyscy inteligentni s¡
sympatyczni. Istniej¡ sympatyczni, którzy nie s¡ inteligentni, ale s¡
uczciwi.

Je±li kto± jest uczciwy, ale nie jest sympatyczny, to nie jest
inteligentny. Nie wiadomo jednak, czy istniej¡ uczciwi niesympatyczni,
którzy nie s¡ inteligentni.

Inn¡ metod¡ gra�czn¡ reprezentacji zale»no±ci mi¦dzy zbiorami s¡

diagramy Carrolla. B¦dziemy jeszcze mieli okazj¦, aby je pozna¢.
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Wizualizacje Skªadowe

Elementarne cz¦±ci diagramów Venna

Przypu±¢my, »e A1,A2, . . . ,An s¡ podzbiorami uniwersum U. Wprowad¹my

oznaczenia dla dowolnego zbioru A ⊆ U:

1 A0 = A
2 A1 = U − A

Skªadow¡ (dla ukªadu zbiorów A1,A2, . . . ,An w uniwersum U) nazywamy

ka»dy iloczyn o postaci:

Aj1
1 ∩ Aj2

2 ∩ . . . ∩ Ajn
n ,

gdzie ka»dy wska¹nik j1, j2, . . . , jn jest b¡d¹ zerem b¡d¹ jedynk¡. Skªadowe

zale»¡ oczywi±cie od uniwersum U oraz rozwa»anych podzbiorów A1, A2,

. . . , An uniwersum U.
Liczb¦ wszystkich skªadowych dla ukªadu n zbiorów ªatwo ustali¢: jest ona

równa 2n. Czy sªuchacze zechc¡ poda¢ uzasadnienie?
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Prawa rachunku zbiorów

Co mo»na udowodni¢ o zbiorach?

Prawa rachunku zbiorów to twierdzenia, które zachodz¡ dla dowolnych

zbiorów. Ka»de takie twierdzenie wymaga dowodu.

W przypadku, gdy jest ono implikacj¡ o poprzedniku ϕ oraz

nast¦pniku ψ (czyli ma posta¢ je±li ϕ, to ψ), to jego dowód polega na

wyprowadzeniu ψ przy zaªo»eniu ϕ.

W przypadku, gdy twierdzenie ma posta¢ równowa»no±ci, czyli jest

postaci ϕ wtedy i tylko wtedy, gdy ψ, to dowód takiej równowa»no±ci

polega na przeprowadzeniu dowodów obu implikacji: je±li ϕ, to ψ oraz

je±li ψ, to ϕ.

Dla dowodu, »e implikacja je±li ϕ, to ψ nie jest prawem rachunku

zbiorów, wystarczy poda¢ przykªad zbiorów speªniaj¡cych warunek ϕ,
lecz nie speªniaj¡cych warunku ψ.
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Prawa rachunku zbiorów

Przykªady dowodów

Poka»emy, »e x ⊆ y jest równowa»ne z x − y = ∅. Trzeba zatem

udowodni¢ obie implikacje:

1 Je±li x ⊆ y, to x − y = ∅.
2 Je±li x − y = ∅, to x ⊆ y .

Dla dowodu 1) zakªadamy, »e x ⊆ y . Oznacza to, »e ka»dy element zbioru

x jest te» elementem zbioru y . To jednak znaczy tyle, »e nie ma w x
elementów, które byªyby poza zbiorem y . To z kolei jest tym samym, co

stwierdzenie, »e x − y = ∅.
Dla dowodu 2) zakªadamy, »e x − y = ∅. Oznacza to, »e nie ma w x
elementów, które byªyby poza zbiorem y . To za± jest równoznaczne ze

stwierdzeniem, »e ka»dy element zbioru x jest te» elementem zbioru y , czyli
»e x ⊆ y .
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Prawa rachunku zbiorów

Przykªady dowodów

Je±li x ⊆ y oraz y ∩ z = ∅, to x ∩ z = ∅.

Zaªó»my, »e x ⊆ y oraz y ∩ z = ∅.
Drugie z tych zaªo»e« oznacza, »e zbiory y oraz z nie maj¡ »adnego

wspólnego elementu.

Skoro, na mocy pierwszego z poczynionych zaªo»e« wszystkie

elementy zbioru x znajduj¡ si¦ w±ród elementów zbioru y , to »aden z

nich nie mo»e by¢ elementem zbioru z .

To z kolei oznacza, »e x ∩ z = ∅.
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Prawa rachunku zbiorów

Przykªady dowodów

Je±li x ⊆ y oraz x ∩ z 6= ∅, to y ∩ z 6= ∅.

Zaªó»my, »e x ⊆ y oraz x ∩ z 6= ∅.
Z drugiego z tych zaªo»e« wynika, »e istnieje element u ∈ x ∩ z .

Jednak skoro u ∈ x ∩ z , to zarówno u ∈ x , jak i u ∈ z .

Skoro u ∈ x , a ka»dy element zbioru x jest te» elementem zbioru y
(pierwsze zaªo»enie!), to równie» u ∈ y .

Mamy wi¦c: u ∈ z oraz u ∈ y , a zatem u ∈ y ∩ z , a to oznacza, »e

y ∩ z 6= ∅.

W pierwszym rozdziale podr¦cznika podano przykªady praw rachunku

zbiorów, których dowody mo»na przeprowadzi¢ podczas konwersatorium.
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Prawa rachunku zbiorów

Szukanie kontrprzykªadów

Poka»emy, »e pewne implikacje nie s¡ prawami rachunku zbiorów.

1 Implikacja: je±li x ⊆ y, to y ⊆ x nie jest prawem rachunku zbiorów.

Je±li np. x = {1, 2}, za± y = {1, 2, 3}, to zachodzi poprzednik tej

implikacji, a nie zachodzi jej nast¦pnik.

2 Implikacja: je±li x ∈ y oraz y ∈ z, to x ∈ z nie jest prawem rachunku

zbiorów. Mo»na bowiem zbudowa¢ zbiory x , y oraz z takie, »e x ∈ y
oraz y ∈ z , ale x /∈ z . Na przykªad: x = {1, 2}, y = {3, {1, 2}, 4},
z = {1, {3, {1, 2}, 4}, 7} s¡ takimi wªa±nie zbiorami.

3 Implikacja: je±li x ⊆ y oraz y ∩ z 6= ∅, to x ∩ z 6= ∅ nie jest prawem

rachunku zbiorów. Mo»na bowiem zbudowa¢ zbiory x , y oraz z takie,

»e x ⊆ y oraz y ∩ z 6= ∅, ale x ∩ z = ∅. Na przykªad: x = {1, 2, 3},
y = {1, 2, 3, 4, 5}, z = {4, 5} s¡ takimi wªa±nie zbiorami.
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Prawa rachunku zbiorów

Dowody wykorzystuj¡ce diagramy Venna

Pewnych praw rachunku zbiorów mo»na dowodzi¢, posªuguj¡c si¦ (dobrze

sporz¡dzonymi!) diagramami Venna. Gdy np. mamy dowie±¢ równo±ci, w

której zarówno po jej lewej jak i prawej stronie wyst¦puj¡ jedynie operacje

sumy, iloczynu, ró»nicy, dopeªnienia, ró»nicy symetrycznej, to rysujemy

diagramy Venna dla ka»dej ze stron takiej równo±ci i zaznaczamy (np.

obszarem zacieniowanym) zbiór, który jest wynikiem stosowania

wymienionych operacji. Je±li otrzymane reprezentacje gra�czne dla lewej i

prawej strony równo±ci daj¡ jako zacieniowany ten sam obszar, to

uznajemy, »e rozwa»ana równo±¢ zostaªa udowodniona.

T¦ metod¦ poznaj¡ sªuchacze na konwersatorium. Nale»y jednak wyra¹nie

podkre±li¢, »e nie jest to metoda, któr¡ mo»na stosowa¢ dla dowodzenia

caªkiem dowolnych praw rachunku zbiorów. W ogólnym przypadku dowody

przebiegaj¡ tak, jak w podanych wy»ej przykªadach.
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Zach¦ta do re�eksji

My±l przekornie!

W ramach ka»dego wykªadu zamieszcza¢ b¦dziemy przykªady pyta«, które

zadawa¢ mog¡ sobie sªuchacze. Prowadz¡cy wykªad jest oczywi±cie gotów

do udzielenia odpowiedzi na te pytania, mo»na je równie» rozwa»y¢

podczas konwersatorium.

Czy mo»na wszystkie zbiory zebra¢ w jeden zbiór?

Czy dowolna wªasno±¢ wyznacza jaki± zbiór?

Czy r¦ka jest zbiorem palców?

Czy zbiór mo»e mie¢ rozmyte granice?

Czy liczby s¡ zbiorami?

Czy mo»na opisa¢ rodzin¦ wszystkich podzbiorów zbioru N?
Czy mo»na narysowa¢ diagram Venna dla dowolnej sko«czonej liczby
zbiorów?
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Podsumowanie

Co musisz ZZZ (Zapami¦ta¢-Ze-Zrozumieniem):

Sposoby okre±lania zbiorów: wyliczenie elementów, podanie wªasno±ci

wspólnej elementom.

Uniwersum rozwa»a«, zbiór pusty, singleton.

Równo±¢ zbiorów, inkluzja (zawieranie), rozª¡czno±¢.

Para uporz¡dkowana.

Operacje na zbiorach: suma, iloczyn, ró»nica, dopeªnienie, ró»nica

symetryczna, produkt kartezja«ski.

Diagramy Venna. Zaznaczanie zale»no±ci mi¦dzy zbiorami na tych

diagramach.

Skªadowe.

Prawo rachunku zbiorów. Jak pokazujemy, »e co± jest prawem? Jak

pokazujemy, »e co± nie jest prawem?
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