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Wprowadzenie

Pokazujemy wybrane fragmenty tªumaczenia ksi¡»ki Raymonda Smullyana
Forever Undecided. A Puzzle Guide to Gödel., które uka»e si¦ w 2007 roku
nakªadem Ksi¡»ki i Wiedzy, pod tytuªem Na Zawsze Nierozstrzygni¦te.
Zagadkowy Przewodnik Po Twierdzeniach Gödla.

Obok zagadek o Rycerzach (mówi¡cych zawsze prawd¦) oraz �otrach
(mówi¡cych zawsze faªsz), ksi¡»ka zawiera zagadki logiczne, w których w
formie popularnej przedstawia si¦ logik¦ epistemiczn¡ oraz logik¦
dowodliwo±ci.

Logika epistemiczna jest Pa«stwu dobrze znana, o logice dowodliwo±ci
(logice Gödla-Löba) tak»e ka»dy co± sªyszaª. Prosz¦ zatem traktowa¢
niniejsz¡ prezentacj¦ jako rozrywk¦. Chciaªbym przede wszystkim zwróci¢
uwag¦ na mistrzostwo Smullyana w popularyzowaniu wiedzy logicznej.
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Plan na dzi±

Plan na dzi±:

Systemy przekona«. Kto jest prostaczkiem logicznym?

Poziomy samo±wiadomo±ci. Kto jest szcz¦±ciarzem epistemicznym?

II Twierdzenie Gödla. Czy mo»esz wiedzie¢, »e twój system
przekona« jest niesprzeczny, bez popadni¦cia przy tym w sprzeczno±¢?

Twierdzenie Löba i samospeªniaj¡ce si¦ przekonania. Kiedy
wishful thinking ma warto±¢?

I Twierdzenie Gödla (o niezupeªno±ci). Czy ªatwy jest los
Besserwissera?

Twierdzenie Tarskiego. Czy dictum: Doctrina multiplex, veritas

una! jest mrzonk¡?

Podsumowanie: wybrane wyniki metalogiczne w interpretacji
modalnej.
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Systemy przekona«

Systemy przekona«

Notacja. Operatory epistemiczne to np.:

B � zdanie Bp czytamy: (rozwa»any podmiot) wierzy, »e p;

K � zdanie Kp czytamy (rozwa»any podmiot) wie, »e p.

(gdzie p jest dowolnym zdaniem j¦zyka logiki epistemicznej). Zwykle
zakªada si¦, »e Kp ≡ (p ∧ Bp).

Systemy epistemiczne s¡ interesuj¡ce same przez si¦ � w opisie systemów
przekona«, w szczególno±ci: racjonalnych ±wiadomych przekona«. Maj¡
one tak»e interesuj¡c¡ i wa»n¡ interpretacj¦ metalogiczn¡:
Bp mo»na interpretowa¢ jako zdanie p jest dowodliwe w arytmetyce PA.

Uwaga. Angielski termin reasoner oddaj¦ przez polski neologizm my±lak.
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Systemy przekona«

Systemy przekona«

Przypu±¢my, »e jeste± racjonaln¡, samo±wiadom¡ Istot¡. Jak to
przypuszczenie przeªo»y¢ na j¦zyk logiki epistemicznej? Oto propozycja.
Nazwiemy szcz¦±ciarzem epistemicznym ka»d¡ osob¦ S , której system
przekona« speªnia warunki:

(1a) S wierzy we wszystkie tautologie klasycznego rachunku zda«;

(1b) system przekona« S jest domkni¦ty na reguª¦ modus ponens:
je±li S wierzy w p oraz wierzy w p → q, to wierzy tak»e w q;

(2) dla dowolnych p oraz q, S wierzy w (Bp ∧ B(p → q)) → Bq;

(3) dla dowolnego p, je±li S wierzy w p, to wierzy w Bp;

(4) dla dowolnego p, S wierzy w Bp → BBp.

Uwaga: rozwa»amy tylko osoby, które albo zawsze mówi¡ prawd¦, albo
zawsze mówi¡ faªsz.
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Poziomy samo±wiadomo±ci

Poziomy samo±wiadomo±ci

Ka»d¡ osob¦, która speªnia jedynie warunki (1a) i (1b) nazwiemy
prostaczkiem logicznym. Zatem, je±li S jest prostaczkiem logicznym, to
jego/jej system przekona« zawiera klasyczn¡ logik¦ zdaniow¡, ale S mo»e
by¢ tego nie±wiadom(a).

Powiemy, »e osoba S jest:

normalna, gdy je±li wierzy w p, to wierzy te» w Bp;

regularna, gdy je±li wierzy w p → q, to wierzy te» w Bp → Bq;

sprzeczna, gdy do jej systemu przekona« nale»y jaka± para zda«
wzajem sprzecznych, lub � co na jedno wychodzi � faªsz logiczny,
który oznaczamy przez ⊥.

Uwaga. Mo»e bardziej wªa±ciwe byªoby mówienie o wªasno±ciach systemów
przekona«, a nie osób.
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Poziomy samo±wiadomo±ci

Poziomy samo±wiadomo±ci

Mo»na udowodni¢, »e: dowolny szcz¦±ciarz epistemiczny S wie, »e je±li
uwierzy w jakie± zdanie p oraz w jego negacj¦ ¬p, to stanie si¦ sprzeczny.

O szcz¦±ciarzach epistemicznych mo»na udowodni¢ wiele innych ciekawych
rzeczy. Nie wszystkie z nich b¦d¡ nam dalej potrzebne. Dodajmy mo»e
jedynie, »e:

ka»dy szcz¦±ciarz epistemiczny jest normalny, a nawet wie, »e jest
normalny;

ka»dy szcz¦±ciarz epistemiczny jest regularny i o tym tak»e wie;

wreszcie, ka»dy szcz¦±ciarz epistemiczny jest przekonany o tym, »e jest
szcz¦±ciarzem epistemicznym; a zatem to jego przekonanie jest trafne
i, w konsekwencji, ka»dy szcz¦±ciarz epistemiczny wie, »e jest
szcz¦±ciarzem epistemicznym.
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II Twierdzenie Gödla

II Twierdzenie Gödla

Za chwil¦ dowiesz si¦ czego± naprawd¦ frapuj¡cego o swoim systemie
przekona«. Udowodnimy mianowicie:

Twierdzenie 1.
Przypu±¢my, »e normalny prostaczek logiczny S wierzy w zdanie postaci
p ≡ ¬Bp. Wtedy:

(a) Je±li S kiedykolwiek uwierzy w p, to stanie si¦ sprzeczny.

(b) Je±li S jest szcz¦±ciarzem epistemicznym, to wie, i» je±li
kiedykolwiek uwierzy w p, to stanie si¦ sprzeczny � tj. uwierzy w
Bp → B ⊥.
(c) Je±li S jest szcz¦±ciarzem epistemicznym i wierzy, »e nie mo»e by¢
sprzeczny, to stanie si¦ sprzeczny.
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II Twierdzenie Gödla

II Twierdzenie Gödla

Dowód Twierdzenia 1.

(a) Przypu±¢my, »e S wierzy w p.

B¦d¡c normalnym, uwierzy w Bp.

Nadto, poniewa» wierzy w p oraz wierzy w p ≡ ¬Bp,
wi¦c musi uwierzy¢ w ¬Bp
(bo jest prostaczkiem logicznym).

A wi¦c uwierzy jednocze±nie w Bp oraz w ¬Bp,
a st¡d stanie si¦ sprzeczny.
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II Twierdzenie Gödla

II Twierdzenie Gödla

(b) Przypu±¢my, »e S jest szcz¦±ciarzem epistemicznym. Poniewa» jest
wtedy prostaczkiem logicznym i wierzy w p ≡ ¬Bp, wi¦c musi tak»e
wierzy¢ w p → ¬Bp.
Nadto, S jest regularny, a st¡d uwierzy w Bp → B¬Bp. Wierzy te» w
Bp → BBp (poniewa» wie, »e jest normalny).
Zatem S uwierzy w Bp → (BBp ∧ B¬Bp), które jest logiczn¡
konsekwencj¡ ostatnich dwóch zda«.
Wierzy równie» w (BBp ∧ B¬Bp) → B ⊥ (na mocy (F), poniewa» dla
dowolnego zdania X , S wierzy w (BX ∧ B¬X ) → B ⊥, a wi¦c wierzy w
jego szczególny przypadek, gdzie X jest zdaniem Bp).
Gdy S ju» uwierzy jednocze±nie w Bp → (BBp ∧ B¬Bp) oraz w
(BBp ∧ B¬Bp) → B ⊥, b¦dzie musiaª uwierzy¢ w Bp → B ⊥ (poniewa»
jest prostaczkiem logicznym).
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II Twierdzenie Gödla

II Twierdzenie Gödla

(c) Poniewa» S wierzy w Bp → B ⊥ (jak wªa±nie udowodnili±my),
wi¦c wierzy tak»e w ¬B ⊥→ ¬Bp.

Zaªó»my teraz, »e S wierzy w ¬B ⊥
(wierzy, »e nie mo»e by¢ sprzeczny).

Poniewa» wierzy te» w ¬B ⊥→ ¬Bp (jak wªa±nie widzieli±my),
wi¦c uwierzy w ¬Bp.

A poniewa» wierzy równie» w p ≡ ¬Bp,
wi¦c uwierzy w p, a st¡d stanie si¦ sprzeczny, na mocy (a).
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II Twierdzenie Gödla

II Twierdzenie Gödla

Udowodnili±my przed chwil¡ nie byle co, bo modaln¡ (epistemiczn¡) wersj¦
II Twierdzenia Gödla (o niedowodliwo±ci niesprzeczno±ci arytmetyki w
samej arytmetyce).
Oczywi±cie byª to dowód w postaci wielce uproszczonej � precyzyjny
dowód wymagaªby, powiedzmy, jednosemestralnego wykªadu wst¦pnego.

W tej prezentacji korzystali±my z rozdziaªu 12 tªumaczenia ksi¡»ki
Raymonda Smullyana Na zawsze nierozstrzygni¦te.
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II Twierdzenie Gödla

II Twierdzenie Gödla

Przykªad.
Przypu±¢my, »e jeste± studentk¡ teologii i »e Twój Ulubiony Profesor
teologii mówi do Ciebie:
Bóg istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy nigdy nie uwierzysz, »e Bóg istnieje.

Je±li wierzysz profesorowi, to wierzysz w zdanie g ≡ ¬Bg , gdzie g jest
zdaniem stwierdzaj¡cym, »e Bóg istnieje.
Wtedy, zgodnie z Twierdzeniem 1, nie mo»esz wierzy¢ w swoj¡ wªasn¡
niesprzeczno±¢ bez popadni¦cia w sprzeczno±¢.

Oczywi±cie, mo»esz wierzy¢ we wªasn¡ niesprzeczno±¢, bez popadni¦cia
przy tym w sprzeczno±¢ � wystarczy, »e przestaniesz ufa¢ Twojemu
Ulubionemu Profesorowi.
Co± za co±.
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II Twierdzenie Gödla

II Twierdzenie Gödla

Przy modalnej interpretacji dowodliwo±ci nie mamy jednak takiej
mo»liwo±ci ucieczki, jak w powy»szym przykªadzie.
Wiadomo, »e formuªa god(n), stwierdzaj¡ca swoj¡ wªasn¡ niedowodliwo±¢
w PA, jest prawdziwa, lecz dowodu w PA nie posiada.
Mo»na pokaza¢, »e twierdzeniem stosownego systemu modalnego (w
którym reprezentujemy dowodliwo±¢ w PA) jest:

god(n) ≡ ¬Bgod(n).

Poka»emy teraz, co wystarcza, aby ka»da z Uroczych Pa« zostaªa �
powiedzmy � Miss World 2007.
B¦dzie to przykªad samospeªniaj¡cego si¦ przekonania.
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Twierdzenie Löba i samospeªniaj¡ce si¦ przekonania

Samospeªniaj¡ce si¦ przekonania

Przypu±¢my, »e:

jeste± szcz¦±ciar¡ epistemiczn¡;

osoby, które rozwa»amy albo zawsze mówi¡ faªsz, albo zawsze mówi¡
prawd¦ (i Ty wiesz, »e tak jest);

wierzysz swojemu chªopakowi, który prawdziwie (!) mówi:
(∗) Je±li uwierzysz, »e zostaniesz Miss World 2007, to zostaniesz Miss
World 2007.

wierzysz te» mnie (JP), który mówi:
(∗∗) Je±li kiedykolwiek uwierzysz, »e ja zawsze mówi¦ prawd¦, to
zostaniesz Miss World 2007.

Wtedy zostaniesz Miss World 2007. Cieszysz si¦?
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Twierdzenie Löba i samospeªniaj¡ce si¦ przekonania

Samospeªniaj¡ce si¦ przekonania

Dla skrótu, przyjmijmy oznaczenia:

k zast¦puje zdanie stwierdzaj¡ce, i» ja (JP) zawsze mówi¦ prawd¦;

α zast¦puje zdanie stwierdzaj¡ce, »e zostaniesz Miss World 2007.

Dowód skªada si¦ z dwóch cz¦±ci.
1. W pierwszej pokazujemy, »e nasze zaªo»enia implikuj¡ Bα. Jest to
dowód zaªo»eniowy, dost¦pny dla ka»dej szcz¦±ciary epistemicznej.
Mamy udowodni¢ formuª¦:

(F) ((Bα → α) ∧ (k ≡ (Bk → α))) → Bα.

Uwaga. Zdanie k stwierdza, i» JP zawsze mówi prawd¦; a wi¦c prawd¡
jest, »e JP wypowiada (∗∗) dokªadnie wtedy, gdy prawdziwe jest k ≡ (∗∗),
czyli dokªadnie wtedy, gdy prawdziwe jest k ≡ (Bk → α).
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Twierdzenie Löba i samospeªniaj¡ce si¦ przekonania

1. (Bα → α) ∧ (k ≡ (Bk → α)) zaªo»enie
2. Bα → α OK: 1
3. k ≡ (Bk → α) OK: 1
4. k → (Bk → α) OR: 3
5. (Bk → α) → k OR: 3

6.1. k zaªo»enie dodatkowe
6.2. Bk → α MP: 4, 6.1.
6.3. Bk 6.1. i warunek (3)
6.4. α MP: 6.2., 6.3.
7. k → α 6.1.→6.4.
8. B(k → α) 7 i warunek (3)
9. Bk → Bα 8 i warunki (1a) i (2)
10. Bk → α 2, 9 i warunki (1b), (1a)

(prawo sylog. hipotet.)
11. k MP: 5, 10
12. Bk 11 i warunek (3)
13. α MP: 10, 12
14. Bα 13 i warunek (3).
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Samospeªniaj¡ce si¦ przekonania

2. Poniewa» proroctwo (∗) Twojego chªopaka (tj. zdanie Bα → α) jest z
zaªo»enia prawdziwe, a powy»szy dowód formuªy (F) pokazuje, i» nasze
zaªo»enia implikuj¡ Bα, wi¦c na mocy reguªy odrywania otrzymujemy α,
czyli tez¦.

Zostaniesz Miss World 2007!!!
Cieszysz si¦???

Uwaga. Powy»szy dowód byª przykªadem dowodu wprost. Aby pokaza¢, »e
zostaniesz Miss World 2007 nie musieli±my odwoªywa¢ si¦ do absurdu.
Cieszysz si¦?
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Samospeªniaj¡ce si¦ przekonania

Ciekawostka prowincjonalna. 16 maja 2005 roku odbyªy si¦
demokratyczne wybory Dyrektora Instytutu J¦zykoznawstwa UAM.
Dwa tygodnie wcze±niej, na Seminarium Zakªadu Logiki Stosowanej UAM,
odczyt Kto b¦dzie Dyrektorem Instytutu J¦zykoznawstwa UAM? wygªosiªa
Pani Dr Alice Ann Hunter (Department of Independent Logic, King David
University, Negev Desert).
Korzystaj¡c z twierdze« logiki epistemicznej (z Twierdzenia Löba),
Dr Hunter trafnie przewidziaªa wynik wyborów. Jak si¦ domy±lasz, dowód
byª podobny do podanego wy»ej dowodu, »e zostaniesz Miss World 2007.
Tekst odczytu dost¦pny na stronie:

www.logic.amu.edu.pl/seminarium.html
Tekst zostaª wyrzucony z druku z XIII numeru elektronicznego czasopisma
Investigationes Linguisticae przez Redaktora Naczelnego, Pani¡ Profesor
Piotr¦ �obacz.
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My±lak jest nazywany stabilnym, je±li dla ka»dego zdania p, je±li wierzy on
w Bp, to wierzy te» w p.

Powiemy, »e system przekona« my±laka jest niezupeªny, je±li istnieje co
najmniej jedno zdanie p takie, »e my±lak nigdy nie uwierzy w p ani te»
nigdy nie uwierzy w ¬p (pozostanie na zawsze niezdecydowany, czy p jest
prawdziwe, czy faªszywe).
Systemy przekona«, które nie s¡ niezupeªne, nazywamy zupeªnymi. Osoby,
które wªadaj¡ takimi systemami przekona«, s¡ do±¢ uci¡»liwe w kontaktach
spoªecznych � ka»da taka osoba jest Besserwisserem, kim± kto na ka»dy
pogl¡d ma wyrobione zdanie, pozbawiony jest w¡tpliwo±ci.

Gdy zajmujemy si¦ systemami twierdze« raczej ni» zespoªami przekona«, to
systemami typu 1 nazwiemy te, które speªniaj¡ warunki 1a i 1b podane
wy»ej.
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I Twierdzenie Gödla

Normalny prostaczek logiczny przybywa na Wysp¦ Rycerzy i �otrów i
wierzy w reguªy wyspy. (To, czy reguªy wyspy rzeczywi±cie obowi¡zuj¡, czy
nie, jest bez znaczenia.)
Spotyka tubylca, który mówi:
�Nigdy nie uwierzysz, »e jestem rycerzem.�

Udowodnimy, »e je±li my±lak jest jednocze±nie niesprzeczny i stabilny, to
jego system przekona« jest niezupeªny. Dokªadniej mówi¡c, znajdziemy
zdanie p takie, »e zachodz¡ nast¦puj¡ce dwa warunki:

(a) Je±li my±lak jest niesprzeczny, to nigdy nie uwierzy w p.

(b) Je±li my±lak jest jednocze±nie niesprzeczny i stabilny, to nigdy nie
uwierzy w ¬p.
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Zdanie p o które chodzi jest po prostu zdaniem k � zdaniem
stwierdzaj¡cym, »e tubylec jest rycerzem.
Tubylec wygªosiª ¬Bk , a wiec my±lak uwierzy w k ≡ ¬Bk .
(a) Przypu±¢my, »e my±lak wierzy w k . Wtedy, b¦d¡c normalnym, uwierzy
w Bk . Uwierzy te» w ¬Bk (poniewa» wierzy w k oraz wierzy w k ≡ ¬Bk i
jest prostaczkiem logicznym), a st¡d stanie si¦ sprzeczny. Zatem, je±li jest
niesprzeczny, to nigdy nie uwierzy w k .
(b) Przypu±¢my, »e my±lak jest prostaczkiem logicznym i wierzy w
k ≡ ¬Bk , wtedy wierzy te» w ¬k ≡ Bk . Przypu±¢my teraz, »e
kiedykolwiek uwierzy on w ¬k . Wtedy uwierzy w Bk . Je±li jest stabilny, to
uwierzy w k i st¡d stanie si¦ sprzeczny (poniewa» wierzy w ¬k). Zatem,
je±li jest jednocze±nie stabilny i niesprzeczny, to nigdy nie uwierzy w ¬k .
Podsumowuj¡c, je±li jest on jednocze±nie stabilny i niesprzeczny, to nigdy
nie uwierzy »e tubylec jest rycerzem i nigdy nie uwierzy, »e tubylec jest
ªotrem.
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To samo rozumowanie, którego u»yto w rozwi¡zaniu powy»szego problemu,
gdy zastosowa¢ je do systemów matematycznych raczej ni» do my±laków,
ustanawia nast¦puj¡c¡ posta¢ Pierwszego Twierdzenia Gödla o
Niezupeªno±ci:

Twierdzenie. Dowolny niesprzeczny, normalny, stabilny system Gödlowski
musi by¢ niezupeªny. Dokªadniej, je±li S jest normalnym systemem typu 1,
a p jest zdaniem takim, »e p ≡ ¬Bp jest dowodliwe w S, to je±li S jest
niesprzeczny, to p nie jest dowodliwe w S, a je±li S jest dodatkowo stabilny,
to ¬p równie» nie jest dowodliwe w S.

Zdanie p nazywamy nierozstrzygalnym w systemie S, je±li ani p ani jego
negacja ¬p nie jest dowodliwe w S. Zatem Pierwsze Twierdzenie Gödla o
Niezupeªno±ci mówi nam, »e dla dowolnego niesprzecznego, normalnego,
stabilnego systemu Gödlowskiego S, musi zawsze istnie¢ co najmniej jedno
zdanie p, które, cho¢ wyra»alne w j¦zyku S, nie jest rozstrzygalne w S �
nie mo»na w S udowodni¢ ani tego zdania, ani jego negacji.
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Dla dowolnej wªasno±ci P liczb, zdanie stwierdzaj¡ce, »e istnieje co
najmniej jedna liczba n maj¡ca wªasno±¢ P zapisujemy: ∃nP(n).

Przypu±¢my, »e mamy system matematyczny i wªasno±¢ P tak¡, »e zdanie
∃nP(n) jest dowodliwe w systemie, a jednak dla ka»dego poszczególnego n
zdanie ¬P(n) jest dowodliwe � to jest, wszystkie z niesko«czenie wielu
zda« ¬P(0), ¬P(1), ¬P(2),. . .,¬P(n),. . . s¡ dowodliwe.

Oznacza to, z jednej strony, »e w systemie mo»na udowodni¢ zdanie ogólne
stwierdzaj¡ce, »e jaka± liczba ma wªasno±¢ P , a jednak o ka»dej
poszczególnej liczbie n mo»na udowodni¢, »e liczba ta owej wªasno±ci nie
posiada!

Systemy takie nazywane s¡ ω-sprzecznymi.
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Poj¦cie ω-sprzeczno±ci zostaªo kiedy± zabawnie scharakteryzowane przez
matematyka Paula Halmosa, który zde�niowaª ω-sprzeczn¡ matk¦ jako
tak¡, która mówi swojemu dziecku: �Jest co±, co mo»esz robi¢, ale nie
mo»esz robi¢ tego, nie mo»esz robi¢ tamtego, nie mo»esz robi¢ owego, . . . �
Dziecko pyta: �Ale, mamusiu, czy jest cokolwiek co mógªbym robi¢?�
Matka odpowiada: �O tak, ale nie jest to to, ani tamto, ani owo, . . . �

System jest nazywany ω-niesprzecznym, je±li nie jest on ω-sprzeczny. Tak
wi¦c dla systemu ω-niesprzecznego, je±li ∃nP(n) jest dowodliwe, to istnieje
co najmniej jedna liczba n taka, »e zdanie ¬P(n) nie jest dowodliwe.

Sprzeczny system typu 1 jest równie» ω-sprzeczny, poniewa» w sprzecznym
systemie typu 1 wszystkie zdania s¡ dowodliwe.
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We wszystkich dot¡d rozwa»anych problemach, kolejno±¢ w której my±lak
wierzyª w ró»norakie zdania nie odgrywaªa roli. W pozostaªych problemach
w tej cz¦±ci, kolejno±¢ ta odgrywa rol¦ pierwszorz¦dn¡.

My±lak przybywa na Wysp¦ Rycerzy i �otrów pewnego dnia, który
nazwiemy dniem numer 0. Nast¦pny dzie« jest dniem numer 1, nast¦pny
dniem numer 2, i tak dalej.

Dla ka»dej liczby naturalnej n mamy wi¦c dzie« numer n (n-ty dzie«) i
zakªadamy, »e my±lak jest nie±miertelny i ma przed sob¡ niesko«czenie
wiele dni.

Jerzy Pogonowski (MEG) Szcz¦±ciarze epistemiczni ZLwFiPM XII Szklarska Por¦ba, V 2007 31 / 53



I Twierdzenie Gödla

I Twierdzenie Gödla

Dla ka»dej liczby naturalnej n i dowolnego zdania p niech Bnp b¦dzie
zdaniem stwierdzaj¡cym, »e my±lak uwierzyª w p w jakim± momencie
n-tego dnia.

Zdanie Bp jest, jak zwykle, zdaniem stwierdzaj¡cym, »e my±lak uwierzy w
p tego lub innego dnia, lub, co na jedno wychodzi, zdaniem ∃nBnp
(istnieje n takie, »e my±lak uwierzy w p n-tego dnia).

Nazwiemy my±laka ω-sprzecznym, je±li istnieje co najmniej jedno zdanie p
takie, »e my±lak (kiedy±) wierzy w Bp, a jednak dla ka»dego n wierzy on
(kiedy±) w ¬Bnp.

My±laka nazywamy ω-niesprzecznym, je±li nie jest on ω-sprzeczny.
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Rozwa»my teraz my±laka, który speªnia nast¦puj¡ce trzy warunki.

Warunek C1. Jest on typu prostaczkiem logicznym.

Warunek C2. Dla dowolnej liczby naturalnej n i dowolnego zdania p:
(a) je±li my±lak wierzy w p n-tego dnia, to (pr¦dzej czy pó¹niej)
uwierzy w Bnp; (b) je±li nie wierzy on w p n-tego dnia, to (pr¦dzej czy
pó¹niej) uwierzy w ¬Bnp. (Oddajemy w ten sposób, »e my±lak ±ledzi
to, w jakie zdania wierzyª, a w jakie nie wierzyª we wszystkich dniach
poprzednich.)

Warunek C3. Dla dowolnych n oraz p my±lak wierzy w zdanie
Bnp → Bp (które, oczywi±cie, jest zdaniem prawdziwym).

Nast¦puj¡cy problem jest bardzo zbli»ony do oryginalnego sformuªowania
Gödla jego Pierwszego Twierdzenia o Niezupeªno±ci.
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My±lak speªniaj¡cy powy»sze trzy warunki przybywa na Wysp¦ Rycerzy i
�otrów i wierzy w reguªy wyspy. Spotyka tubylca, który mówi mu:

�Nigdy nie uwierzysz, »e jestem rycerzem.�
Udowodnimy, »e:

(a) Je±li my±lak jest (prosto) niesprzeczny, to nigdy nie uwierzy, »e
tubylec jest rycerzem.

(b) Je±li my±lak jest ω-niesprzeczny, to nigdy nie uwierzy, »e tubylec
jest ªotrem.

Zatem je±li my±lak jest ω-niesprzeczny (a st¡d tak»e prosto niesprzeczny),
to pozostanie na zawsze niezdecydowany co do tego, czy tubylec jest
rycerzem, czy te» ªotrem.
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Najªatwiejszym sposobem rozwi¡zania obecnego problemu b¦dzie
pokazanie, »e dowolny my±lak speªniaj¡cy warunki 1, 2 oraz 3 musi by¢
normalny, a je±li jest ω-sprzeczny, to musi by¢ te» stabilny.

(a) Pokazujemy, »e jest on normalny.
Przypu±¢my, »e wierzy on w p.
Wtedy dla pewnego n, wierzy on n-tego dnia w p.
Wtedy, na mocy punktu (a) z warunku 2, uwierzy w Bnp.
Wierzy tak»e w Bnp → Bp (na mocy warunku 3), a wi¦c b¦d¡c typu 1
(warunek 1) uwierzy w Bp.
Zatem jest normalny.
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(b) Przypu±¢my teraz, »e jest on ω-niesprzeczny.
Poka»emy, »e jest stabilny.
Przypu±¢my, »e wierzy on w Bp.
Je±li nigdy nie uwierzy w p, to dla ka»dej liczby n, nie wierzy on w p n-tego
dnia, a st¡d na mocy punktu (b) z warunku 2, dla ka»dego n wierzy on w
¬Bnp.
Ale poniewa» wierzy on w Bp, wi¦c stanie si¦ wtedy ω-sprzeczny.
Zatem, je±li jest on ω-niesprzeczny i wierzy w Bp, to musi wierzy¢ w p
tego lub innego dnia.
Dowodzi to, »e je±li jest on ω-niesprzeczny, to musi by¢ stabilny
(zakªadaj¡c, »e speªnia on warunki 1, 2, 3 � lub nawet tylko (b) z warunku
2).
Zatem, na mocy rozwi¡zania pierwszego problemu z tej cz¦±ci, pozostanie
on na zawsze niezdecydowany.
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Dla dowolnych zda« p oraz q, powiemy, »e my±lak uwierzyª w p wcze±niej
ni» (zanim) uwierzyª w q, je±li jest taki dzie«, w którym wierzy on w p, a
jeszcze nie uwierzyª w q. Je±li my±lak nigdy nie uwierzy w q, ale uwierzyª w
p (tego lub innego dnia), to uznajemy, i» prawdziwe jest, »e uwierzyª w p
wcze±niej, ni» uwierzyª w q. (Innymi sªowy, nie musi on wcale kiedykolwiek
uwierzy¢ w q, aby uwierzy¢ w p wcze±niej ni» uwierzy¢ w q.) Niech
Bp < Bq b¦dzie zdaniem stwierdzaj¡cym, »e my±lak uwierzyª w p
wcze±niej ni» uwierzyª w q. Je±li Bp < Bq jest prawdziwe, to oczywi±cie
Bq < Bp jest faªszywe.

Zde�niujemy my±laka Rosserowskiego jako prostaczka logicznego, dla
którego zachodzi nast¦puj¡cy warunek:
Warunek R. Dla dowolnych zda« p oraz q, je±li my±lak uwierzyª w p
pewnego dnia, w którym jeszcze nie uwierzyª w q, to (wcze±niej czy
pó¹niej) uwierzy on w Bp < Bq oraz w ¬(Bq < Bp).
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My±lak Rosserowski przybywa na Wysp¦ Rycerzy i �otrów i wierzy w reguªy
wyspy. Spotyka tubylca, który mówi mu:

�Nigdy nie uwierzysz wcze±niej, »e jestem rycerzem, ni» uwierzysz, »e
jestem ªotrem.�

(Oddaj¡c to symbolicznie, tubylec wygªasza zdanie ¬(Bk < B¬k).)

Udowodnimy, »e je±li my±lak jest po prostu niesprzeczny, to musi na zawsze
pozosta¢ niezdecydowany, czy tubylec jest rycerzem, czy ªotrem.
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Poniewa» tubylec stwierdziª ¬(Bk < B¬k), wi¦c my±lak uwierzy w
k ≡ ¬(Bk < B¬k). Przypu±¢my, »e my±lak jest (prosto) niesprzeczny.
Mamy pokaza¢, »e nigdy nie uwierzy w k i nigdy nie uwierzy w ¬k .

(a) Przypu±¢my, »e kiedy± uwierzyª w k . Poniewa» jest niesprzeczny, wi¦c
nigdy nie uwierzy w ¬k , a st¡d uwierzy w k wcze±niej ni» uwierzy w ¬k .
St¡d, uwierzy w Bk < B¬k (na mocy warunku R). Ale wierzy te» w
k ≡ ¬(Bk < B¬k), a wi¦c uwierzy w ¬k , a wierz¡c ju» w k stanie si¦
sprzeczny! Tak wi¦c, je±li jest niesprzeczny, to nigdy nie uwierzy w k .

(b) Przypu±¢my, »e kiedy± uwierzyª w ¬k . B¦d¡c niesprzecznym, nigdy nie
uwierzy w k , a st¡d uwierzy w ¬k wcze±niej ni» uwierzy w k , a st¡d na
mocy warunku R uwierzy w ¬(Bk < B¬k). Ale wierzy on w
k ≡ ¬(Bk < B¬k), a wi¦c uwierzy wtedy w k i stanie si¦ sprzeczny. A
zatem, je±li jest niesprzeczny, to nie mo»e tak»e uwierzy¢ w ¬k .
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Dowodliwe zdania systemów matematycznych s¡ dowodliwe na ró»nych
etapach.

Mogliby±my my±le¢ o systemie matematycznym jako o komputerze
zaprogramowanym tak, aby dowodzi¢ ró»norakich zda« kolejno.

Powiemy, »e p jest dowodliwe wcze±niej (zanim) ni» q (w danym systemie
matematycznym), je±li p zostaªo udowodnione na pewnym etapie, na
którym q jeszcze nie zostaªo udowodnione (q mo»e by¢ lub te» nie by¢
udowodnione na jakim± pó¹niejszym etapie).
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Dla dowolnych zda« p oraz q wyra»alnych w systemie, zdanie Bp < Bq (p
jest dowodliwe wcze±niej ni» q) równie» jest wyra»alne w systemach typu
tych rozpatrywanych przez Gödla, a Rosser pokazaª, »e je±li p jest
dowodliwe wcze±niej ni» q, to zdania Bp < Bq oraz ¬(Bq < Bp) s¡ oba
dowodliwe w systemie.

Rosser znalazª tak»e zdanie p takie, »e p ≡ ¬(Bp < B¬p) jest dowodliwe
w systemie. (Takie zdanie p odpowiada tubylcowi z pierwszego
rozwa»anego w tej cz¦±ci problemu, który mówi: �Nigdy nie uwierzysz
wcze±niej, »e jestem rycerzem, ni» uwierzysz, »e jestem ªotrem.�)
Wtedy, na mocy rozumowania z rozwi¡zania wspomnianego problemu, je±li
p jest dowodliwe, to system jest sprzeczny, a je±li ¬p jest dowodliwe, to
system tak»e jest sprzeczny.
A zatem, je±li system jest niesprzeczny, to zdanie p jest nierozstrzygalne w
systemie.
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I Twierdzenie Gödla

I Twierdzenie Gödla

Zdanie Gödlowskie mo»e zosta¢ sparafrazowane jako:

�Nie jestem dowodliwe na »adnym etapie.�

Bardziej wyszukane zdanie Rossera mo»e zosta¢ sparafrazowane jako:

�Nie mog¦ by¢ dowiedzione na »adnym etapie, chyba »e moja negacja
zostaªa ju» wcze±niej udowodniona.�

Zdanie Gödla, chocia» prostsze, wymaga zaªo»enia ω-niesprzeczno±ci dla
przeprowadzenia rozumowania. Zdanie Rossera, chocia» bardziej
skomplikowane, dostarcza szukanego rezultatu przy sªabszym zaªo»eniu
prostej niesprzeczno±ci.
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Twierdzenie Tarskiego

Twierdzenie Tarskiego

Przypu±¢my, »e mamy my±laka � nazwijmy go Paul � który jest zawsze
±cisªy w swoich przekonaniach (nigdy nie wierzy w zdania faªszywe). Nie
musi on by¢ prostaczkiem logicznym, ani normalnym, nie jest te»
konieczne, aby rzeczywi±cie odwiedzaª Wysp¦ Rycerzy i �otrów. Wszystko,
co musimy o nim wiedzie¢ to to, »e jest ±cisªy.

Pewnego dnia tubylec mówi o nim:

�Paul nigdy nie uwierzy, »e jestem rycerzem.�

Wtedy logicznie wynika st¡d, »e system przekona« Paula jest niezupeªny.
Dlaczego tak jest?
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Twierdzenie Tarskiego

Twierdzenie Tarskiego

Je±li Paul kiedykolwiek uwierzy, »e tubylec jest rycerzem, to sfalsy�kuje to
tym samym to, co powiedziaª tubylec, czyni¡c tubylca ªotrem, a tym samym
czyni¡c Paula nie±cisªym z powodu jego wiary, »e tubylec jest rycerzem.

Ale powiedziano nam, »e Paul jest ±cisªy, a wi¦c nigdy nie uwierzy on, »e
tubylec jest rycerzem.

St¡d, to co powiedziaª tubylec jest prawdziwe, a wi¦c tubylec rzeczywi±cie
jest rycerzem.

Wtedy, poniewa» Paul jest ±cisªy, nigdy nie b¦dzie »ywiª faªszywego
przekonania, »e tubylec jest ªotrem.

A zatem Paul nigdy nie dowie si¦, czy tubylec jest rycerzem, czy ªotrem.
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Twierdzenie Tarskiego

Twierdzenie Tarskiego

Komentarz. Tre±¢ matematyczna powy»szej zagadki jest nast¦puj¡ca.
W systemach rozwa»anych przez Gödla mamy nie tylko pewne zdania
nazywane zdaniami dowodliwymi, lecz równie» obszerniejsz¡ klas¦ zda«
nazywanych zdaniami prawdziwymi systemu.

W klasie zda« prawdziwych systemu obowi¡zuj¡ reguªy tabliczek
prawdziwo±ciowych dla spójników logicznych.

Nadto, dla ka»dego zdania p systemu, zdanie Bp jest prawdziwym zdaniem
systemu wtedy i tylko wtedy, gdy p jest zdaniem dowodliwym systemu.

Gödel znalazª godne uwagi zdanie g takie, »e zdanie g ≡ ¬Bg byªo
zdaniem prawdziwym systemu (byªo ono nawet faktycznie dowodliwe w
systemie, ale ten mocniejszy fakt nie jest potrzebny dla obecnego
rozumowania).
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Twierdzenie Tarskiego

Twierdzenie Tarskiego

Gdyby g byªo faªszywe, to Bg byªoby prawdziwe, a st¡d g byªoby
dowodliwe, a st¡d prawdziwe, i mieliby±my sprzeczno±¢.

Zatem g jest prawdziwe, a st¡d ¬Bg jest prawdziwe, czyli g nie jest
dowodliwe w systemie.

Tak wi¦c, g jest prawdziwe, ale niedowodliwe w systemie.

Poniewa» g jest prawdziwe, wi¦c ¬g jest faªszywe, a st¡d tak»e
niedowodliwe w systemie (poniewa» wszystkie dowodliwe zdania s¡
prawdziwe).

A zatem g jest nierozstrzygalne w systemie.
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Podsumowanie: wybrane wyniki metalogiczne

Informacja o dalszych wynikach podanych w ksi¡»ce:

semantyka Kripke'go;

konieczno±¢ a dowodliwo±¢;

samostosowalne systemy modalne;

systemy modalne a maszyny;

twierdzenia o punkcie staªym.
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Podsumowanie: wybrane wyniki metalogiczne

Rozpocz¦li±my to studium od introspektywnych my±laków, a
wyl¡dowali±my w labiryntach logiki modalnej. Podsumujmy niektóre z
najwa»niejszych rzeczy, których nauczyli±my si¦ podczas tej podró»y:

1. �cisªy system Gödlowski typu 1 nie mo»e dowie±¢ swojej wªasnej
±cisªo±ci � tj. nie mo»e dowie±¢ wszystkich zda« postaci BX → X .

2. Dowolny system Gödlowski typu 1, który mo»e dowie±¢ swojej
wªasnej ±cisªo±ci, jest nie tylko nie±cisªy, ale równie» osobliwy � tj.,
musi istnie¢ zdanie p takie, »e zarówno p jak i ¬Bp s¡ dowodliwe.

3. Dowolny system Gödlowski typu 1∗, który mo»e dowie±¢ swojej
wªasnej nieosobliwo±ci jest osobliwy.

4. (Za Pierwszym Twierdzeniem Gödla o Niezupeªno±ci.) Dowolny
normalny, stabilny, niesprzeczny system Gödlowski typu 1 musi by¢
niezupeªny. Dokªadniej, je±li S jest systemem normalnym typu 1, a p
jest zdaniem takim, »e p ≡ ¬Bp jest dowodliwe w S, to:
(a) Je±li S jest niesprzeczny, to p nie jest dowodliwe w S.
(b) Je±li S jest niesprzeczny i stabilny, to ¬p tak»e nie jest dowodliwe
w S.
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Podsumowanie: wybrane wyniki metalogiczne

5. (Za Drugim Twierdzeniem Gödla.) �aden niesprzeczny system
Gödlowski typu 4 nie mo»e udowodni¢ swojej wªasnej niesprzeczno±ci.

6. System Gödlowski typu 4 mo»e nawet dowie±¢, »e je±li jest on
niesprzeczny, to nie mo»e dowie±¢ swojej wªasnej niesprzeczno±ci �
tj., mo»e dowie±¢ zdania ¬B ⊥→ ¬B(¬B ⊥).

7. (Za Löbem.) Je±li S jest systemem zwrotnym typu 4, to dla
dowolnego zdania p systemu, je±li Bp → p jest dowodliwe w systemie,
to tak»e p jest dowodliwe w systemie.

8. System typu 4 jest zwrotny wtedy i tylko wtedy, gdy jest typu G.
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Podsumowanie: wybrane wyniki metalogiczne

9. System typu 4 jest Löbia«ski wtedy i tylko wtedy, gdy jest typu G.

10. (Za Kripkem, de Jonghem, Sambinem.) Dowolny system typu 3 w
którym wszystkie zdania postaci B(BX → X ) → BX s¡ dowodliwe
musi by¢ typu 4 (a st¡d typu G).

11. Niesprzeczny system typu G nie mo»e dowie±¢ »adnego zdania
postaci ¬BX � w szczególno±ci, nie mo»e dowie±¢ swojej wªasnej
niesprzeczno±ci.

12. Niesprzeczny i stabilny system typu G nie mo»e ani dowie±¢ swojej
wªasnej niesprzeczno±ci ani swojej wªasnej sprzeczno±ci.

13. (Twierdzenie o Trafno±ci Semantycznej.) Dla dowolnej formuªy
modalnej X , je±li X jest dowodliwa w K , to zachodzi ona we
wszystkich modelach Kripkego; je±li jest dowodliwa w K4, to zachodzi
we wszystkich modelach przechodnich; je±li jest dowodliwa w G, to
zachodzi we wszystkich przechodnich modelach ko«cowych.
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Podsumowanie: wybrane wyniki metalogiczne

14. Istniej¡ niesprzeczne, stabilne systemy typu G � dla przykªadu,
maszyny Fergussona i Craiga oraz system modalny G . Systemy te,
chocia» niesprzeczne, nie mog¡ dowie±¢ swojej wªasnej niesprzeczno±ci.

15. Systemy modalne K , K4 oraz G s¡ nie tylko niesprzeczne i
stabilne, ale równie» samoodniesieniowo poprawne. To samo zachodzi
dla systemów K , K4 oraz G.

16. �aden z systemów G ∗ ani Q nie jest samoodniesieniowo
poprawny, ale oba s¡ niesprzeczne. System Q jest normalny, ale
system G ∗ nie jest normalny.

17. (a) Minimalny my±lak typu G jest niesprzeczny, ale nigdy nie mo»e
si¦ o tym dowiedzie¢.
(b) Minimalny my±lak typu G∗ jest niesprzeczny i wierzy, »e jest
niesprzeczny, ale nigdy nie mo»e si¦ dowiedzie¢, »e wierzy, i» jest
niesprzeczny.
(c) Minimalny my±lak typu Q wierzy, »e jest sprzeczny, ale w
rzeczywisto±ci jest niesprzeczny.
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Koniec

Dawniejsza opozycja �lozo�czna wobec logiki modalnej byªa osadzona w
przybli»eniu w trzech ró»nych (i nieporównywalnych) przekonaniach. Po
pierwsze, s¡ tacy, którzy s¡ przekonani, »e wszystko, co jest prawdziwe jest
koniecznie prawdziwe, a st¡d nie ma »adnej ró»nicy mi¦dzy prawd¡ a
prawd¡ konieczn¡. Po drugie, s¡ tacy, którzy wierz¡, »e nic nie jest
koniecznie prawdziwe, a st¡d dla dowolnego zdania p, zdanie Np (p jest
koniecznie prawdziwe) jest po prostu faªszywe! A po trzecie, s¡ i tacy,
którzy twierdz¡, »e sªowa �koniecznie prawdziwe� nie nios¡ jakiegokolwiek
sensu. Tak wi¦c, ka»de z tych nastawie« �lozo�cznych odrzuca logik¦
modaln¡ ze swoich wªasnych powodów. W istocie, pewien bardzo znany
�lozof wsªawiª si¦ sugesti¡, »e nowoczesna logika modalna zostaªa pocz¦ta
w grzechu. Na co Boolos bardzo stosownie odpowiedziaª: �Je±li
nowoczesna logika modalna zostaªa pocz¦ta w grzechu, to zostaªa
wybawiona przez Gödlowsko±¢�. [W oryginale: If modern modal logic was
conceived in sin, then it has been redeemed through Gödliness.]
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Koniec

Dalszy ci¡g tej prezentacji zostanie napisany, za przyzwoleniem Losu, w
kwietniu 2007 roku.

Wtedy te» dopisane zostan¡ uzupeªnienia do tekstu dotychczasowego.

W obecnej postaci prezentacja jest wykorzystywana dla celów
dydaktycznych.
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