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Wprowadzenie

Pokazujemy wybrane fragmenty ttumaczenia ksiazki Raymonda Smullyana
Forever Undecided. A Puzzle Guide to Gddel., ktére ukaze sie w 2007 roku
naktadem Ksigzki i Wiedzy, pod tytutem Na Zawsze Nierozstrzygniete.
Zagadkowy Przewodnik Po Twierdzeniach Gaddla.

Obok zagadek o Rycerzach (méwiacych zawsze prawde) oraz totrach
(méwigcych zawsze fatsz), ksiazka zawiera zagadki logiczne, w ktérych w
formie popularnej przedstawia sie logike epistemiczng oraz logike
dowodliwosci.

Logika epistemiczna jest Panstwu dobrze znana, o logice dowodliwosci
(logice Godla-Loba) takze kazdy co$ styszat. Prosze zatem traktowaé
niniejsza prezentacje jako rozrywke. Chciatbym przede wszystkim zwréci¢
uwage na mistrzostwo Smullyana w popularyzowaniu wiedzy logicznej.
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Plan na dzis:

o Systemy przekonan. Kto jest prostaczkiem logicznym?
@ Poziomy samos$wiadomoséci. Kto jest szczesciarzem epistemicznym?

o Il Twierdzenie Gddla. Czy mozesz wiedzieé, ze twdj system
przekonah jest niesprzeczny, bez popadniecia przy tym w sprzecznos¢?

o Twierdzenie Loba i samospetniajace sie przekonania. Kiedy
wishful thinking ma wartos¢?

o | Twierdzenie Godla (o niezupefnosci). Czy tatwy jest los
Besserwissera?

e Twierdzenie Tarskiego. Czy dictum: Doctrina multiplex, veritas
una! jest mrzonka?

e Podsumowanie: wybrane wyniki metalogiczne w interpretacji
modalne;j.
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Systemy przekonan

Notacja. Operatory epistemiczne to np.:

@ B — zdanie Bp czytamy: (rozwazany podmiot) wierzy, Ze p;

e K — zdanie Kp czytamy (rozwazany podmiot) wie, Ze p.

(gdzie p jest dowolnym zdaniem jezyka logiki epistemicznej). Zwykle
zaktada sie, ze Kp = (p A Bp).

Systemy epistemiczne s3 interesujace same przez sie — w opisie systemoéw
przekonan, w szczegdlnosci: racjonalnych $wiadomych przekonan. Maja
one takze interesujaca i wazng interpretacje metalogiczna:

Bp mozna interpretowaé jako zdanie p jest dowodliwe w arytmetyce PA.

4

Uwaga. Angielski termin reasoner oddaje przez polski neologizm myslak. )
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Systemy przekonan

Przypusémy, ze jeste$ racjonalng, samoswiadoma Istota. Jak to
przypuszczenie przetozy¢ na jezyk logiki epistemicznej? Oto propozycja.
Nazwiemy szczesciarzem epistemicznym kazda osobe S, ktérej system
przekonan spetnia warunki:

e (la) S wierzy we wszystkie tautologie klasycznego rachunku zdan;

@ (1b) system przekonan S jest domkniety na regute modus ponens:

jesli S wierzy w p oraz wierzy w p — ¢, to wierzy takze w g;

@ (2) dla dowolnych p oraz q, S wierzy w (Bp A B(p — q)) — Bg;
@ (3) dla dowolnego p, jesli S wierzy w p, to wierzy w Bp;
°

(4) dla dowolnego p, S wierzy w Bp — BBp.

Uwaga: rozwazamy tylko osoby, ktére albo zawsze méwia prawde, albo
zawsze méwig fatsz.
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Poziomy samos$wiadomosci

Poziomy samo$wiadomosci

Kazda osobe, ktéra spetnia jedynie warunki (1a) i (1b) nazwiemy
prostaczkiem logicznym. Zatem, jesli S jest prostaczkiem logicznym, to
jego/jej system przekonan zawiera klasyczna logike zdaniowa, ale S moze
by¢ tego nieswiadom(a).

Powiemy, ze osoba S jest:

@ normalna, gdy jesli wierzy w p, to wierzy tez w Bp;
@ regularna, gdy jesli wierzy w p — g, to wierzy tez w Bp — Byg;
@ sprzeczna, gdy do jej systemu przekonan nalezy jakas para zdan

wzajem sprzecznych, lub — co na jedno wychodzi — fafsz logiczny,
ktéry oznaczamy przez |.

Uwaga. Moze bardziej whasciwe bytoby méwienie o wtasnosciach systemoéw
przekonan, a nie oséb.

v
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Poziomy samo$wiadomosci

Mozna udowodnié, ze: dowolny szczesciarz epistemiczny S wie, ze jesli
uwierzy w jakie$ zdanie p oraz w jego negacje —p, to stanie sie sprzeczny.

O szczesciarzach epistemicznych mozna udowodni¢ wiele innych ciekawych
rzeczy. Nie wszystkie z nich beda nam dalej potrzebne. Dodajmy moze
jedynie, ze:
o kazdy szczesciarz epistemiczny jest normalny, a nawet wie, ze jest
normalny;
o kazdy szczesciarz epistemiczny jest regularny i o tym takze wie;
@ wreszcie, kazdy szczesciarz epistemiczny jest przekonany o tym, ze jest
szczes$ciarzem epistemicznym; a zatem to jego przekonanie jest trafne
i, w konsekwencji, kazdy szczesciarz epistemiczny wie, ze jest
szczeSciarzem epistemicznym.
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Il Twierdzenie Godla

Za chwile dowiesz sie czego$ naprawde frapujacego o swoim systemie
przekonan. Udowodnimy mianowicie:

Twierdzenie 1.
Przypusémy, ze normalny prostaczek logiczny S wierzy w zdanie postaci
p = - Bp. Wtedy:

o (a) Jesli S kiedykolwiek uwierzy w p, to stanie sie sprzeczny.
o (b) Jesli S jest szczesciarzem epistemicznym, to wie, iz jesli

kiedykolwiek uwierzy w p, to stanie sie sprzeczny — tj. uwierzy w
Bp— B 1.

@ (c) Jesli S jest szczesciarzem epistemicznym i wierzy, ze nie moze byé
sprzeczny, to stanie si¢ sprzeczny.
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Il Twierdzenie Godla

Dowéd Twierdzenia 1. J
(a) Przypusc¢my, ze S wierzy w p. )
Bedac normalnym, uwierzy w Bp. )

Nadto, poniewaz wierzy w p oraz wierzy w p = —Bp,
wiec musi uwierzyé w =Bp
(bo jest prostaczkiem logicznym).

A wiec uwierzy jednoczesnie w Bp oraz w —Bp,
a stad stanie sie sprzeczny.
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Il Twierdzenie Godla

(b) Przypusémy, ze S jest szczesciarzem epistemicznym. Poniewaz jest
wtedy prostaczkiem logicznym i wierzy w p = - Bp, wiec musi takze
wierzy¢ w p — —Bp.

Nadto, S jest regularny, a stad uwierzy w Bp — B—-Bp. Wierzy tez w
Bp — BBp (poniewaz wie, ze jest normalny).

Zatem S uwierzy w Bp — (BBp A B—Bp), ktére jest logiczna
konsekwencja ostatnich dwéch zdan.

Wierzy réwniez w (BBp A B-Bp) — B L (na mocy (%), poniewaz dla
dowolnego zdania X, S wierzy w (BX A B—X) — B L, a wiec wierzy w
jego szczegdlny przypadek, gdzie X jest zdaniem Bp).

Gdy S juz uwierzy jednoczesnie w Bp — (BBp A B—Bp) oraz w

(BBp A B-Bp) — B L, bedzie musiat uwierzy¢ w Bp — B | (poniewaz
jest prostaczkiem logicznym).
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Il Twierdzenie Godla

(c) Poniewaz S wierzy w Bp — B | (jak wtasnie udowodnilismy),
wiec wierzy takze w =B | — —Bp.

Zatézmy teraz, ze S wierzy w =B |
(wierzy, ze nie moze by¢ sprzeczny).

Poniewaz wierzy tez w =B L— —Bp (jak wtasnie widzielismy),
wiec uwierzy w —Bp.

A poniewaz wierzy réwniez w p = = Bp,
wiec uwierzy w p, a stad stanie sie sprzeczny, na mocy (a).
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Il Twierdzenie Godla

UdowodniliSmy przed chwila nie byle co, bo modalna (epistemiczna) wersje
Il Twierdzenia Gddla (o niedowodliwosci niesprzecznosci arytmetyki w
samej arytmetyce).

Oczywiscie byt to dowdd w postaci wielce uproszczonej — precyzyjny
dowéd wymagatby, powiedzmy, jednosemestralnego wyktadu wstepnego.

W tej prezentacji korzystalismy z rozdziatu 12 ttumaczenia ksigzki
Raymonda Smullyana Na zawsze nierozstrzygniete.
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Il Twierdzenie Gédla

Il Twierdzenie Godla

Przyktad.

Przypus¢my, ze jestes$ studentka teologii i ze Twdéj Ulubiony Profesor
teologii méwi do Ciebie:

Bog istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy nigdy nie uwierzysz, ze Bog istnieje.

Jesli wierzysz profesorowi, to wierzysz w zdanie g = —Bg, gdzie g jest
zdaniem stwierdzajacym, ze Bdg istnieje.

Wtedy, zgodnie z Twierdzeniem 1, nie mozesz wierzy¢ w swoja wtasng
niesprzeczno$¢ bez popadniecia w sprzecznos¢.

Oczywiscie, mozesz wierzy¢ we wtasng niesprzecznos¢, bez popadniecia
przy tym w sprzeczno$¢ — wystarczy, ze przestaniesz ufa¢ Twojemu
Ulubionemu Profesorowi.

Cos za cos.

v
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Il Twierdzenie Godla

Przy modalnej interpretacji dowodliwosci nie mamy jednak takie;
mozliwosci ucieczki, jak w powyzszym przyktadzie.

Wiadomo, ze formuta god(n), stwierdzajaca swoja wtasna niedowodliwos¢
w PA, jest prawdziwa, lecz dowodu w PA nie posiada.

Mozna pokazaé, ze twierdzeniem stosownego systemu modalnego (w
ktérym reprezentujemy dowodliwos¢ w PA) jest:

god(n) = ~Bgod(n).

Pokazemy teraz, co wystarcza, aby kazda z Uroczych Pan zostata —
powiedzmy — Miss World 2007.
Bedzie to przyktad samospetniajacego sie przekonania.
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Twierdzenie LSba i samospetniajace sig¢ przekonania

Samospetniajace sie przekonania

Przypusé¢my, ze:

@ jeste$ szczedciarg epistemiczng;

@ osoby, ktére rozwazamy albo zawsze méwia fatsz, albo zawsze méwia
prawde (i Ty wiesz, ze tak jest);

@ wierzysz swojemu chtopakowi, ktéry prawdziwie (1) moéwi:
(x) Jesli uwierzysz, ze zostaniesz Miss World 2007, to zostaniesz Miss
World 2007.

e wierzysz tez mnie (JP), ktéry méwi:
(xx) Jesli kiedykolwiek uwierzysz, ze ja zawsze mowie prawde, to
zostaniesz Miss World 2007.

Wtedy zostaniesz Miss World 2007. Cieszysz sie? )
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Twierdzenie LSba i samospetniajace sig¢ przekonania

Samospetniajace sie przekonania

Dla skrétu, przyjmijmy oznaczenia:

@ k zastepuje zdanie stwierdzajace, iz ja (JP) zawsze méwie prawdeg;

@ « zastepuje zdanie stwierdzajace, ze zostaniesz Miss World 2007.

Dowdd sktada sie z dwéch czesci.

1. W pierwszej pokazujemy, ze nasze zatozenia implikuja Ba. Jest to
dowdd zatozeniowy, dostepny dla kazdej szczesciary epistemicznej.
Mamy udowodni¢ formute:

(%) ((Ba— a)A(k=(Bk— «))) — Ba.

Uwaga. Zdanie k stwierdza, iz JP zawsze méwi prawde; a wiec prawda
jest, ze JP wypowiada (*x) doktadnie wtedy, gdy prawdziwe jest k = (xx),
czyli doktadnie wtedy, gdy prawdziwe jest k = (Bk — «).
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Twierdzenie LSba i samospetniajace sig¢ przekonania

11.
12.
13.
14.
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(Ba — a) A (k= (Bk — «))
Ba — «

k= (Bk — «)
k — (Bk — «)
(Bk — o) — k
k

Bk — «

Bk

a

k — «
B(k — «)
Bk — Ba
Bk — «

zatozenie

OK: 1

OK: 1

OR:3

OR: 3

zatozenie dodatkowe
MP: 4, 6.1.

6.1. i warunek (3)
MP: 6.2., 6.3.
6.1.—6.4.

7 i warunek (3)

8 i warunki (1a) i (2)
2, 9 i warunki (1b), (1a)
(prawo sylog. hipotet.)
MP: 5, 10

11 i warunek (3)

MP: 10, 12

13 i warunek (3).
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Twierdzenie LSba i samospetniajace sig¢ przekonania

Samospetniajace sie przekonania

2. Poniewaz proroctwo (*) Twojego chtopaka (tj. zdanie Ba — «) jest z
zatozenia prawdziwe, a powyzszy dowdd formuty (%) pokazuje, iz nasze

zatozenia implikuja B, wiec na mocy reguty odrywania otrzymujemy «,
czyli teze.

Zostaniesz Miss World 2007!!!
Cieszysz sie???

Uwaga. Powyzszy dowéd byt przyktadem dowodu wprost. Aby pokazag¢, ze
zostaniesz Miss World 2007 nie musieliémy odwotywac¢ sie do absurdu.
Cieszysz sie?
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Twierdzenie LSba i samospetniajace sig¢ przekonania

Samospetniajace sie przekonania

Ciekawostka prowincjonalna. 16 maja 2005 roku odbyty sie
demokratyczne wybory Dyrektora Instytutu Jezykoznawstwa UAM.
Dwa tygodnie wczesniej, na Seminarium Zaktadu Logiki Stosowanej UAM,
odczyt Kto bedzie Dyrektorem Instytutu Jezykoznawstwa UAM? wygtosita
Pani Dr Alice Ann Hunter (Department of Independent Logic, King David
University, Negev Desert).
Korzystajac z twierdzen logiki epistemicznej (z Twierdzenia Lba),
Dr Hunter trafnie przewidziata wynik wyboréw. Jak sie domyslasz, dowéd
byt podobny do podanego wyzej dowodu, ze zostaniesz Miss World 2007.
Tekst odczytu dostepny na stronie:

www.logic.amu.edu.pl/seminarium.html
Tekst zostat wyrzucony z druku z XIIl numeru elektronicznego czasopisma
Investigationes Linguisticae przez Redaktora Naczelnego, Panig Profesor
Piotre tobacz.
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| Twierdzenie Godla

Myslak jest nazywany stabilnym, jesli dla kazdego zdania p, jesli wierzy on
w Bp, to wierzy tez w p.

Powiemy, ze system przekonan myslaka jest niezupetny, jesli istnieje co
najmniej jedno zdanie p takie, ze myslak nigdy nie uwierzy w p ani tez
nigdy nie uwierzy w —p (pozostanie na zawsze niezdecydowany, czy p jest
prawdziwe, czy fatszywe).

Systemy przekonan, ktére nie s niezupetne, nazywamy zupetnymi. Osoby,
ktére wtadaja takimi systemami przekonan, sg dos¢ ucigzliwe w kontaktach
spotecznych — kazda taka osoba jest Besserwisserem, kims kto na kazdy
poglad ma wyrobione zdanie, pozbawiony jest watpliwosci.

Gdy zajmujemy sie systemami twierdzen raczej niz zespotami przekonan, to
systemami typu 1 nazwiemy te, ktére spetniajg warunki 1a i 1b podane
wyzej.

v
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| Twierdzenie Gédla

| Twierdzenie Godla

Normalny prostaczek logiczny przybywa na Wyspe Rycerzy i totréw i
wierzy w reguty wyspy. (To, czy reguty wyspy rzeczywiscie obowiazuja, czy
nie, jest bez znaczenia.)

Spotyka tubylca, ktéry méwi:

,Nigdy nie uwierzysz, ze jestem rycerzem.”

Udowodnimy, ze jesli myslak jest jednoczes$nie niesprzeczny i stabilny, to
jego system przekonan jest niezupetny. Doktadniej méwiac, znajdziemy
zdanie p takie, ze zachodzg nastepujace dwa warunki:

o (a) Jesli myslak jest niesprzeczny, to nigdy nie uwierzy w p.
o (b) Jesli myslak jest jednoczesnie niesprzeczny i stabilny, to nigdy nie
uwierzy w —p.

Jerzy Pogonowski (MEQG) Szczesciarze epistemiczni ZLwFiPM XIl Szklarska Poreba, V 2007 26 / 53



| Twierdzenie Gédla

| Twierdzenie Godla

Zdanie p o ktére chodzi jest po prostu zdaniem k — zdaniem
stwierdzajacym, ze tubylec jest rycerzem.

Tubylec wygtosit =Bk, a wiec myslak uwierzy w k = —Bk.

(a) Przypus¢my, ze myslak wierzy w k. Wtedy, bedac normalnym, uwierzy
w Bk. Uwierzy tez w =Bk (poniewaz wierzy w k oraz wierzy w k = - Bk i
jest prostaczkiem logicznym), a stad stanie sie sprzeczny. Zatem, jesli jest
niesprzeczny, to nigdy nie uwierzy w k.

(b) Przypusémy, ze myslak jest prostaczkiem logicznym i wierzy w

k = - Bk, wtedy wierzy tez w —k = Bk. Przypusémy teraz, ze
kiedykolwiek uwierzy on w —k. Wtedy uwierzy w Bk. Jesli jest stabilny, to
uwierzy w k i stad stanie sie sprzeczny (poniewaz wierzy w —k). Zatem,
jesli jest jednoczesnie stabilny i niesprzeczny, to nigdy nie uwierzy w —k.
Podsumowujac, jesli jest on jednoczesnie stabilny i niesprzeczny, to nigdy
nie uwierzy ze tubylec jest rycerzem i nigdy nie uwierzy, ze tubylec jest
fotrem.
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| Twierdzenie Godla

To samo rozumowanie, ktérego uzyto w rozwigzaniu powyzszego problemu,
gdy zastosowac je do systeméw matematycznych raczej niz do myslakéw,
ustanawia nastepujacg postaé Pierwszego Twierdzenia Gddla o
Niezupetnosci:

Twierdzenie. Dowolny niesprzeczny, normalny, stabilny system Gddlowski
musi by¢ niezupetny. Doktadniej, jedli S jest normalnym systemem typu 1,
a p jest zdaniem takim, ze p = —Bp jest dowodliwe w S, to jesli S jest
niesprzeczny, to p nie jest dowodliwe w S, a jesli S jest dodatkowo stabilny,
to —p réwniez nie jest dowodliwe w S.

Zdanie p nazywamy nierozstrzygalnym w systemie S, jesli ani p ani jego
negacja —p nie jest dowodliwe w S. Zatem Pierwsze Twierdzenie Godla o
Niezupetnosci méwi nam, ze dla dowolnego niesprzecznego, normalnego,
stabilnego systemu Gddlowskiego S, musi zawsze istnie¢ co najmniej jedno
zdanie p, ktore, cho¢ wyrazalne w jezyku S, nie jest rozstrzygalnew S —

nie mozna w S udowodni¢ ani tego zdania, ani jego negacji.
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| Twierdzenie Godla

Dla dowolnej wtasnosci P liczb, zdanie stwierdzajace, ze istnieje co
najmniej jedna liczba n majaca wtasnos¢ P zapisujemy: 3nP(n).

Przypusémy, ze mamy system matematyczny i wtasnos¢ P taka, ze zdanie
dnP(n) jest dowodliwe w systemie, a jednak dla kazdego poszczegélnego n
zdanie =P(n) jest dowodliwe — to jest, wszystkie z nieskoriczenie wielu
zdan —P(0), =P(1), =P(2),...,mP(n),... sa dowodliwe.

Oznacza to, z jednej strony, ze w systemie mozna udowodni¢ zdanie ogdlne
stwierdzajace, ze jaka$ liczba ma wtasnos¢ P, a jednak o kazdej
poszczegdlnej liczbie n mozna udowodnié, ze liczba ta owej wtasnosci nie
posiada!

Systemy takie nazywane s3 w-sprzecznymi. J
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| Twierdzenie Godla

Pojecie w-sprzecznosci zostato kiedy$ zabawnie scharakteryzowane przez
matematyka Paula Halmosa, ktéry zdefiniowat w-sprzeczng matke jako
taka, ktéra méwi swojemu dziecku: ,Jest co$, co mozesz robi¢, ale nie
mozesz robi¢ tego, nie mozesz robi¢ tamtego, nie mozesz robi¢ owego, . ..
Dziecko pyta: ,Ale, mamusiu, czy jest cokolwiek co mégtbym robi¢?”
Matka odpowiada: ,,O tak, ale nie jest to to, ani tamto, ani owo, ...

”

System jest nazywany w-niesprzecznym, jesli nie jest on w-sprzeczny. Tak
wiec dla systemu w-niesprzecznego, jesli I3nP(n) jest dowodliwe, to istnieje
co najmniej jedna liczba n taka, ze zdanie =P(n) nie jest dowodliwe.

Sprzeczny system typu 1 jest réwniez w-sprzeczny, poniewaz w sprzecznym
systemie typu 1 wszystkie zdania s3 dowodliwe.
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| Twierdzenie Gédla

| Twierdzenie Godla

We wszystkich dotad rozwazanych problemach, kolejnosé w ktérej myslak
wierzyt w réznorakie zdania nie odgrywata roli. W pozostatych problemach
w tej czesci, kolejnos¢ ta odgrywa role pierwszorzedna.

Myslak przybywa na Wyspe Rycerzy i totréw pewnego dnia, ktéry
nazwiemy dniem numer 0. Nastepny dzien jest dniem numer 1, nastepny
dniem numer 2, i tak dale;j.

Dla kazdej liczby naturalnej n mamy wiec dzien numer n (n-ty dzien) i
zaktadamy, ze myslak jest nieSmiertelny i ma przed sobg nieskoficzenie
wiele dni.
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| Twierdzenie Gédla

| Twierdzenie Godla

Dla kazdej liczby naturalnej n i dowolnego zdania p niech B,p bedzie
zdaniem stwierdzajacym, ze myslak uwierzyt w p w jakim§ momencie
n-tego dnia.

Zdanie Bp jest, jak zwykle, zdaniem stwierdzajagcym, ze myslak uwierzy w
p tego lub innego dnia, lub, co na jedno wychodzi, zdaniem 3dnB,p
(istnieje n takie, ze myslak uwierzy w p n-tego dnia).

Nazwiemy myslaka w-sprzecznym, jesli istnieje co najmniej jedno zdanie p
takie, ze myslak (kiedys) wierzy w Bp, a jednak dla kazdego n wierzy on
(kiedys) w =B ,p.

Myslaka nazywamy w-niesprzecznym, jesli nie jest on w-sprzeczny. )
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| Twierdzenie Gédla

| Twierdzenie Godla

Rozwazmy teraz myslaka, ktéry spetnia nastepujace trzy warunki.

e Warunek C;. Jest on typu prostaczkiem logicznym.

e Warunek C;. Dla dowolnej liczby naturalnej n i dowolnego zdania p:
(a) jesli myslak wierzy w p n-tego dnia, to (predzej czy pdzniej)
uwierzy w B,p; (b) jesli nie wierzy on w p n-tego dnia, to (predzej czy
pézniej) uwierzy w =B ,p. (Oddajemy w ten sposéb, ze myslak sledzi
to, w jakie zdania wierzyt, a w jakie nie wierzyt we wszystkich dniach
poprzednich.)

e Warunek C3. Dla dowolnych n oraz p myslak wierzy w zdanie
B,p — Bp (ktére, oczywiscie, jest zdaniem prawdziwym).

Nastepujacy problem jest bardzo zblizony do oryginalnego sformutowania
Godla jego Pierwszego Twierdzenia o Niezupetnosci.
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| Twierdzenie Godla

Myslak spetniajacy powyzsze trzy warunki przybywa na Wyspe Rycerzy i
totréw i wierzy w reguty wyspy. Spotyka tubylca, ktéry méwi mu:

,Nigdy nie uwierzysz, ze jestem rycerzem.”
Udowodnimy, ze:

o (a) Jesli myslak jest (prosto) niesprzeczny, to nigdy nie uwierzy, ze
tubylec jest rycerzem.

o (b) Jesli myslak jest w-niesprzeczny, to nigdy nie uwierzy, ze tubylec
jest fotrem.

Zatem jesli myslak jest w-niesprzeczny (a stad takze prosto niesprzeczny),
to pozostanie na zawsze niezdecydowany co do tego, czy tubylec jest
rycerzem, czy tez totrem.

v
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| Twierdzenie Godla

Najtatwiejszym sposobem rozwigzania obecnego problemu bedzie
pokazanie, ze dowolny myslak spetniajacy warunki 1, 2 oraz 3 musi by¢
normalny, a jesli jest w-sprzeczny, to musi by¢ tez stabilny.

(a) Pokazujemy, ze jest on normalny.

Przypuéé¢my, ze wierzy on w p.

Wtedy dla pewnego n, wierzy on n-tego dnia w p.

Wstedy, na mocy punktu (a) z warunku 2, uwierzy w B,p.

Wierzy takze w B,p — Bp (na mocy warunku 3), a wiec bedac typu 1
(warunek 1) uwierzy w Bp.

Zatem jest normalny.
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| Twierdzenie Godla

(b) Przypusémy teraz, ze jest on w-niesprzeczny.

Pokazemy, ze jest stabilny.

Przypusémy, ze wierzy on w Bp.

Jesli nigdy nie uwierzy w p, to dla kazdej liczby n, nie wierzy on w p n-tego
dnia, a stad na mocy punktu (b) z warunku 2, dla kazdego n wierzy on w
—Bp.

Ale poniewaz wierzy on w Bp, wiec stanie sie wtedy w-sprzeczny.

Zatem, jesli jest on w-niesprzeczny i wierzy w Bp, to musi wierzy¢ w p
tego lub innego dnia.

Dowodzi to, ze jesli jest on w-niesprzeczny, to musi by¢ stabilny
(zaktadajac, ze spetnia on warunki 1, 2, 3 — lub nawet tylko (b) z warunku
2).

Zatem, na mocy rozwigzania pierwszego problemu z tej czesci, pozostanie

on na zawsze niezdecydowany.
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| Twierdzenie Godla

Dla dowolnych zdan p oraz g, powiemy, ze myslak uwierzyt w p wczesniej
niz (zanim) uwierzyt w q, jesli jest taki dzien, w ktérym wierzy on w p, a
jeszcze nie uwierzyt w gq. Jesli myslak nigdy nie uwierzy w g, ale uwierzyt w
p (tego lub innego dnia), to uznajemy, iz prawdziwe jest, ze uwierzyt w p
wczesniej, niz uwierzyt w g. (Innymi stowy, nie musi on wcale kiedykolwiek
uwierzy¢ w g, aby uwierzyé w p wczesniej niz uwierzyé w g.) Niech

Bp < Bgq bedzie zdaniem stwierdzajacym, ze myslak uwierzyt w p
wczesniej niz uwierzyt w g. Jesli Bp < Bgq jest prawdziwe, to oczywiscie
Bqg < Bp jest fatszywe.

Zdefiniujemy myslaka Rosserowskiego jako prostaczka logicznego, dla
ktérego zachodzi nastepujacy warunek:

Warunek R. Dla dowolnych zdan p oraz g, jesli myslak uwierzyt w p
pewnego dnia, w ktérym jeszcze nie uwierzyt w g, to (wczesniej czy
pézniej) uwierzy on w Bp < Bq oraz w —=(Bgq < Bp).
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| Twierdzenie Gédla

| Twierdzenie Godla

Myslak Rosserowski przybywa na Wyspe Rycerzy i totréw i wierzy w reguty
wyspy. Spotyka tubylca, ktéry méwi mu: J

.Nigdy nie uwierzysz wczesniej, ze jestem rycerzem, niz uwierzysz, ze
jestem totrem.” J
(Oddajac to symbolicznie, tubylec wygtasza zdanie —=(Bk < B—k).) )

Udowodnimy, ze jesli myslak jest po prostu niesprzeczny, to musi na zawsze
pozosta¢ niezdecydowany, czy tubylec jest rycerzem, czy totrem.
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| Twierdzenie Godla
Poniewaz tubylec stwierdzit =(Bk < B—k), wiec myslak uwierzy w

= —(Bk < B—k). Przypus¢my, ze myslak jest (prosto) niesprzeczny.
Mamy pokaza¢, ze nigdy nie uwierzy w k i nigdy nie uwierzy w —k.

(a) Przypusc¢my, ze kiedy$ uwierzyt w k. Poniewaz jest niesprzeczny, wiec
nigdy nie uwierzy w —k, a stad uwierzy w k wczesniej niz uwierzy w —k.
Stad, uwierzy w Bk < B—k (na mocy warunku R). Ale wierzy tez w

= —(Bk < B—k), a wiec uwierzy w —k, a wierzac juz w k stanie sie
sprzeczny! Tak wiec, jesli jest niesprzeczny, to nigdy nie uwierzy w k.

(b) Przypusémy, ze kiedy$ uwierzyt w —k. Bedac niesprzecznym, nigdy nie
uwierzy w k, a stad uwierzy w —k wczesniej niz uwierzy w k, a stad na
mocy warunku R uwierzy w =(Bk < B—k). Ale wierzy on w

= —(Bk < B—k), a wiec uwierzy wtedy w k i stanie sie sprzeczny. A
zatem, jesli jest niesprzeczny, to nie moze takze uwierzy¢ w —k.
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| Twierdzenie Gédla

| Twierdzenie Godla

Dowodliwe zdania systeméw matematycznych s3 dowodliwe na réznych
etapach.

Moglibysmy mysle¢ o systemie matematycznym jako o komputerze
zaprogramowanym tak, aby dowodzi¢ réznorakich zdan kolejno.

Powiemy, ze p jest dowodliwe wczesniej (zanim) niz ¢ (w danym systemie
matematycznym), jesli p zostato udowodnione na pewnym etapie, na
ktérym q jeszcze nie zostato udowodnione (g moze by¢ lub tez nie by¢
udowodnione na jakim$ pézniejszym etapie).
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| Twierdzenie Gédla

| Twierdzenie Godla

Dla dowolnych zdan p oraz g wyrazalnych w systemie, zdanie Bp < Bq (p
jest dowodliwe wczesniej niz q) réwniez jest wyrazalne w systemach typu
tych rozpatrywanych przez Godla, a Rosser pokazat, ze jesli p jest
dowodliwe wczesniej niz g, to zdania Bp < Bq oraz ~(Bgq < Bp) sa oba
dowodliwe w systemie.

Rosser znalazt takze zdanie p takie, ze p = —(Bp < B—p) jest dowodliwe
w systemie. (Takie zdanie p odpowiada tubylcowi z pierwszego
rozwazanego w tej czesci problemu, ktéry méwi: ,Nigdy nie uwierzysz
wczesniej, ze jestem rycerzem, niz uwierzysz, ze jestem totrem.”)

Wtedy, na mocy rozumowania z rozwigzania wspomnianego problemu, jesli
p jest dowodliwe, to system jest sprzeczny, a jesli —p jest dowodliwe, to
system takze jest sprzeczny.

A zatem, jesli system jest niesprzeczny, to zdanie p jest nierozstrzygalne w
systemie.
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| Twierdzenie Godla

Zdanie Godlowskie moze zostaé sparafrazowane jako: )
»Nie jestem dowodliwe na zadnym etapie.” ]
Bardziej wyszukane zdanie Rossera moze zosta¢ sparafrazowane jako: J

»Nie moge by¢ dowiedzione na zadnym etapie, chyba ze moja negacja
zostata juz wczesniej udowodniona.”

Zdanie Godla, chociaz prostsze, wymaga zatozenia w-niesprzecznosci dla
przeprowadzenia rozumowania. Zdanie Rossera, chociaz bardziej
skomplikowane, dostarcza szukanego rezultatu przy stabszym zatozeniu
prostej niesprzecznosci.
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Twierdzenie Tarskiego

Przypusémy, ze mamy myslaka — nazwijmy go Paul — ktéry jest zawsze
scisty w swoich przekonaniach (nigdy nie wierzy w zdania fatszywe). Nie
musi on by¢ prostaczkiem logicznym, ani normalnym, nie jest tez
konieczne, aby rzeczywiscie odwiedzat Wyspe Rycerzy i totréw. Wszystko,
co musimy o nim wiedzie¢ to to, ze jest Scisty.

Pewnego dnia tubylec méwi o nim: ]

»Paul nigdy nie uwierzy, ze jestem rycerzem.” ]

Wtedy logicznie wynika stad, ze system przekonan Paula jest niezupetny.
Dlaczego tak jest?
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Twierdzenie Tarskiego

Jesli Paul kiedykolwiek uwierzy, ze tubylec jest rycerzem, to sfalsyfikuje to
tym samym to, co powiedziat tubylec, czynigc tubylca fotrem, a tym samym
czyniac Paula niescistym z powodu jego wiary, ze tubylec jest rycerzem.

Ale powiedziano nam, ze Paul jest scisty, a wiec nigdy nie uwierzy on, ze
tubylec jest rycerzem.

Stad, to co powiedziat tubylec jest prawdziwe, a wiec tubylec rzeczywiscie
jest rycerzem.

Wtedy, poniewaz Paul jest scisty, nigdy nie bedzie zywit fatszywego
przekonania, ze tubylec jest fotrem.

A zatem Paul nigdy nie dowie sie, czy tubylec jest rycerzem, czy totrem. )
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Twierdzenie Tarskiego

Komentarz. Tre$¢ matematyczna powyzszej zagadki jest nastepujaca.
W systemach rozwazanych przez Gédla mamy nie tylko pewne zdania
nazywane zdaniami dowodliwymi, lecz réwniez obszerniejszg klase zdan
nazywanych zdaniami prawdziwymi systemu.

W klasie zdan prawdziwych systemu obowigzuja reguty tabliczek
prawdziwosciowych dla spéjnikéw logicznych.

Nadto, dla kazdego zdania p systemu, zdanie Bp jest prawdziwym zdaniem
systemu wtedy i tylko wtedy, gdy p jest zdaniem dowodliwym systemu.

Godel znalazt godne uwagi zdanie g takie, ze zdanie g = —-Bg byto
zdaniem prawdziwym systemu (byto ono nawet faktycznie dowodliwe w
systemie, ale ten mocniejszy fakt nie jest potrzebny dla obecnego
rozumowania).

v
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Twierdzenie Tarskiego

Gdyby g byto fatszywe, to Bg bytoby prawdziwe, a stad g bytoby
dowodliwe, a stad prawdziwe, i mielibySmy sprzecznosc. J
Zatem g jest prawdziwe, a stad —Bg jest prawdziwe, czyli g nie jest
dowodliwe w systemie. J

Tak wiec, g jest prawdziwe, ale niedowodliwe w systemie. ]

Poniewaz g jest prawdziwe, wiec —g jest fatszywe, a stad takze
niedowodliwe w systemie (poniewaz wszystkie dowodliwe zdania s3
prawdziwe).

A zatem g jest nierozstrzygalne w systemie. ]
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Podsumowanie: wybrane wyniki metalogiczne

Informacja o dalszych wynikach podanych w ksigzce: ]

semantyka Kripke'go;
koniecznoé¢ a dowodliwosé;
samostosowalne systemy modalne;

systemy modalne a maszyny;

e 6 6 o6 o

twierdzenia o punkcie statym.
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Rozpoczelismy to studium od introspektywnych myslakéw, a
wyladowaliémy w labiryntach logiki modalnej. Podsumujmy niektére z
najwazniejszych rzeczy, ktérych nauczylismy sie podczas tej podrézy:

o 1. Scisty system Gddlowski typu 1 nie moze dowies¢ swojej whasne;
$cistosci — tj. nie moze dowies¢ wszystkich zdan postaci BX — X.

@ 2. Dowolny system Godlowski typu 1, ktéry moze dowiesé swojej
wtasnej Scistosci, jest nie tylko niescisty, ale réwniez osobliwy — tj.,
musi istnie¢ zdanie p takie, ze zaréwno p jak i =Bp sa dowodliwe.

@ 3. Dowolny system Godlowski typu 1%, ktéry moze dowie$¢ swoje;
wtasnej nieosobliwosci jest osobliwy.

@ 4. (Za Pierwszym Twierdzeniem Godla o Niezupetnosci.) Dowolny
normalny, stabilny, niesprzeczny system Goédlowski typu 1 musi by¢
niezupetny. Doktadniej, jesli S jest systemem normalnym typu 1, a p
jest zdaniem takim, ze p = =Bp jest dowodliwe w S, to:

(a) Jesli S jest niesprzeczny, to p nie jest dowodliwe w S.
(b) Jesli S jest niesprzeczny i stabilny, to —p takze nie jest dowodliwe
w S.
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Podsumowanie: wybrane wyniki metalogiczne

@ 5. (Za Drugim Twierdzeniem Godla.) Zaden niesprzeczny system
Godlowski typu 4 nie moze udowodni¢ swojej wtasnej niesprzecznosci.

@ 6. System Gddlowski typu 4 moze nawet dowies¢, ze jesli jest on
niesprzeczny, to nie moze dowies¢ swojej wtasnej niesprzecznosci —
tj., moze dowies¢ zdania -B L — —-B(—-B 1).

@ 7. (Za Lobem.) Jesli S jest systemem zwrotnym typu 4, to dla
dowolnego zdania p systemu, jesli Bp — p jest dowodliwe w systemie,
to takze p jest dowodliwe w systemie.

@ 8. System typu 4 jest zwrotny wtedy i tylko wtedy, gdy jest typu G.
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Podsumowanie: wybrane wyniki metalogiczne

o

9. System typu 4 jest Ldbianski wtedy i tylko wtedy, gdy jest typu G.
10. (Za Kripkem, de Jonghem, Sambinem.) Dowolny system typu 3 w
ktérym wszystkie zdania postaci B(BX — X) — BX sa dowodliwe
musi by¢ typu 4 (a stad typu G).

11. Niesprzeczny system typu G nie moze dowie$¢ zadnego zdania
postaci "BX — w szczeg6lnosci, nie moze dowie$¢ swojej wiasne;j
niesprzecznosci.

12. Niesprzeczny i stabilny system typu G nie moze ani dowies¢ swojej
wtlasne] niesprzecznos$ci ani swojej wtasnej sprzecznosci.

13. (Twierdzenie o Trafnosci Semantycznej.) Dla dowolnej formuty
modalnej X, jesli X jest dowodliwa w K, to zachodzi ona we
wszystkich modelach Kripkego; jesli jest dowodliwa w Ky, to zachodzi
we wszystkich modelach przechodnich; jesli jest dowodliwa w G, to
zachodzi we wszystkich przechodnich modelach koncowych.
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@ 14. Istniejg niesprzeczne, stabilne systemy typu G — dla przykfadu,
maszyny Fergussona i Craiga oraz system modalny G. Systemy te,
chociaz niesprzeczne, nie moga dowie$¢ swojej wtasnej niesprzecznosci.

@ 15. Systemy modalne K, Ky oraz G sa nie tylko niesprzeczne i
stabilne, ale réwniez samoodniesieniowo poprawne. To samo zachodzi
dla systeméw K, Ky oraz G.

@ 16. Zaden z systeméw G* ani @ nie jest samoodniesieniowo

poprawny, ale oba s3 niesprzeczne. System Q jest normalny, ale
system G* nie jest normalny.

e 17. (a) Minimalny myslak typu G jest niesprzeczny, ale nigdy nie moze
sie o tym dowiedzied.
(b) Minimalny myslak typu G* jest niesprzeczny i wierzy, ze jest
niesprzeczny, ale nigdy nie moze sie dowiedzie¢, ze wierzy, iz jest
niesprzeczny.
(c) Minimalny myslak typu Q wierzy, ze jest sprzeczny, ale w
rzeczywistosci jest niesprzeczny.
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Koniec

Dawniejsza opozycja filozoficzna wobec logiki modalnej byta osadzona w
przyblizeniu w trzech réznych (i nieporéwnywalnych) przekonaniach. Po
pierwsze, s tacy, ktérzy sg przekonani, ze wszystko, co jest prawdziwe jest
koniecznie prawdziwe, a stad nie ma zadnej réznicy miedzy prawda a
prawda konieczna. Po drugie, s3 tacy, ktérzy wierza, ze nic nie jest
koniecznie prawdziwe, a stad dla dowolnego zdania p, zdanie Np (p jest
koniecznie prawdziwe) jest po prostu fatszywe! A po trzecie, s3 i tacy,
ktérzy twierdza, ze stowa ,koniecznie prawdziwe” nie niosa jakiegokolwiek
sensu. Tak wiec, kazde z tych nastawien filozoficznych odrzuca logike
modalna ze swoich wtasnych powoddéw. W istocie, pewien bardzo znany
filozof wstawit sie sugestia, ze nowoczesna logika modalna zostata poczeta
w grzechu. Na co Boolos bardzo stosownie odpowiedziat: ,Jesli
nowoczesna logika modalna zostata poczeta w grzechu, to zostata
wybawiona przez Godlowskos¢”. [W oryginale: If modern modal logic was
conceived in sin, then it has been redeemed through Gédliness.)
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Koniec

Dalszy ciag tej prezentacji zostanie napisany, za przyzwoleniem Losu, w
kwietniu 2007 roku.

Wtedy tez dopisane zostang uzupetnienia do tekstu dotychczasowego. ]
W obecnej postaci prezentacja jest wykorzystywana dla celéw
dydaktycznych.
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