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Kombinatoryka, ciggi liczbowe,
skonczone przestrzenie probabilistyczne



Przyktady zagadnien kombinatorycznych

Rozwazmy uktad n miast o bardzo szczesliwych potgczeniach
lotniczych: z kazdego z nich mozna sie dosta¢ do kazdego
innego bezposrednim lotem. Na ile sposobéw mozemy
odwiedzi¢ wszystkie n miast, kazde doktadnie raz?

n!. Jest to liczba wszystkich n-wyrazowych permutacji.



Przyktady zagadnien kombinatorycznych

Na ile sposobéw mozemy wylosowaé 5 kart z talii 52 kart, jesli
po kazdym losowaniu karta trafia z powrotem do talii?

Jedli uktad kart uznajemy za istotny (kolejno wylosowane karty
traktowane jak elementy ciggu):

525

Jest to liczba wszystkich 5-wyrazowych wariacji z
powtdrzeniami ze zbioru 52-elementowego.



Przyktady zagadnien kombinatorycznych

Na ile sposobdéw mozemy wylosowaé 5 kart, jesli karty
pozostajg w dioni?

Jesli uktad kart uznajemy za istotny (kolejno wylosowane karty
traktowane jak elementy ciggu):

52!

2.51.50-49.48 = —
52-51-50-49-48 (52_5),

Jest to liczba wszystkich 5-wyrazowych wariacji bez powtdrzen
ze zbioru 52-elementowego.



Przyktady zagadnien kombinatorycznych

Na ile sposobéw mozemy wylosowac 5 kart, jesli karty
pozostajg w dtoni, a ich uktad uznajemy za nieistotny
(wylosowane karty traktowane sg jak elementy zbioru)?

521 (52
471.51 ~ \ 5
Jest to liczba wszystkich 5-elementowych kombinacji bez
powtdrzen ze zbioru 52-elementowego.



Przyktady zagadnien kombinatorycznych

Na ile sposobéw mozemy wylosowaé 5 kart z talii 52 kart, jesli
po kazdym losowaniu karta trafia z powrotem do talii, a uktad
kart uznajemy za nieistotny (wylosowane karty traktowane sg

jak elementy zbioru)?
92 +5—1
5

Jest to liczba wszystkich 5-elementowych kombinacji z
powtdrzeniami ze zbioru 52-elementowego.



Dwumian Newtona

Przypominajgc sobie, ze liczba wszystkich podzbioréw zbioru
n-elementowego wynosi 2" oraz biorgc pod uwage omoéwiong
interpretacje symbolu dwumianowego Newtona, odkrywamy,

| > (1) -2

k=0
gdzie, jak pamietamy:

> ()= (0)+ () ()

k=0



Dwumian Newtona

Niech teraz X bedzie niepustym zbiorem n-elementowym, z
ktérego wybieramy sobie dowolny element a € X. Wszystkie
k-elementowe podzbiory zbioru X (gdzie n > k) mozemy
podzieli¢ na te, do ktérych a nie nalezy i na te, do ktérych a
nalezy. Tworzymy w ten sposob wyczerpujacy i roztgczny
podziat rodziny 2X na 2 podrodziny. Pierwsza ma (", ')
elementéw, za$ druga ma (;_}) elementéw. Druga liczbe
znajdujemy zauwazajac, ze k-elementowych zbioréw, do
ktérych a nalezy jest tyle samo, co (k — 1)-elementowych
podzbioréw zbioru X'\ {a}.



Dwumian Newtona

Wykazalismy w ten sposéb, ze zachodzi nastepujaca

zalezno$¢:
ny n—1 n n—1
k) \k-—1 k

Zachodzi ponadto:
m _,_ ("
0o/  \n

dla kazdego n > 0. Wykorzystujac powyzsze zaleznosci
mozemy zestawi¢ wartosci dwumianu Newtona w
przedstawionym nizej tréjkacie, zwanym trojkgtem Pascala.
Jesli ponumerujemy wiersze trdjkata zaczynajgc od 0, to w
n-tym wierszu uzyskujemy wartosci () dla kolejnych
k=0,1,...,n:



Trojkat Pascala

itd...



Trojkat Pascala

itd...



Wzér dwumienny Newtona

Wz6r dwumienny Newtona to ogélna postac rozwiniecia n-tej
potegi dwumianu (x + y)™:

(X+y)"=x+y) (x+y) ... (x+y)




Liczby Stirlinga drugiego rodzaju

Niech S(n, k) oznacza liczbe podziatéw zbioru n-elementowego
na k czesci (niepustych podzbioréw). Zauwazmy, ze:

@ S(n,1)=1

@ S(n,n) =1

@ dlak>n,S(nk)=0

@ S(n,0)=0dlan>0

edan>k>1

S(n,k)=8(n—1,k—1)+k-S(n—1,k)
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Liczby Stirlinga drugiego rodzaju

itd...



Ciagi liczbowe: ograniczenia

Ciag (an)neiv, nazywamy ograniczonym z gory, jesli istnieje
liczba naturalna M taka, ze dla wszystkich n € IN; zachodzi:
an < M.

Ciag (an)new, nazywamy ograniczonym z dotu, jesli istnieje
liczba naturalna M taka, ze dla wszystkich n € IN, zachodzi:
an > —M.

Ciag (an)new, nazywamy ograniczonym, jesli istnieje liczba
naturalna M taka, ze dla wszystkich n € IN; zachodzi:
lan| < M.



Ciagi liczbowe: monotonicznos¢

Ciag (an)new, nazywamy:

@ rosngcym,gdy a1 < @& < ... < ap<apt1 <...

@ malejgcym, gdy a; > ax > ... > ap > apy1 > ...

@ niemalejagcym,gdy a1 < ax <...<ap<ap1 <...

@ nierosngcym,gdy a; > a > ...>ap > apyq > - ..
Ciagi, spetniajace ktéry$ z powyzszych warunkéw nazywamy
monotonicznymi.

Te, ktére spetniajg ktdrys z pierwszych dwoch powyzszych
warunkéw nazywamy scisle monotonicznymi.



Zasada indukcji matematycznej

@ zasada indukcji matematycznej

Niech A bedzie zbiorem. Jezeli spetnione sg nastepujgce
dwa warunki:

I. (krok poczatkowy / bazowy / wyjsciowy)
1 €A,
[l. (krok nastepnikowy / indukcyjny)

dla kazdej liczby naturalnej n, jesline A, ton+1 € A,

to wszystkie liczby naturalne nalezg do A.



Zasada indukcji matematycznej

Dowodzimy (dowdd znajdziesz tez w materiatach do wyktadu):
°1+4...+n="08

@ Jesdli X jest zbiorem skoriczonym, to [2X| = 2IXI,




Prawdopodobienstwo w skonczonych przestrzeniach

Pojecie zdarzenia elementarnego jest pojeciem pierwotnym rachunku
prawdopodobienstwa.

Ogo6t zdarzen elementarnych nazywamy przestrzenig zdarzeri
elementarnych (przestrzenig probabilistyczng) i oznaczamy przez Q.

Przyktady:

@ Przestrzen zdarzen elementarnych zwigzanych z jednokrotnym
rzutem kostkg moze byé reprezentowana jako:

Q=1{1,2,3,4,5,6}
@ Przestrzen zdarzen elementarnych zwigzanych z losowaniem
jednej kuli z urny, w ktérej znajdujg sie 2 kule zotte, 2 kule

czerwone i 2 kule niebieskie:

Q={zy,2,¢1,Co, N1, N2}



Prawdopodobienstwo w skonczonych przestrzeniach

Zdarzeniem w przestrzeni Q nazywamy dowolny podzbiér zbioru .
Tak wiec, ogo6t zdarzen w ustalonej przestrzeni probabilistycznej Q2 to
zbior ().

Zdarzeniem pewnym jest zbiér Q. Zdarzeniem niemoZzliwym jest zbior
pusty.

@ Zdarzeniem sprzyjajacym wyrzuceniu parzystej liczby oczek jest
A={2,4,6} CQ={1,23,4,5,6}. Zdarzeniem sprzyjajacym
wyrzuceniu liczby oczek podzielnej przez 5 jest B = {5} C Q.

@ Zdarzeniem przeciwnym do zdarzenia sprzyjajgcego wyrzuceniu
parzystej liczby oczek jest A = Q — A= {1,3,5}.

© Zdarzenie polegajgce na wyrzuceniu parzystej liczby oczek lub
wyrzuceniu 5 mozemy przedstawic¢ jako sume
AUB= {2,456}

© Zdarzenie polegajace na wyrzuceniu parzystej liczby oczek i
jednoczesnie liczby 5 jest zdarzeniem niemozliwym, o czym
poucza nas réwnosé An B = ().



Czestos¢ i prawdopodobienstwo

Jesli zdarzenie elementarne w € Q jest elementem zdarzenia A C Q,
to moéwimy, ze zdarzenie w jest zdarzeniem sprzyjajacym zajsciu
zdarzenia A.

Przy zatozeniu, ze rozwazane do$wiadczenia sa powtarzalne oraz
poszczegdblne zdarzenia elementarne sa od siebie niezalezne,
pojecie prawdopodobienstwa zdarzen mozna scharakteryzowaé w
kategoriach czestos$ci powtarzania sie wynikéw doswiadczen. Jesli w
n doswiadczeniach otrzymano m razy wynik odpowiadajgcy
zdarzeniu A, to czesto$¢ zdarzenia A wynosi

m

n



Czestos¢ i prawdopodobienstwo

Dla skonczonych przestrzeni probabilistycznych Q
prawdopodobieristwem (zdarzen) nazywamy funkcje P okreslong na
zbiorze p(Q2) taka, ze:

@ P(A) > 0dlakazdego A € p(Q)

© P(AUB) = P(A) + P(B) dla dowolnych roztacznych zdarzen A
oraz B

Q P(Q) =1

Przy zatozeniu, ze wszystkie zdarzenia elementarne sg jednakowo
prawdopodobne, prawdopodobienstwo dowolnego zdarzenia A C Q
jest ilorazem liczby zdarzen sprzyjajacych zdarzeniu Ai liczby
wszystkich zdarzen elementarnych rozwazanej przestrzeni:

1Al

P(A) = ok



Czestos¢ i prawdopodobienstwo

Wyzej okreslone pojecie prawdopodobienistwa ma m.in. nastepujace
wiasnosci:

Q@ P(®) =0.

© Jesli AC B, to P(A) < P(B).

@ P(A) < 1dlakazdego AC Q.

Q PA)=1-P(A).

© P(AUB)=P(A) + P(B) - P(AN B).
Np. niech
Q={(r,r,r),(r,r,0),(r,0,r),(r,0,0),(0,r,r),(o,r,0),(0,0,r),(0,0,0)}

reprezentuje trzykrotny rzut moneta. Zdarzenie A polega na wyrzuceniu za
pierwszym razem orfa, a przy tym 2 razy orta i 1 raz reszki. Wéwczas:

A={(o,r,0),(0,0,r},|A =2,|Q| =8,

zatem
1

P(A) =4



Prawdopodobienstwo warunkowe

Prawdopodobieristwo zajscia zdarzenia A pod warunkiem, ze zaszto
zdarzenie B, oznaczane przez P(A|B), wyraza sie wzorem:

P(AN B)

P(AIB) = =5y

przy zatozeniu, ze P(B) > 0.

Niech, jak wyzej, Q =
{(r,r,r),(r,r,0),(r,0,r),(r,0,0),(0,r,r),(o,r,0),(0,0,r),(0,0,0)}
reprezentuje trzykrotny rzut monetg. Szukamy prawdopodobienstwa
zaj$cia zdarzenia A = {(o, r, 0),(0, 0, r)} pod warunkiem, ze za
pierwszym razem wyrzucono orta, tzn. pod warunkiem zajscia
zdarzenia B = {(o,r,r),(o,r,0),(0,0,r),(0,0,0)}.

P(A|B) =

1
5

r\)\—l‘#\—‘



Niezaleznos¢ zdarzen, prawdopodobienstwo

catkowite, wzér Bayesa

Zdarzenia A i B sa niezalezne, jesli:

P(An B) = P(A)- P(B).
Jesli zdarzenia A¢, Az, . . ., A, stanowia podziat przestrzeni Q oraz
P(A;) > 0 dla wszystkich 1 < i < n, to dla dowolnego zdarzenia
B C Q zachodzi rownos¢:

P(B) = P(A1) - P(BJ|A1) + P(Az) - P(B|A2) + ...+ P(An) - P(B|Ay).

ktéra nazywamy wzorem na prawdopodobienstwo catkowite.



Niezaleznos¢ zdarzen, prawdopodobienstwo

catkowite, wzér Bayesa

Niech zdarzenia A1, Ao, .. ., A, stanowig podziat przestrzeni 2 oraz
P(A;) > 0 dla wszystkich 1 < i < n. Przypu$émy, ze zaszto zdarzenie
B. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze przyczyng zajscia zdarzenia B
byto zdarzenie A;?

Odpowiedz podaje wzdr Bayesa:

P(B|A) - P(A)
(A1) - P(B|A1) + P(Az) - P(B|A2) + ... + P(An) - P(B|An)

P(AIB) = 5



Schemat Bernoulliego

Rozwazmy dos$wiadczenie, w ktérym otrzymaé mozemy: Alub A’ (np.
rzut moneta). Zaté6zmy tez, ze mozemy to doswiadczenie powtarzaé
dowolng liczbe razy oraz ze prawdopodobienstwo zaj$cia zdarzenia
jest state.

Niech np. P(A) = p. Wtedy P(A’) =1 — p. Mozemy jedno ze
zdarzen, np. A, nazwaé sukcesem, a pozostate, tu: A, porazka.

Jakie jest prawdopodobienstwo, ze w serii n doSwiadczen doktadnie
k razy uzyskamy sukces?



Schemat Bernoulliego

Prawdopodobienstwo, iz w serii n préb odniesli§my k sukceséw
(zaszto A) oraz n — k porazek (zaszto A’) wynosi

pr-(1-p)" .

k sukceséw w n-elementowej serii mozemy uzyskac na (})
sposobdw, zatem prawdopodobienstwo uzyskania doktadnie k
sukcesow w serii n niezaleznych préb (przy prawdopodobienstwie
sukcesu réwnym p), oznaczane przez P(n, k, p) jest rowne:

P(nk.p) = ([0 )p(1

Wz6r ten nazywamy wzorem Bernoulliego.



Co musze ZZ7 ...

Wariacje, permutacje, kombinacje.

Tréjkat Pascala.

Wzér dwumianowy.

Liczby Stirlinga.

Ciagi liczbowe: ograniczenie i rodzaje monotonicznosci.
Dowody z wykorzystaniem indukcji matematyczne;j.
Skonczona przestrzen probabilistyczna.
Prawdopodobienstwo wyznaczone przez czestose.
Witasnosci funkcji prawdopodobienstwa.
Prawdopodobienstwo warunkowe.

Niezalezno$¢ zdarzen.

Prawdopodobienstwo catkowite.

Wz6r Bayesa.

Schemat Bernoulliego.



